
บท ทื 2

ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลัก

ความน่า

สายอากาศชนิดจานสะท้อนคล่ีนได้รับการพัฒนาและนำมาใช้งานอย่างกว้างขวาง สำหรับสายอากาศชนิดจานสะท้อน 
คลนท้ใช้งานกันอยู่ในปัจจุบันม็ลักษณะโครงสร้างแตกต่างกันและมมากมายหลายชนิดข้ึนอยู่กับการนำมาประยุกต์ใช้งาน เช่น 
สายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียว สายอากาศชนิดจานสะท้อนคู่ สายอากาศชนิดจานสะท้อนแบบสมมาตร สายอากาศชนิดจาน 
สะท้อนแบบไม่สมมาตร สายอากาศชนิดจานสะท้อนคลนแบบล่าคลนเฉพาะจุด สายอากาศชนิดจานสะท้อนคลนแบบจัดล่า 
คล่ึน เป็นต้น ดังน้ันเพ่ึอแสดงให้เห็นหลักการ โครงสร้างพ้ืนฐาน และการประยุกต์ใช้งานของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อน 
คลน ในบทน้ัจะกล่าวถงการแบ่งชนิด โครงสร้าง คุณสมบัติทางเรขาคณิต และการประยุกต์ใช้งานของระบบสายอากาศชนิดจาน 
สะท้อนคลน โดยมุ่งสนใจระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักเป็นหลัก ซ่ึงแบ่งออกเป็นห้วช้ยต่าง  ๆ ดังน้ัคือ 
ในหัวข้อแรกกล่าวกงองค์ประกอบ และการประยุกต์ใช้งานของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคล่ีนชนิดต่าง  ๆ ท่ีนำมาใช้งาน 
อย่างกว้างขวางในระบบส่ึอสารด้วยคลนไมโครเวฟ และการเกิดปรากฎการณ์เล้ิยวเบนในระบบสายอากาศชนิดน้ั ส่วนในหัวข้อที 
สองกล่าวกงระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลัก โดยแบ่งออกเป็นล่ีห้วข้อย่อยคือ คุณสมบัติทางเรขาคณิตแสะ 
ค่าปัจจัยต่าง  ๆ ท่ีกำหนดโครงสร้างของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลัก ค่าปัจจัยทางเรขาคณิตของพ้ืนผิว 
รูปพาราโบลัก ค่าปัจจัยทางเรขาคณิตท่ีขอบของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเดียวรูปพาราโบลักแบบสมมาตร และค่าปัจจัย 
ทางเรขาคณิตท่ีขอบของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักแบบไม่สมมาตร ซ่ึงค่าปัจจัยต่าง  ๆ เหล่าน้ัเป็นค่า 

ปัจจัยท่ีจ่าเป็นท่ีนำมาใช้ในการวิเคราะห์หาขีดจ่ากัดเก่ียวกับสมรรถนะของระบบสายอากาศชนิดน้ัในบทท่ี 3 ต่อไป

ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคล่ีน

ระบบสายอากาศชนิดจานสท้อนคล่ีนเป็นระบบสายอากาศท่ีมีโครงสร้างง่าย ๆ เน่ืองจากใช้หลักการด้านแสงหรือ

คุณสมบัติทางเรขาคณิตในการออกแบบ ดังน้ันโครงสร้างของสายอากาศจืงมีลักษณะเป็นรูปทรงเรขาคณิตเป็นส่วนใหญ่ ซ่ึงโดย 

ท่ัวไปมักออกแบบให้จานสะท้อนมีรูปทรงเรขาคณิตท่ีท่าให้คลนทรงกลมท่ีแผ่พลังงานออกมาจากสายอากาศปัอนกำลังคลนมา 

ตกกระทบพ้ืนผิวจานสะท้อนแล้วถูกดัดหน้าคล่ึนให้เป็นคล่ึนระนาบ นอกจากมีโครงสร้างท่ีง่ายแล้ว ระบบสายอากาศชนิดจาน 

สะท้อนคล่ึนยังเป็นระบบสายอากาศท่ีนำมาใช้งานอย่างกว้างขวางในการส่ึอสารดาวเทียมและการส่ึอสารด้วยคลนไมโครเวฟ 

เน่ืองจากระบบสายอากาศชนิดน้ัมีคุณลักษณะหลายประการท่ีเหมาะสมต่อการใช้งานดังกล่าว เช่น มีอัตราขยายท่ีสูง มีระดับพู 

ข้างท่ีต่ํา มีระดับโพลาไรเซชันไขว้ท่ีต่ํา และได้รับผลกระทบจากสภาวะแวดล้อมไม่มากนักเพราะว่าวัสดุท่ีใช้ท่าเป็นตัวนำสมบูรณ์ 

ซ่ึงมีคุณสมบัติไม่ค่อยแปรเปล่ียนตามสภาวะแวดล้อมท่ีเปล่ึยนไป และสามารถนำไปประยุกต์ใช้งานอน ๆ อีกมากมาย เช่น ใช้ 

เป็นสายอากาศในการสังเคราะห์ศล่ีนระนาบเพ้ือใช้ทดสอบสายอากาศในย่านทดสอบแบบกระชับ (compact antenna test 

range, CATR) ใช้เป็นสายอากาศในงานเรดาร์ หรือใช้ในการศกษาดาราศาสตร์ด้วยคล่ีนวิทยุ เป็นต้น

ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคล่ีนสามารถจำแนกออกเป็น 3 หมวดใหญ่ ๆ (P. J. B. Clamcoats and G. T. 

Poulton, 1977) ตามแบบรูปการแผ่พลังงาน ชนิดของจานสะท้อน และชนิดของสายอากาศป้อนกำลังคล่ีนได้ดังรูป 2.1
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รูป 2.1 การจำแนกชนิดของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคล่ืน

จากรูป 2.1 ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคล่ืนได้ถูกแยกประ๓ทไว้มากมาย แต่ปกติแล้วองค์บระกอบหสัก  ๆ
ของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคล่ืนประกอบด้วย

1. สายอากาศป้อนกำลังคล่ืน (feed) ซ่ึงมีหน้าท่ีเป็นแหลงกำเนิดคล่ืนข้ันปฐมภูมิไปตกกระทบพ้ืนผิวจานสะท้อนเม่ือ

ทำหน้าท่ีเป็นสายอากาศส่งสัญญาณ และในทางกลับกันก็เป็นตัวรับคล่ืนจากพ้ืนผิวจานสะท้อนเม่ือทำหน้าท่ีเป็นสายอากาศรับ

สัญญาณ โดยชนิดของสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนเป็นองค์ประกอบท่ีสำคัญท่ีทำให้แบบรูปการแผ่พลังงานและสมรรถนะโดยรวม 

ของระบบสายอากาศเปล่ียนไป

2. จานสะท้อนคล่ืน (reflector) เป็นพ้ืนผิวตัวน่าสมบูรณ์ท่ีเกิดจากการหมุนแกนของรูปพาราโบลา (parabola) 

ไฮเพอร์โบลา (hyperba) วงกลม (circle) วงรี (ellipse) หรีอเป็นเพียงส่วนหน่ึงของการหมุนรอบแกนของรูปต่าง ๆ ข้างต้นก็ 
ได้ โดยมีหน้าท่ีในการรวบรวมพลังงานท่ีมาจากสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนให้มีทิศทางพ่งไปในทิศทางด้านหน้าของจานสะท้อน 
ซ่ึงเป็นการทำให้อัตราขยายของระบบสายอากาศเพ้ืมข้ัน และในทางกลับกันก็จะทำหน้าท่ีรวบรวมพลังงานให้แก่สายอากาศป้อน 
กำลังคล่ืนเม่ือใช้งานเป็นสายอากาศรับสัญญาณ นอกจากน้ิจานสะท้อนท่ีเกิดจากการหมุนแกนของรูปพาราโบลายังสามารถใช้ 
เป็นอุปกรณ์ท่ีทำการดัดหน้าคล่ืนของคล่ืนทรงกลมท่ีแผ่กระจายออกมาจากจุดโฟกัสให้เป็นคล่ืนระนาบบนระนาบหน้าจานใด  ๆ
ได้ด้วย

ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคล่ืนอาจจะประกอบด้วยสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนเพียงตัวเดียวสำหรับในการผลิต 

สำคล่ืนเฉพาะจุด (spot beam) หรีออาจประกันเป็นกลุ่มของสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนในการผลิตสำคล่ืนแบบจัดสำคลิน 

(shaped beam) ก็ได้ ข้ันอยู่กับการน่าไปประยุกต์ใช้งาน และอาจประกอบด้วยจานสะท้อนเพียงตัวเดียวหรีอประกอบกันเป็น 

จานสะท้อนหลายตัว

สำหรับระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคล่ืนท่ีน่ามาใช้งานอย่างกว้างขวางในระบบล่ือสารด้วยคล่ืนไมโครเวฟน้ัน 

ส่วนใหญ่เกิดจากการหมุนรอบแกนของรูปพาราโบลา ไอเพอร์โบลา และวงรี โดยมีการจัดวางจานสะท้อนและรูปร่างเป็นดังรูป 

2.2 มีรายละเอยดดังน้ั

1. สายอากาศชนิดพาราโบลอยด์ (paraboloid antenna) หรีอสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลิกแบบ 

สมมาตร เป็นสายอากาศท่ีประกอบด้วยจานสะท้อนเป็นผิวโค้งรูปพาราโบลอยด์ และสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนวางอยู่ท่ีจุดโฟกัส
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ของพาnโบลอยด์ดังรูป 2.2ก สายอากาศชนิดน้ัมีคุณสมบัติคือ เม่ึอคล่ืนทรงกลมจากสายอากาศป้อนกำลังคสีนตกกระทบจาน 
สะท้อนก็จะท่าให้คล่ืนทรงกลมท่ึตกกระทบถูกดัดหน้าคล่ืนเป็นคล่ืนระนาบเน่ึองจากเม่ึอพิจารณาคล่ืนในลักษณะของรังสี ระยะ 
ทางท่ํคล่ืนท่ึจากสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนมาตกกระทบท่ึจุดใด  ๆ บนจานสะท้อนแล้วสะท้อนมายังจุดระนาบน้ันมีระยะทางการ 
เคล่ือนท่ึของคล่ืนเท่ากันซ่ึงจากรูป 2.2ก 12 + /3 - 2 f - z a และ /2 +/3 = 2 / - z o ดังน้ันเฟสของคล่ืนบนระนาบ z = - z o 

จืงมีค่าเท่ากัน สายอากาศชนิดน้ัมีท่ีใช้งานอย่างมากไม่ว่าจะเป็นงานล่ือสารไมโครเวฟภาคพนดิน หรือใช้รับสัญญาณจากดาว 
เทียม หรือในการคืกษาดาราคาสตร์ด้วยคล่ืนวิทยุ (radioastronomy) เน่ึอง'จากเป็นสายอากาศ'ท่ึมโครงสร้าง'ท่ีง่าย มีอัตรา 
ขยายท่ีสูง มีโพลาไรเซซ้นไขว้ต่ํา ราคาถูก และสะดวกในการติดต้ัง แต่สายอากาศชนิดน้ัก็มีข้อเสียคือ ความยาวของสายส่งหรือ 
ท่อนำคล่ืนท่ีใช้ในการป้อนกำลังให้สายอากาศป้อนกำลังคล่ืนต้องมีความยาวเพิยงพอซ่ึงท่าให้เกิดการสูญเสีย

2. สายอากาศชนิดออฟเซตพาราโบลอยด์ (offset paraboloid antenna) หรือสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูป 

พาราโบสีกแบบไม่สมมาตร เป็นสายอากาศท๋ัเกิดจากนำระนาบมาดัดรูปพาราโบลอยด์ดังรูป 2.2ฃ ซ่ึงการออกแบบในลักษณะ 

เซ่นน้ัก็เพ่ึอไมให้มีส่วนหน่ึงส่วนใดของสายอากาศมาบังเส้นทางผ่านของคล่ืน ท่าให้พ้ันท่ีประสิทธิผลค่อนข้างสูง และเน่ึองจาก 

เป็นส่วนหน่ึงของรูปพาราโบลอยด์ สายอากาศชนิดน้ัจงมีคุณสมบัติเซ่นเดียวกับสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลิก 
แบบสมมาตรคือ สามารถดัดหน้าคล่ืนทรงกลมท่ีมาจากสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนให้เป็นคล่ืนระนาบ แต่เนืองจากโครงสร้างของ 

สายอากาศมีลักษณะไม่สมมาตรจงท่าให้โพลาไรเซซ้นไขว้มีระดับสูงข้ึน สายอากาศชนิดน้ัมีการนำประยุกต์ใช้งานอย่างกว้างขวาง 

เซ่น ใช้เป็นระบบสายอากาศบนดาวเทียม ใช้เป็นสายอากาศของสถานิภาคพ้ินดินดาวเทียม และใช้เป็นสายอากาศในการ

ลังเคราะห์คล่ืนระนาบเพ่ึอทดสอบสายอากาศในย่านทดสอบแบบกระชับ

X

▲■

I /

น้ั--

* — Z -

ร ' ^ '  ;
M r ]  T ̂

= /^-7— ^

- ! /

ก) สายอากาศชนิดพาราโบลอยด์ ข) สายอากาศชนิดออฟเซตพาราโบลอยด์

รูป 2.2 ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคล่ืนท่ีนำมาใช้งานอย่างกว้างขวางใน■ระบบล่ือสา'รดัวยไมโค■รเวฟ
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ค) สายอากาศชนิดแคสเซ็กเกรน ง) สายอากาศชนิดเกรโกเรียน

รูป 2.2 (ต่อ) ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคส่ืนท่ีน่ามาใช้งานอย่างกว้างขวางในระบบส่ือสารด้วยคลนใมโครเวฟ

3. สายอากาศชนิดแคสเซ็กเกรน (Cassegrain antenna) เป็นสายอากาศท่ี'ประกอบด้วย จานสะท้อนสองตัว (dual

reflector) โดยท่ีจานสะท้อนหลัก (main reflector) เป็นรูปพาราโบลอยด้ และจานสะท้อนรอง (subreflector) เป็นรูปไอเพอร์ 
โบลอยด์ และจานสะท้อนท้ังสองน้ัมีจุดโฟกัสร่วมกันท่ีจุด F, ดังรูป 2.2ค เม่ือคส่ืนทรงกลมจากสายอากาศป้อนกำลังคลันท่ี 
วางอยู่ท่ีจุดโฟกัสรกจุดหนง F2 ของไฮเปอร์โบลอยด์ตกกระทบท่ีจานสะท้อนรองดังรูป 2.2ค พบว่า คส่ืนท่ีจุด P, และ P2 บน 
จานสะท้อนรองมเฟสต่างกัน น ุ-น ุ และเม่ือพิจารณาคส่ืนทรงกลมท่ีมาจากจุดโฟกัสร่วมกัน F, มายังจุด P1 และ Pi บน 
จานสะท้อนรองก็พบว่า มีเฟสต่างกัน 12- /2 และจากคุณสมบัติทางเรขาคณิตของไรเปอร์โบลอยด์ 13 - /2 =2a และ 
น ุ-น ุ =2a ท่าให้ น ุ-น ุ = น ุ-น ุ ดังน้ันจึงเสมีอนกับว่ามีคส่ืนทรงกลมแผ่กระจายออกมาจากจุดโฟกัสร่วมกัน/บั ไปตก 
กระทบจานสะท้อนหลักรูปพาราโบลอยด์ ซ่ึงก็จะถูกดัดหน้าคส่ืนเป็นคส่ืนระนาบ เพราะว่าจากคุณสมบัติทางเรขาคณิตของ
พาราโบลอยด์ นุ +นุ +นุ =2f - z o และ น ุ+น ุ+น ุ=2 f - z a ท่าให้เฟสของคส่ืนบนระนาบ z = - z o น้ันมีค่าเท่ากัน 
สายอากาศชนิดแคสเซ็กเกรนเป็นสายอากาศแบบสมมาตร ช้อดของโครงสร้างสายอากาศแบบน้ัท่าให้สามารถวางอุปกรณ์รับส่ง 
คส่ืนไว้ด้านหลังจานสะท้อนหลัก และไม่ต้องเดินท่อน่าคส่ืนเป็นระยะทางยาว จึงสามารถลดปัญหาการสูญเลัยเน่ึองจากท่อน่า 
คส่ืน สะดวกในการติดต้ัง และมีการสูญเสยเนองจากการล้นจานต้ัา สายอากาศชนิดน้ัเป็นท่ีนิยมใช้อย่างกว้างขวางในสาย
อากาศภาคพ้ินดินของดาวเทียม

4. สายอากาศชนิดเกรโกเรียน (Gregorian antenna) เป็นสายอากาศท่ีประกอบด้วยจานสะท้อนสองตัวเช่นเดียว
กับสายอากาศชนิดแคสเซ็กเกรน แต่มีจานสะท้อนหลักเป็นผิวโค้งรูปพาราโบลอยด์ และจานสะท้อนรองเป็นผิวโค้งรูปอีลัป
ซอยด์ ซ่ึงมีจุดโฟกัสร่วมกันท่ี F, และสายอากาศป้อนกำลังคส่ืนวางอยู่ท่ีจุดโฟกัสอีกจุดหน่ึง F l ของอีลัปซอยด์ ดังรูป 2.2ง 
เม่ือคลนทรงกลมจากสายอากาศป้อนกำลังคส่ืนซ่ึงวางอยู่ท่ีจุดโฟกัส F2 ตกกระทบท่ีจานสะท้อนรองก็จะสะท้อนออกมายังท่ีจุด 
โฟกัส F, และจากคุณสมบัติทางเรขาคณิตของอีลัปซอยด์ 13+/2 =2a และ น ุ+น =ุ 2 a ดังน้ันคส่ืนท่ีสะท้อนออกมาเป็น 
คส่ืนทรงกลมและมีเฟสตรงกันท่ีจุดโฟกัส F, และเม่ือไปตกกระทบจานสะท้อนหลักรูปพาราโบลอยด์ก็ถูกดัดหน้าคส่ืนให้เป็น
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คล่ืนระนาบเน่ึองจากต'มคุณสมบัติทางเรขาคณิตของพาราโบลอยด์คิอ/2 + /4 + /5 =2 f - z a และ /2+/4+/5= 2 / - Z  

ซ่ึงทำให้เฟสของคล่ืนบนระนาบ z = -z0 น้ันมีค่าเท่ากัน สายอากาศชนิดน้ิมีข้อดีเซ่นเดียวกับสายอากาศชนิดแคสเซ็กเกรน แต่ 

มีโครงสร้างท่ึยุ่งยากกว่าทำให้ยากในการติดต้ังและมีราคาแพงจงไม่เป็นท่ีนิยมใช้กันมากนัก

เมอพิจารณาลักษณะของพ้ืนผิวจานสะท้อนของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคล่ืนในรูป 2.2 พบว่า พ้ืนผิวจาน 
สะท้อนประกอบด้วยพ้ืนผิวต่อเน่ึองและบริเวณท่ีเป็นขอบ ด้งน้ันเม่ึอคล่ืนจากสายอากาศป้อนท่าลังคล่ืนตกกระทบพ้ืนผิวจาน
สะท้อน พ้ืนผิวจานสะท้อนจะรับพลังงานแล้วแผ่พลังงานออกมา โดยพลังงานท่ีแผ่ออกมาน้ันเกิดจากพฤติกรรมของคล่ืน 2 
อย่างดีอ การสะท้อนจากพ้ืนผิวสะท้อนต่อเน่ึอง และการเล้ิยวเบนจากบริเวณท่ีเป็นขอบด้งรูป 2.3

V * f  J
การเลยวเบนทิชอบ ,  .  ;

เ  ทารเลิยาเบนทิชอบ
i

►̂ —— การสะท้อนทิพ้ืนผิวจานสะท้อน

(  f  - V

การเลยวเบนทิชอบ

’ .

น /

y *  H é /

ก'ทเล้ิยาเบนทิชอบ

/ท  ̂̂  _______ _____ [ว
t e

ก) สายอากาศชนิดพาราโบลอยด์ 
X

ข) สายอากาศชนิดออฟเซตพาราโบลอยด์
X

ง) สายอากาศชนิดเกรโกเรียน
รูป 2.3 ปรากฎการณ์เล้ิยวเบนท่ีเกิดข้ึนท่ีขอบของจานสะท้อนของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคล่ืน

พฤติกรรมการเล้ิยวเบนท่ีเกิดข้ึนในระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคล่ืนด้งรูป 2.3 น้ัเป็นปัญหาหน่ึงท่ีทำให้
สมรรถนะของระบบสายอากาศด้อยลง สำหรับในริทยานิพนธ์น่ํได้ทำการศกษาผลกระทบจากปรากฎการณ์เล้ิยวเบนท่ีขอบทีมี 
ต่อสมรรถนะของระบบส'ยอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ึยวรูปพาราโบลักแบบสมมาตรและไม่สมมาตร โดยการริเคราะห์พฤติกรรม 
ของคล่ืนท่ีเกิดข้ึนน้ันได้ใช้แนวความคิดเท่ียวกับรังลัมาอธิบาย เน่ึองจากสามารถทำให้เห็นถืงกลไกของการแผ่พลังงานและง่าย 
ต่อการทำความเช้าใจ
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การศกษาพฤติกรรมของคลนท่ีเกิดฃ้ืนโดยใช้กรรมวิธีเชิงรังสีน้ัน สนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กมีความสัมพันธ์กับ 
ค่าปัจจัยทางเรขาคณิตของลำรังสี พ้ืนผิวและขอบท่ีลำรังสีตกกระทบ ดังน้ันค่าปัจจัยทางเรขาคณิตของพ้ืนผิวสะท้อนรูป
พาราโบสีก เซ่น รัศมีคว'มโค้งหลัก (principal radn) และเวกเตอร์หน่ึงหน่วยในทิศทางหลัก (principal direction) ของ 
พ้ืนผิว และค่าปัจจัยทางเรขาคณิตท่ีขอบของจานสะท้อนเป็นค่าปัจจัยสำคัญท่ีต้องค่านวณหา ซ่ึงรายละเอียดในการหาค่าปัจจัย 
ดังกล่าวท่ีน่ามาใช้ในการวิเคราะห์ไต้กล่าวไว้ในหัวข้อถัดไป

ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเท่ียวรูปพาราโบสีท

ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเท่ียวรูปพาราโบสีกเป็นระบบสายอากาศท่ีมีการใช้งานอย่างกว้างขวางดังไต้กล่าวไว้ 
ช้างต้น และจากช้างต้นระบบสายอากาศชนิดน้ัสามารถแบ่งออกเป็น 2 ชนิดคือ ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเท่ียวรูป 
พาราโบสีกแบบสมมาตรกับระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเท่ียวแบบไม่สมมาตร ส่าหรับการวิเคราะห์ระบบสายอากาศท้ังสอง 
ชนิดน้ั คุณสมบัติและค่าปัจจัยต่าง  ๆของระบบสายอากาศ เซ่น คุณสมบัติทางเรขาคณิต ค่าปัจจัยทางเรขาคณิตของพ้ืนผิว ค่า 
ปัจจัยทางเรขาคณิตท่ีขอบ เป็นสงสำคัญท่ีน่ามาใช้หาสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กท่ีแผ่กระจายออกมาจากระบบสายอากาศ
ชนิดน้ั ตามท่ีได้กล่าวไว้ในหัวช้อท่ีแล้ว ซ่ึงรายละเอียดในการหาคุณสมบัติและค่าปัจจัยต่าง  ๆ เหล่าน้ัสามารถหาได้ดังต่อไปน้ั 

1. คุณสมบัติทางเรขาคณิตและค่าปัจจัยท่ีกำหนดโครงสร้างของพ้ืนผิวสะท้อนรูปพาราโบสีก 
พ้ืนผิวของจานสะท้อนของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเท่ียวรูปพาราโบสีกเกิดจากการหมุนแกนของรูปพาราโบ 

ลาดังรูป 2.4 ซ่ึงเมอพิจารณาคุณสมบัติทางเรขาคณิตของพ้ืนผิวจานสะท้อนชนิดน้ัพบว่า

œ + P Q = 2 f  (2.1)

โดยท่ี /  คือ ระยะโฟกัสของจานสะท้อนรูปพาราโบลัก จากรูป 2.4 O P - r  และ P Q  ะ= r œ s 'p  ดังน้ันเม่ือแทนลงในสมการ 
(2.1) จะได้

หรือ

r  + rcosvF = 2 /

2 /  _  /

1 + cos'F cos: OF/2)

X

P ( x , y , z \ ^ \
Q 1

A

//)■  - \
IP  f  X J* 

T  viA
L- f  s i.

▼

H J y  *

tP  .. y

รูป 2.4 คุณสมบัติทางเรขาคณิตของพ้ืนผิวสะท้อนรูปพาราโบลัก

(2.2ก)

(2.2ฃ)



ใ2

ในระบบพิกัดคาร์ทีเซียน xyz r  = ^ x 2 + y 2 +Z2 และ rco s 't '= rm s(/r-û ) = -z  ดังน้ันสมการ (2.2) 
สามารถเซียนในพจน์ของระบบคาร้ทีเซียนได้เป็น

(2.3ก)

หรือ Z - -X' +  y

V
- / (2.3ข)

ส่าหรับในระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักแบบสมมาตรน้ัน มิค่าปัจจัยท่ีสำคัญสองอย่างท่ีใช้
กำหนดโครงสร้างของระบบสายอากาศคัอ ค่าอัตราส่วนระหว่างระยะโฟกัสกับขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางของจานสะท้อน f j£ )  
และมุมกว้างของจานสะท้อน (subtended angle) 4̂  จากรูป 2.4

% = tan~
r D l '
V Z0 J

(2.4)

โดยท่ี zo คือ ระยะทางตามแนวแกนของจานสะท้อนจากจุดโฟกัสถงขอบของจานสะท้อนดังรูป 2.4 จากสมการ (2.3ฃ) จะได้

{DU)2 J Cr- /  
4 /  J 1 6 /  ~ ̂

เม่ือแทนสมการ (2.5) ลงในสมการ (2.4) จะได้

4 / = ta rf'

D
2

D 2
. 1 6 /

= tan
น2\D.

- f
\

16
f  f Y
\ d )

(2.5)

(2.6)

ท่านองเดยวกันในระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักแบบไม่สมมาตร ก็มิค่าปัจจัย,ท่ีสำคัญท่ีใช้
กำหนดโครงสร้างของระบบสายอากาศ ซ่ึงในวิทยานิพนธ์น้ิระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักแบบไม่สมมาตร 
ท่ีใช้มิค่าปัจจัยต่าง  ๆแสดงอยู่ในระนาบออฟเซต (offset plane) ซ่ึงในท่ีน้ิกำหนดโดยระนาบ XZ ดังแสดงในรูป 2.5

จากรูป 2.5 ค่าปัจจัยท่ีใช้กำหนดโครงสร้างของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลิกแบบไม่สมมาตร 
ประกอบด้วย ขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางของภาพฉายของจานสะท้อน (D) ขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางของภาพฉายของจานสะท้อน 
รูปพาราโบลิกเดิมก่อนถูกตัดด้วยระนาบ (D ) ระยะโฟกัสของจานสะท้อนรูปพาราโบลิกเดิมก่อนถูกตัดด้วยระนาบ (/) ระยะ 
ออฟเซต (offset distance, h) มุมกว้างของขอบบน (upper angle, %) มุมกว้างของขอบล่าง (lower angle, 4£) มุมเล็ง 
ของสายอากาศป้อนกำลังคล่ึน (feed angle, 4 /  และมุมเล็งท่ีศูนย์กลางของภาพฉายของจานสะท้อน Q¥c)
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X

รูป 2.5 ค่าปัจจัยต่าง  ๆของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักแบบไม่สมมาตร 

ค่าปัจจัยต่าง  ๆ ของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักแบบไม่สมมาตรท่ีกส่าวไว้ข้างต้นสามารถหา
ได้ด้งน้ี

T บ = tan
J (D + /0V+( 4 / ) - / l

4ไ = tan “
l | * 7 ( 4 / ) - / | .

r

= tan f+/j
D
- + h

v2 ;

V
( 4 / ) - /

จากข้างต้นเป็นการนำเอาคุณสมบัติทางเรขาคณิตของรูปพาราโบลอยด์มาคำนวณหาค่าปัจจัยต่าง  ๆ ท่ํใช[นการ
กำหนดโครงสร้างของสายอากาศซนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลัก สมการต่าง  ๆ ข้างต้นมีความสำคัญสำหรับในการวิเคราะห์ 
ระบบสายอากาศชนิดน้ี
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2. ค่าปัจจัยทางเรขาคณิตของพ้ินผิวสะท้อนรูปพาราโทลิก

การหาค่าปัจจัยทางเรขาคณิตของพ้ินผิวโค้ง z =  w (x ,y ) ใด ๆ สามารถหาไค้โดยใช้เรขาคณิตเชิงอนุพันธ์ 

(differential geometry) (อ. J. Stunk, 1961) จากเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์ ค่าปัจจัยทางเรขาคณิตของพ้ินผิวโค้งใด ๆ เซ่น 

รัศมีความโค้งหลักและเวกเตอร์หน่ึงหน่วยในทิศทางหลักมีความสัมพันธ์กับรูปแบบหลักมูลลำดับท่ีหน่ึง (first fundamental 

form) และรูปแบบหลักมูลลำดับท่ีสอง (second fundamental form) สำหรับรูปแบบหลักมูลลำดับท่ีหน่ึงเป็นรูปแบบท่ี 

กำหนดข้ึนจากการพิจารณาระยะระหว่างจุดสองจุดบนเส้นโค้งท่ีอยู่บนพ้ินผิวโค้ง I  ดังรูป 2.6 ซ่ึงในการหารูปแบบหลักมูล 

ลำดับท่ีหน่ึงสามารถหาไค้ดังน้ิ

ส่าหรับในระบบพิกัดคาร์ทิเซียน xyz เวกเตอร์บอกตำแหน่งบนพ้ินผิวท่ีจุด P  ใด ๆ F (x ,y ) ดังรูป2.6 สามารถ 

กำหนดเป็น

F + d r

รูป 2.6 ค่าปัจจัยทาง.รฃาคณิตของพ้ินผิวโค้งใด ๆ

r(x ,y) = xâx +ya +w(x,y)a; (2.7)

ทิจฺด P  สามารถหา

dr d r dx â r dy
dt ôx dt dy dt

(2.8)

สมการ (2.8) สามารถเชิยนอยู่ในรูปท่ีไม่ข้ึนอยู่กับตัวแปรเสริมไค้เป็น

rf* = rxdx+rvdy (2.9)
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โดยท่ี P = —  = ฎ + — ฎ และ ? = — = a  +— a เป็นI'วทLตอร์ท่ี'วางตัวบน'ระนาบ'ท่ีสัมผัส'พ้ืนผิ-วท่ี'จุด P  และ 
x ô x  x ô x  2 y ô y  y ô y  z

เน่ึองจาก d r คือ การเปลยนแปลงเล็ก ๆ ของเวกเตอร์บอกตำแหน่งบนเส้นโค้งท่ีอยู่บนพ้ืนผิว I  ท่ีจุด P  ดังรูป 2.6 ดังน้ัน 

ระยะระหว่างจุด P  กับจุด Q เท่ากับขนาดของ d r ดังสมการ (2.10)

\ d r f  = d r d r = d ^  (2.10)

โดยท่ี 5 คือ ระยะทางตามเส้นโค้งบนพ้ืนผิว I  และเม่ือแทนสมการ (2.9) ลงในสมการ (2.10) จะได้

ds2 = {fd x+ry<dy) - (rxdx+rydy) = E’cbc + IFctxdy+(j'dy1 (2.11)

โดยท่ี E' = ?■?= 1+' พ ' 2
ô x

p  =  ? - r ô w  ô w  
ô x  Ôy

และ 0  = ry Fy = l+
พ 2

ày. สมการ (2.11) เรียกว่า รูปแบบ

หลักมูลลำดับท่ีหนง และเนองจาก Fx และ r  เป็นเวกเตอร์ท่ีวางตัวบนระนาบท่ีสัมผัสพ้ืนผิวท่ีจุด P  ดังน้ันเวกเตอร์หน่ึงหน่วย 

ท่ีต้ังฉากกับระนาบท่ีสัมผัสพ้ืนผิวท่ีจุด P  เป็น

N  =  ร ’
E  x r

r x r
=  ร '

ôw _ ôw __
L ~ ô x âx~ ô y ây+à\

ôw
\ÔXJ

Y พ I
+ 1

(2.12)

โดยท่ี ร '  เป็นตัวก่าหนดทิศทางของเวกเตอร์หน่ึงหน่วยท่ีต้ังฉากกับพ้ืนผิวมีค่าเป็น +1 หรีอ -1 สำหรับรูปแบบหลักมูลลำดับท่ี 

สองสามารถหาได้โดยพิจารณาเส้นโค้งบนพ้ืนผิวท่ีผ่านจุด P  กับเวกเตอร์ความโค้งของเส้นโค้งท่ีจุด P  และถ้าให้ t เป็น
cfà

เวกเตอร์หน่ึงหน่วยสัมผัสเส้นโค้งท่ีจุด/3 เวกเตอร์ความโค้ง (curvature vector) k  = —  ซ่ึงจะประกอบด้วยสององค์
ds

ประกอบดังสมการ (2.13)

(2.13)

โดย ïcn เรียกว่า เวกเตอร์ความโค้งในแนวต้ังฉาก (normal curvature vector) ซ่ึงสามารถเขียนอยู่ในรูปของเวกเตอร์หน่ึง 

หน่วยต้ังฉากกับพ้ืนผิว N ได้เป็น

k .= k .N (2.14)
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โดยที kn คือ ความโค้งในแนวตังฉาก (normal curvature) ของเส้นโค้งบนพ้ืนผิวซ่ึงมีค่าเป็นบวกหรีอลบก็ไค้ข้ึนอยู่กับทิศ 
ทางของ N  และ k  เรียกว่า เวกเตอรความโค้งในแนวสัมผัส (gedesic or tangential curvature vector) และเนองจาก 
N 't  =0 ตังน้ันเม่ือทำการหาอนุพันธ์ตามเส้นทางบนเส้นโค้งจะไค้

~ dt , dN
N 'd s  +  " d s =  ° (2.15ก)

„ dt ~ „ dN d r dN d r d N
หรีอ —  N  =  - t  ■ - ^  =  - - - 7  (2.15ข)

as ds as ds ds“

เน่ึองจาก N  เป็นฟังก์ชันของ x ,y  ตังน้ัน

dN  = N xd x+ N ydy (2.16)

โดยท่ี N  = ——  และ N  ะะ——- และเม่ึอแทนสมการ (2.9) (2.11) (2.14) และ (2.16) ลงในสมการ (2.1ธฃ) จะไค้ 1 â x  y ô y

e'dx2+2f'dxdy + g1 y 2
k" =  E 'd x 2 + 2  F d x d y + G 'd y 2 (217)

โดยท่ี e' = -rx-N1, 2f = - ( f x-N +? -Nz) และ g = -ry-Ny และ e’dx2 + 2 fd x d y + g  y 2 เรียกว่า รูปแบบ 
หลักมูลล่าตับท่ีสอง และเน่ืองจาก rx • N  = 0 และ r  ■ N  =  0 ตังน้ันเม่ือทำการหาอนุพันธ์เทียกับ X และ y  จะไค้

fx -N x + N  ra  = 0 (2.1รก)

fx -Ny + N - fxy= 0 (2.1ธข)

ry Nx + N -ryx=Q> (2.18ค)

ry -Ny + N - fyy= 0  (2.1รง)

จากสมการ (2.18กง) พบ-ว่า e’ =  - r . - N  ะ=N -r = A - f  =  - x Ny+?y = N - r  = A ? -
x 1 ~  â 2x  J 2 v  d x ô y

d 2พ  ร ' ( â v i ï
2 fd w  J

r - N  = N - r  = A -ร- r - ,  A = - f =  และ D  = 1 +
y y *  â 2y  ■ พ l  d x j

+
l  â y )

เน่ืองจากความโค้งหลักของพ้ินผิวท่ีจุดใด  ๆ ถูกกำหนดด้วยความโค้งท่ีมีค่ามากท่ีสุดและมีค่าน้อยท่ีสุดของเส้นโค้ง 
บนพ้ืนผิวท่ีจุดน้ัน ตังน้ันในการหาความโค้งหลักของพ้ืนผิวท่ีจุด P  สามารถหาไค้จากความโค้งในแนวต้ังฉากในแต่ละทิศทาง
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ของเวกเตอร์สัมผัสกับเส้นโค้งท่ีจุด P ท่ีมีค่ามากท่ีสุดและน้อยท่ีสุด และจากสมการ (2.17) ความโค้งในแนวต้ังฉากในทิศทาง
ท่ีจุด P เป็น de

๙ dx~ + 2 f'dxdy + g 1 y 2 ๙ +2f ' À + g i ï
K =  E'ebe2 + I F  dxdy+ G  dy2 = F +  2 F 'A + G ' A2

โดยท ี่ A =  ค่าความโค้งหสักท่ีมากท่ีสุดและน้อยท่ีสุดเกิดข ึ้น ในทิศทาง —  ท่ีสอดคล้องกับ — =  0 ดังน ั้น
de de dA

{E '+ 2 F 'A + G 'X ) ( f+ g A )- (e '+ 2 f 'A + g % X F + G 'A )  = Q

e' + 2 f  A+ g  Ac f '  + g!A 
ma F+ 2F A + G '%  = F + G 'A

(2.19)

(2.20ก)

(2.20ข)

เน้องจาก E '  + 2F'A+ G /t = { E '  + PA) + ?SP + G  A) และ ๙ + 2 /' A +gJ  =(๙+/' A) + ? i f  + g'A) เมือ 
แทนลงในสมการ (2.20ก) จะได้

หรือ

( E '+ F ' A)(J' + g  A )- {e ' + f 'A ){F '+ G 'A ) =  0 (2.21ก)

f '  + g 'A  e’ + f 'A  
F ' + G' A ~  E ' + F  A (2.21ข)

จากสมการ (2.21ก) ค่าของ A ท่ีสอดคล้องเกิดจากแก้สมการกำลังสองซงท่าให้!ด้รากสองรากน่ันหมายความว่ามืรากหน่ึงท่าให้ 
เกิดความโค้งหลักมากท่ีสุดและรกรากหน่ึงท่าให้เกิดความโค้งน้อยท่ีสุด และเม่ึอแทนสมการ (2.21ข) ลงในสมการ (2.19) จะ 
ได้

& +2f 'A + g f î  f '  + g!^. e’ + f 'A
K = P +  2 F A + G  % = F  + G A = E '+ F A

สมการ (2.22) สามารถเขียนอยู่ในรูปใหม่เป็น

( f  -  K F )d x + {g  - tc G )d y  = 0 (2.23ก)

(๙ - K  E ') d x + ( f '- K  F )d y  = 0 (2.23ข)

จากสมการ (2.23ก-ข) ท่าให้!ด้ทิศทางหลัก (principal direction) เป็น
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dy é - K E  J ' - k F  
dx k F  - / '  x G - g

สมการ (2.23ก-ฃ) เป็นจริงก็ต่อเม่ึอ

e '-K E  f ' - x F  
f '  — K F  g - x G

หริอ (E 'G -F '1)x 2- (E g -2 f 'F + e 'G )x + (e 'g - f '2) = Q (2.25)

เน่ึองจากสมการ (2.25) เป็นสมการกำลังสอง ดังน้ันรากของสมการมีอยู่สองรากซ่ึงรากหน่ึงจะให้ความโค้งท่ีมีค่ามากท่ีสุด ส่วน 
อีกรากหน่ึงก็จะให้ความโค้งท่ีมีค่าน้อยท่ีสุด และถ้ากำหนดให้ K] , x 2 เป็นรากของสมการ ผลบวกของรากและผลคูณของราก 
จะเป็น

K\ + K1
E 'g 1 - 2 / '  F ' + e ' G '  

E G ' - F ' 2

XxK1 = e 'g - f '2 
E G - F 2

และถ้าให้ M =  K' * 2 ซ่ึงเริยกว่า ความโค้งเฉล่ีย (mean curvature) และ K = x xx1 ซ่ึงเริยกว่า ความโค้งแบบเกาส์ 
(guassian curvature) ดังน้ันรากของสมการ (2.25) สามารถเขียนอยู่ในรูปของความโค้งเฉล่ียและความโค้งแบบเกาส์ได้เป็น

X, 2 = M ± y j M 2 - K

ซ่ึงเมอแทน KX,K2 ลงในสมการ (2.24) ก็จะได้ทัศทางหลักเป็น

(d y \ e’ - x xE  f ’ - x xF  
LisJ, AT, F  - / '  x ^ G - g

rd y \  d - K 2 E  f ' - x 1 F  
Kdx)2 = K2 F  - / '  = X2 G  - g

จากสมการ (2.9) เวกเตอร์สัมผัสกับพ้ินผิวในทัศทางหลักเป็น

(2.26)

(2.27ก)

(2.27ข)

พี,' = { d r \= r x (d x \+ ry (dy\ (2.28ก)
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นิ!2= (๕ )2= rx(dx)2 +ry(dy) 2 (2.28ข)

เน่ึองจาก de และ dy เป็นขนาดของการเปล่ียนแปลงของเวกเตอร์บอกตำแหน่งเม่ือเทียบกับ X และ y ตามล่าดับ ดังน้ัน

ทิศทางของเวกเตอร์สัมผัสกับพ้ืนผิวในทิศทางหลัก นิ1',นิ!, ไม่เปล่ียนแปลงเม่ือท่าการปรับขนาดของ นิ1',นิ!1 ด้วย — ท่ทให้ 
เวกเตอร์ในทิศทางหลักของพ้ืนผิวคูใหม่เป็น

dx

รI = r x + K \dx.
’ dy
.dxJ ây +

âw â w f dy 
ôx dy  left J, _ (2.29ก)

น ี2 = % + K \dx
4 y )  = 3  j V

\dxJ ây +
âw â w f dy 
âx ây  Lft. (2.29ฃ)

ดังน้ันเวกเตอรัหน่ึงหน่วยในทิศทางหลักของพ้ืนผิวเป็น

«1 = PÏ (2.30ก)
n i

«2= A- (2.30ข)
|«2เ

และเน่ึองจากความโค้งหลักกับรัศมีความโค้งหลักของพ้ืนผิวเป็นส่วนกลับกัน ดังน้ันรัศมีความโค้งหลักของพ้ืนผิวเป็น

J ________ 1

'ที,2 = m ± J m 2- k
(2.31)

ค่าความโค้งหลักของพ้ืนผิวท่ึคำนวณได้จากสมการ (2.26) มีค่าเป็นลบหรือบวกก์ได้ข้ึนอยู่กับทิศทางของเวกเตอร์ 
หน่ึงหน่วยต้ังฉากกับพ้ืนผิว jV ท่ีจุด,น้ัน เม่ือพิจารณาทิศทางของเวกเตอร์หน่ึงหน่วยต้ังฉากกับพ้ืนผิว jV ในกรณีต่าง  ๆ ดังรูป
2.7 พบว่า ความโค้งหลัๆ ของพ้ืนผิวมีค่าเป็นลบเม่ือเวกเตอรืหน่ึงหน่วยต้ังฉากกับพ้ืนผิว 1V มีทิศพุ่งออกจากศูนย์กลางความ 
โค้งของขอบ และมีค่าเป็นบวกเม่ือเวกเตอร์หน่ึงหน่วยต้ังฉากกับพ้ืนผิว ft มีทิศพุ่งเข้าหาศูนย์กลางความโค้งของขอบ

ล่าหรับในการหารัศมีความโค้งหลักของรังสีสะท้อนดังแสดงในภาคผนวก ข. น้ัน กำหนดให้ความโค้งหลักของพ้ืนผิว 
เป็นบวกเม่ือเวกเตอร์หน่ึงหน่วยต้ังฉากกับพ้ืนผิวมีทิศพุ่งออกจากศูนย์กลางความโค้งของพ้ืนผิวและพุ่งเข้าหารังสีตกกระทบ 
และเป็นลบเม่ือเวกเตอร์หน่ึงหน่วยต้ังฉากกับพ้ืนผิวมีทิศพุ่งเข้าหาศูนย์กลางความโค้งของพ้ืนผิวและพุ่งเข้าหารังสีตกกระทบ ซ่ึง 
ตรงกันข้ามกับท่ีพิจารณาโดยเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์ข้างต้น ดังน้ันในการนำค่าความโค้งหลักท่ีได้จากสมการ (2.26) ไปใช้หารัศมี 
ความโค้งหลักของรังสีสะท้อน รัศมีความโค้งหลักของพ้ืนผิว R^R2 ท่ีปรากฎในสมการ (2.31) ต้องถูกกลับเคร่ืองหมายเป็น 
ตรงกันข้ามเพ้ือให้สอดคล้องกับข้อกำหเนด ดังน้ัน
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^ 2 = - - r = -_ L _  1

*1,2 = M  ± 2!  M 2 - K
(2.32)

dt
1 ^

,  . น  *r+ctf? P
พ

ท) k „ = ^ . N > 0

dL

. -  * >  7 + d r /  / /

N 7 /

ข) ki1= ^ -N >0

dt

r-dF /\dsJ
N  A

1 *  „
* . -V

-d r  / '  \

0 !

* <0 ง>^ " = โ * ' ^ <0

รูป 2.7 ความสัมพันธ์ระหว่างความโค้งหลักของพ้ืนผิวกับเวกเตอร์หน่ึงหน่วยต้ังฉากกับพ้ืนผิว

จากข้างต้นเป็นการหาค้าปัจจัยทางเรขาคณิตของพ้ืนผิวโค้งใด  ๆ ท่ีท่า,หนดด้วยสมการ z = w(x,y) ชงสามารถน่า
มาประยุกต์ใช้กับพ้ืนผิวรูปพาราโบสักซ่ึงกำหนดด้วยสมการ (2.3ฃ) ค้อ Z = w(x,y) = x~ ^  - /  ไต้โดยกำหนดให้
เวกเตอร์หน่ึงหน่วยต้ังฉากกับพ้ืนผิวมีทิศทุ่งเข้าหารังสีตกกระทบตามท่ีกำหนดไว้ในการหารัศมีความโค้งหลักของรังสีสะท้อนซ่ึง 
ในท่ีน่ึก็ค้อมีทิศทุ่งเข้าหาจุดกำเนิด (ในทิศทาง +z) เน่ึองจากสายอากาศปัอนกำลังคล่ึนวางอยู่ท่ีจุดน้ันเป็นดังสมการ (2.33)

v [z -w (x ,,y )] ~ 2 f â x ~  2 f à y+ â z  -xâ x- y â y + 2 f  â: 

|v[z-H '(x,.y)]| ~  I X2 y 2 ~ ~~ y jx 2 + y  + 4 f 2
ท, =

พ 2 + \ T 2+X

(2.33)

และจากสมการ (2.12) เวกเตอร์ต้ังฉากกับพ้ืนผิว N เป็น

~2 f àx~ 2 f ây+âz _  -xSx- yàv+ 2 / ร 1,

1 X 2  ÿ  =

\ 4 f + V 2
+ 1

-x â x-y S y + 2 f  

2!  X2 + } ?  + 4 f 2
N = ร' (2.34)
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H1 น .ni :'l .โ ,11,น ]

พ ุแนก5QnjMyjy|fj 1,•10

เมือเทียบสมการ (2.33) กับสมการ (2.34) พบว่า ร' = 1 ดังน้ันความโค้งเฉล่ียและความโค้งแบบเกาส์ท่ีจุด 
(x ,y ,z ) ใด  ๆบนพ้ืนผิวรูปพาราโบลิกเป็น

AT, + /Ç E ’g - 2 f  F  + e 'G  E ' g - 2 f  P + e ' O  

2  2 ( E ' G - E ' 2)  2 D
(2.35ก)

e ' g - f ' 2 c g - f ' 2 

DK]K2 =  E 'G ’ -  F 2

โดยท่ึค่าส้มประสิทธ่ํของรูปแบบหลักมูลล่าด้บท่ึหน่ึงเป็นดังน้ิ

E '  =  \  +

( ^  V  
a w

\ o x )
= 1+-

Y -,
F  =

ô w â w

G ' =  1 +

â x X  o y )

f  n Y
ô w

y  y  y
= 1 +

4f -
xy_

47

y z
4 / 2

และค่าส้มประสิทธ่ํของรูปแบบหลักมูลลำดับทสองเป็นดังน้ิ

Ô 2 พ A'

;:$!
«ÿSv A'๙ = A' T =  

*  d y  2 /

Z7 =1 +
^ ไ2 พ l 2 

๙ ส้',
=1+-

X2 + y

y ’ T y l
{4 /

(2.3รข)

(2.36ก)

(2.36ข)

(2.36ค)

(2.37ก)

(2.37ฃ)

(2.37๑)

(2.37ง)

(2.37จ)

เมอแทนสมการ (2.35ก-ฃ) ลงในสมการ (2.26) จะได้
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=  m + J m 2 - k
\ +  D '

4 f  D ' V1 + ^ 4 f  D ’V2)  ~  A f 2D ' 2
1+  D ' y

1+  D '  D ' - \  1
4 f  D ' 3 2 + 4 f  D ,V2 =  2  f  D ' ]/1

m - 4 m 2 - k
1+ £>' 

4 /  D ' m
r  \ +  D '  v
4 /Z ) ,3 /2 4 f 2D ' 2

1+  D '  D ' - 1 1
4/  D '3/2 _ 4 /  D ' m  =  2/  Z)'3/2

(2.38n)

(2.38ฃ)

ซึงฟ้อแทนสมการ (2.38ก-ฃ) ลงในสมการ (2.32) จะได้รัศมีความโค้งหลักของพ้ืนผิวรูปพาราโบลิกท่ีจุด (x,J2,z) ใด  ๆ
เป็น

R ] = - —  =  - 2 f D ' m  = - 2 / (  x2+ / r
ใ1+ 4/ 2 J (2.39ก)

1 f
R 2 = - —  =  - I f  D ' il2 = - 2 f 1 +

X2 + y

V  4 /  ;

และเม่ึอแทนสมการ (2.36) และ (2.37) ลงในสมการ (2.29ก-ฃ) เวกเตอร[นทิศทางหลักเป็น

2 Y /2
(2.39ข)

พี. = 5 ,+
^พีทx X _y f  d y N

. ÿ + ÿ u J ,
(2.40ก)

พี2 = พี* + f f a + * y f พี^ 5พ*พี2 2 f  + 2 fU c J 2- (2.40ข)

โดยท่ี
1

ไ f ' - K \ F '
x y

1/2 /-2

d x j 1 1s r ,G '- g '= .1
2 /  D '  4 /

2 /  -D,1/2 1 +
4 / 2 y

X
J2

2 / D ' 1/2

(2.41ก)

^ ไ / '  -  y 2F ' ________

พีx j 2 ~~ K2G '  -  g '  ~  1
2/  D '3/2 4 / 1

2/ D '3/2̂  4 / 2j
1 +

y

y_
X

2 / D ,1/2

(2.41ฃ)
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และเม่ึอแทนสมการ (2.40ก-ฃ) ลงในสมการ (2.30ก-ข) จะได้เวกเตอร์หน่ึงหน่วยในทิศทางหลักของพ้ืนผิวรูปพาราโบลิกท่ีจุด 
(x ,y ,z ) ใด  ๆ เป็น

âx - - i â  +
นิ1 _  y  y

^ = N  =

f r ¥ , z y â r - x â y

1+

/ Y
X

O ';

+ x
(2.42ก)

นิ, a ' + i * * +

f l  2 'าX y
นา

ป ี^ ป 1ี

น ิ,

1+ฐ4\x J  X (HJ \ y W  +
M

(2.42ข)

จากสมการ (2.33) และ (2.42ก-ข) พบว่า เวกเตอร์หน่ึงหน่วยในทิศทางหลักของพ้ืนผิวรูปพาราโบลักและเวกเตอร๎ 
หน่ึงหน่วยต้ังฉากกับพ้ืนผิวท่ีมีทิศพุ่งเข้าหารังสีตกกระทบเป็นดังสมการ (2.43)

Û1 xiî, =n5 (2.43)

จากข้างด้นเป็นการหาค่าปัจจัยทางเรขาคณิตของพ้ืนผิวรูปพาราโบลักคือ รัศมีความโค้งหลัก และเวกเตอร์หน่ึงหน่วย 
ในทิศทางหลักท่ีจุดใด  ๆ บนพ้ืนผิว ค่าปัจจัยด้งกล่าวเหล่าน่ึเป็นค่าปัจจัยท่ีจำเป็นสำหรับใช้ในการหาสนามไฟฟ้าและสนาม 
แม่เหล็กทสะท้อนจากพ้ืนผิวด้วยกรรมวิธีเชิงรังสีท่ีใช้ในวิทยานิพนธ์น่ึ น่ึงน่าไปใช!ด้ท้ังกับระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อน
เด่ียวรูปพาราโบลิกแบบสมมาตรและแบบไม่สมมาตร และยังสามารถน่าไปประยุกต์ใช้กับพ้ืนผิวจานสะท้อนน่ึงเป็นผิวโค้งใด  ๆ
ก็ได้

3. ค่าปัจจัยทาง.รขาคณิตท่ีขอบของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักแบบลมมาตร 
นอกเหนิอจากค่าปัจจัยทางเรขาคณิตของพ้ืนผิวรูปพาราโบสีกท่ีใชิ!นการหาสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กท่ีสะท้อน 

จากพ้ืนผิวจานสะท้อนแล้ว ในการวิเคราะห์หาสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กท่ีเล้ิยวเบนจากขอบของจานสะท้อน ค่าปัจจัยทาง 
เรขาคณิตท่ีขอบของจานสะท้อนน่ึงประกอบด้วย เวกเตอร์หน่ึงหน่วยในทิศทางสัมผัสกับขอบ เวกเตอร์หน่ึงหน่วยต้ังฉากกับขอบ 
มีทิศพุ่งออกจากศูนย์กลางความโค้ง รัศมีความโค้งของขอบ เป็นค่าปัจจัยท่ีจำเป็นอีกอย่างท่ีน่ามาใช้ น่ึงการหาค่าปัจจัยทาง 
เรขาคณิตท่ีขอบด้งกล่าวของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักแบบสมมาตรดังรูป 2.8 สามารถหาได้ดังน่ึ

จากรูป 2.8 สำหรับในระบบพิกัดคาร์ทิเชิยน (xyz) ของระบบพิกัดของจานสะท้อน เส้นโค้งขอบของจานสะท้อนรูป 
พาราโบลักแบบสมมาตรสามารถกำหนดโดยสมการอิงตัวแปรเสริมคือ

D
x = — cosé 

2 Y

y = — smtp
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และ
r + ÿ  „  ( D i2 ) r 

' =  V V

โดยท่ี /  คือ ระยะโฟกัสของจานสะท้อนรูปพาราโบลัก

e
A

รูป 2.8 ระบบสายอากาสชนิดจานสะท้อนเท่ียวรูปพาราโบลักแบบสมมาตรและค่าปัจจัยทางเรขาคณิตท่ีขอบของจานสะท้อน 

สมการอิงตัวแปรเสริมข้างต้นสามารถเขียนในรูปเวกเตอร์บอกตำแหน่งบนเส้นโค้งขอบท่ีจุดขอบได้เป็น

( D 2 )D  D
r(<p) =  —-ce&(f>âx + — sin <j)âv +

L 4 /
— f  % (2.44)

จากแคลคูลัส เวกเตอร์หนงหน่วยสัมผัส (unit tangent vector) กับขอบท่ีจุดขอบสามารถหาได้ด้งสมการ (2.45)

- กิ'
T  = p7 =  -s in  <fnx +  cos (เทv 

เวกเตอร์หนงหน่วยต้ังฉากคู่ (unit bmoiinal vector) กับขอบเป็น

(2.45)

- กิ' X กิ' 
เกิ' Xกิ')

และเวกเตอร์หนงหน่วยต้ังฉาก (unit normal vector) กับขอบเป็น

N  = j ï p è x f

(2.46)

(2.47)



25

เม่ึอพิจารณาทิศทางของเวกเตอร์หน่ึงหน่วยต้ังฉากกับขอบ N  พบว่า มีทิศทางพุ่งเข้าหาศูนย์กลางความโค้งของขอบ 

เน่ึองจากการเปล้ียนแปลงเล็ก ๆ ของเวกเตอร์หน่ึงหน่วยสัมผัสตามเส้นโค้งขอบมีทิศทางพุ่งเข้าหาศูนย์กลางความโค้งของขอบ 

และรัศมีความโค้งหลักของขอบเป็น

Re =
\r'xr ๆ

สำหรับเวกเตอร์หน่ึงหน่วยในทิศทางสัมผัสกับขอบท่ีจุดขอบในวิทยานิพนธ์น้ีกำหนดเป็นดังสมการ (2.49)

(2.48)

e =  - T = - r i  =  sm(fnx - c o s <jây

ท่าให้ได้เวกเตอร์ต้ังฉากกับขอบท่ีจุดขอบและมีทิศพุ่งออกจากจุดศูนย์กลางความโค้งเป็น

(2.49)

ne =  - N  =  b X ê (2.50)

สมการ (2.46) (2.48) (2.49) และ (2.50) เป็นค่าปัจจัยทางเรขาคณิตท่ีขอบของจานสะท้อนรูปพาราโบสักแบบ 

สมมาตร ซ่ึงนำไปใช!นการวิเคราะห์สนามไฟฟ้าเน่ึองจากการเล้ิยวเบนท่ีขอบตามทฤษฎีการเล้ียวเบนเชิงเรขาคณิต โดยทิศทาง 

ของเวกเตอร์เหล่าน้ันแสดงได้ดังรูป 2.8

4. ค่าปัจจัยทางเรขาคณิตท่ีขอบของระบบสายอากาศซนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบสักแบบไม่สมมาตร 

ค่าปัจจัยทางเรขาคณิตท่ีขอบของจานสะท้อนของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเดียวรูปพาราโบสักแบบไม่ 

สมมาตรสามารถหาได้ในท่านองเดียวกับระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบสักแบบสมมาตรข้างต้น

รูป 2.9 ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบสักแบบไม่สมมาตรและค่าปัจจัยทางเรขาคณิตท่ีขอบของจานสะท้อน
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จ า ก ร ูป  2 . 9  ใ น ร ะ บ บ พ ิก ัด ค า ร ิท ีเ ช ีย น  ( x y z )  ข อ ง ร ะ บ บ พ ิก ัด ข อ ง จ า น ส ะ ท ้อ น  เ ส ้น โ ค ้ง ข อ บ ข อ ง จ า น ส ะ ท ้อ น ร ูป  

พ า ร า โ บ ล ิก แ บ บ ไ ม ่ส ม ม า ต ร ส า ม า ร ถ ก ำ ห น ด โ ด ย ส ม ก า ร อ ิง ต ัว แ ป ร เ ส ร ิม ค ือ

แ ล ะ

x  =  — + h + — œ s é  
2 2

y = — sm<f>a

( d  d  y  ( d  ไ2 
x > + s  ,  I f  ' ฯ ! ๚  ฯ ! 5" , ฯ  , 

2 V  - / = --------------  V ---------------- ■f

โ ด ย ท ี่ /  ค ือ  ร ะ ย ะ โ ฟ ก ัส ข อ ง จ า น ส ะ ท ้อ น ร ูป พ า ร า โ บ ล ิก  ส ม ก า ร อ ิง ต ัว แ ป ร เ ส ร ิม ข ้า ง ต ัน ส า ม า ร ถ เ ข ีย น อ ย ู่ใ น ร ูป เ ว ก เ ต อ ร ิบ อ ก  

ต ำ แ ห น ่ง บ น เ ส ้น โ ค ้ง ข อ บ ท ี่จ ุด ข อ บ ไ ด ้เ ป ็น

D
+ h +—cos 

2
( 2 . 5 1 )

จ า ก แ ค ล ค ูล ัส  เ ว ก เ ต อ ร ิห น ึ่ง ห น ่ว ย ส ัม ผ ัส ก ับ ข อ บ ท ี่จ ุด ข อ บ ส า ม า ร ถ ห า ไ ด ้ด ัง ส ม ก า ร  ( 2 . 5 2 )

T
T=\rÇ

■ ^sin^A  + f 1cos <เ>1fly ~I\ 2' h

เ พ  ^ ( d
-  + &\ 2 J V2

เ ว ก เ ต อ ร ิห น ึ่ง ห น ่ว ย ต ั้ง ฉ า ก ค ู่ก ับ ข อ บ เ ป ็น

r 'x r *
| r '  x r ‘ๆ

แ ล ะ เ ว ก เ ต อ ร ิห น ึ่ง ห น ่ว ย ต ั้ง ฉ า ก ก ับ ข อ บ เ ป ็น

( 2 . 5 2 )

( 2 . 5 3 )

N = ^  =  b x f (2.54)
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เม่ึอพิจารณาทิศทางของเวกเตอ'ร์หน่ึงหน่วยต้ังฉากกับขอบ N พบว่า มีทิศทางทุ่งเข้าหาศูนย์กลางความโค้งของขอบเน่ึองจาก 

การเปล่ียนแปลงเล็ก ๆ ของเวกเตอร์หน่ึงหน่วยสัมผัสตามเส้นโค้งขอบมทิศทางทุ่งเข้าหาศูนย์กลางความโค้งของขอบ และรัศมี 

ความโค้งหลักของขอบเป็น

'f'xr’l

T T

สำหรับเวกเตอร์หน่ึงหน่วยในทิศทางสัมผัสกับขอบท่ีจุดขอบในวิทยานิพนธ์น้ิถูกก่าหนดเป็น

D
2

(D  ไ
ร111 ̂ A - ^ cos^ A  + Z\ 2 +/î

D
2
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V
sm: <f)a

(2.55)

(2.56)

ทำให้ได้เวกเตอร์ต้ังฉากกับขอบท่ีจุดขอบและมีทิศทุ่งออกจากจุดศูนย์กลางความโค้งเป็น

ท6 = - N  =  b x ê  (2.57)

สมการ (2.53) (2.55) (2.56) และ (2.57) เป็นค่าปัจจัยทางเรขาคณิตท่ีขอบของจานสะท้อนรูปพาราโบสักแบบไม่ 

สมมาตร ชงน่าไปใช้ในการวิเคราะห์สนามไฟฟ้าเน่ึองจากการเล้ิยวเบนท่ีขอบตามทฤษฎีการเล้ิยวเบนเชิงเรขาคณิต โดยทิศทาง 

ของเวกเตอรัเหล่าน้ันแสดงได้ดังรูป 2.9

จากข้างต้นได้กล่าวถืงหสักการ โครงสร้าง คุณสมบัติทางเรขาคณิต การประยุกต์ใช้งาน พฤติกรรมการเล้ีย'วเบน 

ท่ีเกิดข้ึนท่ีขอบของจานสะ•อ้อนของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคล่ีน และทำการหาค่าปัจจัยทางเรขาคณิตของพ้ินผิวรูป

พาราโบสัก ค่าปัจจัยทางเรขาคณิตท่ีขอบของจานสะท้อนของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบสัก ซ่ึงเป็น

ค่าปัจจัยท่ีจำเป็นเพ่ึอน่ามาไปใช้ในการวิเคราะห์หาชิดจำกัดเก่ียวกับสมรรถนะของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูป 

พาราโบสักในบทท่ี 3 ต่อไป
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