
บทที่ 4
ทฤษฎีการวิเคราะห์เ?งพลวิตของโครงสรางติดตงมวลหน่วงปรับค่า

มวลหน่วงปรับค่า คือ ระบบย่อยที่ติดตั้งในโครงสร้างหลัก เพี่อเพิ่มความหน่วงให้โครง 

สร้างให้มีการลันไหวลดลง เนื่องจากมวลหน่วงปรับค่าจะสลายพลังงานของระบบโครงสร้าง ทำ 

ให้โครงสร้างหลักมีพลังงานลดน้อยลงจึงทำให้การลันไหวของโครงสร้างลดลง ซึ่งมวลหน่วงปรบ 

ค่าประกอบด้วย มวล สปริง และตัวหน่วง เมื่อติดตั้งมวลหน่วงปรับค่าเข้ากับโครงสร้างจะมีระตับ 

ขั้นความเสรีเพิ่มขึ้นอีกหนึ่งดีกรี โดยประสิทธิภาพของมวลหน่วงปรับค่าจะมีประสิทธิภาพในการ 

ลดการลันไหวของโครงสร้างขึ้นอยู่กับการเลือกค่าพารามิเตอร์ของมวลหน่วงปรับค่าที่เหมาะสม 

( Optimal )

4.1 โครงสรางระดับขั้นความเสรีเดียวติดตั้งมวลหน่วงปรับค่า

p0 Sin ü  t

รูปท่ี 4.1 โครงสร้างระตับขั้นความเสรีเดียวติดตั้งมวลหน่วงปรับค่า

จากรูปท่ี 4.1 สามารถเขียนลมการการกระจัดของระบบระดับขั้นความเสรีเดียวที่ติดตั้งมวลหน่วง 

ปรับค่าภายใต้แรงกระทำเป็นฮาร์โมนิค เขียนในรูปของเมตริกซ์ได้ตังน้ี

I—0E1 _ [u1(t)l Cj + c 2 — c 2 โน1(PI k « + k 2 - k 2 ju 1(t)j ■ p."----1rsiEO___I R ( t ) l L - c ,  C , J ms fM
1 1___1 Rwr 0 Sin 42t

(4.1)
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หรือ

MÜ + CÙ + KU = P

โดยที่

M = ๓ 1
0

0
๓ 2

c  =
Cl + c2

. - c 2

- C 2

c 2

K = k 1 + k 2 - k 2

- k .

บ = น1

น 2

๓ 1, ๓ 2 คือมวลของโครงสร้างและของมวลหน่วงปรับค่า 

€11€ 2 คือความหน่วงของของโครงสท้งและของมวลหน่วงปรับค่า 

k 1#k 2 คือสติฟเนสของโครงสร้างและของมวลหน่วงปรับค่า 

ü t / ü2 คือความIร่งของโครงสร้างและของมวลหน่วงปรับค่า 

ù1,ù 2 คือความเร็วของโครงสร้างและของมวลหน่วงปรับค่า 

น1, น2 คือการกระจัดของโครงสร้างและของมวลหน่วงปรับค่า 

F0,/2 คือแอมปลิจูดและความถี่ของแรงที่กระทำต่อโครงสร้าง

การหาคำตอบสมการที่ (4.1) ที่สภาวะคงที่ ( steady state ) สมบุติให้คำตอบของสมการเป็น

บ (t) = บ0 (4.2a)

โด ย ท ี่ค ่า  น 10, น 20 ค ือ แ อ ม ป ล ด ูด ข อ งก ารส ์น ่ข อ งโค ร งส ร ้า งแ ล ะข อ งม ว ล ห น ่ว งป ร ับ ค ่า
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ù ( t)  = u 0i ne™ = 410

20.
] n é ux (4.2b)

Ü (t)= -U 0/22em  = - J10

20.
n e 1/21 (4.2c)

แทนค่า (4.2a) 1 (4.2b) และ (4.3c) ลงในสมการท่ี (4.1) จะได้

-๓ 1 0 
0 - ๓ ,

2 น2t
420

€1+€2 - c 2 
- c 2 c2

io (e im

+
k1 + k2 

- k
- k ,

2 k2

จะเห็นว่าเมตรกซ์ของเวกเตอร์ทุกเทอมมีพจน์ ewt คูณอยู่ซ่ึงสามารถตัดออกได้เป็น

'10 U im
1น20

Pc 
0

(4.3)

v im

(ki + k2 -  ๓1/22) + (€1 +€2)/2i - k 2 - € 2/2i [น10! V
- k 2 — €2/2 i (k2 - ๓ 2/22) +1 €2/2i l U2oJ 0

(4.4)

หรอสามารถเขียนอยู่ในรูป

AX = B

คำตอบของสมการคือ X = A_1B

A-1 d -b " 
- c  adetA

เพราะฉะน้ันคำตอบของสมการ (4.4) คือ 

(k2 - ๓ 2/22) +1 €2ท ]

,A =
a b 
c d

, detA = ad -bc  (4.5)

k2 + €2ท ]

K ] _ k2 +€2/ 2i (ki +k 2 -  ๓1/ว1) + (€1 + €2)/2i โP°1
K J det(K -M /22 + C/2i) 0

(4.6)
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โดยที่

d e t(K -M /2 2 + 0 2 0  = ทา1ทา2/? 4 -((ะ!<:2 - m 2(k 1 + k 2) + ทา1 k 2)ท 1 + k jk 2 

เขียนได้เป็น

u _ [çk2 - ๓ 2/? 2) + 1 c 2/2 i]p 0 
1=  d e t(K -M /2 2 + 021)

น — [(k2 + C 2/? |] Pq

1 = d e t(K -M /? 2 + 0 2 0

แสดงแอมปลิจูดของการสันไหวของโครงสร้างและมวลหน่วงปรับค่าภายใต้แรงกระท่าแบบฮาร์โม 

นิค

หากพิจาณาเฉพาะแอมปลิจูดการสันไหวของโครงสร้างเมื่อติดตั้งมวลหน่วงปรับค่า จาก 

สมการที่ 4.7a จะได้

(4.7a)

(4.7b)

บ10  _____________________ [çk2 - ๓ 2/? 2] 2+ (c2/? )2______________________
P2 ~ [ ( k t -  ทา1/? 2) ( k 2 4- ทา2/? 2) -  กา2k 2/? 2] 2+ [k -  (ทา1 4- ทา2)/? 2] 2C2/? 2

ซึ่งแสดงผลการลดการสันไหว ได้ดังรูปที่ 4.2 ในกรณีที่ ทา2 /  ทา1 เท่าดับ 0.05 ที่ค่าอัตรา 

ส่วนความหน่วงต่าง ๆ ที่อัตราส่วนความหน่วงเท่าดับ 10% ม ว ล หน่วงปร้ปค่าลดการสันไหวของ 

โครงสร้างแต่ไม่สามารถลงเท่าดับ 0 แต่มีช่วงที่ลดการสันไหวกว้างขึ้น ซึ่งดีกว่ากรณีที่อัตราส่วน 

ความหน่วงเท่าดับ 0% ซึ่งลดการกระจัดเท่าดับ 0 กรณีที่ความถี่แรงกำทอนดับโครงสร้างแต่เมื่อ 

ความถี่แรงเปลี่ยนไปมวลถ่วงปร้บค่าไม่ช่วยลดการสันไหวของโครงสร้าง
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0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3

Frequency ratio

รูปท่ี 4.2 กราฟแสดงความสัมฬนธ์ระหว่างตัวประกอบขยายและอัตราส่วนความก่ีของแรงกระทำ 

ต่อความก่ีของโครงสร้าง 1

1  ง Q C \
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4.2 การว ิเคราะห ์โครงสเางหลายระด ับข ั้นความเสร ีต ิดต ั้งมวลหน ่วงปร ับค ่า

ในการวิเคราะห์โครงสร้างจริงท่ีมีหลายจำนวนช้ัน เป็นการไม่สะดวกและให้ผลท่ีคลาด 

เคล่ือนหากการวิเคราะห์โครงสร้างโดยต้องแปลงให้อยู่ในระดับช้ันความเสรีเดียว ในบทน้ีจึง 

อธิบายช้ันตอนในการวิเคราะห์โครงสร้างหลายระดับความเสรี โดยอาดัยหลักการเซ่นเดียวกับ 

การ่วิเคราะห์เซิงพลวิติในระบบโครงสร้างหลายระดับช้ันความเสรีเดียวดังได้อธิบายในหัวข้อ 4.1

รูปท่ี 4.3โครงสร้างหลายระดับขนความเสรีติดมวลหน่วงปรับค่า

จากรูปท่ี 4.3 ลมการการเคล่ือนท่ีของโครงสร้างหลายระดับช้ันความเสรีติดมวลหน่วงปรับค่า รับ 

แรงแผ่นดินไหวสามารถเขียนได้ดังลมการท่ี 4.9 ซ่ึงแตกต่างจากลมการการเคล่ือนท่ีของโครงสร้าง 

รับแรงแผ่นดินไหวท่ีไม่ติดต้ังมวลหน่วงปรับค่าคือเม่ือติดมวลหน่วงปรับค่าท่ีช้ันบนของโครงสร้าง 

สมการการเคล่ือนท่ีของช้ันบนจะมีผลของแรงจากมวลหน่วงปรับค่าคือ [0,0,...,ctz + ktz]T 

รวมกับแรงแผ่นดินไหว



mü + cù + ku = - n V  üg(t) + [0,0,...,ctz + ktz]T 

mtz + ctz + ktz = -m tün (t) + ( -  mtüg (t))

37

โดยที่

ทา =

k =

c =

1
3 H* 0 ... 0 0

0 โท2 — 0 0
• ; •1 0 0
0 0 0 m„-i 0
0 0 0 0 ๓ ท.

kl - k l . . . 0 0

- k l k2 . . . 0 0
; • # - k n_2 0

0 0 - kn_2 K l - k n_ 1
0 0 0 - k n_1 kn

C! -C i . . . 0 0
-C i c2 . . . 0 0

j i - c n_ 0
0 0 - cn-2 Cn-1 - c n_ 1
0 0 0 - c n_ cn

1 =

1

1

nxl

น =

u n-l
น 1.

(4.9)

(4.10)

Z คือการกระจัดของมวลหน่วงป!บค่าณียบกับชั้นที่ ก ซองโครงสร้าง
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4.3 การหาการตอบสนองของโครงสรางหลายระด ับข ั้นความเสร ืต ิดต ั้งมวลหน ่วงปร ับค ่า

การหาคำตอบของสมการการเคลื่อนที่ของโครงสร้างหลายระดับขันความเสรี ลามารถ 

กระทำโดยการแปลงโครงสร้างหลายระดับขันความเสรีให้อยู่ในแต่ละโหมดก่อนที่จะวิเคราะห์หา 

การตอบสนอง

จากสมการที่ 4.9 แปลงพิกัดทั่วไป ( Generalized Coordinates ) ให้อยู่ในพิกัดโหมด 

(Modal Coordinates ) จะได้

ทา̂  ÿ(t) + c <j) ÿ(t) + k <j) ÿ(t) = p(t)+ f  (t) (4.11)

โดยที่ (j) คือรูปแบบการสันไหวของแต่ละโหมด

y  คือพิกัดโหมด

แล้วคูณด้านหน้าสมการที่ 4.11 ด้วย (j)nr

M„ ÿ(t) + c„ÿ(t) + K„ y(t) = p„(t)+ F(t) (4 . 12)

โดยที่

= K โทา K  

Kn = K rM ท

c n =

ซึ่งรูปแบบการสันไหวจะทำการปรบขนาดให้ค่ารูปแบบการสันไหวชั้นที่ ท จะมีค ่า 1 เทอมขวามือ 

ของลมการ4.11 ได้เป็น

pn = ctz + ktz
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F (t) = Tm ü0(t)

nxl

เม่ือแปลงโครงสร้างหลายระดับข้ันความเสรีในแต่ละโหมด ลมการการเคล่ือนทีของมวลหน่วงปรบ 

ค่าสมการท่ี 4.10 แรงเน่ืองจากการล่ืนไหวของชันบนของโครงสร้างจะแปลงให้อยู่ในรูปพิกัด 

โหมดจะได้

mtz + ctz + ktz = -m t | > in ÿn( t) -m tüg(t) (4.13)

โดยท่ี <เ> 111 คือรูปร่างการล่ันไหวโหมดท่ี i ข้ันท่ี ท

ในการหาการตอบสนองจะจัดสมการการเคล่ือนท่ีของโครงสร้างและของมวลหน่วงปรับค่าเข้า 

ด้วยกัน ได้ดังน้ี

M-TWD ^TMDy TMD O’) ^TMD y TMD 0-) = "̂tmd ( 0 (4.14)

โดยท่ี

MTMD

'TMD

Mx 0 ... 0 0 0
0 m2 ... 0 0 0
I I • # 0 0 0
0 0 0 M1 'n-l 0 0
0 0 0 0 M n 0

" M in mt</>2n m t^  n-m m t^nn m

€ 1 0 ... 0 0 - c t"
0 C2 ... 0 0 - c t
• • 0 0 - c t
0 0 0 c n_1

บ1๐

0 0 0 0 Cn -  ct
0 0 ... 0 0 ct



=/ฟ้«1|

พ2

(ip
พ';*
พ**

L พ’* J
พ?

พ"*

พ';*=พ'3141*
พ:* พ'* J
พ? พ;*

พ';*=พ”1*
พ:* พ’* J

6ท’พ- 
60?พ±บ <p- 

6ก^พ±1_>-

“oflijj2 <p - 
60?พ1' <p -

ะ; mi

’>10 0 — 0 
ฯ- » 0 0 0
ฯ- 0 โม>1 0 0
ฯ- 0 0 *. ะ
ฯ- 0 0 — ZyÀ

ฯ- 0 0-0

0
0
0_ awl>1

0
ฯ

0Ï
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จากสมการ (4.14) สามารถหาการตอบลนองของโครงสร้างหลายระดับขั้นความเสรีติดมวลหน่วง 

ปรับค่าได้ซึ่งโปรแกรมวิเคราะห์โครงสร้างเๆเงพลวัตที่ทำการพัฒนาจะหาการตอบสนองโครงสร้าง 

ติดมวลหน่วงปรับค่าที่ช่วงเวลาต่างๆโดยวิธีสถานะปริภูมิเวกเตอ?ดังที่อธิบายในหัวข้อ 3.2.3

4.4 พ าราม ิเตอร ์ของมวลหน ่วงปร ับค ่าในการออกแบบอาคาร

ในการออกแบบอาคารที่ติดตั้งมวลหน่วงปรับค่า เมื่อทราบค่าความถี่ธรรมชาติของ 

อาคาร อัตราส่วนความหน่วงของอาคาร (<ช5 ,£ 5) และค่าการกระจัดและความเร่งสูงสุดที่ยอม 

ให้ จะสามารถประมาณค่าพารามิเตอร์ท ี่เหมาะลมของมวลหน่วงปรับค่าได้ โดยมีผู้คืกษา

หลายวิธีเพื่อหาค่าพารามิเตอร์ของมวลหน่วงปรับค่าที่ด ีทำให้มวลหน่วงปรับค่ามีประสิทธิภาพลด 

การอันไหวของโครงสร้างลงมากที่ลุดภายใต้แรงพลวัตต่างๆที่กระทำต่อโครงสร้าง

Den Hartog (1956) ได้ค่าพารามิเตอร์ของมวลหน่วงปรับค่าที่เหมาะลมที,ทำให้การ 

กระจัดของโครงสร้างน้อยที่สุด แสดงดังนี้

« o p t  =

1 + M
(4.15)

โดยท่ี

« 013,. คือ อัตราส่วนความถี่ของมวลหน่วงปรับค่าต่อความถี่ของโครงสร้าง 

แ  คือ อัตราส่วนมวลของมวลหน่วงปรับค่าต่อมวลของโครงสร้าง

(4.16)

โดยท่ี

£0pt คือ อัตราส่วนความหน่วงของมวลหน่วงปรับค่า
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Warberton ( 1982 ) เสนอค่าพารามิเตอร์ของมวลหน่วงปรบค่า ที่เหมาะลมภายใต้แรง 

พลวัตแบบต่างที่กระทำต่อโครงสร้าง ดังแสดงตารางที่ 4.1

Excitation Optimized Absorber Parameter

Case Type Applied to “ opt £opt

1 Force stmcture
1 1 3//1+ // V 8(1 + //)

P0ei<at

9 Acceleration structure
1 1

1+JU il 8(1 + ฟ ่
Xgel<Dt

ตารางที่ 4.1 ค่าพารามิเตอร์ที่เหมาะสมของมวลหน่วงปร้บค่า

โดยค่า

a opt คือ อัตราส่วนความถี่ของมวลหน่วงปร์บค่าต่อความถี่ของโครงสร้าง 

£0pt คือ อัตราส่วนความหน่วงของมวลหน่วงปร้บค่า 

^  คือ อัตราส่วนมวลของมวลหน่วงปร้บค่าต่อมวลของโครงสร้าง
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4.5 ต ัวอย ่างมวลหน ่วงปร ับค ่าต ิดต ั้งในอาคารจร ิง

จากผลการวิจัยในอดีตที่ยืนยันประสิทธิภาพของมวลหน่วงปรับค่าที่สามารถลด 

การสิ'นไหวของโครงสร้างได้ดี จึงมีการน่ามวลหน่วงปรับค่าติดตั้งในโครงสร้างที่มีปัญหาการสัน 

ไหว ดังตัวอย่างอาคารที่มีปัญหาการสันไหวของโครงสร้างในหลายประเทศ

Centrepoint Tower, Sydney, Australia เป็นโครงสร้างแรกทมการติดตังมวลหน่วง 

ปรับค่า อาคารมีปัญหาการสันไหวเนื่องจากแรงลม ได้แก้ปัญหาการสันไหวของอาคารด้วยการติด 

ตั้งมวลหน่วงปรับค่า ใช้มวลเป็นถังนํ้าหน่ก 40 ตัน และ ตัวหน่วงเป็นโช๊คอัพดังแสดงรูปที่ 4.4 ลด 

การสันไหวเนื่องจากแรงลม ผลจากติดตั้งมวลหน่วงปรับค่าทำให้ค่าความเร่งของโครงสร้างลดลง 

ประมาณ 40-50 เปอร์เซ็นต์

รูปที่ 4.4 อาคาร Centrepoint และมวลหน่วงปรับค่า (10)
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ตึก Citicorp Center 1 NewYork ตัวอาคารสูง 960 ฟุต ม ีมวลประมาณ 60,000 ตัน มี 

ความถี่ธรรมชาติ 0.61 เฮอร์ซ พบว่าอาคารมีปัญหาลันไหวณื่องจากความถีกำทอนกับแรงลนที 

กระทำ ค่าพารามิเตอร์และรูปร่างของมวลหน่วงปร้บค่าแสดงตังตารางที่ 4.2 และรูปที 4.5 หลัง 

จากการติดตั้งมวลหน่วงปรับค่า พบว่าความเร่งการลันไหวของโครงสร้างลดลงถึง 50 เปอร์เซ็นต์

ตารางที่ 4.2 ข้อมูลของโครงสร้างและมวลหน่วงปรับค่า (10)

Citycorp Center

Typical floor size ( f t ) 160x160

Floor area ( sq ft ) 25,600

Building height ( f t ) 920

Building modal weight ( tons ) 20,000

Building period 1st mode ( sec ) 6.25

Design wind storm ( years ) 30

Mass block weight ( tons ) 373

Mass block size ( f t ) 30 X  30 x8

Mass block material ( type) concrete
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ร ะ

รูปที่ 4.5มวลหน่วงปรับค่าติดตังที่ Citycorp Center 1New York

และในประเทศญี่ม ีนได้มีการติดตั้งมวลหน่วงปรับค่าเป็นอาคารแรกที่อาคาร Chiba Port 

Tower, Tokyo Bay อาคารเป็นโครงสร้างเหล็กสูง 125 เมตร มวลหน่วงปรับค่าและค่าพารา 

มิเตอร์แลดงตังรูปที่ 4.6 และตารางที่ 4.3 พบว่าหลังมีการติดตั้งมวลหน่วงปรับค่าลามารถลด 

ความเร่งการลันไหวได้ประมาณ 40-50 เปอร์เซ็นต์
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ตารางที่ 4.3 ข้อมูลของโครงสร้างและมวลหน่วงปรับค่า (10)

X - direction Y - direction

structure 1 St mode effective weight ( ton ) 1200 1200

Period

1 st mode (sec ) 2.25 2.7

2 nd mode (sec ) 0.51 57

Damping ratio (%) 0.005 0.005

TMD Weight (tons) 10 15.4

Period (sec) 2.24 2.72

Spring constant (tons/cm) 0.08 0.084

Friction force ( tons ) 0.045 0.045

Damping ratio (%) 0.15 0.15

M««. (M1) O* bvfl«r (X-0ir*ction)

รูปที่ 4.6 มวลหน่วงปรับค่าติดตั้งที่อาคาร Chiba Port (10)
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