
บทท 3

ช้ินส่วนไฟไนต์เอเลเมนต์ผสม

ในการวิเคราะห์แผ่นพื้นหนาด้วยวิธีไฟไนต์เอเลเมนต์ตามทฤษฎีของมินด์ลิน มีปีญหาท่ีต้องพิจารณาเป็น 

พิเศษ สรุปได้ดังนี

1. ปีญหาการยึดเน่ืองจากแรงเฉือน (shear locking)

2. รุปแบบการเคลื่อนท่ีแบบไร้พลังงานหรือรุปแบบการเคลื่อนที่ปลอมของการกระจัด (zero energy mode or 

spurious kinematic mode)

ในบทนีจะกล่าวถึงที่มาของแต่ละชินส่วนที่พัฒนาขึนเพื่อแด้ปิญหาข้างด้น และการสร้างเมตริกซ์สติฟเนส 

โดยใช้หลักของการแปรผันต่างๆ

3.1 ช้ินส่วน PLAT8<81

ชิ้นส่วนนี้เสนอโดย ลีและวอง การสร้างเมตริกซ์สติฟเนสใช้หลักการแปรผันของเฮลลิงเกอร์-ไรส์เนอร์ดัด 

แปร ดังสมการท่ี (3.1.1)

•  3 ระดับข๋ันความเสรี ประกอบด้วย พ 0 X และ 0 y

•  2 ระดับช้ินความเสรี ประกอบด้วย 0 X และ 0 y

รุปท่ี 3.1.1 ลักษณะและระดับชิ้นความเสรีท่ีชิ้วของชิ้นส่วน PLAT8 และ PLAT8H
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nMR= j A^ K D KK d x d y + Ja(ÿ1dyY -  j T Dy y )  dxdy - พ (3.1.1)

โดยท่ี K = <

30,
<9x

æ .

« L  ’ x ,

dy dx

= เวคเตอร์ความเครียดคัดในพจน์ของ 0X และ 0

Y  == <
0

he. -Sw'
'y J

= เวคเตอร์ความเครียดเฉือนแนวด่ิงในพจน์ของ พ 0X และ 0V

บ

1
I - U

2

Dy =

(3f = 5/6
t = ความหนาของแผ่นพ้ืน 
E = ค่าโมดูลัสยืดหยุ่น 

บ = อัตราส่วนของปิวส่ชอง 
G = โมดูลัสเฉือน 
พ = งานเน่ืองจากแรงภายนอก

ชินส่วนนีใช้วิเคราะห์แผ่นพ้ืนตามทฤษฎีของมินคัลินคือ คิดผลเน่ืองจากความเครียดเฉือนแนวด่ิงด้วย 
ชินส่วนมี 2 ลักษณะคือ ชินส่วนท่ีหน่ึงเป็นชินส่วน 8 ข้ัว โดยแต่ละข้ัวมีระคับข้ันความเสรีเท่ากับสาม ประกอบ 
ด้วย การเคล่ือนท่ีในแนวด่ิง พ และบุมท่ีเปล่ียนไปของระนาบท่ีต้ังฉากกับระนาบก่ึงกลางของแผ่นในทิศทาง X 

และ y ( 0X และ 0y ) โดยท่ีบุมหบุนทังสองนันเป็นอิสระจากการเคล่ือนท่ีในแนวด่ิง ส่วนข้ันส่วนท่ีสองมี 

ลักษณะเหมือนชินส่วนท่ีหน่ึง แต่มี 9 ขัว โดยเพ่ิมข้ัวท่ีเก้าท่ีก่ึงกลางข้ันส่วน ช่ึงท่ีข้ัวดังกล่าวมีเพียงสองระคับข้ัน 

ความเสรีคือ 011 และ 0y
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จากสมการที่(3.1.1)สนามของตัวแปรประกอบด้วยสนามการกระจัด พ ©5และ 0 y และสนามของ 
ความเครียดเฉือนแนวด่ิง Y„ กับ Yyz โดยแต่ละสนามของตัวแปรใข้ท่งก์ข้นสัณฐานในการสร้างสมการตังนี้

ช๋ินส่วน PLAT8

{พ} = [N] {q} (3.1.2)

โดยท่ี {พ} = { พ 0 X 0 y }T
พ = การกระจัดในแนวด่ิง 

0 X = มุมหมุนรอบแกน y 

0y = มุมหมุนรอบแกน X

N. 0 0 n 2 0 0 •- Ng 0 0

[N] = 0 N, 0 0 N2 0 0 N8 0

0 0 N, 0 0 n 2 - 0 0 N8

N, = -(1-^X 1 • ๆ ) - - (N,+Ns)
4 2

N, = - ( l+ Ç x i-ใๅ)- - ( N 5+N6)
4 2

N, = -( l+ Ç x i +ๆ) - -(N 6+N7)
4 2

N4 = -(1-^)(1+ๆ) - - (N 7+N11)
4 2

N, = ̂ -(1-ๆ)(1-^2)

N6 = ̂ (1+^)(1-ๆ2)

N7 = ^(1+ๆ)(1-^2)

N8 = -(1-^)(1-ใๅ2)
2

{q}T = {พ,  © 51 0 y1 พ 2 © 52 0 y 2 . .  . พ *  0 58 0 y8}T

A

(3.1.3)

J

สำหรับชิ๋นส่วน PLAT8H ฟ้งก์ข้นสัณฐานแยกออกเป็นสองส่วนคือ ส่วนที่หนึ่งเป็นฟิงก์ข้นสัณฐาน 

สำหรับตัวแปรการเคล่ือนท่ีในแนวด่ิง พ มีฟ้งกข้นเท่ากับ N, ถึง N11 ในสมการท่ี (3.1.3) ส่วนที่สองเป็นฟ้งก์ข้น 

สัณฐานสำหรับมุมหมุนทังสองแกน มีลักษณะดังสมการท่ี (3.1.4)
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[N] =

N.
0

0

0 0 N, 0 0

L,ฯ 0 0 L2 0

0 L 0 L,

N 8

0

0

L, =

(l-ÇXl-ท ุ) - ^ (L g+L5) -  - L ,  

4 (l+Ç X l-ty -^(Ls+L6)- - L ,  

L3 = - d + ^ X l+ ๆ ) - - ( L 6+L7) - - L ,

l4 = — (i-^Ki+rj) - x-  (L+L8) - - L ,  

L5 = x-  (1-ๆ)(1-^2) -  ^-L,

16 = -  (1+^)(1-ๆ2) - \

17 = % + r|)(l-Ç 2) - - ^ 9 

Ls = ^ (1-^)(1-าา2) - ^  l9 

l9 = -o -Ç 2)(i+r|2)

0 L„

0 L„ 0 Ln

A

(3.1.4)

J
{q}T= {พ1 0 X1 0  พ, 0 v7 0 , ,  . . .พ ,  0„a 0„0 0 ,o 0„2 w x2 y2 • • • w x8 w y8 w x9 vyy9»

การสมมติพิงกัชันสัณฐานของสนามความเครียดเฉือนมีลักษณะดังสมการท่ี (3.1.5) โดยเมตริกซ์ [P1 
เป็นพิงก์ชันในพิกัดธรรมชาติ ซ่ึงลักษณะของเมตริกซ์ [P] จะกล่าวถึงต่อไป

โดยท่ี

Yyz

[P]

{a}

= [P] { a }

คือความเครียดเฉือนแนวด่ิงบนระนาบ XZ 

คือความเครียดเฉือนแนวด่ิงบนระนาบ yz

คือเมตริกซ์พิงก์ชันท่ีใช้ประมาณสนามของความเครียดเฉือนแนวด่ิง 

คือเวกเตอร๙พารามิเตอร์ของความเครียดเฉือนแนวด่ิง

(3.1.5)

T 4 d co 4 /l 2  'ใ ^
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จากท่ีผ่านมาพิงกัชันสัณฐานท้ัง1«องสนามการกระจัดและสนามความเครียดจะอยู่ในพิกัดธรรมชาติ แต่

3  Ô 3  3ในการแปรผันต่างๆจะอยู่ในพิกัดหลักจึงต้องแปลงจาก— และ ——ให้เป็น — และ —
d t, d r\ ô \ dy

a ç
a

ar|

r a ไ

> = ผ
d x
a (3.1.6)

โดยท่ี [J] คือ เมตริกซ์จาโคเบียนและมีค่าเท่ากับ

[J] =

aZNi ai>
k  Ai k

si», ai>
-y-,

; ท คือจำนวนจุดต่อในชินส่วน (3.1.7)

d r\ ' ar|

เมือแทนค่าสมการท่ี (3.1.2),(3.1.3)และ (3.1.5)ลงในสมการท่ี (3.1.1) สมการจะเปล่ียนเป็น

n MR= Z  Et3 1 T p f c f  l \  j  I t

q kBq + 1 ( a  Gc1 q -  a  H a oc) -  พe= 1 2 E V { J 2

โดยท่ี kB = [ B > . B Kd x d y =  Ja [ b k ] T [ d k ] [ b k ]  M
' ๆ

| / D r B r d x d , =  { [ p ] T[ d t ] [ b t ] |j| d£>dT| >

Ha  =  JA P T D y P d x d y  =  ( [ p ] ' [ 0 7 ]  [ p ]  |j | d Ç d î] ->

(3.1.8)

>  (3.1.9)

I J I = del [J]

[Bk]= [a K][N]

_a

~dx

0

d_

d~y

0

_a

_a

~dx

[N] (3.1.10)
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[By]= [dy][N ] =

d_

dx

A
dv

(3.1.11)

สมการท่ี (3.1.10) และสมการที่ (3.1.11) คือเมตริกซ์ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดกับการกระจัด 

สำหรับความเครียดดัดและความเครียดเฉือนตามลำดับ แทนค่าเมตริกซ์ [N] ของช๋ินส่วน PLAT8 จากสมการท่ี 

(3.1.3) ลงในสมการทั้งสองจะได้

"o ^ dN ,0 0 0 0 ^ 0
dx

0 0
dx

dN. 0 0 dN 2
dx

•• 0 0 dN 8

dN A 0

dy
dN ท a N S

dy
dN 8

1---
--- c

CD dx  dy dx dy dx

dN.-  — L N. 0 ^ N, 0 dN 8 Ns
dx dx dx

0 dN ,N. 2- 0 N, dN 8 0
dy dy dy

(3.1.12)

(3.1.13)

สำหรับชิ๋นส่วน PLAT8H เนื่องจากมีระดับข้ินความเสรีที่ต่างไปจากช๋ินส่วน PLAT8 คือมีอุดต่อท่ี 9 ซ่ึง 

มีระดับขันความเสรีเพียงสองดัวคือบุมหบุนทังสองทิศทาง และในการแทนค่าเมตริกซ์ [N] ลงในสมการท่ี 

(3.1.10)และ (3.1.11) จะใช้พีงกัขันสัณฐานท้ังสองแบบคือ ฟ้งกัขันสัณฐานของการเคล่ือนท่ีในแนวด่ิง พ ใช้จาก 

สมการท่ี (3.1.3)แต่พีงกัขันสัณฐานของบุมหบุนท้ังสองจะใช้จากสมการ (3.1.4) ดังนี',

0 dL< dL,

dx
บ บ บ 

dx
ÔL. 0 0 น

dy dy
dL

0 — L
dL. dL, dL,
— L 0 —L

dy dx dy dx

dN,
L 0 5ผ! L

" dx ' dx
dN, dN,

" dy
0 L| - 0 

dy

d u  d u
0 0 — -  0

a
0

dx
0

0
dL

dy
0

dL9

dy
dL8 dL8 dL9 dL9

dy dx dy dx

d7
0 0
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เมื่อแปรผันสมการที่ (3.1.8) เทียบกับตัวแปร a  จะได้สมการ Ga q = Haa  ตังน้ันสามารถกัาจัคตัวแปร 

a  โดยเปล่ียนให้อยู่ในรูป a  = h ” 1 Ga q จากนั้นแทนค่ากลับไปในสมการที่ (3.1.8)

nMR= I  ๙ 11,  P f ° f ( V g X ' g ^ ) -  พ1
E < ๙ 2

แทนพจน์ Et3
P r G f L  V  T _1

k - * T '  J  ° x ° “

(3.1.16)

ในสมการท่ี (3.1.16) จะได้

เมตริกซ์สติฟเนสของช๋ินส่วนและกำหนดให้งานภายนอก พ =qT Q ตังน้ันสามารถจัดรูปสมการท่ี (3.1.16) ได้ใหม่

nMR=Z j q T k e q -  q T Q (3.1.17)

เมื่อประกอบทุกชินส่วนเข้าด้วยกัน โดยรวมเมตริกซ์สติฟเนสและแรงกระทำของแต่ละชินส่วนเป็น 

เมตริกซ์สติฟเนสรวมและแรงกระทำบนโครงสร้าง และจากนันแปรผันกับตัวแปร q จะได้

Kq = Q (3.1.18)

โดยท่ี K = เมตริกซ์สติฟ่เนสรวมของโครงสร้าง

q = เวกเตอร์รวมของการกระจัดท่ีจดต่อ 

Q = เวกเตอร้รวมของแรงกระทำบนโครงสร้าง

จากสมการท่ี (3.1.18) เราสามารถแกสมการหาการกระจัดที่จดต่อได้และนำค่าการกระจัดไปหาแรงภาย
, ไ I I  , ' I 1 ' V *

ในของชินส่วนแต่ละชินได้โดยเมตริกซ์ของโมเมนต์และแรงเฉือนแสดงในสมการที (3.1.19)

ร้ Myy

M.
> = - DkK = - DK BKq

x y

-D  Y = -D  PCt = -D  PHa‘ Ga qและ (3.1.19)
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พิจารณาสมการที่ (3.1.16) เมื่อแผ่นพื้นมีความหนาลดลงพจน์ ——̂ ( —1 —>00 คังนันพจน์
E 'm '

— qTG ^ H ^ G a q จึงต้องมีล่าเข้าใกล้ศูนย์ หรือ Gaq = 0 เพ่ือลดผลอันเกิดจากความเครียดเฉือน ดังน้ัน 
2

เมตริกซ์ Ga จึงต้องมีขนาดเล็กท่ีสดเท่าที่จะทำไต้ ซ่ึงจำนวนแถวของเมตริกซ์ Ga ข้ึนอยู่กับจำนวนพจน์ของ a  ท่ี 

ใช้ แต่อย่างไรก็ตามจำนวนพจน์ของ a  ถ้ากำหนดให้มีจำนวนน้อยเกินไปจะเกิดปิญหาการเคลื่อนท่ีแบบไร้พลัง 

งานขึน ดังนันจึงต้องเลือกจำนวนพจน์ของ a  ให้ที่เหมาะสม ซ่ึงในท่ีนีไต้เสนอจำนวนพจน์ของความเครียดเฉือน 

มา 3 ลักษณะคือ

(1) 8<X yx 1= a ,+ a £ + a 3ๆ + a  .4£ ๆ

Yyz = a 5+a6̂ +a7Tl+aiî Tl

(2 ) 6a  y xz= a + a £ + a 3ๆ

yyz= a + a 5ๆ + a 6̂

(3) 5a  Y „= a + a 2̂ + a ,ๆ

yyz= a 4+a ^ (a ,ๆ

โดยท่ี a  คือพารามิเตอร์ของความเครียดเฉือนแนวด่ิง

โดยในกรณีของ 5a  น้นปรับปรุงมาจาก 6a  โดยกำหนดให้ a 6 = a 3 เน่ืองจากพจน์ £1'!ๅ ในอนุพันธ์

—  แ ล ะ -^ -  มีสัมประสิทธิ"ในลักษณะเดียวกัน ดังน้ันผ้วิจัยจึงทดลองลดจำนวนพจน์ลงเหลือเพียง 5 และพบว่า
d r|

ปีญหาการยึดเน่ืองจากแรงเฉือนจะมีผลน้อยลงเม่ือจำนวนพจน์ของความเครียดเฉือนท่ีสมมติข้ึนมีค่าน้อย แต่ทั้งนี้ 

ต้องควบคุมไม่ให้เกิดรูปแบบการเคลื่อนที่ปลอมของการกระจัดด้วย ซ่ึงจากการทดสอบปรากฎว่าสำหรับจำนวน 

พจน์ในแบบ s a  และ 6a  นันเกิดรูปแบบการเคลื่อนที่แบบไร้พลังงานอยู่สองแบบ ซ่ึงทังสองแบบสามารถกำจัด 

ไต้ถ้ามีการยึดรังล่า พ ทังหมดที่ข้างใดข้างหนึ่งของชินส่วน ยกตัวอย่างเช่น แผ่นที่มีที่รองรับแบบยึดหมน 

(simply-supported plates) และแผ่นที่มีที่รองรับแบบยึดแน่น (clamped plates) เปีนต้น แต่สำหรับปีญหาแผ่นที่มีที่ 

รองรับแบบยึดหมุนที่มุมทังสี่ ยังคงมีรูปแบบการเคล่ือนท่ีปลอมของการกระจัดอยู่ดี

ในการอินทิเกรตจะใช้แบบ 2x2 และ 3x3 เพื่อทดสอบชิ๋นส่วน PLAT8 สำหรับขึ้นส่วน PLAT8-8a ใช้ 

การอินทิเกรตแบบ 2x2 จะให้ผลลัพธ์เหมือนกับชินส่วน 8 ขัวธรรมดาท่ีใช้การอินทิเกรตแบบ 2x2 ซ่ึงพบว่าทัง 

สองชินส่วนมีแนวโน้มที่จะเกิดการยึด และการทดสอบขึ้นส่วน PLAT8H ใช้การอินทิเกรตแบบ 3x3 สำหรับพจน์ 

ของแรงดัด และอินทิเกรตแบบ 2x2 สำหรับพจน์ของแรงเฉือน ซ่ึงพบว่าข้ึนส่วน PLAT8H-8a ให้ผลลัพธ์

เหมือนขึ้นส่วนเฮเตอโรชิสของฮ็วสํ( Hughes heterosis element หรือขึ้นส่วน IPBQQ ใน GTSTRUDL)W คือให้

(3.1.20)

(3.1.21)

(3.1.22)
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ผลลัพธ์ท่ีดีกว่าชินส่วน 8 ’นัวธรรมดา จนกระท่ังอัตราส่วนระหว่างความกว้างต่อความหนาของแผ่นพื้น (L/t) มีค่า 

ตังแต่ 106 ขึนไปจึงจะเกิดปิญหาการยึดเน่ืองจากแรงเฉือน

3.1.1 การลดการอินทิเกรด (Reduced Integration)'34’

เป็นวิธีที่ใช้แก้ป็ญหาการยึดเนื่องจากแรงเฉือน โดยมีสองอย่างคือ อย่างท่ีหน่ึงได้แก่การลดการอินทิ 

เกรดแบบเท่ากันหมด (uniform reduced integration) เหมาะสำหรับชินส่วนท่ีมีชุดต่ออยู่เฉพาะท่ีขอบของชิ่นส่วน 

(serendipity element) เช่น ชินส่วน 8 ชุดต่อ และชิ่นส่วน 12 ชุดต่อ เป็นด้น วิธีน้ีจะลดจำนวนชุดเกาส์ลงหนึ่งชุด 

จากจำนวนชุดท่ีให้ค่าแม่นตรง อย่างท่ีสองคือการเลือกลดการอินทิเกรด (selective reduced integration) ซ่ึงเหมาะ 

อับชินส่วนท่ีมีชุดต่ออยู่ภายในชินส่วน (Lagrangian element) การอินทิเกรดแบบนี้แบ่งเป็นสองส่วนคือ พจน์ของ 

แรงตัดอินทิเกรดโดยใช้จำนวนชุดเกาส์ที่เพียงพอทำให้ได้ค่าแม่นตรง ส่วนพจน์ของแรงเฉือนอินทิเกรดโดยลด 

จำนวนชุดเกาส์ลงหน่ึงชุด

วิธีการลดการอินทิเกรดทั่งสองอย่าง สามารถแก้ปีญหาการยึดเน่ืองจากแรงเฉือนได้ แต่ไม่อาจขจัดรูป 

แบบการเคล่ือนที่ปลอมของการกระจัดได้ แต่ถ้าใช้ซ่ินส่วนเฮเตอโรชิสของฮิวส์ ร่วมอับการเลือกลดการอินทิ

เกรดจะสามารถแก้ปีญหาทั่งสองได้ ลีและวองจึงใช้การเลือกลดการอินทิเกรดในซ่ินส่วน PLAT8H ซ่ึงในการ 

ทดสอบจะใช้ชื่อของซิ่นส่วนเป็น PLAT8HR-50C 6a และ 8a

3.2 ซ่ินส่วนฟังก์ชันฟองสธุ]' <20)

การวิเคราะห้แผ่นพ้ืนตามทฤษฎีของไรสํเนอธ์-มินด้ลิน (Reissner- Mindiin theory) เดิมใช้วิธีความเค้นพันธุ 

ทาง (hybrid stress method) ซ่ึงใช้หลักการแปรผันของเฮลลิงเกอร”’-ไรส์เนอธ์ (Hellinger -  Reissner principle) ใน 

การสร้างเมตริกซ์สดิฟเนส และมีส่วนสำคัญอยู่ที่การเลือกสมมติพีงก้ช้นของสนามความเด้น โดยพีงก์ชินของไ ท่ัน้ี 7  1* “ ' 1 น์น์ ] y i i l l . .
ความเด้นทีสมมติขึนน์นจะอยู่ด้องเป็นไปตามสมการสมดุล ทำให้พีงก์ชันทีนำมาสมมติความเด้นจำเป็นต้องอยู่ใน 

พิกัดหลัก(global coordinates) วิธีความเคนพันธุทางนีถึงแม้จะให้คำตอบท่ีใกล้เคียงค่าแม่นตรง แต่เน่ืองจากการท่ี 

จะต้องเลือกสมมติความเค้นให้เป็นไปตามสมการสมดุลจะทำให้เกิดปิญหาอยู่สามประการคือ ประการที่หนึ่ง 

ความเต้นแต่ละตัวต้องข้ึนแก่อันและอัน (coupling) ทำให้ลักษณะของเมตริกซ์เฟลกชิบิลิตี (flexibility matrix) ไม่ 

ค่อยจะเป็นแถบ (band) ซ่ึงจะค่อนช้างยู่งยากในการทำเมตริกซ์ผกผัน ประการที่สอง พีงก้ชันท่ีใช้สมมติความเต้น 

จำเป็นต้องอยู่ในพิกัดหลัก ทำให้ชินส่วนที่ได้ไม่มีความยืนยง และคำตอบท่ีได้อาจมีความผิดพลาดมากข้ึนถ้าซ่ิน 

ส่วนมีลักษณะบิดเทียว ประการสุดท้ายคือ พีงก้ชันท่ีใช้สมมติความเต้นจะมีอันดับต่ําอาจเกิดปิญหาการยึดเน่ือง 

จากแรงเฉือนได้

ต่อมาจึงมีการใช้วิธีชินส่วนผสม (mixed element method) แทน ซ่ึงมีลักษณะสำคัญคือ สร้างเมตริกซ์สติฟ 

เนสโดยใช้หลักการแปรผันของเฮลลิงเกอร-ไรส์เนอร์ และสมมติสนามของแต่ละตัวแปรอย่างเป็นอิสระต่ออันใน 

พิกัดธรรมชาติ (natural coordinates) ตังนั้นถ้าใช้สนามความเต้นเป็นสนามของตัวแปร พีงก์ชันของความเต้นท่ี 

สมมติขึนก็ไม่จำเป็นต้องสอดคล้องอับสมการสมดุล โดยจะมีสมการเงื่อนไขเพื่อให้เป็นไปตามสมการสมดุล สม
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การเง่ือนไขน้ีจะอยู่ใน3ปพารามิเตอร์ของการกระจัดภายใน ซ่ึงมิลักษณะเป็นพิงก์'พันฟองส'ยู่ (bubble function) 

คือพิงกํขนสัณฐานท่ีมีการเคลื่อนท่ีในแนวด่ิงท่ีก่ึงกลางชินส่วน ให้ค่าการกระจัดเป็นศูนย์ท่ีขอบของชินส่วน

ในการสร้างสมการทางไฟไนต์เอเลเมนต์เริ่มด้วยการแบ่งสนามการกระจัดออกเป็นสองส่วน ส่วนที่หนึ่งคือ 

สนามการกระจัดปกติ น และส่วนที่สองคือส่วนของพิงต์จันฟองสศู่ น1 โดยการกระจัดทั้งสองส่วนจะสัมพันธ์กับ 
ระดับขั้นความเสรีท่ีจุคต่อท่ี ประกอบด้วย พ 0 X และ 0 y ฟ้งก์จันท่ีใจัสมมติอยู่ในพิกัดธรรมชาติ (^,ท ุ) บน 

ระนาบกึ่งกลางของชินส่วน และสัมพันธ์กับตัวแปร Ç ซ่ึงแปรผันตามความหนาของแผ่นจาก -M 2  ถึง M2

กำหนดให้ t เท่ากับความหนาของแผ่นพิน และ h = t/2 สมการของความสัมพันธ์ดังกล่าวคือ

พq = พq( ๆ )

uq = " hÇ (Ç.'ๆ) (3.2.1)

\ =  - i » ç e yq(Ç ,ทุ )

และ พ^ = พ ^ ( ^ ,T|)

น3, = - h Ç 0  3, (£ ,ทุ ) (3.2.2)

โดยท่ี พ

พ*

0 ,0xq > yq

0 ^ และ 0 ^ 

h

ç

คือการกระจัดในแนวด่ิง

คือการกระจัดส่วนเพ่ิมของการกระจัดในแนวดิ่ง

คือบุมหบุนทังสองทิศทาง

คือบุมหบุนส่วนเพิ่มของบุมหบุนทังสองทิศทาง

คือระยะจากระนาบกึ่งกลางถึงขอบของข้ันส่วน = t/2

คือระยะจากระนาบกึ่งกลางถึงจุดใดๆ วัคตามแนวแกน Z

หลักการแปรผันของเฮลลิงเกอร์-ไรส์เนอร์ ท่ีใช้คือ

n „ - J v _ - V s a . o T(a  % ) - a r ( ô “ x) I V - ^ [ ( น , * น 1)? ]  ds (3.2.3)
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โดยท่ี G คือความเค้น

ร คือเมตริกซ์ปรุงแต่ง (constitutive matrix)

V คือปริมาตรของช้ินส่วน 

ร0 คือบริเวณ1ขอบท่ีมีการกำหนดค่าแรง T 

Ô คือเมตริกซ์ของตัวปฏิบัติการการหาอนุพันซ์

เมื่อแปรผันสมการท่ี (3.2.3) เทียบกับ ux จะไค้ ÔtG = 0 เป็นสมการสมดุลท่ีใช้บังคับสมดุลของความ 

เค้นที่สมมติขึ้น สำหรับความเค้นต่างๆ สามารถคำนวณไค้จากความเค้นท่ีสมมติข้ึน คือ

<*„ -  h Ç â  22<^ๆ)

^  = K  CTW(Ç,ท ุ)

CT*y = h ç  CT 2,(ร,ท ุ)

Gxz = Y  ( l - C )  CT 22(ร,ทุ) (3.2.4)

CTyz = ~  ( l - Ç )  CT,,(ร,ทุ)

CTn = y  ( Ç - 3Ç-2 ) CT 22(ร,ทุ)

โดยท่ี G เป็นพิงกชันของความเค้นท่ีสมมติขึนในพิกัดธรรมชาติ

พิงก์ชันของการกระจัดสมมติให้เป็นพิงกัชันของระตับชันความเสรีทังสามตัว โดยพิงก์ชันท่ีใช้เป็นพ ิ ง ก ์ ชัน 

สัณฐานลากรองจ(Lagrange interpolation function) มีรูปแบบตังนี

พ พq NN qi

0 xq > = Z  N ‘ < ç .  ๆ)  ‘ 0 .xq  i

I e „ J
i = 1 0 .

1 พ ')

โดยท่ี NN คือจำนวนชุดต่อในช้ินส่วน และ N'(ร ,ท ุ) คือพิงก์'ชันสัณฐานลากรองจ์ท่ีชุดต่อ i ตัง'น้ันจากสม 

การท่ี (3.2.1) สามารถเขียนความสัมพันธ์ของการกระจัดกับระดับชันความเสรีท่ีชุดต่อให้อยู่ในรูปของเมตริกซ์ไค้

เป็น {นq[ = [N]{q( โดยเมตริกซ์ [NI เป็นพิงก์ชันสัณฐานตังสมการที่ (3.2.6 )

[N]
N3 N4

^ 3 ^ 4
hÇN2 hÇN,

(3.2.6)
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N, = -0 -Ç ) น-ทุ) 

n2 = -  (1+4) น-ทุ) 

N, = -(1+4) น+ทุ) 

N4 = -  น'4)น+ทุ)

และจากที่ได้ {น} นำไปหาเมตริกซ์ความเครียด 8^ = /e >Tn 8 £ ร 8 \  และเขียนให้
q ^  xxq yyq xyq xzq yzq /

อยู่ในรปฃองระดับข้ันความเสรีท่ีธุดต่อต่างๆ q ได้ดังนี้

eq 4 ท) = Bq(4>ทุ) q

โดยท่ี Bq (Ç,ท ุ) = [ô] [N]

(3.2.7)

0 4 0 0 4 0 0 4 0 0 4 0

0 0 0 0
a

0 0 4 0 0 4
0

dy 4 0
ôy dy

0
dy 4 0 4 4

a i,
hN 1 0

a ,
hN, 0 a ,

hN, 0 Ôn4
hN 4 0

a
สิง,

a
a ,

a
a ,

a
a .

_ dy
0 hN 1

a
0 hN2

"  dy
0 hN,

“ 4
0 hN 4

(3.2.8)
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สำหรับการสมมติฟ้งก์ชันของการกระจัดส่วนที่เพ่ิมข้ึน WX 

.. À, กับฟิงก์ชันสัณฐานท่ีเป็นฟ้งก์ชันฟ่องสยู่ 0

0 X,  และ e yX จะอยู่ในเปของพารามิเตอร์

w \ NB V

■ 0 * > = X  G> jC^,ฑ) < :

I e
1=1

A

โดยท่ี NB คือจำนวนพจน์ X และ 0 j (ร ุ,ฦ ) คือฟิงก์ชันฟองส'ยู่พจน์ท่ี j  และเช่นเดียวกับการกระจัดปกติ 

เมตริกซ์ความสัมพันธ์ของการกระจัดส่วนที่เพิ่มขึนกับระดับชันความเสรี คือ {ux} = [0HÀ,} โดยท่ี [0]  คือ 

ฟ้งกัชันสัณฐานของฟิงก์ชันฟ่องสยู่

t< 0 ,  h Ç 0 2 . . .  b Ç 0 B

hÇ 0, h Ç 0 2 . . .  h Ç 0 c

(3.2.10)

โดยท่ี A คือจำนวนพจน์ของฟ้งกัชันสัณฐานสำหรับตัวแปร พ\ 
B คือจำนวนพจน์ของฟ้งกัชันสัณฐานสำหรับตัวแปร 0 a  

C คือจำนวนพจน์ของฟ้งกัชันสัณฐานสำหรับตัวแปร 0 y? 

A + B + c = NB

และความสัมพันธ์ของความเครียดและตัวแปร X คือ

8 * ( ร ุ , ฦ )  =  B x(  ร ุ , ท ุ )  X (3.2.11)

โดยท่ี B)l (ร ุ,ท ุ) = [Ô] [0 ]  และค่า [Ô] เหมือนในสมการที่ (3.2.7) ตังน้ัน เมตริกซ์ [B;J เท่ากับ

0 0 0
r 5 0 ,

- "  ^ 0 0 0

[ B x J  = 0 0 0

d x
0

d x
0

d x

0
^  5 y

0 0 0 & r 5 0 ,  
h Ç - 0 ^  - - -

5 0 , 5 0 , 5 0 a
d y

h © .

d y

h 0 ,  -

d y  

h ©  1,

d x

0

d x

0

d x

0
d x

æ ,
d x

5 © :
dx

a © A
0 0 0 h © , h@ . h © N H

d y d y dy

(3.2.12)
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การสมมติพิงก์ชันของความเค้น a  แทนด้วย

G = P ( ท ุ) (3 (3.2.13)

โดยท่ี P คือเมตริกซ์ที่ประกอบค้วยพิงก์ชันของความเค้นในพิกัดธรรมชาติและ P คือพารามิเตอร์ของความ 

เค้น แทนค่าจากสมการท่ี (3.2.7),(3.2.11)และ (3.2.13) ลงในสมการท่ี(3.2.3)สามารถเขียนเป็นสมการไค้ใหม่คือ

n i - — J3TH[3 + p TGq + p TRÀ, -  F,Tq - f/ X

โดยท่ี H
2h3

3
£ p TSPdV

G
2h3

3 [ p IV v

R
2h3

3 l pT|Sx dV

F,Tq = i - 1 ร ิ d S

F2TÀ, = i  .■ 5  a
1 ร ิ d S

(3.2.14)

(3.2.15)

แปรผันสมการที่ (3.2.14)เทียบกับ P และ X

P = H 1 (G q+RÀ,)  (3.2.16)

RT p = F2 (3.2.17)

จากสมการทังสองข้างค้น

x= - ( RT H 1 R ) 1 (RTH‘' G q - F 2) (3.2.18)

แทนค่าสมการที่(3.2.18) ลงในสมการท่ี (3.2.16)

P = H 1 G q + H 1 R (Rt H ' R )“' F2 (3.2.19)

โดยท่ี G = G -  R(RTh ' r) ‘ Rt h ‘g (3.2.20)

แทนค่าสมการท่ี (3.2.19)และ (3.2.20) ลงในสมการที่ (3.2.14)เพ่ือกำจัดตัวแปร P และ X
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(3.2.21)

(3.2.22)

(3.2.23)

โดยท่ี k คือเมตริกซ์สติฟเนสของชินส่วน

เม่ือหาค่าการกระจัดท่ีอุดต่อไค้นำค่าการกระจัด [q] ไปหาแรงภายในไค้โดย

ก = X - q T K q - F T q 

K = G T H ' G
F = F1 - GT H ' R (RT H 1 R) 1 F2

M1

Q x

Qv

x y
Kl

(3.2.24)

3.2.1 การเลือกฟังก์ชันของความเค้นและฟังก์ชันฟองส'ยู่

พิจารณาหลักของการแปรฝันในสมการท่ี (3.2.3) เม่ือแปรฝันเทียบกับ น\ จะไค้สมการเงื่อนไขสำหรับ 

ความเค้นเพื่อให้เป็นไปตามสมการสมคล และเมื่อแปรฝันเทียบกับความเค้นจะไค้สมการความสัมพินซ์ของวัสดุ 

ระหว่างความเค้นและการกระจัดทัง นq กับ UX ในท่ีนีจะพิจารณาถึงการเลือกจำนวนพารามิเตอร์ในพิงก์ชันของ 

ความเค้นและฟังก์ชันฟองสยู่ เพื่อดำรงเสถียรภาพของชินส่วนและเพื่อบังคับสมการสมดุล จำนวนของพารา 

มิเตอร์ทังสองจำเป็นค้องสอดคล้องกัน โดยหลักในการพิจารณาเลือกจะกล่าวถึงในอันดับต่อไป

การเลือกสมมติพิงกัชันของความเค้นบันโดยทั่วไปความเค้นแต่ละตัวจะเป็นอิสระต่อกัน และฟังก์ชันจะ 

ไม่สอดคล้องกับสมการสมดุล และแต่ละพจน์ของฟังก์ชันจะอยู่ในพิกัดธรรมชาติ ซ่ึงจะทำให้ชิ้นส่วนมีความยืน 

ยงเสมอแม้ว่าฟังก์ชันพทุนามท่ีใช้จะไม่มีความบริ')j รณ์ก็ตาม นอกจากน้ีการเลือกฟังก์ชันของความเค้นแต่ละตัวท่ี 

เป็นอิสระต่อกันนั้นทำให้การสร้างเมตริกซ์เพิลกชิบิลิตี |แ ! มีลักษณะเป็นแถบ ทำให้มีประสิทธิภาพในการ 

คำนวณเมตริกซ์ผกฝัน (H '(

พิจารณาหลักการแปรฝันในสมการท่ี (3.2.14) แปรฝันสมการดังกล่าวเทียบกับตัวแปร P q และ X ตาม 

ลำดับจะไค้ผลลัพธ์ดังสมการที่ (3.2.1.1) และนำไปเขียนใน2ปของเมตริกซ์ไค้ตังสมการท่ี (3.2.1.2)
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A

y (3.2.1.I)

7

(3.2.1.2)

พิจารณาเมตริกซ์ในสมการท่ี (3.2.1.2) ในแถวท่ีหนึ่งจะเป็นสมการกฎของวัสดุ (constitutive equation) 

ซึ่งจำนวนแถวทังหมดนันจะมีค่าเท่ากับ np คือจำนวนพารามิเตอร์ท้ังหมดของความเค้น P ท่ีใช้ ส่วนแถวที่สอง 

และสามนันจะเป็นสมการสมดุล (equilibrium equations) โคยจำนวนแถวจะเท่ากับจำนวนของพารามิเตอร์ของ 

การกระจัดทังหมด ซึ่งประกอบค้วยจำนวนระดับขันความเสรีของจดต่อทังหมดรวมกับจำนวนพจน์ของพารา 

มิเตอร์1ของพิงก์'ขันฟองส'ถู่ เม่ือแยกพิจารณาเพียงหน่ึงช๋ินส่วน อัตราส่วนระหว่างจำนวนของสมการกฎของวัสดุ 

กับจำนวนของสมการสมดุล คือ rc สำหรับในสมการไฟไนต่เอเลเมนต์อัตราส่วน r. คือ

rc =7-----~ r  (3.2.1.3)
l nq + n?J

โดยท่ี np คือจำนวนพารามิเตอร์ของความเค้น ทq คือจำนวนของระดับข้ันความเสรีของจุดต่อท่ีไม่ถูกยึด 

ร้ังเมื่อเพิ่มชิ๋นส่วนในแผ่นพื้น เช่น เมื่อเพิ่มชิ๋นส่วน 4 จุดต่อและ 9 จุดต่อข้ึนหน่ึงช่ิน มีค่า ทq เท่ากับ 3 และ 12 ตาม 

ลำดับ โดยแสดง'ในเปท่ี 3.2.1 ในหน้ากัดไป และ nx คือจำนวนพารามิเตอร์ของพิงก์ขันฟองส'ถู่ในข้ึนส่วน จาก 

การคำนวณจากสมการหลักของการแปรกัน ค่า rc ควรมีค่าเท่ากับ 2 และค้า rc มีค่าน้อยกว่า 2 มากหมายถึงมีสม 

การบังดับความสมดุลมากเกินไป ในทางกลับกันเม่ือค่า rc มีค่ามากกว่า 2 มากน้ัน สมการบังดับความสมดุลของ 

ความเค้นจะไม่เพียงพอ ทำให้คำตอบของความเค้นอาจจะมีค่าไม่ถูกต้อง

รุน
s p

5 ท

dq

m

d l

- h P  + Gq + R A, = 0

GTP = f 

RTP =

-  H G R
r >
P O

g t 0 0 < q II fq
RT 0 0 X -V
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(ก)

o ชุดต่อของช้ินส่วนใหม่ท่ีถูกยึดร้ัง 

•  ชุดต่อของชินส่วนใหม่ท่ีไม่ถูกยึดร้ัง

รปท่ี 3.2.1 (ก) กรณีชินส่วน 4 ชุดต่อ เม่ือเพ่ิมชินส่วนใหม่จะมีหน่ึงชุดต่อที่ไม่ถูกยึดรัง ดังนั้น ท̂ = 3 

(ข) กรณีช๋ินส่วน 9 ชุดต่อ เม่ือเพ่ิมชิ่นส่วนใหม่จะมีส่ีชุดต่อท่ีไม่ถูกยึดร้ัง ดังนั้น ท11= 12

โดยท่ัวไปในรัเญหาทางไฟไนต์เอเลเมนต์ค่า r. จะมีค่ามากกว่า 2 หมายถึงคำตอบท่ีได้จะแสดงออกมาว่า 

ชิ้นส่วนมีสติฟเนสมากเกินไป เช่นในช้ินส่วนความเค้นพันธุทาง 4 ชุดต่อ เม่ือใช้ค่า ท3 = 20 ค่า ท = 3 ค่า rc = 6.67 

และในทำนองเดียวกัน ชินส่วน 9 ชุดต่อ เม่ือใช้ค่า np = 45 ค่า ท = 12 ค่า rc = 3.75 ซึ่งชิ๋นส่วนทั่งสองแบบนั้จะ 

เป็นชินส่วนที่มีสติฟเนสมากเกินไป เมื่อเพ่ิมฟิงก์ชินฟองสถู่ ท)1 เข้าไป เราสามารถเลือกจำนวน ท)1 เพ่ิอทำให้ค่า rc 

ในสมการท่ี (3.2.1.3)มีค่าใกสัเคียงกับ 2 มากท่ีฤ[ค

สำหรับชินส่วน 4 ชุดต่อท่ีใช้ฟ้งกชินฟองสถู่ ในท่ีนีใช้จำนวนพารามิเตอร์ของความเค้น np = 20 ค่า 

ท = 3 และเลือกใช้จำนวนพารามิเตอร์สำหรับฟิงกชินฟองสบุ่ nx = 9 ดังน้ันค่า rc = 1.67

ฟ้งก์ชันของสนามความเค้นสำหรับช้ินส่วน 4 ชุดต่อ

ÜXX " p. 0 0 0 o "

Q y y 0 p, 0 0 0 V
G xy > = 0 0 p, 0 0 * ะ

(7 xz 0 0 0 p2 0
020

C7 yz 0 0 0 0 P2_

Ç ๆโดยท่ี P1 = P2= { 1
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ฟังก์ชันฟองส,}]ของสนามการกระจัดท่ีเพ่ิมช้ินสำหรับช้ินส่วน 4 ชุดต่อ

wx.
e„x -  0 - ^ ) ( . - ฑ ๆ o 

ร' 1
r- 

O
ho O 

O 
__

__
__

__
1

< ..T
T'

V

e ,1 1<N

OO _
1

โดยท่ี L, = L 2= { 1 £ ๆ }

สำหรับชิ้นส่วน 9 อุดต่อท่ีใช้ฟิงก์ชันฟองส')] ในท่ีน้ีใช้จำนวนพารามิเตอร์ของความเค้น np = 46 ค่า 

ท = 12 และเสือกใช้จำนวนพารามิเตอร์สำหรับฟ้งก์ชันฟ่องสบุ่ nx = 11 ดัง'นันค่า rc = 2.0

ฟังก์ชันของความเค้นสำหรับชิ้นส่วน 9 ชุดต่อ

C 7  X X ~ p , 0 0 0 0  "

C J y y 0 p , 0 0 0 p , '

G x y >  = 0 0 p , 0 0 < \

C 7 x z 0 0 0 P 2 0 p 4 6

C y z 0 0 0 0
p 2 _

โดยท่ี P, = { 1 Ç ๆ  Ç  fyๆ  ๆ 2 ^  £ ท ุ ^ ๆ 2 ๆ 3} 

p2=<1 Ç ๆ  ^ ๆ  ๆ 2 £ ท ุ ^ ๆ 2}

ฟังก์ชันฟองส'}]ของสนามการกระจัดที่เพ่ิมชิ้นสำหรับช้ินส่วน 9 ชุดต่อ

w X L, 0 0

e *L yKJ

■ - ( ' - ^ ) ('■ ,ๆ ) 0 L2 0 

0 0 L,

<

k l

โดยท่ี L, = ^ ๆ 2 {£1 ๆ  ^ ๆ }

L2 = ^ ๆ 2 { I  Ç ๆ  £ท>

(3.2.1.6)

(3.2.1.7)
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การใช้พิงกช้นฟองสบุ่นอกจากจะใช้ควบคุมสมดุลของความเค้นแล้วยังใช้แค้ปิญหาการยึดเน๋ืองจากแรง 

เฉือนไค้ค้วย พิจารณาสมการของความเค้นในสมการท่ี (3.2.23) และ (3.2.25) จัดเปใหม่ให้อยู่ในเปต่อไปนี้

[ ๆ cr"
° O

__
_1 N

R 0 Ps f p j

โดยท CTb = ^Oxx o yy O xy\

Os — ^ o  xz Oyz^

สำหรับสมการของความเครียด จัคเปใหม่ให้อยู่ในลักษณะเดียวกันดังนี้

(3.2.1.8)

>-(3.2.1.9)

โดยท่ี 8qb= ความเครียดจากการกระจัดในส่วนของแรงดัด

8qs = ความเครียดจากการกระจัดในส่วนของแรงเฉือน

B = เมตริกซ์ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการกระจัดในส่วนของแรงดัด 

Bq 5= เมตริกซ์ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการกระจัดในส่วนของแรงเฉือน 

ร ^  = ความเครียดจากการกระจัดส่วนเพ่ิมในส่วนของแรงดัด 

Ex, = ความเครียดจากการกระจัดส่วนเพ่ิมในส่วนของแรงเฉือน

Bxb= เมตริกซ์ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการกระจัดส่วนเพิ่มในส่วนของแรงดัด 

Bx,= เมตริกซ์ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการกระจัดส่วนเพิ่มในส่วนของแรงเฉือน 

แทนค่าสมการท่ี (3.2.1.8)และ (3.2.1.9) ลงในสมการท่ี (3.2.3)แล้วแปรผันเทียบกับ Ps จะไค้

ๆ -  £ psT ( - S s PsP , +  Bqsq + B ; u ^  ) d v = 0  (3.2.1.10)

จัด2ปของสมการใหม่เป็น

- H s P s  + ๆ -  1  pร1 ( ๆ ร ^ 8 )น ^ )  d v  =  ° (3.2.1.11)
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. Bh5 ( น ง )  f 1.
โดยที Hs = ---------------  I P P dV = เมตริกช์เฟลกชิบิลิตีสำหรับแรงเฉือน

15E *

ในกรณีท่ีแผ่นพ้ืนเข้าใกล้เป็นแผ่นพ้ืนบาง ค่า Hs« 0  สมการที่ (3.2.1.11) ลดเปเหลือ

I  pร (B, ^ +BXsX) dV=0 (3.2.1.12)

การไข้พิงก์ข้นฟองสบุ่เพ่ือลดป้ญหาการยึคท่ีเกิดข้ึนในสมการท่ี (3.2.1.12) แสดงให้เห็นได้โดยพิจารณา 

ข้ึนส่วนสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาดเท่ากับ 2 หน่วย เรียงลำดับระดับขั้นความเสรีที่อุดต่อตามเปที่ 3.2.1 แทนค่าพิงก์'ข้น 

สัณฐานและพิงกัข้นฟองสบุ่ลงในสมการที่(3.2.5)และ(3.2.9) จะได้พิงก์ข้นการกระจัดดังนี้

พ =(พ1+?I,) + พ£  + พ3ๆ  + พ^ท ุ - x g  - X,ท ุ2- X £ -  x g r \  ท2 - X 'ท3 +

น 2ๆ 2 + x g ๆ 2 + x g ฦ 3

0 X= (พ5+ ^ 4) + พ6£1 + พ7ๆ  + พ£ ๆ - X £  - ท ุ2 -Xg -  x g r \ -  k £ ท ุ2 - Xr f  + 

น 2ๆ 2 + K Ç r \ 2 + น 2ท ุ3

0y=(wA )  + W|<£ + w 11ๆ  + w 1£ ๆ  - - Vท2 - X £  -X£ๆ 2 ทุ1 +
k % 'ท2 + ^ ๆ 2 + ^ ๆ 3 (3.2.1.13)

รปท่ี 3.2.2 การเรียงลำดับพารามิเตอร์ของการกระจัดท่ีอุคต่อในข้ึนส่วน



52

โดยท่ี พ1 ถึง พ12 เป็นพารามิเตอร์ของการกระจัดในหนึ่งช้ินส่วน แทนค่าสมการท่ี (3.2.1.13) ลงในสม 

การท่ี (3.2.1.12)แล้วอินทิเกรตจะได้

5(3,3 [ 4 ( -พ5 + พ2 —  A,4 ) ] + 5(314 [ -  ( -พ6— X -  — X5 ) J

+ ô(315[ - ( - w 7 + พ4- — ^6)]+ 6 p l6[— (-W8- - À , 3 )]

+ ô(31714 ( -w9 + พ3— À.7)] + ô(3|9[— (-w„ — À,,— A-,)J

+ s p j -  ( -wto+W4-~^8 ) ]  + s p 20[~  (-w 12- “  = 0 (3.2.1.14)

ถ้าลองพิจารณาในกรณีท่ีไม่ใช้พิงก์ชันฟองสมุ่ ผลลัพธ์ท่ีได้จากการอินทิเกรตในสมการท่ี (3.2.1.14) ค่า 

พ6 พ8 พ11 และ พ12 จะด้องมีค่าเท่ากับศูนย์ โดยท่ีค่าของพารามิเตอร์ทังส่ีตัวคือมุมหมุนท่ีเกิดฃึน ตังนันเม่ือมีค่า 

เท่ากับศูนย์จึงแสดงว่าเกิดการยึดข้ึนในช๋ินส่วน แต่เม่ือมีการเพ่ิมพารามิเตอร์จากพิงก์ชันฟองสมุ่เช้าไปจะทำให้มุม 

หมุนทั้งสี่ตัวข้างด้นไม่เท่ากับศูนย์จึงไม่มีการยึดเกิดข้ึน

3.2.2 แนวคิดในการปรับปรุงชิ้นส่วนฟังก์ชันฟองสมุ่

พิจารณาพิงถ้ชันฟ่องสมุ่ของช้ินส่วน 4 ชุดต่อในสมการท่ี 3.2.1.5 จะเห็นว่าพิงถ้ชันท่ีใช้มีกำลังสูงและมี 

จำนวนพจน์ 9 พจน์ ซ่ึงผู้วิจัยคิดว่าน่าจะมีจำนวนพจน์ท่ีมากเกินไป ในกรณีท่ีด้องการให้พหุนามของความเครียด 

ที่คำนวณจากการกระจัดสอดคล้องกับพหุนามของสนามความเค้นที่สมมติขึน จำนวนพจน์ของพหุนามของการ 

กระจัดจึงควรจะเพ่ิมเฉพาะพจน์ท่ีขาดไป เม่ือคำนวณความเครียดจากการกระจัดน์นๆ จึงไม่จำเป็นด้องสมมติให้ 

ครบถึงสามพจน์ในตัวแปรการกระจัดหนึ่งตัว เพราะพิงถ้ชันฟองสมุ่เป็นพิงถ้ชันที่เพิ่มขึ้นมาจากพิงกํชันการ 

กระจัด จึงควรจะเพ่ิมแค่เพียงพอกับพจน์ท่ีหายไป เพราะเม่ือพิงถ้ชันมีกำลังสูงและจำนวนพจน์มากจะทำให้การ 

คำนวณใช้เวลามากขึน ตังนันจึงลองเปล่ียนสมมติพิงถ้ชันฟองสมุ่ใหม่เป็น

โ X]พ

1 1

V
<0^

02
■=('-- ร ั) H ’ ) Ç ๆ

Ç ๆ ผ
เม่ือพิจารณาค่า rc จากสมการท่ี (3.2.1.3) แทนค่า np = 20 , ท = 3 และ ท\ = า ตังน์นจะได้ค่า rc = 2 ซ่ึง 

ตรงกับข้อแนะนำที่ด้องการ ชินส่วนที่ปรับปรุงขึนนีจะนำไปทดสอบประสิทธ์ภาพในบทที่ 4 โดยใช้ช่ือว่า

BUBBLE4m
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3.3 ช้ินส่วน HMPL5 <U)

ชินส่วนสี่เหลี่ยมใดๆ ความหนาเท่ากับ t ระนาบ x-y ตังอยู่บนผิวก่ึงกลางของแผ่นพืน และแกน Z อยู่ใน 

ทิศตังฉากกับผิวก่ึงกลาง ส่วนทิศทางของการกระจัดและความเค้นต่างๆ ที่มีเครื่องหมายเป็นบวก แสดงในรุปที่

3.3.1 และ 3.3.2 แผ่นพินตังกล่าวพิจารณาโดยตังอยู่บนทฤษฎีของมืนต์ลิน-ไรส้เนอร์ คุณสมบัติของแผ่นเหมือน 

กันในทุกทิศทาง และเป็นวัสดุท่ีมีความยืดหยุ่นเชิงเส้น หลักการแปรฝันท่ีใช้ในการสร้างเมตริกซ์สติฟ่เนสคือ

n R=[ - ^ M TSKM-^-QTSy Q+ MTK + QTy dA -  พ (3.3.1)

โดยท่ี M = { Mx My Mxy} T เป็นเวกเตอร้ของโมเมนต์

Q=<Q, Qy >T เป็นเวกเตอร์ของแรงเฉือน

K = [ K K K J t =X y  xy

" ล 0 X 3 0 y

C
D

*
fO 5 6 . ไ

-  T

_ d x d y V d y d x  )

Y =1Y„ Y JT =

เป็นเวกเตอร์ของความเครียดเน่ืองจากการตัดหรือเวกเตอร",ความโค้ง
T

^ . 0 ,  - ^ . 0
<3x d y

เป็นเวกเตอร้ของความเครียดเฉือน

น = [พ 0, 0 J T เป็นเวกเตอร้ของการกระจัด

SK = T T  Et

- ง

-U

0

0

0

2(1 + ง )

เป็นเมตริกซ์ปรุงแต่งในส่วนของแรงตัด

Sy =
kGt

1 0 

0 I
เป็นเมตริกซ์ปรุงแต่งในส่วนของแรงเฉือน

พ  = พจน์ของนำหนักบรรทุกบนพินที่ A
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๏ ๏

ระนาบกึ่งกลางของแผ่นพื้น z=0

รูปท่ี 3.3.1 ลักษณะของแผ่น'คืนและทิศทางที่เป็นบวกของการกระจัด"4,

รูปท่ี 3.3.2 ทิศทางที่เป็นบวกของความเค้นและแรงเฉือน"41

จากสมการท่ี (3.3.1) ในหลักการแปรผันใช้สนามของตัวแปรสองสนาม คือ สนามของการกระจัด

(พ P, P, ) และสนามของโมเมนต์( Mx My Msv Q x Q y ) โดยท่ีสนามของการกระจัดมีความต่อเน่ืองแบบ 

c° แต่สนามของความเค้นมีความต่อเน่ืองแบบ C ' (หมายถึง ไม่จำเป็นต้องมีความต่อเนื่องระหว่างซิ่นส่วน) จาก 

นันกำจัดพารามิเตอร์ของความเค้นออกไปในระหว่างการคำนวณเมตริกซ์สติฟเนสของช่ินส่วน

3.3.1 การสร้างสมการโดยไฟไนด์เอเลเมนต์ผสม

ในการสร้างสมการไฟไนต์เอเลเมนต์สำหรับซิ่นส่วน HMPL5 สนามการกระจัด น อยู่ในพจน์ของการ 

กระจัดท่ีธุดต่อ ส่วนสนามของโมเมนต์ M และแรงเฉือน Q จะอยู่ในพจน์ของพารามิเตอร์ P และ a  ตามลำตับ 

ตังพื้
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น = Nq

M = Pp (3 
Q = Pa OC

- \

>- (3.3.1.1)

โดยท่ี N Pp และ pa เป็นเมตริกซ์ของพิงกํชันสัณฐานท่ีใช้ประมาณการกระจัด โมเมนต์ดัด และแรง 

เฉือน ตามลำดับ q คือเวกเตอร์ของระดับชันความเสรีทังหมดของชันส่วน P คือพารามิเตอร์ของโมเมนต์ดัด a  

คือพารามิเตอร์ของแรงเฉือน โดยท่ัวไปพิงต์ชันเหล่าน้ีจะอยู่ในพิกัดธรรม,)กติ ส่วนการเลือกพิงก์ชันท่ีจะมาใช้ 

ประมาณสนามความเค้นน้ัน เดิมในวิธีความเค้นพันธุทาง (hybrid stress method) จะเลือกใช้พิงก์ชันท่ีทัาให้ความ 

เค้นไค้สมดุล แต่ในวิธีนี้จะไม,กำหนดให้พิงก์ชันของความเค้นต้องมีความสมดุล แต่จะใช้พารามิเตอร์ของการ 

กระจัดภายในเป็นสมการบังคับแทน จากสมการท่ี (3.3.1.1) แทนค่าต่างๆ ลงในสมการที่ (3.3.1) สามารถจัดพจน์ 

ต่างๆ ของสมการให้เหมาะสมไต้ดังสมการที่ (3.3.1.2)

ท HpP + p T Gp q - ^ a 1 Ha a  + a T Ga q -  QT q (3.3.1.2)

โดยท่ี

H p = l  Pp SK Pp dA

Ha = Pa  Sy Pa  dA

Gp = 1  Pp Bk dA 

Ga = Pa  By dA 

ร = B̂ q

Y=Byq

และ Q คือเวณตอร์ของแรงเทียบเท่ากระทำท่ีจุดต่อ (equivalent nodal force) โดยท่ี พ  = QTq 

เมื่อแปรผันสมการท่ี (3.3.1.2) เทียบกับพารามิเตอร์ P และ a  จะไต้

P = Hp1 Gp q และ OC = H~' Ga q (3.3.1.3)

ดังน้ันสามารถกำจัดพารามิเตอร์ P และ a  ออกไปซ่ึงจะทำให้เหลือเพียงตัวเดียวคือ q โดยแทนสมการ 

ท ี่(3.3.1.3)ลงในสมการที่(3.3.1.2) และจัดเปใหม่

ท * - - - / ^ - Ql£t (3.3.1.4)
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โดยที่ K เป็นเมตริกซ์สติฟเนสของชินส่วนซึ่งไค้มาจากผลรวมของเมตริกซ์สติฟเนสจากการดัดและ 
เมตริกซ์สติฟ่เนสเฉือน (K = + K5)

K b =๐P Hp‘ Gp และ Kร = ๐i Ha Ga (3.3.1.5)

3.3.2 การเลือกฟังก์ชันสำหรับสนามการกระจัดและความเค้น

ชิ๋นส่วน HMPL5 เป็นซ่ึนส่วนท่ีมี 5 ชุดต่อโดยแต่ละชุดต่อมีระดับข้ันความเสรีเท่าดับสาม และชุดต่อท่ี 
ห้าอยู่ท่ีชุดศูนย์กลางของแผ่นพ้ืน ลักษณะของฟิงก์ชันที่ใช้ประมาณสนามของการกระจัดและสนามของความเค้น 
เป็นดังนี้

สนามการกระจัด (displacement field)

ฟิงต์ชันสัณฐานของสนามการกระจัดใช้ฟิงก์ชันการประมาณพทุนามของลากรองจํสาหรับชินส่วนสอง
มิติ ดังนี

w =  z  N i w i ’ e .-±M . 0rf. 0 y = Z N i 0 yi  (3-3-2 l )

โดยท่ีฟ้งต์ชันสัณฐาน N. คือ

N, = น ี ้ ( 1 - £ , ) ( 1 - ๆ ) -น ี ้ ( เ - £ , 2) ( น ๆ 2)

N, = - ( 1 + £ ) ( 1 - ๆ ) - - ( น ^ 2) ( น ๆ 2)

N 3 = - ( !  + £ ) ( น ๆ ) - - ( น ^ 2) ( น ๆ 2)

N4 = น ี ้ ( น ^ ) ( น ๆ ) - ^ ( น ^ 2) ( น ๆ 2) 

n5= ( 1 - ^ 2) ( น ๆ 2)

สนามความเค้น (stress field)

สำหรับการเลือกฟิงก์ชันเพ่ีอประมาณสนามของโมเมนต์ โดยแทนฟ้งต์ชันลงไปในเมตริกซ์ Pp และ pa 

เพ่ีอใช้ประมาณสนามของโมเมนต์ร่วมดับพารามิเตอร์ P และ a  ตามสมการท่ี (3.3.1.1) ซาลีบและขาง,1141 (Saleeb 
and Chang) ไค้เสนอหลักการเลือกฟ้งต์ชันดังน้ี
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1. การเลือกฟ้งก์ชันสำหรับประมาณสนามความเค้นจะต้องไม่ก่อให้เกิดการเคลื่อนที่แบบไร้พลังงาน โดยเบือง
ต้นแล้วจะกำหนดให้จำนวนพารามิเตอร์ของความเค้นเท่าลับ m จะต้องมิค,าไม่ห้อยกว่าจำนวนระดับขั้น 
ความเสรีทังหมดของชินส่วน ท หักออกจากรูปแบบการเคล่ือนที่แบบวัตถุแข็งเกร็ง r (ดังห้น m > ท -  r) หรือ 
กล่าวอีกนัยหนึ่งว่าพารามิเตอร์ของความเค้นหนึ่งพจห้จะต้องสอดคล้องลับการเคลื่อนที่หนึ่งรูปแบบ จาก 
สมการพลังงานความเครียด

บ = - £ a Tธ dv= -  £  (pp)T(dน) dv = -  £  pV (dN q) dV (3.3.2.3)

โดยท่ี ข คือพลังงานความเครียด 
V คือปริมาตรของวัตอุ 
a คือเมตริกซ์ของสนามความเค้น 
8 คือเมตริกซ์ของสนามความเครียด 
P คือฟ้งค้ชันท่ีใช้ประมาณสนามความเค้น 
(3 คือพารามิเตอร์ของความเค้น 
d  คือเมตริกซ์ตัวปฏิบัติการการหาอบุทันธ ์
น คือสนามของการกระจัด 
N คือฟิงกํชันสัณฐานของสนามการกระจัด 
q คือเวกเตอร์ของระดับขันความเสรีของชิ๋นส่วน

จากสมการท่ี (3.3.1.2) G = J PT5 n dv แทนค่าลงในสมการที่ (3.3.2.3)

^ p  T Gq (3.3.2.4)

fa ] 4 บ .  J
กำหนดให้ q = < f  โดยที a เป็นรูปแบบของการเคล่ือนทีท่ีเกิดขน และ R เป็นรูปแบบของการ

เคล่ือนท่ีแบบวัตถุแข็งเกร็ง จากห้นแทนค่า q ลงไปในสมการที่ (3.3.2.4) จะไต้สมการพลังงานความเครียดท่ีเกิด 
จากการเสียรูปจากพจน์ a ดังสมการท่ี (3.3.2.5) สำหรับพจน์ R จะไม่มีพลังงานเกิดข้ึน

— P T G a (3.3.2.5)
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จากสมการข้างต้น ถ้าพารามิเตอร์ P หน่ึงพจน์จะสอดคถ้องกับการเคลื่อนท่ี a  หนึ่ง2ปแบบ เมตริกซ์ G 
จะต้องมีลักษณะเป็นเมตริกซ์ทแยงบุม และเพื่อป็องกันไม่ให้เปแบบการเคลื่อนท่ีปลอมของการกระจัดเกิดข้ึนเม่ือ 
เมตริกซ์ G มีสมาชิกอยู่นอกแนวทแยง แต่ละสดมภ์ของ G จะต้องไม่ขึนแก่กันและกัน

2. พิงภ์ข้นที่ใช้สำหรับประมาณสนามของความเค้นไม่จำเป็นต้องเป็นไปตามสมการสมดุล เน่ืองจากมีการควบ 
คุมสมดุลอยู่ในสมการหลักของการแปรฝันแล้ว

3. การเลือกจำนวนของพารามิเตอร์ P จะต้องตรวจสอบดูว่าจะไม่ก่อให้เกิดการยึด (locking) ช่ึงจะเกิดข้ึนเม่ือ 
ความหนาของแผ่นใกล้ที่จะเป็นแผ่นบาง วิธีเบื้องต้นที่ใช้ตรวจสอบคือพิจารณาจากดัชนีการบังคับ C1 
(constraint index) โดยคำนวณจากผลต่างระหว่างจำนวนของระดับข้ึนความเสรีที่เป็นอิสระเมื่อเพ่ิมข้ึนส่วน 
ลงไปในแผ่นพื้น NK กับจำนวนการเคล่ือนท่ีอิสระของข้ึนส่วนท่ีถูกบังคับ NC (CI = NK.-NC) ค่า CI > I 
แสดงว่าแผ่นพ้ืนจะไม่เกิดปีญหาการยึด ในขณะท่ีค่า CI < 0 อาจจะเกิดปีญหาการยึดไค้

ข้ึนส่วนท่ี!!ระกอนทไน 

. ร

๕* จ...:ร่..ร....̂ 1.1
ชนสวน เหมฑเพมเขา เบ

\
แผนพนแลว "7

(ก)
O NK = 3 คือจำนวนระดับข้ึนความเสรีท่ีไม่ถูกยึดรั้ง 
X NC = 4 คือจำนวนจุดท่ีคำนวณแรงเฉือนท่ีถูกบังคับ 

(ข)

เปที่ 3.3.3 (ก) ชินส่วน 4 อุดต่อท่ีเพ่ิมเข้าไปในแผ่นพิน โดยหน่ึงอุดต่อมี 3 ระดับข้ึนความเสรี 
(ข) การหาค่า NK. และ NC

4. ฟ้งภ์ข้นที่เลือกจะต้องทำให้ชินส่วนมีความยืนยง มีอยู่สองวิธีที่จะทำให้ข้ึนส่วนมีความยืนยงคือ หนึ่งถ้าใช้ 
ฟ้งภ์ข้นของสนามความเค้นเป็นพิงก์ข้นในพิกัดหลัก พิงภ์ข้นน้ันจะต้องมีความบริบูรณ์ (completeness) ซ่ึง 
วิธีนีจะทำให้พารามิเตอร์ของความเค้นท่ีเลือกไม่เป็นอิสระโดยจะต้องขึนอยู่กับสมการสมดุล หรืออีกวิธีหนึ่ง 
คือใช้พิงภ์ข้นท่ีอยู่ในพิกัดธรรมชาติ (natural coordinates)

หลักการที่กล่าวมาข้างต้นนำมาใช้เป็นแนวทางในการเลือกพิงภ์ข้นเพื่อประมาณสนามของความเค้นไค้ 
ดังนี โดยเบืองต้นพิจารณาจาก m = n-r สำหรับชินส่วน HMPL5 มีระดับข้ึนความเสรีน้ังหมดของข้ึนส่วน ท เท่า 
กับ 5x3 = 15 และมีจำนวนของ2ปแบบการเคล่ือนที่แบบวัตอุแข็งเกร็ง r เท่ากับ 3 ดังน์นจำนวนพารามิเตอร์ของ 
ความเค้นควรจะเท่ากับ 15-3 = 12 จากน้ันพิจารณาจากค่าดัชนีการบังคับ CI = NK-NC เพ่ือป็องกันปิญหาการยึด 
ควรใช้ค่า Cl >  1 ดังนันใช้ค่า CI=1 และในชินส่วนนั้มีค่า NK เท่ากับ 2x3 = 6 ดังน้ัน NC ควรจะมีค่าเท่ากับ 6-1=5

ข้ึนส่วน 0 -
/

X X
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ดังนั้นจะแบ่งเป็นพารามิเตอร์สำหรับความเค้นคัดเท่ากับเจ็ดพจน์และสำหรับความเค้นเฉือนเท่ากับห้าพจน์ และ 
ฟ้งภ์ชันที่ใช้จะอยู่ในพิกัดธรรมชาติโดยแต่ละสดมภ์ไม่ขึนแก่กันและกัน มีลักษณะดังนี

M %

1

1ท
*

J __
__

1

P,
Mๆๆ > = 1 ç  ๆ < :

1 Z n j
1 p7.

Ç ๆ
ร

(3.3.2.6)

(3.3.2.7)

จากนั้นโดยลักษณะของพิงภ์ชันช้างบนและการแปลงจากพิกัดหลักให้เป็นพิกัดธรรมชาติ สามารถสร้าง 
เมตริกซ Pp และ pa ไค้ดังนี

Pp =

0 a

^ ไ] 0 a2รุ, a2ๆ

ฑ 1 b̂ b2ๆ

aib |4 a ,b ^  0 a2b2ร ุ 32 b2 ๆ

b2^ (b ,^  +  b2ๆ )  0 btไ]

a2Ç (â  + a2ๆ )  1 a1ๆ _

(3.3.2.8)

13.3.2.9)

ร่วมกับ pT = ip, P2 ... p7]
a  = I a ,  a 2 ... a 5

โดยท่ี a, = — ( 
4

น ั้, -  x2 -X j +x 4) ; b, 4 [vi - y 2 - y 3 + y4)

. . ■ ๆ (x, + x2 - x3 -x4)1 ; b2
1

~ 4 (y, + y2- y 3 - y 4)

a, = - l (x, -x2 +x3 -x4)1 ; b3
1

_ 4 (y, - y 2 +y3 - y 4)

(3.3.2.10)

3.3.3 เมดริกซ์สติฟเนสของชิ้นส่วน

หลังจากไค้ฟ้งภ์ชันของสนามการกระจัดและสนามของโมเมนต์แล้ว จากหัวช้อ 3.3.1 สามารถหา 
เมตริกซ์สติฟ่เนสของชินส่วนไค้ โดยหาค่าของเมตริกซ์ H และ G จากสมการท่ี (3.3.1.2) ทั้งในรูปของแรงดัดและ
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แรงเฉือน ในการที่จะหาค่าของเมตริกซ์ทั้งสอง จะต้องหาค่าเมตริกซ์ BK และ By ซ่ึงเป็นเมตริกซ์ความสัมพันธ์ 
ของความเครียดและการกระจัดก่อน

18 = = — BKq

Y = Byq II CO ไ£ะ
โ ด ย ท ี่ B k = B b 1 ’ B b2 «••• . 8  . 5 ]

B y = , B  52 1. . .

q = K  0 , 1 0 y, -  w5 @>5 0 J T

N

B . .  =bi 0 0 

0 N i.y

>.y , i = 1 , ..., 5

- N  1,,1 | j |  N j  0

- N i y  0 | j |  N .

N xx = ( ๖ 2 + ๖ ^ ) ^  - ( b,+ b3ๆ )  N 11 

R y = น , + 33ๆ )  R  ,1 - ( 31+ 33^  R Ç

x A  y 4
x .ๆ y .ๆ

| j|  =  detJ =  อ เ +  อ 2̂  + ว 3ๆ

(3.3.3.1)

(3.3.3.2)

D , =  a 1 b 2 -  ^  b ,

°2 = a, b, - «Sb,
D, = 33 b, - 32 b3

สำหรับตัวแปร 31 ถึง 33 และตัวแปร b, ถึง b, เป็นไปตามที่กำหนดไว้ในสมการที่ (3.3.2.10) ตัง'นนจาก 
สมการที่กำหนดไว้ทังหมดข้างต้นสามารถนำมาหาเมตริกซ์ Gp และ Ga  และ เมตริกซ์ Hp และ Ha  ไต้



61

GP= J K Bk dÇdTl ;

Ga = J7  PaT By d ;

H P = II Pp Dk Pp lJld 

H a =  f  I  pa D y Pa l Jld^ d r l

(3.3.3.3)

(3.3.3.4)

โดยท่ี Pp คือ พิงท์ชันที่ใช้ประมาณสนามของโมเมนต ์
pa คือ พิงก์ชันท่ีใช้ประมาณสนามของแรงเฉือน 
Bk คือเมตริกซ์ความสัมพันธ์ระหว่างความโค้งกับการกระจัด 
By คือเมตริกซ์ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดเฉือนในแนวด่ิงกับการกระจัด 
Dk คือเมตริกซ์เฟลกชิบิลิตีของเคอรัชอฟพิ
Dy คือเมตริกซ์เฟลกชิบิลตีในส่วนความสัมพันธ์ของแรงเฉือนและความเครียดเฉือนใน 

แนวด่ิง
|j| คือตีเทอร์มิแนนท์ของเมตริกซ์จาโคเบียน

จากพันนำค่าเมตริกซ์พังสี่ดัวนีไปหาค่าเมตริกซ์สติฟเนสของชิ้นส่วนไค้ โดยแทนค่าลงไปในสมการที่

3.3.4 การปรับปรุงช้ินส่วน HMPL5

เมื่อพิจารณาฟ้งท์ชันการประมาณสนามความเค้นในสมการที่ 3.3.2.6 พทุนามของพิงท์ชันมีเพิยงสาม 
พจน์คือ 1 £1 ใๅ แต่สำหรับฟ้งก์ชันของสนามการกระจัดของช้ินส่วนสี่จุดต่อท่ีบริบุรณมพทุนามถึงส่ีพจน์คือ 
1 ^  ใๅ £1ใๅ จึงเปล่ียนเมตริกซ์พิงก์ชันของสนามความเค้นดังน้ี

> Ç ๆ รๆ Pi
M  ๆๆ >. ะะะ ฑ รุ, ท :

. % . > 4  ๆ ^ ท P,2.

(3.3.4.1)

โดยจำนวนพจน์ของพิงค้ชันของโมเมนต์และแรงเฉือนทีค่าเท่ากับ 12+5 =17 ยังคงมีค่ามากกว่า n-r หรือ 
12 ส่วนสนามของแรงเฉือนยังคงใช้พิงท์ชันเติมเพื่อรักษาค่าดัชนีการบังดับ CI = NK - NC โดยให้ CI = 1 เหมือน 
เติม ชิ้นส่วนที่ปรับปรุงนี้ใช้ชื่อว่า HMPL5m ซึ่งจะนำไปทดสอบในบทที่ 4
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3.4 ช้ินส่วน MÎSP4 <22)

MiSP4 เป็นช้ินส่วนท่ีใช้แบบจำลองพันธุทาง/ผสม (hybrid/mixed model) โดยมีลักษณะท่ีต่างจากแบบ

จำลองท่ัวไปดังนี้

1) ฟิงก์ชันท่ีสมมติข้ึนสำหรับตัวแปรการเคล่ือนท่ี มีความต่อเน่ืองแบบ c°
2) ฟ้งต์ชันท่ีสมมติขึนสำหรับตัวแปรโมเมนต์และแรงเฉือน ไม่จำเป็นต้องมีความต่อเน่ือง 

(C 1 - continuity)
3) ฟ้งกัชันสำหรับความเครียดเฉือนแนวด่ิง ประมาณจากความเครียดท่ีขอบ

3.4.1 แบบจำลองทางคณิตศาสตร์ (Mathematical Model)

แผ่นท่ีวิเคราะห์ถูกแทนด้วย ระนาบ xy ณ ก่ึงกลางความหนาของแผ่น แกน Z อยู่ในแนวตังฉากกับ 
ระนาบก่ึงกลางตามความหนาของแผ่น โดย —1/2 < Z < t/2 และวิเคราะห์แผ่นโดยใช้สมมติฐานของมีนต์ลิน

สมการสมตุล

X+ Y-Q =0(วิX ay x
dMxy 5m, 0 .
ax * 5, Q>=0

3Qx do.

dx
+ -  พ —0ay

(3.4.1.1)

โดยท่ี พ คือนำหนักแผ่กระจายที่กระทำบนแผ่น Mx My และ Mxy คือโมเมนต์ตัด Qx และ Qy คือแรง 
เฉือนต่อหน่ืงหน่วยความยาว แรงต่างๆในสมการที่ (3.4.น )  สามารถเขียนให้อยู่ในพจน่ของความเต้นในทิศ 
ต่างๆ ไต้ตังนี

M = r z (J dz
X 1-  t/2 X

M = r z (J  dzy t/2 y
M r z (J  dz*y J— t/2 x y

Q x = f
’t/2

CT X, dzx J-  t/2
Q = (

•t/2 a  dzy J-  t/2 y z

V  (3.4.1.2)
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Mxy

Mx

ท่ี 3.4.1 ทิศทางที่เป็นบวกของโมเมนต์คัดและแรงเฉือน,221 

สมการความส้มพันธ์ตามกฎของวัสลุ

โดยแผ่นพินที่พิจารณาจะต้องเป็นเนือเดียวคันตลอดแผ่นและมีคุณสมบัติเหมือนคันในทุกทิศทาง และ 
เป็นวัสดุท่ีมีความยืดหยู่นเชิงเส้น

{M} = -[D k] {KÎ (3.4.1.3)

โดยท่ี {M} = {MI My Ms> }T

[Dk] =
1 2 ( 1 - ๙ )

ง  1

0 0

{K} = { K1 Ky Kxy }T คือเมตริกช็ความเครียดคัดหรือความโต้ง (curvatures)

{Q} = [Dy] {y} (3.4.1.4)
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โดยท่ี {Q} = { Qx Qy }T

[Dy] =
2(1 + U) 0

0

I
; P r คือค่าปรับแก้การกระจายของความเค้นเฉือนมีค่าเท่ากับ 5/6

{ฑ = { y „  Yy2}T คือเมตริกซ์ความเครียดเฉือนแนวด่ิง

สมการเมตริกซ์ความโค้งและเมตริกซ์ความเครียดเฉือนแนวด่ิง

K X

< K y > 

K XV A -
 ̂ dy + dx

Y

Y

0X

= <

หลักการแปรผันที่ใช้คือ

n  = บ1,+ บ5- พ

บ b = JA [ k ]  { m } d A - JA { m } ( [ h b ] “ ' { m } -  { k } )  dA

u ร = 1  [ y ] { q > dA - J A { Q } ( [ H . r  { q } -  M ) dA

พ  = งานเน่ืองจากแรงภายนอก

(3.4.1.5)

(3.4.1.6)

(3.4.1.7)

ฟ้งก้ชินที่ใช้สำหรับตัวแปรแต่ละตัวในชินส่วนนี้มีอยู่ทั้งหมด 10ตัวโดยแต่ละตัวมีลักษณะตังน้ี
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1) ตัวแปรโมเมนต์คัดท้ังหมด 3 ตัว Mx My และ M และแรงเฉือน 2 ตัว Qx และ Qy โดยไม่จำเป็น 
ต้องคำนึงถึงความต่อเน่ืองระหว่างชินส่วน

2) ตัวแปรความเครียดเฉือนแนวด่ิง 2 ตัว y x2 และ Yyz ไม่จำเป็นต้องคำนึงถึงความต่อเน่ืองระหว่างซ่ิน
ส่วน

3) ตัวแปรการกระจัด 3 ตัว พ และ P v โดยแด,ละตัวแปรมีความต่อเน่ืองระหว่างซ่ินส่วน

3.4.2 แบบจำลองทาง'ไฟไนต์เอเลเมนต์ (Finite element model)

ฟังก์ชันของตัวแปรสนามการกระจัด ทั้งสามตัวใช้ฟ้งก์ชันลากรองจํดงสมการท่ี (3.4.2.1)

w  =  * 1 N i w i ;  P x  = ^  N i P x O  p y  = . f 1N i P y i

โดยท่ี N, คือฟิงก์ชันสัณฐานของสนามการกระจัด

N, = - (  1 - £ ) (  1- ๆ )

N, =

N, =

N. =

- (  1 + £ ) (  1• ๆ )4
- (  I + £ ) (  I + ๆ  )4

( I -£1) ( 1 + ๆ )

เมตริกซ์จาโคเบียนและเมตริกซ์จาโคเบียนผกผันคือ

(3.4.2.1)

'N

> (3.4.2.2)

[i] =
Ox Oy

J11 JI2 0£, oç

■*21 2̂2 Ox Ox

0ๆ  0ๆ

On, On , On , On ,

5  5  5  5
On . On, On , On ,

0าๅ 0ๆ  0ๆ  0ฤ

(3.4.2.3)

[J] J 22 “ ป  

J,, J,,
|j |=  dctJ = j „ j 22 -  J|2J21 (3.4.2.4)
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ฟังก์ชันสำหรับประมาณสนามของโมเมนต์ดัด

= [PM] i a M} ; {M}t = {M M M
X y x y ' (3.4.2.5)

ผ =
^ ๆ ^ ๆ

1 Ç ๆ £ๆ

Ç ๆ ^ ๆ

(3.4.2.6)

ฟังก์ชันสำหรับประมาณแรงเฉือน เป็นพิงก์ชันท่ีคำนวณมาจากความสัมพันธ์ของโมเมนต์ดังนี

5 m x 3 m

dx  dy

(3.4.2.7)

จากนันแทนค่าจากสมการที (3.4.2.5) และ (3.4.2.6) ลงในสมการข้างบนจะได้พิงก์ชันการประมาณของ
แรงเฉือน

)Q} = [P0] {(XJ ;IQÎt={Q x Qyî

- J,2 (ๆJ22^ 12)
"" J 21 -*11 ( ๆ ■*2! “ ^ I I  )

-*21 JM <nj2. >
J22 - J,2 ( -ๆ>22 -Çj,2>

(3.42.8)

ฟังก์ชันสำหรับประมาณความเครียดเฉือนแนวดิ่ง

การประมาณความเครียดเฉือนแนวดิ่งในชินส่วนนี ใช้วิธีท่ีเรียกว่าแบบจำลองถ่ายทอดแรงเฉือน (Mixed 
shear projected model) โดยเริมจากการหาความเครยดเฉอนสัมผัสทขอบ (edge tangential shear strain) ของชิน 
ส่วนในพิกัดธรรมชาติ โดยหาค่ามาจากระดับชันความเสรีที่ชุดต่อ โดยมีสมการดังนี้

ท่ีขอบ 1-2 และ 3-4

ท่ีขอบ 2-3 และ 1-4

y  (3.4.2.9)
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จากสมการข้างต้นสามารถนำไปสร้างเป็นพิงกัชันการประมาณของความเครียดเฉือนแนวดิ่งไต้

(3.4.2.10)

โดยที่ค่า Yçz และ คือความเครียดเฉือนแนวด่ิงในพิกัดธรรมชาติ ซ่ึงคำนวณจากการประมาณ
ความเครียดเฉือนที่ขอบแต่ละต้าน ดังน้ี

รูปท่ี 3.4.2 ความเครียดเฉือนท่ีขอบของช้ินส่วน MiSP4(22)

จากสมการท่ี (3.4 2.9) ตำแหน่งของดัวแปรต่างแสดงดังรูปท่ี 3.4.2 และตัวแปร Pç กับ Pn สามารถ 
คำนวณไต้จากสมการข้างล่างนี้

(3.4.2.12)
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แทนค่าในสมการท่ี (3.4.2.9 ) ได’ความเครียดเฉือนท่ีขอบต่าง  ๆ ดังนี

Y I = t ( w2 - WI + pç,  + p ç 2)

y I  = t ( w 3 -  w 4 + p ^ 3 + p ^ )

Y ทุ = l ( w3 - w2 + p ๆ2 + p ๆ  j )

Y ทุ = T ( w4 ~ W1 + p ทุ: + p ทุ 4 )

y  (3.4.2.13)

J

จากสมการข้างต้นสามารถสร้างความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดเฉือนท่ีขอบและการกระจัดได้ดังน้ี

{ ท ^ }  = [®-]{»> (3.4.2.14)

ผ

t e
Y bI ทุZ น ์. Ï  น ี้

‘ -1 Jll JI2 1 3แ •*12 0 0 0 0 0 0

0 0 0 -1 32| 322 1 •*21 3 22 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 31 3,2 -1 31 3,2
-1 3 21 3 22 0 0 0 0 0 0 1 3 2 3 22

{ ” 1 = {พ, P.I P, P., P ,,) '

ดังนันเมือได้ความเครียดเฉือนท่ีขอบในพจน์ของการกระจัดแล้ว จึงนำมาสร้างป็งด้ข้นการประมาณของ 

ความเครียดเฉือนแนวด่ิงของชินส่วนในพจน์ของการกระจัดท่ีจุคต่อได้ดังนี

{ y }  = [ * , ] { “ } (3.4.2.15)

โดยท่ี [ โ โ 5]  = [ j ]  ' [ a ] [B ss ]

3.4.3 การสร้างเมตริกซ์สติฟเนสของช่ํนส่วน MiSP4

ในชินส่วน MiSP4 เมตริกซ์สติฟเนสของชินส่วนสามารถแยกออกเป็นสองส่วนคือ ส่วนท่ีหน่ึงเป็นส่วน 

ของ เมเมนด้และแรงเฉือนช่ึงอยู่ในพจน์ของ {a M| และส่วนท่ีสองคือส่วนของความเครียดเฉือนแนวด่ิงซ่ึงอยู่ใน 

พจน์ของการกระจัดของชินส่วน จึงสามารถเขียนอยู่ในรูปของเมตริกซ์ได้ดังน้ี
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_  K  U M  ^  M M

โ ด ย ที ่  K U M  =  L  (  B b P M +  ธ ิ ร \  )  d A

^  M M  =  J a  (  N  b +  Pq  N  ร P q  )  d A

จากสมการ (3.4.3.1) สามารถกำจัดตัวแปร {CCJ ออกไปได้ ตังนั้นสมการสามารถลดเปได้เป็นสมการ 
ท ี่(3.4.3.2)และเมตริกช์สติฟเนส [ k ] มีขนาดเท่ากับ 12x12

[ k ]  = ^  UM ^  MM ^  UM (34.3.2)
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