
บทท่ี 2
ขอบเขตของอัตราการเรียนรู้ในการลดระดันตามแนวเกรเตียนต์

การปรับอัตราการเรียนรู้ในข่ายงานระบบประสาท สามารถทำให้ประสิทธิภาพการเรียนรู้ 

ดีขึ้นได้ดังที่กล่าวไว้โนความเบื้องต้นของบทที่ 1 แต่ต้องคำนึงถึงขอบเขตที่สามารถปรับไดีโดย

ระบบไม่เส ียเสถียรภาพในการเรียนรู้ ในบทนี้จ ีงไต้กล่าวถึงลักษณะการลู่เข ้าสู่ค ่าเหมาะสมท ี่สุด 
ของพารามิเตอรํในระบบ การปรับค่าพารามิเตอร์ที่ใข้จะเป็นไปตามสมการ (1 .5 ) ซึ่งอาศัยเกร 

เตียนต้เพี่อกำหนดค่าถัดไป

การปรับพารามิเตอร์[ดยอาศัยเกรเตียนต์น ี้ เรียกว่า การลดระดับตามแนวเกรเตียนต์ วิธี 

นี้จะกำหนดเวกเตอร์พารามิเตอร์ขึ้นใหม่เป็นลำดับเพี่อให้เข้าใกล้ค ่าเหมาะสมที่ส ุดมากขึ้น โดย

กำหนดให้ไปในทิศทางตรงข้ามเกรเตียนต์ และก้าวไปด้วยระยะเท่ากับ %  ตามสมการ (1.5) 

ซ่ึง เ3 ก็ตีอค่าอัตราการเรียนรู้ เป็นตัวกำหนดความยาวก้าวและเป็นตัวควบคุมลักษณะการลู่เข้า

นอกจากนี้ ย ังไต ้กล ่าวถึงบทบาทของอัตราการเรียนรู้ท ี่ม ีต ่อการลดระด ับตามแนวเกร 

เตียนต์ กรณีที่สัญญาณขาเข้ามีลักษณะเป็นกระบวนการสโตคาสติกลั (stochastic process) ทั้งที่ 

ทราบและไม่ทราบค่าทางสถิติของสัญญาณ ในกรณีที่ไม,ทราบค่าทางสถิติของสัญญาณจึงมีการ 

ปรับวิธีการหาค่าเกรเตียนต์เป็นวิธีเกรเตียนต์แบบสโตคาสติกลั (Stochastic Gradient) หรือเรียก 

อีกอย่างว่า วิธีกำลังสองน้อยที่สุด (Least Mean Square) ซึ่งเป็นผลให้การปรับพารามิเตอร์ไม่ 

สามารถก ้าวถ ึงค ่าเหมาะสมท ี่ส ุดไต ้ ความเข้าใจถึงบทบาทของอัตราการเรียนรู้น ี้เป ็นแนวทาง 

ลำหรับการปรับค่าให้เปลี่ยนแปลงตามเวลาอย่างเหมาะสม

เนื้อหาที่นำมากล่าวถึงในบทนี้ ไต้นำมาจากหนังสือ Adaptive Filters ของ Honig M. L. 

และ Messerschmitt D. G. [14] โดยเสือกเนื้อหาในส่วนที่เกี่ยวข้องและนำมาเรียบเรียงและแก้ไข 

ตามความเหมาะสม

2.1 จ ุดเหมาะสมท ี่ส ุดของการลดระด ับตามแนวเกรเด ียนต ์

ในหัวข้อนี้ แสดงถึงค่าเหมาะสมที่ส ุดของพารามิเตอร์ท ี่ทำการปรับโดยวิธีการลดระดับ
ตามแนวเกรเตียนต์ (Gradient Descent) เมื่อใซัฟ้งก้ซันเป้าหมายเป็นความผิดพลาดกำลังสอง
เฉลี่ย (m ean-square error) หรือ MSE ในกรณีที่ทราบค่าทางสถิติของสัญญาณขาเข้า โดยใชวิธี
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การทางคณิตศาสตร์ เพ ื่อแสดงค่าเหมาะสมที่ส ุดท ี่เป ็นเป ้าหมายของการลดระดับตามแนวเกร 

เตียนดั

เมื่อกำหนดให้ พ เป็นเวกเตอร์ที่ม ีส่วนประกอบ (component) เป็นพารามิเตอร์ของ 

ระบบ มีขนาดมิติเท่ากับ N  e(t) เป็นความผิดพลาดระหว่างสัญญาณอ้างอิง d( t)  และสัญญาณ 

ขาออก o(t ) พิจารณาข่ายงานระบบประสาทแบบชั้นเดียวที่มีลักษณะเป็นเซิงเส้น จะได้ว่า

o(t) = w Tx{t)  เมื่อ x{t)  เป็นเวกเตอร์สัญญาณขาเข้าของระบบที่มีขนาดมิติเท่ากับ N  ค่าของ 

e(t ) จะขึ้นอยู่กับ พ ,  x ( t ) และ d ( t ) ดังนี้

e(t) = d{t)  -  พ Tx(t) (2.1.1)

เราสามารถสร ้างฟ ังก ์ช ันเป ้าหมายในการหาจ ุดเหมาะสมท ี่ส ุดเป ็นฟ ้งก ัช ันกำล ังสอง 

(quadratic) ของ e( t ) เพื่อให้มีค่ามากกว่าหรือเท่ากับศูนย์ และมีจุดเหมาะสมที่ส ุดเพียงจุดเดียว 

ซึ่งแสดงเป็นสมการได้ดังนี้

e 2(t) = d 2{t) -  2w Td{t)x(t) + พ1 x{t)xT{t)พ (2.1.2)

ในกรณีที่สัญญาณขาเข้าของระบบมีลักษณะเป็นกระบวนการสโตคาสติกส้ เราไม,สามารถหาค่าที่ 

แน่นอนของระบบได้ ดังนั้น เราจึงใช้ค่าทางสถิติเพื่อหาจุดเหมาะสมที่สุดแทน ซึ่งทำไดีโดยใช้ค่า 

คาดหวัง (expectation value) ของฟังก์ชันเป้าหมายมาทำการหาจุดเหมาะสมที่สุด เราสามารถหา 

ค่าคาดหวังของสมการ (2.1 .2) ได้เป็น

£'[e2(l)] = E [ d 2{ t ) ] - 2 w T E [ d  (t) x{ t ) ]  + W T E [ x ( t ) x T ( t ) ] w
= £ เน ่2( / ) ] - 2 w Tp  +  พ T Q?พ  (2.1.3)

โดยที่สัญญลักษณ์ E แทนการหาค่าคาดหวัง สมการ (2.1.3) นี้จะเป็นฟังก์ชันกำลังสองของเวก 

เตอร์ พ โดยเวกเตอร์ P  และเมตริกซ์ ปา ถูกกำหนดขึ้นเพื่อใช้แทนค่าในสมการดังนี้

P  = E [ d ( t ) x { t ) ] (2 .1 .4 )
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0  = £ [ * ( ' k r พ ]

ซ ์ น  ( />1 2  • • •  ซ ์ ! , /V'

$2.1 •. ะ

<t>N ,\ ..................  $ v ,/v

<f>ij =  E x .  ( t )Xj พ ] ;  \ < i , j < N

(2.1.5)

(2.1.6)

เมตริกซ์ 0  เป็นเมตริกซ์อ ัตสหสัมพันธ์ (autocorrelation) ของสัญญาณขาเข้า * ( /)  จึงมี 

คุณสมบัติเป ็นเมตริกซ์สมมาตรและเป็นบวกกึ่งแน่นอน (positive semidefinite) ส่วนใหญ่เราจะ 

กำหนดให้เมตริกซ์ 0  เป็นบวกแน่นอน (positive definite) เพื่อให้เป็นเมตริกซ์ไม่เอกฐานทำให้ 

สามารถหาเมตริกซ์ผกผัน (inverse matrix) ได ้ และมีค่าเฉพาะ (eigenvalue) เป็นจำนวนจริง 

บวก

สมการ (2 .1 .3 ) สามารถทำเป็นกำลังสองสมบูรณ์ได้เป็น

£ [e 2(/)] = E [ d 2พ ] - / บ ั0 ' ' ; ?  + เ 0 0( 0~' / ?_ พ) (2.1.7)

เม่ือ 0  เป็นเมตริกซ์บวกแน่นอน เทอมท่ี 3 ของสมการ (2 .1 .7) ซึ่งเป็นเทอมกำลังสองจะมีค่า 
มากกว่าหรือเท่ากับศูนย์ เราสามารถหาเวกเตอร์พารามิเตอร์ที่จุดเหมาะสมที่สุด โดยกำหนดให้ 
เทอมท่ี 3 นี้เป็นศูนย์ เพราะเป็นเทอมเดียวที่มีเวกเตอร์ พ  เก่ียวข้อง ดังนี้

^ 0 “' / ? - พ) 0 เ0 ~ ' P  -  พ) = 0 

และหาเวกเตอร์พารามิเตอร์ที่จุดเหมาะสมที่สุด ได้เป็น

พุ011' = ® ' ' P  (2-1-8)

เมื่อเทอมที่ 3 ในสมการ (2 .1 .7 ) เป็น 0 ดังน้ัน ค่าฟ้งกัชันเป็าหมายที่จุดเหมาะสมที่สุด จะเป็น

E [e2(t)] = E [ d 2 พ ] - p T<S>-'p 
=  E [ d 2 { t ) ] - p T พ  0p 1

(2.1.9)

(2.1.10)



9

จากสมการ (2 .1 .8) ถึง (2.1.10) แสดงว่า เวกเตอร์พารามิเตอร์และฟังก์ชันเป้าหมายที่จุด 

เหมาะสมที่สุด สามารถหาได้เมื่อทราบเมตริกซ์อัตสหสัมพันธ์ o  และเวกเตอร์ส'หสัมพันธ์'ข้าม P

2.2 หลักการความตั้งฉาก (Orthogonality Principle)

ในหัวข้อที่ 2.1 เราหาจุดเหมาะสมที่สุดไดโดยใช้ระบบสมการเซิงเส้นและเมตริกซ์ แด'เรา 

ยังสามารถใช้การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันเป้าหมายเทียบกับพารามิเตอร์เพื่อหาจุดเหมาะสมที่สุดได้ 

เซ่นกัน ผลที่ได้จะตรงกัน แด,สมการที่ได้จากการหาอนุพันธ์นี้สามารถแปลความหมายเพื่อแสดง 

ความสัมพันธ์ระหว่างสัญญาณขาเช้า x( t ) และความผิดพลาด e{t) ท ี่จ ุดเหมาะสมที่ส ุดได้

เราสามารถหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันเป้าหมายเทียบกับพารามิเตอร์ และกำหนดให้เท่ากับ 

ศูนย์เพื่อหาจุดเหมาะสมที่ส ุดได้ดังนี้

0 = 1 < m < N

e(T) 1 < เท < N

= - 2 E [ e { t ) x m(t)] , 1 < m  < N

(2.2.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

สมการ (2 .2 .3) แสดงให้เห็นว่า ความผิดพลาดไม่มีสหสัมพันธ์ (uncorrelate) กับสํญ 

ญาณขาเช้าของระบบ เพราะค่าคาดหวังของผลศูณที่เกิดจากสัญญาณทั้งสองมีค่าเป็นศูนย์ เซ่น 

เดียวกับลักษณะของเวกเตอร์ตั้งฉาก (orthogonal) ที่ผลคูณภายใน (inner product) มีค่าเป็น 

ศูนย์ จึงตั้งซื่อหลักการนี้ว่า “ หลักการความตั้งฉาก”

2.3 การหาจ ุดเหมาะสมท ี่ส ุดด ้วยว ิธ ีการลดระด ับตามแนวเกรเด ียนต ์

เราสามารถหาจุดเหมาะสมที่สุดโดยใซวธีการทางคณิตศาสตร์ อย่างระบบสมการเซิงเส้น 

หรือการหาเกรเดียนต์ ในกรณีที่เราไม่สามารถหาเกรเดียนต์ของฟังก์ชันเป้าหมายหรือการคำนวณ 

หาเมตริกซ์ผกผัน d r 1 มีความยุ่งยากซับช้อน โดยเฉพาะในกรณีที่สัญญาณขาเช้ามีจำนวนมาก
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เร าส าม าร ถ ใช ้ข ั้น ต อ น ก 'เร ป ร ับ พ าร าม ิเต อ ร ์เพ ี่อ ให ้เข ้าใก ล ้จ ุด เห ม าะ ส ม ม าก ข ึ้น เร ื่อ ย  ๆ จน ไป ถ ึงจ ุด  
เห ม าะส ม ท ี่ส ุด ได ้ ซ ึ่งว ิธ ีท ี่ไช ้ก ัน โด ย ท ั่ว ไป ส ์าห ร ับ ก ารห าจ ุด เห ม าะส ม ท ี่ส ุด แบ บ น ี้ ค ือ  ก ารล ด ระด ับ  
ต าม แ น ว เก ร เด ีย น ต ์

ก าร ล ด ร ะ ด ับ ต า ม แ น ว เก ร เด ีย น ต ์ ใช ้ก า ร ก ำห น ด เว ก เต อ ร ์พ า ร า ม ิเต อ ร ์ข ึ้น ให ม ่เป ็น ล ำด ับ  
ก าร ก ำห น ด เว ก เต อ ร ์แ ต 'ล ะ ค ร ั้ง จ ะ เช ้า ใก ล ้จ ุด เห ม าะ ส ม ท ี่ส ุด ม าก ข ึ้น โด ย อ าศ ัย เก ร เด ีย น ต ์เพ ี่อ ก ำห น ด  
เว ก เต อ ร ัให ม ่ใน ท ิศ ท า ง ต ร ง ข ้า ม  เพ ร าะ ว ่า  ฟ ้ง ก ์ช ัน เป ้า ห ม า ย ม ีอ ัต ร า ก า ร เพ ี่ม ส ูง ส ุด เม ื่อ ป ร ับ  
พ าร าม ิเต อ ร ์ใป ใน ท ิศ ท าง ข อ ง เก ร เด ีย น ต ์ ด ังน ั้น  เม ื่อ ก ำห น ด เว ก เต อ ร ์ให ม ่โด ย ให ้ก ้าว ไป ใน ท ิศ ท าง  
ต ร งข ้าม เพ ีย ง เล ็ก น ้อ ย  ท ำให ้พ ีง ก ัช ัน เป ้าห ม าย ม ีค ่าล ด ล ง แ ล ะ เว ก เต อ ร ํให ม ่เช ้า ใก ล ้จ ุด เห ม าะ ส ม ท ี่ 
ส ุดมากข ึ้น

ใน ก ร ณ ีท ี่ม ีพ าราม ิเต อ ร ์ข อ งระ บ บ  2 ต ัว ส าม าร ถ แ ส ด งก าร ก ้าว ใน ว ิธ ีก าร ล ด ร ะ ด ับ ต าม แ น ว  
เก ร เด ีย น ต ์ได ้ด ัง ใน ร ูป ท ี่ 2 .1  เห ็น ได ้ว ่าค อน ท ัวร ์ (contour) ข องพ ีงก ัช ัน เป ้าห ม าย ซ ึ่ง เป ็น พ ีงก ้ช ัน  
ก ำล ังส อ งเป ็น ร ูป วงร ี ส ่วน ล ูก ศ รใน ร ูป ท ี่ 2 .1  จ ะแ ส ด งท ิศ ท างท ี่ก ำห น ด เว ก เต อ ร ์ให ม ่ข ึ้น  ซ ึ่งต ้อง  
กำห น ด ค ว าม ย าว ก ้าว  (step size) ให ้ม ีค ่าน ้อ ย พ อ ท ี่จ ะ ท ำให ้ล ู่เช ้าส ู่จ ุด เห ม าะ ส ม ท ี่ส ุด ได ้ ถ ้ากำห น ด  
ให ้ม ีค ่าม าก เก ิน ไป จ ะ ท ำให ้ก ้าว ข ้าม จ ุด เห ม าะ ส ม ท ี่ส ุด

W1

รูปท่ี 2.1 การหาจุดเหมาะสมที่สุดโดยวิธีการลดระดับตามแนวเกรเดียนต์
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การลดระดับตามแนวเกรเดียนต์ สามารถแสดงเป็นสมการสำหรับปรับพารามิเตอร์ได้

ดังนี้

—y+1
(2.3.1)

เมื่อ w j+1 เป็นเวกเตอร์ที่กำหนดขึ้นใหม่จากเวกเตอร์ พ ; ที่ถูกกำหนดขึ้นก่อนหน้า โดยที่ j  

เป็นดัชนีของครั้งที่ทำการปรับ ส่วน P  เป็นค่าคงดัวที่ม ีค่าเป็นบวกน้อย ๆ ค่า P  นี้เป็นความยาว 

ก้าวซึ่งจะต้องกำหนดให้น้อยพอที่จะทำให้ลู่เข้าจุดเหมาะสมที่สุดได้

เราสามารถหาเกรเดียนต์ของฟ้งก้ชันเป้าหมายเทียบกับพารามิเตอร์ในสมการ (2.1.7) 

ไต้เป็น P  -  พ) และนำมาแทนในสมการ (2 .3 .1 ) ซ ึ่งจะไต ้สมการสำหรับปรับ

พารามิเตอร์เป็น

พ,>1 = พ , +  p { p -  ° ^ , ) (2.3.2)

= ( i - p ô ) w J + P p (2.3.3)

เมื่อ /  เป็นเมตริกซ์เอกลักษณ์ (Identity matrix)

ขั้นตอนของการลดระดับตามแนวเกรเดียนต์เริ่มจากกำหนดเวกเตอร์เริ่มต้น พ 0 และ 

ปรับค่าเวกเตอร์พารามิเตอร์เพื่อก้าวเข้าใกล้เวกเตอร์ที่จุดเหมาะสมที่สุด พ 1 ดังแสดงไวในหัวจิ จิ —- opt
ข้อที่ 2.1 ทำให้เกิดเวกเตอร์พารามิเตอร์เป็นลำดับ เราจะพิจารณาการลู่เข้าลู่จุดเหมาะสมที่สุด

ของลำดับเวกเตอร์ที่เกิดขึ้นนี้โดยกำหนด

q = W j  -<£>■'/? (2.3.4)

ซึ่งเป็นเวกเตอร์ผลด่างระหว่างเวกเตอร์พารามิเตอร์ที่กำหนดขึ้นในป็จจุบันกับเวกเตอร์ที่จุดเหมาะ 

สมที่สุด เมื่อนำค่า พ091 ลบจากทั้ง 2 ข้างของสมการ (2.3 .3) จะไต้สมการใหม่ในรูปของเวก

เตอร์ q  ดังนี้
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(2.3.5)

เราสามารถหาค่า q 1 ด้วยสมการ (2.3 .5) ไปเรื่อย ๆ จนอยู่ในรูปของ q 0 ซึ่งเป็นค่าเรื่มด้น 

ของเวกเตอธ์ q ซึ่งจะได้เป็น

เวกเตอธ์ศูนย์หรือไม,?

จากสมการ (2.3 .5) และ (2.3 .6) เวกเตอร์ q จะเข้าใกล้เวกเตอร๙ศูนย์หรือไม, ขึ้นกับ

ค่าเฉพาะ (eigenvalue) ของเมตริกซ์อัตสหสัมพันธ์ ®  ซึ่งจะกำหนดเป็น A^,A2, . . . , / lN เมื่อ N  
เป็นมิติ (dimension) ของเมตริกซ์ ®  ถ้าเมตริกซ์ ®  เป็นแบบบวกแน่นอนจะได้ค่าเฉพาะเป็น 

จำนวนจริงบวก ล้าเป็นเมตริกซ์บวกกึ่งแน่นอนจะได้ค่าเฉพาะเป็นจำนวนจริงที่มากกว่าหรือเท่ากับ 

ศูนย์เท่านั้น ค่าเฉพาะเหล่านี้ล้ามีค่าไม่ซํ้ากันจะได้เวกเตอร์เฉพาะ (eigenvector) จากค่าเฉพาะ 

เหล่านี้ N  เวกเตอร์ กำหนดให้เป็น V p V j, . . . , ^  และเป็นเวกเตอร์ปกติ (normalized vector) 

มีขนาดเป็น 1 และตั้งฉาก (orthogonal) ซึ่งกันและกัน ทำให้ผลคูณภายในของเวกเตอร์เป็น

เมตริกซ์ ®  สามารถเขียนในรูปผลรวมของเทอมที่มีค่าเฉพาะและเวกเตอร์เฉพาะเหล่านี้ได้เป็น

(2.3.7)

(2.3.8)

จากสมการ (2 .3 .8) เราสามารถเขียนค่าในวงเล็บของสมการ (2.3 .6) ได้เป็น

(2.3.9)



13

พิจารณาสมการ (2 .3 .9 ) และ (2 .3 .6 ) จะเห็นว่า เวกเตอร์ q  เกิดจากผลรวมขยง
เทอมที่มีค่าเฉพาะทั้ง N  ตัว และแต่ละเทอมจะแปรผันตาม ( l - /?ก ้); ตังน้ัน เทอมที่ลดลง1ด้ 
เร็วท่ีสุด คือเทอมของค่าเฉพาะสูงสุด และเทอมที่ลดลงได้ช้าที่สุดจะเป็นเทอมของค่าเฉพาะตํ่าสุด 
ความเร็วในการลู่เข้าลู่จุดเหมาะสมที่สุดจะถูกกำหนดโดยค่า P  ถ้าค่า P  มากจนทำให้ค่าในวง
เล็บมีขนาดมากกว่า 1 เวกเตอร์ q  จะมีค่ามากขึ้นในแต่ละครั้งที่กำหนดเวกเตอรํใหม่ เซ่นเดียว
กับที่แสดงไว่ในรูปที่ 2.1 ที่ความยาวก้าวมากเกินไปทำให้ก้าวข้ามจุดเหมาะสมที่สุด และค่า 
พิงกัชันเป้าหมายจะเพิ่มขึ้นได้

เราสามารถหาช่วงของค่า P ที่ทำให้ค่าในวงเล็บ ( l -  p^y  น้อยกว่า 1 ไดโดยใช้ค่า 

เฉพาะมากที่สุดและน้อยที่สุด กำหนดเป็น \ 13x และ \ 111n ตามลำดับ เราสามารถตั้งอสมการโดย 

กำหนดให้ค่าในวงเล็บมีค่าระหว่าง -1  ถึง 1 ตังนี้

- \ < ( \ -  p À ) < \ (2.3.10)

หรือ 0 < P < 2

ใ ax

(2.3.11)

^ 111 ทำให็ได้ขอบเขตแคบที่สุด ตังน้ัน ค่า P  ท่ีทำให้ผลรวมทุกเทอมในสมการ (2 .3 .9 ) ลู่เข้าสู่ 
ศูนย์ต้องน้อยกว่า ——  ตังน้ัน (2 .3 .11) จึงเป็นขอบเขตที่ทำให้ลู่เข้า เมื่อกำหนดให้ P  เป็นค่า

'รัฑ ax 2 4/ Iคงตัว ก็จะมีค่าหน่ึงท่ีทำให้ลู่เข้าเร็วท่ีสุดในช่วง 0 ถึง ——  การหา P  ค่านี้ ให้พิจารณารูปที่ 2.2
ฑใ ax

ซึ่งเป็นกราฟแสดงขนาดของค่าในวงเล็บ เ1-;5ห ้| เทียบกับ P

จากรูปที่ 2.2 การเสือกค่า P = Pop1 จะทำให้ลู่เช้าเร็วท่ีสุด เพราะว่าความยาวก้าวนี้ทำให้ 
ขนาดของค่าในวงเล็บลำหรับเทอมของ Amm และ /lmax ในสมการ (2 .3 .9 ) เท่ากัน ความเร็วใน 
การลู่เข้าของทั้งสองเทอมก็จะเท่ากัน ค่า Popt น้ีหาได้จาก

Pop, =
2

■'ไทiท ''ไทax
(2.3.12)
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^max ค่ทไax ค่'[ณท ^mn

รูปที่ 2.2 กราฟแสดงค่า | l -  p j \  เทียบกับ P

เมื่อแทน Po นี้ในวงเล็บ จะได้เป็น

( t e - * ) / t e + 0 ) '
(2.3.13)

โดยแทนค่า X ด้วย X 1 เนื่องจากเป็นเทอมที่ลุ'เข้าซ้าที่สุด จึงเป็นเทอมที่กำหนดความเร็วในการmin ài i า
ลุ่เ,ข้า ในรปที่ 2.3 แสดงกราฟของค่าในวงเล็บ (4 ~  — l) / ( 4 ~  + l)  เทียบกับอัตราส่วน

«บิ \  A min / /  \  A m in /  2
inin

า 1
อัตราส่วน -r^~ ถูกเรียกว่า การแผ่ออกของค่าเฉพาะ (eigenvalue spread) ซึ่งมีค่าได้

'min
ตั้งแต่ 1 ถึงไม่จำกัดและมีความสำคัญต่อความเร็วในการลู่เข้าอย่างมาก จากรูปที่ 2.3 เห็นได้ว่า 

เมื่อค่าอัตราส่วนนี้มากขึ้น ค่าในวงเล็บจะเข้าใกล้ 1 มากขึ้น ทำให้การลู่เข้าสู่ศูนย์ของสมการ

(2.3 .9) ข้าลง เมื่อการแผ่ออกของค่าเฉพาะมีค่าเป็น 1 จะทำให้ลู่เข้าเร็วที่สุด
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m̂ax /' บัฑ1ก ^
'(mxMmm +1

I

1.00 4--------

เม ื่อ ก ารแ ผ ่อ อ ก ข อ งค ่า เฉ พ าะ ม าก ข ึ้น แ ล ้ว ค ว าม เร ็ว ใน ก าร ล ู่เข ้าจ ะ น ้อ ย ล ง  ส าม ารถ พ ิจารณ า  
ได ้จ าก ส ม ก าร แ ส ด ง ค ่าค ว าม แ ต ก ต ่าง ร ะ ห ว ่าง ค ว าม ผ ิด พ ล าด ก ำล ัง ส อ ง เฉ ล ี่ย ท ี่เก ิด ข ึ้น ใน ป ัจ จ ุบ ัน ก ับ  
ค ่าต ำส ุด  ซ ึ่งแส ด งเป ็น ส ม ก ารได ้ด ้งน ี้

E [e2{ t ) ] - E [ e 2๑ ] nin = ( พ - พ ^ )  ®( พ - พ ^ )  (2.3.14)

( 2 .3 .1 5 )

จากสมการ (2 .3 .15) ผลต่างของความผิดพลาดกำลังสองเฉลี่ยเท่ากับผลรวมของขนาด 
เวกเตอร์ผลต่าง พ - พ ในทิศทางของเวกเตอร์เฉพาะ v(. ; l < / < J V  กำลังสอง คูณด้วยค่า 
เฉพาะ X :  1 < i < N  ดังน้ัน ค่าเฉพาะที่ทำให้เกิดค่าผลต่างมากที่สุดคือ x „  และท่ีทำให้ผล 
ต่างน้อยท่ีสุดคือ X ,  หมายความว่า เกิดการเปลี่ยนแปลงมากที่สุดในทิศของ X และน้อยท่ีสุดจิ ไฑเท จิ max <J
ในทิศของต่. 1 ดังน้ัน ทิศทางของเวกเตอร์เฉพาะที่เกิดจาก X จะลุ,เข้าส่จุดเหมาะสมที่สุดได้min max âï จิ จ
เร็วท่ีสุด และทิศทางของเวกเตอร์เฉพาะที่เกิดจาก Xmm จะข้าท่ีสุด ความยาวก้าวสุงสุดถก1) min <J ’แ จ  «บ



16

กำหนดจาก A เพราะว่าเกรเดียนต์มีขนาดมากที่สุดในทิศทางของเวกเตอร์เฉพาะของ/Lmax i max
เมื่อความยาวก้าวมากขึ้นการเปลี่ยนแปลงในทิศของเวกเตอร์เฉพาะของ/(11ax ก็ยิ่งมีผลมากขึ้นกว่า 
ทิศทางอื่นๆ

“'ะ
11I

W2

เมื่อพิจารณาคอนทัวรํในกรณีที่มีพารามิเตอร์ 2 ตัว ซึ่งเป็นรูปวงรี โดยแกนหลัก (แกนที่ 
ยาวกว่า) จะอยู่'ในแนวเดียวกับเ'วกเตอร์เฉพาะของ/lmm แกนรอง (แกนที่สั้นกว่า) อยู่ในแนว
เดียวกับเ'วกเตอร์เฉพาะของA ดังแสดง'ในรปท่ี 2.4 ตังน้ัน การล่เฃ้าส่จุดเหมาะสมที่สุดให้เร็วTn ax «บิ «บริ «I
ควรก้าวไปในทิศทางของเวกเตอร์เฉพาะของ/(11̂  มากกว่าทิศทางของเวกเตอร์เฉพาะของ/}111111 
ในกรณีที่การแผ่ออกของค่าเฉพาะมีค่าสูง คอนทัวร์จะมีลักษณะเป็นวงรีมาก ถ้าค่า (3 ถูกกำหนด



จาก 4nax การก้าวในทิศทางของแกนรองจะไม่ข้ามจุดเหมาะสมที่สุดแน่นอน และ P  จะมีผลมาก 
ขึ้นเมื่อก้าวไปในทิศของแกนรองมากกกว่าทิศของแกนหลัก เพราะว่า ทำให้ผลต่างของความผิด 
พลาดกำลังสองเฉลี่ยมากยิ่งขึ้น

พิจารณารูปที่ 2.4 ประกอบกับรูปที่ 2.2 ถ้าจุดเริ่มต้น พ0 อยู่บนแกนรองของคอนทัวร์
I l o t » ท ำ« ï f i i o o ' o  ท \ /  'ะ'» ay 'ไ 6]  q f i* !  ท ! ( า า  ' ไ  ร น 'า  q  i o n  Iจ -8 9  I 'ไ  ay 'ะ *  q I q /า m  ค า า 00พ 1«1ท 1 ท ว 1» ท ภ

การก้าวเพียงครั้งเดียว และถ้าเลือก เ5  > y ^  จะทำให้ก้าวข้ามจุดเหมาะสมที่สุดและเกิดการ 
แกว่งไปมา แด,ถ้ายังเลือกให้ P  < y ^  ฟ้งก้ชันเป้าหมายจะลดลงจนถึงจุดเหมาะสมที่สุด
ตัวอย่างเช่น เลือกให้ P  = P 0pt ซึ่งทำให้ก้าวข้ามจุดเหมาะสมท่ีสุด แด่ยังสามารถเข้าลู่จุดเหมาะ 
สมที่สุดไต้เร็วกว่าการก้าวตามทิศทางของแกนหลัก ซึ่งเป็นทิศของเวกเตอร์เฉพาะจาก ห้11111

2.4 การหาจุดเหมาะสมที่สุดโดยใช่วิธีเกรเดียนต์แบบสโตคาสติกส์

ในหัวข้อ 2.1 ถึง 2.3 เราสามารถหาจุดเหมาะสมที่สุดของการลดระดับตามแนวเกร
เตียนต่ไต้ เพราะทราบค่าทางสถิติของสัญญาณขาเข้า คือเมตริกซ์อัตสหสัมพันธ์ o  และเวกเตอร ์
สหสัมพันธ์ข้าม P  แต่ค่าทั้งสองจำเป็นต้องใช้การหาค่าเฉลี่ยทั้งชุด (ensemble average) จึงจะไต ้
ค่าที,แท้จริง ซ่ึงไม่สามารถทำไต้ในการใช้งานส่วนใหญ่ ดังน้ัน จึงจำเป็นต้องใช้การหาค่าเฉลี่ยตาม 
เวลา (time average) ซึ่งเป็นเพียงการประมาณแทน ในหัวข้อนี้ กล่าวถึงวิธีเกรเดียนต์แบบสโต 
คาสติกส่ (Stochastic Gradient) ซึ่งใช้การประมาณดังกล่าวสำหรับปรับพารามิเตอร์

การปรับ'ให้ใช้ค่าเฉลี่ยตามเวลาแทน ถึงแม้จะทำให้สามารถใช้งานไต้กว้างขวางกว่า แต่ทำ 
ใหใม่สามารถลู่เข้าจนถึงจุดเหมาะสมที่สุดไต้ และยังคงไม,สามารถใช่ในกรณีที่สัญญาณขาเข้ามีค่า 
ทางสถิติเปลี่ยนแปลงตามเวลา (nonstationary) ไต้

ในหัวข้อที่ผ่านมา เกรเดียนต์ V 11,{is[e2(r)]} มีค่าเป็นไปตามสมการ

(2 .4 .1 )

การหาค่าของเครื่องหมาย E ซึ่งเป็นค่าเฉลี่ยทั้งชุดไม่สามารถทำไต้ ดังน้ัน วิธีเกรเดียนต์แบบสโต
คาสติกส่จึงไม่ใส่เครื่องหมายนี้ และให้เกรเดียนต์เป็นผลคูณระหว่างค่าผิดพลาด e(t) และ
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สัญญาณขาเข้า x ( t ) ซึ่งมีลักษณะเป็นกระบวนการสโตคาสติกสั ดังนั้น สมการปรับพารามีเตอร 

สำหรับวิธีเกรเดียนต์แบบสโตคาสติกสัจะเป็น

พ น - 1 ) v j e 2(t)\ (2 .4 .2)

w(t  -  l) + J3e{t)x(t) (2 .4 .3)

[ /  -  f l x ( t ) x T(t)]w{t  -  l) + f id( t)x( t) (2 .4 .4)

นอกจากการใช้ค ่าเฉลี่ยตามเวลาแทนแล้ว ข ้อแตกต ่างจากการลดระด ับตามแนวเกร 

เดียนต์ปกติอีกข้อ คือ การใชส้ัญญลักษณ์ของเวลา t แทนลัญญลักษณ์แสดงจำนวนครั้งที่ปรับ j  
เพราะว่าในวิธีนี้ การคำนวณเกิดขึ้น 1 รอบใน 1 ช่วงเวลา ลัญญลักษณ์แสดงจำนวนรอบจึง 

สามารถแทนได้ด้วยลัญญลักษณ์ของเวลาหรือจำนวนครั้งที่ทำการเก็บข้อมูลเข้ามาในระบบ และใช้ 

ลัญญลักษณ์ x ( t ) x T( t ) แทนเมตริกซ์ o  เพราะไม่มีการหาค่าคาดหวัง และใช้ d ( t ) y ( t )  แทน 

เวกเตอรั P โดยมีเหตุผลเช่นเดียวกัน

พิจารณา สมการปรับค่าพารามิเตอร์ดัวที่ i ตามวิธีเกรเดียนต์แบบสโตคาสติกลั ด ังนี้

พ , (t) = พ,.(t - 1) + j3e(t)x,(t) (2.4.5)

จากสมการ (2.4 .5) จะเห็นว่า ค่าพารามิเตอร์!นรอบถัดไป เป็นค่าพารามิเตอร์ในรอบ 

ปัจจุบันบวกผลคูณของความยาวก้าว /3 ,  ค่าผิดพลาด e (t)  และสัญญาณขาเข้า x, ( t)  ซึ่งเป็น 

กระบวนการสโตคาสติกสํ ทำให้ผลคูณนี้เป ็นกระบวนการสโตคาสติกล ั และเห ็นได้ว่า ค่า 
พารามิเตอร์เป็นผลบวกสะสมตั้งแต่เริ่มด้นของผลคูณนี้ ดังนั้น พารามิเตอร์จึงเป็นกระบวนการ 

สโตคาสติกลัเช่นกัน การพิจารณาค่าของผลคูณหรือพารามิเตอร์จึงต้องใช้ค่าเฉลี่ยมาพิจารณาแทน

ในวิธีนี้ หลักการความตั้งฉาก สามารถแปลความหมายต่างจากที่แสดงในหัวข้อที่ 2.2 ได ้ 

ด ังน ี้ หลักการความตั้งฉากกล่าวว่า เมื่อถึงจุดเหมาะสมที่ส ุดแล้วผลคูณของค่าผ ิดพลาดและ 

สัญญาณขาเข้ามีค่าเฉลี่ยเป็นศูนย์ ลี่งที่หลักการเซิงตั้งฉากบอกทางอ้อมเมื่อยังไม่ถึงจุดเหมาะสม 

ที่สุด คือ เครื่องหมายของค่าเฉลี่ยของผลคูณเป็นทิศทางที่จะเคลื่อนไปล่จุดเหมาะสมที่สุด ซ่ึง 

สามารถอธิบายไดีโดยพิจารณาผลคูณระหว่างค่าผิดพลาดและสัญญาณขาเข้า e ( t )X1. (/) ส่วนท่ีมี
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N
ผลของค่าพารามิเตอร์ก็คือ -  พ ,(f -  1)*,.2พั) (แทนค่า e(T) ด้วย d (r) -  '^1w k{ t )x k{t) ใน

*=1
สมการที่ (2 .4 .5) และพิจารณาเฉพาะเทอมที่มีผลของพารามิเตอร์ พ ,( r ) )  ถ้าพารามิเตอร์ 

พ ,(/ -  I) เป็นบวก เทอมนี้จะเป็นลบมากขึ้น ทำให้ค่าเฉลี่ยตามเวลาของพารามิเตอร์ของ พ,(/) 

น้อยกว่า พ ,( / - 1) และถ้าพารามิเตอร์ พ,.( f - l )  เป็นลบ เทอมนี้ก ็จะเป็นบวก ค่าเฉลี่ยของ 

พ,. (f) ก็จะมากขึ้น เพื่อให้ผลเฉลี่ยเข้าลู่ศูนย์

การสืกษาถึงการลู่เข้าที่เป็นประโยชน์อันหนึ่งคือ การสมมติให้สัญญาณขาเข้าเป็นกระบวน 

การสโตคาสติกสัคงที่แบบกว้าง (wide-sense stationary) โดยทราบค่าทางสถิติบางตัว (ฟังก์ชัน 

สหสัมพันธ์ เป ็นด้น) ซึ่งคาดว่าเวกเตอร์พารามิเตอร์สามารถลู่เข้าได้จากการหาค่าที่เหมาะสมโดย 

อาศัยค่าสถิติที่ทราบ ถึงแม้ความเร็วในการลู่เข้า (speed of convergence) ของเงื่อนไขนี้ไม,

สามารถใชัได้เมื่อค่าสถิติของสัญญาณขาเข้าเปลี่ยนแปลงตามเวลา (nonstationary) แตกสามารถชี้ 

ให้เห็นถึงประสิทธิภาพการลู่เข้าได้อย่างดี

เมื่อสัญญาณขาเข้าเป็นกระบวนการสโตคาสติกสัคงที่แบบกว้าง เราสามารถหาค่าคาดหวัง 
ของสมการ (2.4 .4) ได้เป็น

E [พ (f)] = £ เ ( /  -  J3x{t)xT{t))w[t  -  1)] + /3E[d (/)x (f) ] (2.4.6)

» ( l - / 3 0 ) E [ w ( t - î ) ]  +  j3p (2.4.7)

ซ่ึงใชก้ารปร ะมาณว่า เวกเตอร์ของพารามิเตอร์และสัญญาณขาเข้าไม่มีสหสัมพันธ์ต่อกันได้ เพราะ 

ว่า เวกเตอร์พารามิเตอร์ม ีการเปลี่ยนแปลงไปแบบช้าๆ ซึ่งเป็นผลจาก (3 ที่มีค่าน้อย หลังจาก 

ประมาณแล้ว สมการที่ (2 .4 .6 ) จะเหมือนกับการลดระดับตามแนวเกรเดียนต์ปกติ การลู่เข้าจะ 

เหมือนกับที่แสดงในหัวข้อที่ 2.3 แต่ค่าของเวกเตอร์พารามิเตอร์!ม,ได้ก้าวเข้าลู่จุดเหมาะสมที่สุด 

จริง ๆ เพียงแต่ค่าเฉลี่ยของเวกเตอร์พารามิเตอร์และค่าเฉลี่ยอื่น ๆ เท่านั้นที่ไปถึงจุดเหมาะสมที่สุด 

ซึ่งความจริงเวกเตอร์พารามิเตอร์กระเพื่อมรอบ  ๆ จุดเหมาะสมที่ส ุด เพราะว่ายังมืเทอมผลคูณใน 
สมการ (2 .4 .5 ) ซึ่งเป็นกระบวนการสโตคาสติกสัอยู่ โดยค่า (3 ยิ่งมากก็ยิ่งทำให้ผลจากเทอมนี้มื 

มากขึ้น การกระเพื่อมก็จะมากขึ้น

การประมาณที่ใช้จะใกล้เคียงความจริงเมื่อ (3 มืค่าน้อย โดยปกติ จะต้องน้อยกว่าค่า 

Pop, ที่กล่าวไว้!นห้วข้อที่ 2.3 มาก ซึ่งเป็นผลให้ความเร็วในการลู่เข้าน้อยลงด้วย การเพิ่มความ



ยาวก้าวจะสามารถเพิ่มความเร็วใ น การลู่เข้า แต่ว่าการกระเพื่อมที่เกิดข ึ้นจะมากข ึ้นตามไปด้วย ถ้า 

เพิ่มความยาวก้าวมากข ึ้น เรื่อย ๆ เมื่อเริ่มแรกจะสามารถเพิ่มความเร็วใ น การลู่เข้าได้ แด,ถ้าเพิ่มขึ้น 

อีก ความเร็วใ น การลู่เข้าก็จะลดลงและขาดเสถียรภาพใ น ที่สุด ดังนั้น การเลือกความยาวก้าวให้มี 

ค่ามากควรอยู่ใ น ขอบเขตที่ท ำ ให ้ความเร็วใ น การลู่เข้าเพิ่มขึ้น

อ าศ ัย ก าร ป ร ะ ม าณ น ี้ ข ั้น ต อ น ว ิธ ีส าม ารถ ป ร ับ พ าร าม ิเต อ ร ์เพ ื่อ ให ้เข ้าล ู่จ ุด เห ม าะ ส ม ท ี่ส ุด ได  ้
แต่จะม ีก ารก ระ เพ ื่อ ม ซ ึ่ง เก ิด ข ึ้น จ าก ก ารใช้/? เป ็น ค ่าค งต ัว  ถ ้า เป ล ี่ย น /?  ใ ห ้ม ีค ่า เป ล ี่ย น ต าม เว ล าจ ะ  
ส าม ารถ ล ู่เข ้าส ู่จ ุด เห ม าะส ม ท ี่ส ุด ได ้ แ ต ่ต ้อ งต ั้ง เง ื่อ น ไข ส ำห ร ับ เป ล ี่ย น ข น าด อ ย ่างระม ัด ระว ัง  เพ ราะ  
อ าจ ท ำให ้ไม ่ล ู่เข ้าได ้ ป กต ิ P  ค ว ร ม ีค ่าม าก ใน ต อ น เร ิ่ม  เพ ื่อ ให ้ส าม าร ถ ล ู่เข ้าได ้เร ็ว  เม ื่อ เข ้า ใก ล ืจ ง ล ด  
ข น าด ล ง เร ื่อ ย ๆ  เพ ื่อ ให ้ก ้าว เข ้าส ู่จ ุด เห ม าะ ส ม ท ี่ส ุด ได ้ น ั้น ค ือ  P  ม ีค ่า เข ้า ใก ล ้ศ ูน ย ์เม ื่อ เข ้า ใก ล ้จ ุด  
เห ม าะสม ท ี่ส ุด  ก า ร ล ด ค ่า /?  ก ่อ น อ าจท ำให ้!ม 'ส าม ารถ ไป ถ ึงจ ุด เห ม าะส ม ท ี่ส ุด ได ้เซ ่น ก ัน  ด ังน ั้น
การกำห น ด  P  ให ้เป ล ี่ย น ต าม เว ล า เพ ื่อ ให ้เข ้าส ู่จ ุด เห ม าะ ส ม ท ี่ส ุด  จ ึงค วรจ ะ เป ็น ไป ต าม ส ม ก าร

X /? M  = 00
(2.4.8)

และ 2 > 2พ <00
ï=0

(2.4.9)

ถ้าสัญญาณขาเข้าเปลี่ยนแปลงตามเวลา การประมาณนี้จะไม่สามารถทราบได้ว่า สัญญาณ 

เปล ี่ยนแปลงไปเซ ่นไร แต ่ถ ้าการเปล ี่ยนแปลงย ังไม ่เร ็วน ัก ข ั้นตอนวิธ ีก ็อาจสามารถปรับ 

พารามิเตอร์ให้สู่เข้าสู่จุดเหมาะสมที่สุดได้ แต่ถ้าการเปลี่ยนแปลงเร็ว ขั้นตอนวิธีจะไม,สามารถปรับ 

พารามิเตอร์!ด ้ท ัน การปรับค่า P  ให้เปลี่ยนตามเวลาทำให้ขั้นตอนวิธีสู่เข้าสู่จุดเหมาะสมที่สุดเร็ว 

ขึ้นก็อาจช่วยแก้!ขป็ญหานี้ได้ดีขึ้น

2.5 การลู่เข้าโดยวิธีเกรเดียนต์แบบสโตคาสติกส์

วิธีเกรเดียนต์แบบสโตคาสติกสัสามารถทำให้การประยุกต์ใช้งานกว้างขวางขึ้น เพราะว่า 

สามารถใซใดีโดยไม'จำเป็นต้องทราบค่าทางสถิติของสัญญาณขาเข้า แต ่ก ็ทำให้ค ่าพารามิเตอร์ 

กระเพื่อมรอบ ๆ จุดเหมาะสมที่สุดโดยไม,สามารถเข้าสู่จุดเหมาะสมที่สุดอย่างแท้จริงได้ แต่ผลจาก 

การใช้เกรเดียนต์แบบสโตคาสติกสัแทนยังทำให้พารามิเตอร์ที่ปรับมีลักษณะเป็นกระบวนการสโต 

คาสติกสั เป็นผลให้ช่วงความยาวก้าวที่ทำให้ลู่เข้าแคบลงกว่าที่เคยแสดงไว้!นหัวข้อที่ 2.3 โดย
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ความยาวก้าวจะต้องทำให้ความแปรปรวนของพารามิเตอร์ลู่เข้าด้วย ในห้าข้อนี้ จะแสดงลักษณะ 

การลู่เข้าของพารามิเตอร์ในวิธีเกรเดียนต้แบบสโตคาสติกลั และหาช่วงของความยาวก้าวที่ทำให้ลู่ 

เข้าของวิธีนี้

การปรับพารามิเตอร์ในวิธีเกรเดียนต์แบบสโตคาสติกลั จะเป็นไปตามสมการ

w ( t ) = w{t  -  l)  + J3e(t)x(t) (2.5.1)

= [ /  -  J3x{t)xr -  l) + J3d{t)x{t) (2.5.2)

2.5.1 ค ่าเฉล ี่ยของเวกเตอร์พาราม ิเตอร์

เนื่องจาก ค่าพารามิเตอร์ในสมการที่ (2 .5 .1) และ (2 .5 .2) เป็นกระบวนการสโตคาส 

ติกล้ ค่าคาดหวังของสมการทั้งสอง จะเป็น

E [พ (/)] = E[w{t  -  1)] + /ซโ{[d (/) -  x T(t)w{t  -  l) ]x (f)} (2.5.3)

= e [(i  -  j3x( t )xT(t))w{t  -  1)] + /3E[d{t)x{t)] (2.5.4)

โดยปกติ การหาค่าคาดหวังเทอมทางต้านขวามือทำไต้ยาก เน ื่องจากเวกเตอร์พารามิเตอร์ 

ขึ้นอยู่กับสัญญาณขาเข้า และเป็นฟังก์ชันไม,เชิงเส้นของเวกเตอร์ในอดีต แต่ถ้าตั้งสมมติฐานให้เวก 

เตอร์พารามิเตอร์และสัญญาณขาเข้าไม่มืสหสัมพันธ์กัน โดยพิจารณาแยกกันในแต่ละรอบ ซึ่งมี 

เหตุผลสนับสนุนจากการกำหนดให้ [3 มีค่าน้อยทำ'ให้เ'วกเตอร์ w{t) ไม่กระเพื่อมห่างจากจุด 

เหมาะสมที่สุดมากนัก P  ยิ่งมืค่าน้อยผลจากสัญญาณขาเข้าต่อเวกเตอร์พารามิเตอร์ก็จะยิ่งน้อย 

การประมาณจะใกล้เคียงมากขึ้น

เมื่อใช้การประมาณแล้ว สมการ (2.5.4) จะสามารถเขียนใหม่ ไต้เป็น

£[w(r)] «  (l — /?<I>)Æ’[vv(r - 1)] + /?/? (2 .5 .5)
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โดยกำหนดให้ a> = £ [x ( / )x r (น ์] เป็นเมตริกซ์อัตสหสัมพันธ์'ที่มีฃนาดเป็น NxN  และ 

P = E[d{t)x{ t ) ]  เป ็นเวกเตอร ์สหส ัมพ ันธ ์ข ้าม (cross-correlation) ท ี่ม ีขนาดเป ็น Nx\  
เมตริกซ์ o  จะเป็นเมตริกซ์สมมาตร และถ้ากำหนดให้เป็นเมตริกซ์แบบบวกแน่นอน จะสามารถ 

แยกเป็นผลคูณเมตริกซํได้ดังนี้

d » = F A F r (2.5 .6)

เมื่อ A เป็นเมตริกซ์แนวทแยงของค่าเฉพาะ แทนด้วยสัญญลักษณ์ได้ดังนี้

A  - d i a g ^  ห้2 ... /1„] (2 .5 .7)

และ V  เป็นเมตริกซ์ที่ประกอบด้วยเวกเตอร์เฉพาะ V. ที่ได้จากค่าเฉพาะ Af ของเมตริกซ์ ®  ท่ี 

คอลัมน ์ / เวกเตอร์ V. จะมีคุณสมบัติตามที่กล่าวไวในสมการ (2.3.7) ซึ่งทำให้ v ~ ] - V T

เราจะกำหนดเวกเตอร์ผลต่าง q{t)  และทำการแปลงให้ไปอยู่ในทิศทางของเวกเตอร์ 

เฉพาะ เพื่อให้เทอมที่เป็นผลคูณข้าม (cross term) มีค ่าเป็นศูนย์ ดังนี้

q{t) =  พบ ั) -  พ 0p1 (2.5.8)

q{t )  = V Tq{t)  (2.5.9)

โดยที่ q( t )  เป็นเวกเตอร์ที่แปลงแล้ว เวกเตอร์สัญญาณขาเข้า x(t) จะแปลงในลักษณะเดียวกัน 

ดังนี้

* w  = VTx(t) (2.5.10)

และเวกเตอร์ พ เป็นเวกเตอร๙พารามิเตอร์ที่จุดเหมาะสมที่สุด ดังแสดงในหัวข้อที่ 2.1

พุ0',, = Q - ' p (2.5.11)
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เซ่นเดียวกัน ถ้าต้องการแปลงส่วนประกอบที่ i ของเวกเตอร สามารถทำโดี'โดยการคูณเ'วกเตอร์ 

เดิมที่มีส่'วนประกอบนั้นด้วยเวกเตอร์เฉพาะ v ]  ทางต้านหน้า ส่วนประกอบของเวกเตอร์ที่แปลง 

ไปแล้วจะไม่มีสหสัมพันธ์ต่อกัน ผลจากการแปลงจะไต้ว่า

E  [x ( /)x  r พ ั)] = A (2.5.12)

จากสมการ (2 .5 .4) คูณ V T เข้าทางต้านซ้ายทั้งสองข้างของสมการ ไต้เป็น

% ด ]  « [ / - / ? a ] % ( ' - 0 (2.5.13)

เนื่องจาก A  เป็นเมตริกซ์แนวทแยง (diagonal matrix) สมการ (2.5.13) จะสามารถเขียนเป็น 

สมการของส่วนประกอบในเวกเตอร์ q { t ) ไต้ดังนี้

E [ q ,พ ]»  ( l - M ) ' ï . ( O ) (2.5.14)

เมื่อ q j (t) เป็นส่วนประกอบที่ i ของ

ค ่าเฉล ี่ยของเวกเตอร์ผลต ่าง E^q{t)^ =  F £ ^ ( r ) |  จะล ู่เข ้าส ู่เวกเตอร์ศ ูนย ์ในแบบ 

เอ็กซ้โปเนนเชียล (exponential) ตามค่าเฉพาะทั้ง N  โมดคูณด้วยความยาวก้าว P  ซึ่งจะถูก 

เลือกให้อยู่ระหว่าง 0 ถึง โดย \ nax เป็นค่าเฉพาะมากที่สุดของเมตริกซ์อัตสหสัมพันธ์ O

จากสมการ (2.5 .14) ค่าคงตัวทางเวลา (time constant) ที่เกิดจากค่าเฉพาะที่ i (เวลาที่ 

£ [^,.(/)] ใซ้ในการลดลงเป็น 7<7, (0) ) จะเป็น

1_________L  (2.5 .15)
โ ‘ *  l n ( l - ^ ) a M

ดังนั้น เมื่อ P  มีค่าน้อย สมการ (2.5 .5) ซึ่งแสดงค่าเฉลี่ยของเวกเตอร์พารามิเตอร์ สามารถ 

เขียนใหม่ไต้ ด ังนี้

£[>£(»)]<= ฬ '  ส ุ0) (2 .5 .1 6 )
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ค่าเฉลี่ยเวกเตอร์พารามิเตอร์ æ[w( /) ] จะลู่เข้าหาเวกเตอร์ พ 0p1 ดังที่กล่าวไว้ในหัวข้อที่

2.3 ดังนั้น เทอมที่ 2 ทางด้านขวามือของสมการ (2.5.16) จะลู่เข้าลู่ศ ูนย์โดยที่ เ3 มีค่าน้อยและ 

ความเร็วในการถู,เข้าถูกกำหนดด้วยค่าเฉพาะน้อยที่สุดไ11111 ซึ่งทำให้เกิดค่าคงตัวทางเวลามากที่สุด

2.5.2 ความผ ิดพลาดกำลังสองเฉลี่ย

ความผิดพลาดกำลังสองเฉลี่ย สามารถเขียนในรูปของเวกเตอร์พารามิเตอร์ w{t) ได้เป็น 

s{ t)  -  E [ d 2(l)] - 2 w r ( t ) p  + WT(t )Ow( t)

E[d2 (/)] -  พ0p1r0w0pr + 2wr(t) Owopt -P
[พ ( O - W ^ j  o [ w ( f ) - w o

+

(2.5.17)

โดยที่ฟ้งก์ชัน s{ t )  เป็นความผิดพลาดกำลังสองเฉลี่ย ซึ่งเป็นฟังก์ชันเป้าหมายของการหาจุด 

เหมาะสมที่สุด โดยสมการ (2.5.17) ใช้สมมติฐานว่า เวกเตอร์พารามิเตอร์ไม่ขึ้นกับสัญญาณขา 

เข้า และจากสมการ (2.5.11) พ 0 = o  ' P  เราสามารถเขียนสมการ (2.5.17) ได้เป็น

4t) = emi n +qT {t)$>q{t) (2.5.18)

โดยที่

*min = E [ d 2{ t ) \ - p T<bp (2.5.19)

ซึ่งเป็นความผิดพลาดกำลังสองเฉลี่ยตำสุด ถ้าเราหาค่าเฉลี่ยของสมการ (2.5.17) แล้วใช้การ 

แปลงเวกเตอรไปอยู่ในแนวของเวกเตอร์เฉพาะในสมการ (2.5.8) และ (2.5.9) จะได้สมการ 

ความผิดพลาดกำลังสองเฉลี่ยที่เกินจากค่าตำสุด £ex{t) จากการปรับพารามิเตอร์เป็น

£a (t) = æ[^ ( i )A ^(0 ] = Y 1 K E [dlit)] (2 .5 .2 0 )



ถ้าไม่หาค่าคาดหวังทางด้านขวา สมการจะเหมือนในหัวข้อที่ 2.3 ซึ่งเป็นความผิดพ•เทาด 

กำลังสองเฉลี่ยของการลดระดับตามแนวเกรเดียนด้ตามปกติ แต่ในกรณีของวิธีเกรเดียนต์แบบ 

สโตคาสติกลั เราต้องหาค่าเฉลี่ยทั้งชุดของพารามิเตอร์ ส์าหรับการหาค่า £ex{t)  ในรูปของค่า

สถิติอันดับสองของสัญญาณขาเข้า เราจะกำหนดเมตริกซ์ความแปรปรวนของเวกเตอร์ผลต่างซึ่ง 

ได้แปลงไปอยู่ในแนวของเวกเตอร์เฉพาะแล้ว ด ังนี้

Q (t) = E \ l{ t )q _ T{ t)] (2.5.21)

โดยใช้นิยามนี้ สมการ (2.5.20) สามารถเขียนใหม่ได้เป็น

£ex = t r a c e [ \Q { t )} (2.5.22)

การแปลงสมการให้อยู่ในรปฃอง Q (t) เราจะใข้เวกเตอร์พารามิเตอร์ที่จุดเหมาะสมที่สุด พ  
ลบจากสองข้างของสมการ (2.5.2) และแปลงเวกเตอร์ฃองสมการ (2.5 .8) ถึง (2 .5 .10) ใหัไป 

อยู่ในแนวเวกเตอร์เฉพาะ ได้เป็น

q \ t )  = q \ t  -  l) + J3e{t)x{t)

= [ /  — /?(x(r)^;r (r))]^(r -  \) + fie  0p1 ( t)x i( t)  (2 .5 .23)

โดยที่ความผิดพลาดที่เกิดจากเวกเตอร์พารามิเตอร์ที่จุดเหมาะสมที่สุด eop1 (/) เป็น

พ T01,, x ( t ) (2.5.24)

แล้วทำการแปลงสมการ (2.5.23) เพื่อให้อยู่ในรูปของเมตริกซ์ความแปรปรวนของเวกเตอร์ผล

ต่าง g ( t ) =  w ( t ) ~  พ 0p1 w { t ) ~  พ opt ซึ่งจะได้เป็น

c[{t)([r {t)  = [ /  -  p{x_{t)x_r (0)]g(^ -  l)<[r น -  1)[/ -  r พ )]
+ 2 / ^ 1 -  J3 (^(t)x_ (t))](q{t -  l ) x r พ ) ^ พ  + p 2e 2op1{t)(x_{t)x_T(t)) (2.5.25)
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สมการนี้จะต้องหาค่าคาดหวังเพี่อให้อยู่ในรูปของเมตริกซ์ความแปรปรวนของเวกเตอร์ 
ผลต่าง Q { t )  และต้องใช้การประมาณค่าหลายอย่างเพี่อให้ไต้ผลลัพธ์ของการเฉลี่ยนี้ เมื่อใช ้
สมมติฐานว่า เวกเตอร์พารามิเตอร์และสัญญาณขาเช้าไม,มืสหสัมพันธ์กัน จะไต้ค่าประมาณของ 
เทอมแรกต้านขวามือในสมการ (2 .5 .25) เป็น

ร \ ( เ  -  / * ( ï ( ' ) ï r ( ') ) )? ( ' -  0? ว '  -  ! ) ( '  -  ( î ( ' ) ï r พ ) ) }

« 0 , 1 - ! ) ( /  -  m ) + />! £ [ ( î ( < ) ï r (< ))e (' -  0 ( 2 ( ') ï  ว ' ) ) ]  (2-5.26)

โดยท่ี 3c,(f) เป็นส่วนประกอบท่ี i  ของเวกเตอร์ x{t) และ qf(t) เป็นส่วนประกอบท่ี / ของ 
เวกเตอร์ q  (/) ค่าประมาณท่ี I , เ ท  ของเมตริกซ์ x ( f )x r (/) ในเทอมสุดท้ายของสมการ
(2 .5 .28) เป็น

{ % w r  พ )  ̂ - I ) ( * w r w ) ] } /m

= *(*)])

= X Z 4 m ] 4 * / * * * ' * J

* X 4 £ l 4 * 4 4 * . 2K  

= | > [ £ ๆ พ / ™
= ร1mA1trace[AQ{t  -  l) ] (2 .5 .27)

J -  f  1; * 1 = * / . * » ;  4  = À1,.Âmเมือ ร , -  < n'๓ [ 0; o t h e r s
1 < i <  N

ค่าสถิติอันดับลี่ของเทอมสุดท้ายในสมการ (2 .5 .2 6 ) จะถูกประมาณด้วยค่าสถิติอันดับสอง 
เมตริกซ์ท่ีไต้ในสมการ (2 .5 .27) เป็นเมตริกซ์แนวทแยง ซึ่งค่าที่อยู่นอกแนวทแยงถูกประมาณ 
เป็นศูนย์ เพราะว่าสหสัมพันธ์ระหว่างคู,ส่วนประกอบของเวกเตอร์ผลต่างที่ถูกแปลงแล้วคือ q k 

และ q i มืค่าน้อยมาก เซ่นเดียวกับ ค่านอกแนวทแยงของเมตริกซ์ค่าสถิติอันดับลี่ของสัญญาณขา 
เช้า x , , l < i < N  ท่ีไม่มืสหสัมพันธ์กัน
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การหาเทอมที่ 2 ทางด้านขวามือของสมการ (2 .5 .25) ทำได้โดยใช้สมมติฐานว่า เวก 
เตอร์พารามิเตอร์Iมขึ้นกับสัญญาณขาเช้าเซ่นกัน ซ่ึงได้เป็น

-  i ) x T(t)]e opt(t)}

^  2 p E ^ ( t  - l ) ^ E ^ e opt( t ) x , r ( t ) ^ -  pE [(x_r { t ) ) ] ~  pE ^(x_T( t ) x { t ) ) e op1{ t ) ^ T ( t ) ^
(2 .5 .28)

เนื่องจาก £[พ (/)] ลู่เช้าหา พ 0 และเป็นไปตามสมการ (2 .5 .7 ) และ (2 .5 .8 ) ดังน้ัน 
ค่า ü |g ( ? - l ) j  จะลู่เช้าหาเวกเตอรํศูนย์ หรือมีค่าน้อยมากเมื่อ t มืค่ามาก และหลักการเซิงต้ัง 
ฉากได้แสดงว่า

(2 .5 .29)

ดังนั้น เทอมที่แสดงในสมการ (2.5.28) ควรจะมืค่าน้อยมากเมื่อเทียบกับเทอมที่แสดงในสมการ 

(2.5.27) จ ึงประมาณเทอมนี้เป ็นศูนย์ ส่วนเทอมสุดท้ายในสมการ (2.5.25) จะมีค่าเป็น

ป / * 2< 1พ ร ัพ ร ัr พ ] » / » 2* . ,  A  (2 .5 .30)

ซึ่งเป็นการประมาณเนื่องจากการใช้สมมติฐานว่าเวกเตอร์พารามิเตอร์และสัญญาณขาเช้าไม่มีสห 

สัมพันธ์กัน

เมื่อรวมทุกเทอมในสมการ (2.5.27) ถึง (2.5.30) จะได้เป็น

O it ) « O i t -  1)(/ -  2/?a ) + p 2\ t r a c e [ \ Q { t  -  1)] + p 2 £mm A  (2.5.31)

เมตริกช้ Q{t) ในสมการ (2.5.31) เป็นเมตริกซ์แนวทแยง และค่านอกแนวทแยงเป็น 

ศูนย์ เราสามารถกำหนดเวกเตอร์ s(t) ซึ่งมีส่วนประกอบที่ i เป็น E [ q 2(/)] (ความแปรปรวน 

ของผลต่างพารามิเตอร์จากจุดเหมาะสมที่ส ุด) ในสมการ (2.5.34) ได้เป็น

s ( t )  ~  A s ( t - \ )  +  p 2 ร111111A (2 .5 .32)
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เม่ือ A เป็นเวกเตอร์ค่าเฉพาะที่มีขนาดเท่ากับ N  ส่วนค่าในเมตริกซ์ A  ซ่ึงมีขนาด N x N  จะมี 
องค์ประกอบ (element) ท ี่/ ,  m  เป็น

A l. = ( \ - 2 P \ ) S lm+ p 1Z ,K  (2 .5 .33)

โดย ร1m มีค่าเป็น 1 เมื่อค่าเฉพาะ A = A j,A m ถ้าไม่ใช่จะมีค่าเป็น 0 เราสามารถเขียน A  ใน 
รูปสมการของเมตริกซ์ ได้เป็น

A = P 2 A A T + { l - 2 p \ )  (2 .5 .34)

สมการ (2 .5 .20) ได้แสดงความสัมพันธ์ระหว่างความผิดพลาดที่มากเกินจากค่าตํ,าสุด 
( ^ ) และเวกเตอร์ s[ t)  ส่วนสมการ (2 .5 .32) แสดงลักษณะพลวัตของเวกเตอร์ s{T )  ซ่ึงข้ึน 
กับค่าเฉพาะของเมตริกซ์ A  โดยใช้สัญญลักษณ์ /ut , 1 < i < N  แทน เนื่องจาก A  เป็น 
เมตริกซ์สมมาตร และเ3 มีค่าน้อยพอที่จะทำให้องค์ประกอบที่อยู่ใน A  มีค่าเป็นบวก ดังน้ัน A  
จะสามารถแยกเป็นผลคูณเมตริกซ์โดในแบบเดียวกับเมตริกซ์อัตสหสัมพันธ์ d> ดังนี้

A = U M U t (2.5.35)

เมื่อ M  เป็นเมตริกซ์แนวทแยงสำหรับค่าเฉพาะ เน1-, 1 < i < N  ของ A และคอลัมน์ท ี่ / ของ 

บ  เป็นเวกเตอธ์ตั้งฉากปกติ (orthonormal vector) ผุ1.; 1 < i < N  ที่ได้จากค่าเฉพาะ /4 และ 

ทำการแปลงเวกเตอร์ ร{เ) ให้โปอยู่ในแนวเวกเตอร์เฉพาะ ผุ.; \ < i <  N  ดังนี้

m  • บ 7รพ

และใช้แทนเวกเตอรั s{T) ในสมการ (2.5.32) เพื่อให้เทอมคูณกันระหว่างส่วนประกอบมีค่าเป็น 

ศูนย์ จะได้สมการเป็น

l ( t ) =  M l ( t - \ )  + j32s minU TA (2 .5 .36)

สมการ (2.5.36) น ี้ (ได้แสดงไว้แตกต่างจากด้นฉบับ) สามารถแปลความหมายได้เช่น 

เดียวกับสมการค่าเฉลี่ยของเวกเตอรัผลต่างในสมการ (2.5.13) คือ ในการก้าวแต่ละครั้ง ส่วน
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ประกอบของ ร(t) จะถูกปรับไปในทิศทางของเวกเตอร์เฉพาะ น1 ของ A ขนาดที่ถูกปรับในแต่ 
ละทิศทางหาได้จากค่าเฉพาะ //, ของเวกเตอรัเฉพาะนั้น และความผิดพลาดกำลังสองเฉลี่ยที่ได้ 
จากสมการ (2 .5 .20) และ (2 .5 .32) จะลดลงตามผลรวมถ่วงน้ําหนัก (weighted sum) ของส่วน 
ประกอบในเวกเตอร์ รุ_

เนื่องจากเมตริกซ์ A มีองค์ประกอบเป็นจำนวนจริงและเป็นเมตริกซ์สมมาตร ค่าเฉพาะ 

ของ A จึงเป็นจำนวนจริง คำตอบของสมการ (2.5.36) หรือสมการ (2.5.35) (ท่ียังไม่แปลง 

เวกเตอร์) จะลู่เข้า ก็ต่อเมื่อ |/4เ < 1; \< i< N และเน่ืองจากค่าเฉพาะ เน1. ข้ึนกับความยาวก้าว 

P  ดังน้ัน ค่า P  ท่ีทำให้ความแปรปรวนของพารามิเตอร์ลู่เข้า ก็คือค่าท่ีทำให้ทุกค่าเฉพาะของ 

A น้อยกว่า 1 น้ันเอง ซ่ึงความผิดพลาดกำลังสองเฉล่ียในสมการ (2.5.20) จะลู่เข้าด้วย ลอง 

พิจารณาผลบวกขององค์ประกอบในแถวท่ี / ของ A ซ่ึงจะได้เป็น (แสดงไว้แตกต่างจากด้น 

ฉบับ)

m=1 ^ m= 1
N \

y
(2 .5 .3 7 )

ผลบวกนี้จะมีค่าน้อยกว่า 1 เมื่อ

0 < p  < - p T -

m= 1
W o

(2 .5 .3 8 )

โดยท่ี (/>0 =  À av เป็นค่าเฉล่ียของค่าเฉพาะในเมตริกซ์ A  เง่ือนไขน้ีจะทำให้องค์ประกอบของ 

เมตริกซ์ A  ตามสมการ (2.5.34) เป็นบวกทั้งหมด เมตริกซ์ที่มีองค์ประกอบเป็นบวกทั้งหมด 

และผลรวมของแต่ละแถวน้อยกว่า 1 จะมีค่าเฉพาะท่ีมีขนาดน้อยกว่า 1 ดังน้ัน เง่ือนไขในสมการ 

(2.5.38) เป็นขอบเขตของค่า P  ท่ีทำให้ความแปรปรวนของพารามิเตอร์ลู่เข้า และเง่ือนไขน้ีจะ 

จำกัดและถูกต้องกว่าในสมการ (2.3.11) ซ่ึงเป็นขอบเขตส่าหรับการลู่เข้าของค่าเฉล่ียของเวก 

เตอร์พารามิเตอร์ เหตุผลท่ีทำให้สมการ (2.5.38) จำกัดกว่าสมการ (2.3.11) เพราะว่า ใน 

สมการ (2.3.11) ไม่ได้คิดถึงค่าความแปรปรวนของพารามิเตอร์ด้วย จากสมการ (2.5.38)
และ (2.3.11) ยังทำให้รู้ว่า มีค่า P  ช่วงหน่ึงท่ีทำให้ค่าเฉล่ียของพารามิเตอร์ลู่เข้าแต่ค่าความ 

แปรปรวนไม่ลู่เข้า
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2.5.3 ค่าลู่เข้าของความผิดพลาดกำลังสองเฉลี่ยและความแปรปรวนของพารามิเตอร์

เมื่อแสดงลักษณะของความผิดพลาดกำลังสองเฉลี่ย'ในรูปฟ้งถ้ชันของเวลาแล้ว การ 

คำนวณค่าลู่เข้าของความแปรปรวนพารามิเตอร์ และความผิดพลาดกำลังสองเฉล่ีย ทำไดโดยแทน 

เมตริกซ์ A  ในสมการ (2.5.34) ลงในสมการ (2.5.32) และใช้ค่า £ ex จากสมการ (2.5.20) 

จะได้

ร ุ้พ  «  ( /  -  - 1) + + £ .1, (2.5.39)

ถ้าค่า /? ทเลือกเป็นไปตามเงอนไขในสมการ (2.5.38) แล้วค่า limsM = lim s(/-  l) ถ้าหา
t - > 00 “  t-^co

ลิมิต (limit) ท้ังสองข้างของสมการ (2.5.39) โดยให้ t  -> 00 จะได้เป็น

lim2/?A.s(l) « lim£cx(/) + £min /I (2.5.40)

หริอ

lim s(l) = y l lim  £ e x { t )  +  £ m
(2.5.41)

เม่ือ 1_ เป็นเวกเตอร์ทีมีส่วนประกอบทุกตัวเป็น 1 เม่ือคูณสมการ (2.5.41) ทางด้านหน้าด้วย 

r  จะได้

lim  £ex (t) =  f x  Â̂  J im  s ex พ  +
(2.5.42)

แทน N < f>0 ด้วย XUy และแก้สมการหาค่า £ e x (oo) จะได้สมการแสดงค่าสู’เข้าของความผิดพลาด
1=1 1

กำลังสองเฉล่ียท่ีเกินจากค่าต่ําสุด ซ่ึงเกิดจากการปรับค่าพารามิเตอร์เป็น

l im ^ x(r) =
2 - พ 0

(2.5.43)
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เนาะแทนสมการ ( 2 .5 .4 3 )  ในสมการ ( 2 .5 .4 1 )  จะได ้สมการแสดงค่าล ู่เข ้าของความแปรปรวน  
ของพาราม ิเตอร ์ เป็น

( 2 .5 .4 4 )

สมการ (2.5.15) และ (2.5.44) แสดงให้เห็นว่า เม่ือค่า P มิค่ามากข้ึน เวลาท่ีใข้ใน 

การลู่เข้าของระบบจะลดลง แด1ค่าของความผิดพลาดกำลังสองเฉลี่ยและความแปรปรวนของ 

พารามิเตอร์จะเพ่ิมข้ึน ในกรณีของสัญญาณขาเข้ามิค่าสถิติไม,เปล่ียนตามเวลา ( s ta t io n a ry )  จะ 

ต้องกำหนดให้ค่า P มิค่ามากในตอนเริ่มด้นเพ่ือให้ลู่เข้าได้เร็วและลดลงในเวลาต่อมาเพื่อให้ 

ความผิดพลาดกำลังสองเฉลี่ยตํ่าสุด ส่วนกรณีที่สัญญาณขาเข้ามิการเปลี่ยนแปลงตามเวลา 

(n o n s ta t io n a ry )  ต้องให้ความยาวก้าวในตอนเริ่มด้นมิค่ามากทำให้สามารถลดความผิดพลาด

กำลังสองเฉล่ียได้เร็ว และลดค่าความยาวลงตามลำดับเพ่ือให้ขั้นตอนวิธีติดตามการเปลี่ยนแปลงที่ 

น้อยลงและทำให้การกระเพ่ือมน้อยลงด้วย

2.6 สรุป

ในบทนี้ ได้กล่าวถึงรายละเอียดของการลดระดับตามแนวเกรเดียนต์ เพื่อหาขอบเขตของ 
ความยาวก้าว ในกรณีที่ส ัญญาณขาเข้ามิล ักษณะเป็นกระบวนการสโตคาสติกส์โดยใช้ความผิด 
พลาดกำลังสองเฉลี่ยเป็นฟ้งก้ชันเป้าหมาย ในกรณีที่ไม่ทราบค่าทางสถิติของสัญญาณขาเข้า การ 
หาจุดเหมาะสมที่สุดจะใข้วิธีเกรเดียนต์แบบสโตคาสติกส่ เป็นผลให้พารามิเตอร์ที่ถูกปรับในระบบ 
มิลักษณะเป็นกระบวนการส'โตคาสติกลั ค่าพารามิเตอร์จะไม,สามารถก้าวเข้าลู่จุดเหมาะสมที่สุด 
เมื่อใช้ความยาวก้าวเป็นค่าคงตัว แต่จะเกิดการกระเพื่อมรอบจุดเหมาะสมที่สุด การกระเพื่อมนี้ 
เกิดขึ้นมากน้อยตามค่าความยาวก้าวที่ใข้ และผลของการใซวิธีเกรเดียนต์แบบสโตคาสติกส่ยังทำ 
ให้ขอบเขตของความยาวก้าวแคบลง ขอบเขตซึ่งปกติถูกกำหนดด้วยค่าเฉพาะสูงสุดของเมตริกซ์ 
อัตสหสัมพันธ์ของสัญญาณขาเข้า จะถูกจำกัดด้วยผลรวมของค่าเฉพาะทุกค่า ซึ่งความยาวก้าวที่ 
อยู่ระหว่างช่วงทั้งสองนี้ ทำให้ค่าเฉลี่ยพารามิเตอร์ลู่เข้าแต่ความแปรปรวนไม,ลู่เข้า

สำหรับบทต ่อไป จะกล ่าวถ ึงข ั้นตอนการปร ับอ ัตราการเร ียนร ู้ท ี่ได ้นำมาทดสอบในว ิทยา 
นิพนธ์ฉบ ับน ี้ ค ่าอ ัตราการเร ียนรู้ของข ่ายงานระบบประสาทจะถ ูกใช ้เป ็นความยาวก ้าวในการปรับ  
พาราม ิเตอร์ของระบบ ดังนั้น เน ื้อหาท ี่กล ่าวถ ึงในบทน ี้ จ ึงสามารถนำไปใช ้พ ิจารณ าหรือว ิเคราะห  ์
อ ัตราการเร ียนรู้ส ์าหรับการประย ุกต ์ใช ้งานต ่าง ๆ ได ้
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