
บทที่ 2

สถิติท่ีใชในการวิจัย

ในการศึกษาเกี่ยวกับระยะเวลาที่คงอยู่ (L ife  tim e) ถ้าในการศึกษาใรั้นมีข้อมูลที่มีช่วงของ 
การศึกษาสั้น หรือในอีกนัยหนึ่งเราสามารถติดตามผลของการสังเกตได้จนสั้นชุดช่วงของการ
สังเกต ตัวอย่างเช่นในด้านของการประกันภัยที่มีการทำประกันในช่วงระยะเวลาสั้น ๆ  เช่นการ 
ประกันอุบัติเหตุในการเดินทาง หรือการทำประกันเครื่องจักรหรือชิ้นส่วนของเครื่องจักร ซึ่งข้อมูล 
เหล่านี้เราสามารถติดตามดูผลจนสั้นชุดช่วงของการสังเกตได้ ตังนั้นถ้าสามารถประมาณค่วทํงน์ขัน 
อัตราภาวะภัย ณ จุดเวลาบัน ๆ ได้ เราจะสามารถประมาณความเสี่ยงในการทำประกันหรือ 
ประมาณฟ้งก์ชันการอยู่รอดได้ ซึ่งจะมีประโยชน์อย่างมากในการคำนวณค่าของเงินสำรองหรือค่า 
อื่น ๆ  ในบริษัทประกันภัย

สำหรับในการวิจัยครั้งนี้ ผู้วิจัยได้ทำการศึกษากรณีข้อมูลมีค่าสังเกตแบบสมบูรณ์ โดย 
ศึกษาภายใต้การแจกแจงแบบไวบูลล์ การแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และการแจกแจงแบบเรย์ 
ลี โดยนำข้อมูลมาวิเคราะห์ทางสถิติ เพื่อประมาณค่าทํงก์ชันอัตราภาวะภัยตามวิธีต่าง ๆ  ตังนั้นใน 
บทนี้จะกล่าวถึงรายละเอียดเกี่ยวกับการแจกแจงระยะเวลาของการอยู่รอด และฟิงก์ชันต่าง ๆ  รวม 
ทั้งวิธีการประมาณฟ้งก์ชันอัตราภาวะภัยโดยวิธีการประมาณโดยไม่ใช้พารามิเตอร์ ซึ่งมีรายละเอียด 
ตังนี้

การแจกแจงของระยะเวลาของการอยู'รอด

ให้ T  เป็นตัวแปรชุ่มของเวลาที่จะเกิดเหตุการณ์ที่สนใจศึกษา 

f i t )  เป็นทํงก์ชันความหนาแน่น (Density Function) ของ T  
F ( t )  เป็นฟ้งก์ชันการแจกแจง (Distribution Function) ของ T  โดยที่ F(t )  = Pr(Y<7) 

ร (t) เป็นฟ้งก์ชันการอยู่รอด (Survival Function) ของ T  โดยท่ี 

S it)  = Pr ( T > f )
= 1 - m

และ ร (t) ม ีค ุณสมบัติต ังนี้

1. 1ร’(/) เป็นฟ้งกชันไม่เพิม (Nonincreasing function)

2. S(t )  เป็นฟ้งก์ชันต่อเนื่องของเวลา t
3. Si t )  = 1  เ ม ื่อ /  = 0

4. Sit) = 0 เ ม ื ่ อ /  = CO
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ต่อหน่วยเวลา At  เมื่อค่าสังเกตมีการอยู่รอดถึงเวลา t นั่นคือ
,1, ,  . Pr(/ < T < t  +  A t \ T > t )À (/) = lim — -------- - 7------!------- -

A( ->0 At
_ / ( 0

ส ั(0
S V )
S ( t )

และ Â(t) มีคุณสมบัติดังน
1. Â(t )  > 0 ; t > 0

2. lim  ไ m  d t  -  00
' - * * 0

E(t )  เป็นค่าเฉลี่ยของตัวแปรสุ่ม /
F(t) เป็นค่าความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม t

สามารถเขียนความสัมพันธ์ระหว่างพิงก์ชันอัตราภาวะภัย พิงก์ชันอัตราภาวะภัยสะสม
พิงก์ชันความหนาแน่น ฟ้งก์ชันการแจกแจง และพิงก์ชันการอยู่รอด ได้ตังนี้

m  พิงก์ชันอัตราภาวะภัย (hazard rate function) หรือพลังมรณะ (force of
mortality) เป็นลิมิตของความน่าจะเปีนที่ค่าสังเกตจะสูญ เสียในช่วงเวลาสั้น ๆ จาก / ถึง / + A t

1. f ( t )  = F'(t)=ะ-ร'(t) 
f ( t )  ร ,(t)

2 '

3. A f t )  = ]  À ( u ) d น = - l n S ( t )
0

หรือ ร  ( /)  = exp (-}  A(u)du) = exp(-A (/))
0

สำหรับในงานวิจัยนี้จะพิจารณารูปแบบของระยะเวลาของการอยู่รอด 3 รูปแบบคือ 

1. การแจกแจงแบบไวบูอล์ (Weibull Distribution)

ถ้าตัวแปรสุ่ม T มีการแจกแจงแบบไวสูลล์ สามารถเขียนพิงก์ชันต่าง ๆ ได้ดังนี้

f ( t )  =  ( ~ ~ r ) t P ~' exP  [ - ^ /  , t >  0 , a  > 0 ,  P  > 0

F { t ) = 1 - exp เ^-(— ) p , t > 0 , a  > 0 , J3 >  0

ร ( t )  = exp -  (— ) p , t > 0 , a  > 0 , /? > 0

M O  = (

{ a )p  
\ p -I

a  \ a  J
, t > 0 , a > 0 , / ? > 0
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และสำหรับค่าเฉลี่ย E(t) และความแปรปรวน V(/) ของการแจกแจงแบบไวบลล์ ซ่ึงมี

พารามิเตอร์เป็น a  และ P คอ

E ( t )  =  a Y
^1+ p j

V(t) = a 2 1 +  -

p )
+ - 1 T

V  P  J y

ความท] =

J3_

Ip

f 2 ไ ( 1ไ โ /  1ไาY + 2 a3ri 1 + 4-1 p) V p) L V pJJ

สำหรับฟิงก์ชันแกมมา (Gamma Function) ซึ่งสามารถคำนวณไดด้ ังน ี้

r (  v) =  ] V ~  V -V y  
0

= ( v -  i ) r ( v - 1) เม่ือ V เป็นจำนวนเต็มบวก
= ( ห - ! ) !

และ r(0.5) =

โดยที่ เมื่อกำหนดพารามิเตอร์ a  คงที่แล้ว ลักษณะของรูปแบบของฟิงก์ชันอัตราภาวะภัย1g 1J l ' / ' j
จะขึนอยู่กับพารามิเตอร์ P ดังนี

ล้า P < 1.0 ป็งก์ชันอัตราภาวะภัย MJ) จะลดลงเมื่อ / เพิ่มขึ้น 

P = 1.0 ฟิงก์ชันอัตราภาวะภัย ดั(/) จะคงที่เมื่อ / เพิ่มขึ้น 

P > 1.0 ฟิงก์ชันอัตราภาวะภัย X(/) จะเพิ่มขึ้น เมื่อ / เพิ่มขึ้น 

สำหร ับร ูปแบบของฟ ิงก ์ช ัน //), F( t ) และ X(t) เมื่อการแจกแจงการอยู่รอดของค่าสังเกต

รูปที่ 2.1 แสดงรูปแบบของฟ้งก์ชัน F ( /) , / (/) และ X( /)  เมื่อการแจกแจงของระยะ 

เวลาในการอยู่รอดเป็นแบบไวบุลล้
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ดังน ี้

2. การแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล (Exponential Distribution)

ถ้าตัวแปรสุ่ม T มีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล สามารถเขียนท่งก์ชันต่าง ๆ ได้

f  น )  =  J  exp
H J

H t )  = 1- exP [ - ( ^ )  

ร น )  = exp [■(น้ี-)]

6 > 0, t > 0
G > 0, t > 0 

; 9  > 0, t > 0
A i t )  = น้ี ; 6 > 0, t > 0

สำหรับค่าเฉลี่ย £ (/)  และความแปรปรวน V (0 ของการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล

โดยมีพารามิเตอร์เป็น 9 คือ

9 V(,) = ๙
ความเบ้ = 2 , ความโต่ง = 9

จะพบว่าลักษณะของรูปแบบของท่งก์ชันอัตราภาวะภัยที่มีการแจกแจงของระยะเวลาของ 

การอยู่รอดเป็นแบบเอกชโพเนนเชียลจะไม'ขี้นอยู่กับระยะเวลา t นั่นคือเมื่อเวลาผ่านไปท่งก์ชัน

อัตราภาวะภัยจะคงที่ และจะมีค่าเท่ากับ น้ี- ชึ่งก็คือค่าเฉลี่ยนั่นเอง9
สำหรับรูปแบบ'ของฟิงก์'ชัน f i t ) ,  F { t ) และ A(/) เมื่อการแจกแจงการอยู่รอดของค่าสังเกต

เป็นแบบเอกซโพเนนเชียลที่มีค่าเฉลี่ยของการแจกแจง E ( t ) หรือ น้ี- เป็น 20 แสดงได้ดังรูปที่ 2.20



3. การนจกแจงแบบเรย์ลี (Rayleigh Distribution)
เมื่อตัวแปรสุ่ม โ  มีการแจกแจงแบบเรย์ลี สามารถเขียนฟิงก์ชันต่าง ๆ ไดตังนี้

f i t )  = exp - t o )

F i t )

S i t )

1 - exp

2<J
2

; 0 < / < 00, c r > 0  

0 < t < 00, cr > 0

exp ; 0 < t < 00, a  > 0

ตั(/) = — ; 0</<oo, <T>0
สำหรับค่าเฉลี่ย E ( t )  และความแปรปรวน V(/) ของการแจกแจงแบบเรย์ลีโดยมีพาราม ิ

เตอร์เป็น <7 คือ

E W -  a jf . V ( 0 - 2 ^
ความเบ้ = 2^ ~ ร  0.63111 ความโต่ง = -  3.24509

จะพบว่าลักษณะของรูปแบบของฟิงถ้ชันอัตราภาวะภัยที่มีการแจกแจงของระยะเวลาของ 

การอยู่รอดเป็นแบบเรย์ลีนี้นขึ้นอยู่กับพารามิเตอร์ O'2 ตังนี้

ถ้า Q 2 = t แล้ว ปงก์ชันอัตราภาวะภัย X{t) จะมีค่าคงที่ เมื่อระยะเวลาเพิ่มขึ้น 

a 2 ^  t  แล้ว ปงก์ชันอัตราภาวะภัย X(/) จะมีค่าเพิ่มขึ้น เมื่อระยะเวลาเพิ่มขึ้น 

สำหรับร ูปแบบของป ็งก ์ช ัน /(0, F (0  และ ตั(/) เมื่อการแจกแจงการอยู่รอดของค่าสังเกต 

เป็นแบบการแจกแจงเรยลี โดยมีค่าเฉลี่ยของการแจกแจงระยะเวลาในการอยู่รอด E( t )  เป็น 20 

และ (7 ะ= 15.95769 ซึ่งแสดงได้ดังรูปที่ 2.3

รูปที่ 2.3 แสดงรูปแบบ'ของฟิงส์ชัน F  i t ) ,  f i t )  และ ตั( /)  เมื่อการแจกแจงของระยะ 
เวลาในการอยู่รอดเป็นแบบเรย์ลี
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สถิติที่ใช่ในการวิจัย
1. วิธีคณิตศาสตร์ประกันภัย (The Actuarial Method)

วิธีคณิตศาสตร์ประกันภัยเป็นวิธีการประมาณค่าฟ้งก์ชันอัตราภาวะภัย (/1(f)) อย่างง่าย 
ที่สุด โดยสมมุติว่า À (t) ที่ประมาณได้เป็นค่าคงที่และเป็นค่าสังเกตได้จากช่วง [f ,tj+1) โดยมี 
ความกว้างของช่วงคือ ๖1 และการหาค่าฟ้งก์ชันอัตราภาวะภัยที่ได้จากช่วงนี้จะเป็นการหาค่า
ฟิงกํชนที่จ ุดกึ่งกลางช่วงนั่นคือกำหนดให้เป็น/* ซึ่งมีค่าดังนี้/* = /1+ น ี้//1. และในการหาตัว 

ประมาณฟ้งก์ชันโดยวิธีนีจะสามารถทำได้ตังนีคือ
โดยกำหนดให้ /,’ = /,.+ -//,. แทนจุดกึ่งกลางของช่วงเวลาที่ด้องการศึกษา

N1 เป็นจำนวนตัวอย่างที่อยู่รอดที่เวลาเริ่มด้นของช่วง K 

สุ. เป็นจำนวนตัวอย่างที่สุญเสียในช่วง ภั,
ดังนั้นจากนิยามของฟิงก์ชันอัตราภาวะภัยจะได้ว่า

i  (/*) คือ อ ัตราส่วนระหว่างจำนวนค่าสังเกตที่ส ุญเสียต่อหนึ่ง 
หน่วยเวลาในช่วงของการสังเกตกับค่าเฉลี่ยของค่าสังเกตที่อยู่รอดในช่วงเวลานั้น

1 ( ' ; )  -  บ ิ- - -  ส ุ JV.+AT,.,

2. วิธีของแคพแลนและไมเออร (Kaplan-Meier ร Method)

วิธีของแคพแลนและไมเออร์ เป็นวิธีที่ใช่ไนการประมาณทํงก์ชันต่าง ๆ โดยไม่ใช้พารามิ 
เตอร์อีกรูปแบบหนึ่ง ซึ่งพัฒนาโดยแคพแลนและไมเออร์ (Kaplan and Meier, 1958) เรียกอีกชื่อ 
หนึ่งว่าวิธีตัวประมาณพีแอล (Product- Limit (PL) Estimator) ซึ่งสามารถนำมาใช้ประมาณ 
ทํงก์ชันอัตราภาวะภัยได้ตังนี้

สมมติว่า ค่าสังเกตของเวลาที่อยู่รอด (Survival Time) จำนวน ท มีค่าสังเกตเป็น 
Xp X2, ... , Xn, นำค่าสังเกตมาเรียงลำดับค่าจากน้อยไปมากและกำหนดสัญลักษณ์เป็น T, จะได้ 
T, < T2 < ... < Tn

(  ( 1  ] (  บ ิ K  บ ิ 1 ( บ ิ ]

X X X X  X  "

T , T  1 2 t 3 T  T1 ท - 1 1 ก

กำหนดให้ d, เป็นจำนวนค่าสังเกตที่สุญเสียในระหว่างช่วงเวลา 11
ท■1 เป็นจำนวนค่าสังเกตที่อยู่รอด ณ จุดเริ่มด้นของช่วงเวลา 11
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P, เป็นค่าประมาณความน่าจะเป็นที่จะอยู่รอดถึงช่วงท ลา I. โดยท ี่อยู่ 

รอดมาแล้ว ณ จุดเริ่มต้นของช่วงเวลา J.

ส ู,เป ็นค ่าประมาณ ความน ่าจะเป ็นท ี่จะเก ิดการส ูญ เส ีย เม ื่อส ิ้นส ุด  

ช่วงที่ 7; และ สู1.=  1 -  p.

โดยที่ สู, = —

ร  i t  m) เป็นค่าประมาณความน่าจะเป็นที่จะอยู่รอด / ป ี นั่นคือ

ส ุ' . , )  = P , ( T >  11,1)
= Pr (T > ,1) *P (T > I ,  | r > ( , ) x  ... X P(T > ( .  | r > v , )

= PrPi-Pn,

ดังนั้นสำหรับกรณีทั่วไป

ส ุ'.)=rÏÀ

- S i
m

- ni=l
m

=  Y l

( ท , - d i)
V y

y N
'i + l

7=1 V ท, y

แล: ะการประมาณปีงก์ชัน ร พ  ก็เช่นเดียวกับการประมาณท่งก์ชัน ร ( 0

ดังนั้น ร พ  = n
y. .  A

7=1 V «1 ;

เนื่องจากเป็นค่าสังเกตที่ไต้จากข้อมุลแบบสมสูรณ์ ดังนั้นจำนวนคนที่เหลืออยู่เมื่อสิ้นสุดช่วงที่ i+l 
จะมีค่าเท่ากับคนที่เหลืออยู่เมื่อสิ้นสุดช่วงที่ i จะพบว่า

1 โฑ+1ร (/)  =
ให ้ ÂU) เป็นค่าประมาณท่งก์ชันอัตราภาวะภัยสะสม (Cumulative Hazard Function)

:ไ ต้ว่า
Â(/) = - ln  ร(/)

= - I n m+1



ดังนั้นพังก์ชันอัตราภาวะภัยที่ประมาณได้คือ
i ( / )  = Â ( / ) - Â ( / - i ) (2.2)
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3. วิธของเนลสน-แอเลน (Nclson-Àalcn ร Method)
วิธีของเนลสัน-แอเลน เป็นวิธีที่พัฒนามาจากวิธีตัวประมาณพีแอล (Product- 

Limit Estimator) โดยแคพแลนและไมเออร (Kaplan and Meier 1958) ซึงประมาณฟิงก์ชันอัตรา 
ภาวะภัยได้โดยอาศัยความสัมพันธ์ระหว่างฟ้งก์ชันการอยู่รอดและฟ้งก์ชันอัตราภาวะภัยดังนี ้
จากการประมาณ Â (t)  ด้วยวิธีของแคพแลนและไมเออร์ จะได้ว่า

ซ่ึง

Â M  = -1 ท ร ่(0

= -InlO N rVf,
พ ิ V ท,

- £ l n

f  < 0 d, 1f  ๙, ไ
In 1 -  — = — + ±

^ ni ) ni U  J
+

เราสามารถดัดเทอมที่มีกำลังสูง ๆ ทิ้งได้ ฉะนั้นประมาณได้ว่า

ดังนั้นจะได้ว่า

-In V ท, J ท,

Â w  -  Zi
และจะได้ว่าพังก์ชันอัตราภาวะภัย ณ จุดเวลา t คือ

Â (/) = Â ( / ) - Â ( / - l ) (2.3)

4. วิธีของเซเชอร์ (Sacher’s Method)
วิธีของเซเชอร์ เป็นวิธีการประมาณฟิงก์ชันอัตราภาวะภัยที่คิดด้นโดย G. A. 

Sacher ซึ่งเสนอไวิไนปี ค.ศ. 1956 ในวารสาร Radiology ซึ่งได้ มีขั้นตอนของการประมาณ 
พังก์ชันอัตราภาวะภัยดังนี้

กำหนดให้ y,. จำนวนค่าสังเกตที่สูญเสียในช่วงที่ i (i = 1,2,...,k)
T, = ti+1 - f ะ ความกด้างของช่วงของการสังเกต [f,, tj+J)

N, ะ จำนวนค่าสังเกตที่อยู่รอดที่เวลา (1
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N,

c  =  t. +  — T  
' ' 2

จำนวนค่าสังเกตที่อยู่รอดที่เวลา f
เวลาประมาณในการสูญเสียของค่าสังเกตในช่วงของ

พ )

ท ( t ,1 + ร)

การสังเกต [fp ti+1)

ความน่าจะเป็นที่ค่าสังเกตแต่ละค่า ณ จุดเริ่มต้นที่เวลา
t0 จะเกิดการสูญเสีย ณ เวลา f หรือค่อนใf น (0<f<QO)
ความน่าจะเป็นที่ค่าสังเกตแต่ละค่าที่อยู่รอด ณ เวลา t

อย่รอดต่อไปถึงเวลา t+s ซึ่งมีค่าเท่ากับ 1 -  M (I + ร)'  1 -  M น)

และจากนิยามของท่งก์ชันอัตราภาวะภัยจะไต้ว่า

ส ัพ

d M { t )

1 - M i t )

=  = - ^ ๒
- { \ n [ \ - M ( t  +  ^ T ) ] - \ n [ \ - M ( t - j T ) ] }  

A/

- { l n [ l -  M{t + 1  r ) ] -  ln [l -  M(t - \ T ) ] }  +

1 \ - M ( t - k T )
r ln \ - M ( t  + \T)

T Xn ท ( t - \ T , t  + kT)
1 1~
T ๒ N(t + \T)

N ( t - l r )
1
TT N {t + \T )

ซึ่งนำไปสู่ตัวประมาณท่งก์ชันอัตราภาวะภัยตังนี 

«  -
(2.4)
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