
การแปสงแบบพ)รยรÜ

การแช(วงแบนปูเรัยร์นับเรนวิธีการท่ีส‘าฒั¥ท่ีมืท'ารไซั'!านฝ็ย่างมากรทข,ทนหฟ้าย  ๆ
ศ'ไข)วิ«าทางาทยาศาสตร์ แสะกึงแม้ไาาตฆร"เกฐานแส''าตัาม้นเองจะเป็นวิชาค?))!ตศาสตร์ก็ตาม 
แต่ไามันก็สามารกาหศวามหมายไนทางกายภาพไต่ เมอนฯไแประยุกต์าช้ เซ่น กับสืญflกณ'ไพพ้า 
I มือวัดค้ายอุปกรญ์อย่ เงมแง คือ ออสช่ส■ ใสสาดป ( ose i 1 loscope ) ก็จะได้ผลเรนรูปคลนแต่ 
ทาวิ'ตดไย เ ครองไ เ คราะม์ส เ ปฅตรัผ ( spectrum analyzer ) ก็จะได’รู"บยองส เ แคตรับ»อง 
ส)!))!) เทเไฒ I ห,'1ชฅลนเสียงซ๋ึง เปแดล๋ึนาบทนอ 'เกาศแต่หู»องมนุษย์จะได้ยิน»ยกตามศวามก่ี
ทนส เบคตรับ»องคลนเ สียง แสะ เ ราส าบารถแสดงท.น’).รนได้ว่ารูปฅล๋ึน ( waveform)
แสะ ส เป(■ 'เตรับ ( spot.rum ) เ มส่านเรนผล»องการแปลง แบบปูเ รียร'ชองกันและกัน [ 9 J

นอกจากน่ืการแปลงแบบปูเรัยร‘ยงสามารกแฯไปประยุกต์ไช’ทนเรึ๋องต่างๆได้อีกอย่าง 
มาทมาย เช่นไนการสร้างภาพด้ายวิธีเอ็นเอมอา'ร์นืก็ได้น'"ท'ารแบสงแบบปูเรียร์มาประ
ยุกต์,ใช่’อย่ ไง ได้ผส และทนบทน,ก็จะไค้นๆ) ร๋ือง I ก่ีย เกันการแปลง แบบปู I รัยรท่ีจฯ) ปนค้องไซัทน 
กๆรสริ•ไงทานด้ายเอ็แIอมอาร์มานรรยายไวิ'Iนอ เสรมความ เยาไจไม้ชัด เ จแยงยน

การ»ปลงแนบปู)รทร์

การแปสงแบบปูเรียร์ยองปังยั่น f  ( t. )“1ด ๆ จะ)ฃยนได้)ปน

F( -v> ) f ( t )  O1 • 2 ■ 'n • y. t clt
- ro

(4 .1 )

แสะส เมา'รกเยยพ'ทรแปลงผกผันแบน!-■ แรัขา'ไค้เบน
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f ( t )
ro

j F ( / )  - e - i - 2 ■ 111 t  . d \ ) ( 4 . 2 )

ซ่ํง เราสา)ทรกแสดงไห้ !m (ได้อย่างง1'เยฯว่า ( 4 . 1 )  แกะ ( 4 . 2 )  ต่าง เป็นการ 
แปกงที่ผกผันทนแกะกัน'โดยกา'รแทนค่า ( 4 . 1 )  (วงาน ( 4 . 2 )  จะได้

แต่

oo CO
') = J J f ( t )  e 1 ' 2 - dt  . e - i  (JV

.00 -00

CO 00

= j  f ( t )  I  e 1 ’ 2 ,า( ■ 1 1 _t 1. d ^ ' d t
-TO - 0 0

ร-( t - t )  = j  e 1 - t - t Y  d>/
-00

00
f ( t  )• ^ ( t . - t  ) • d tn t )  = - 00

f ( t )  = f ( t )

( 4 . 3 )

( 4 . 4 )

( 4 . 5 )

( 4 . 6 )

( 4 . 7 )

แกะนอกจากรูปแนบชอง ( 4 . 1 )  แสะ ( 1 . 2 )  แส้ว ยังสามารถเยียนการแปสงแบน 
vu รืยร์แกะการแปกงผกผันชองมันไนรูปแบนฝ็นๆ ได้ปีกด้าย เช่น

00
F (พ) = f ( t  ) e i  • w •1 d tc/

-  CO ( 4 . 8 )
f ( t . )  = 1 / ( 2  ■ ข) F (พ) e - i ’W't dw

'00

หรือ CO

F ( ร ) = ( 2 •จา)-1/ 2 f ( x ) * e i x s  dx
( 4 . 9 )

f(x ) = ( 2 • S"T ) -1 / 2 K( ร ) • e“ ‘ * x ' s (Is

I
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ชงทนแต่rts รูบแบนอาจจะไหผกท' เร นบกงพีต่ ■ เง ทนออกๆ11 แต่ว่าความแตกต่างพีจะ
เ บ็น เ ณ'ทะไนต้าน«นาคฃอง บังช่ันเ ท่ามัน 1 ส่วนฯ'ชร่าง«องบังชนจะ อยู่ไนรูซแนบ Iเมทุกแระ การ
[9]

การแบกง แบบบ I รียร์สามารก เ «บน(นัเโ[เก้กซญ์ได, ! บน 

f (X) = ^  I F (ร) ]
หรือ (4 .1 0 )

f(x )  = ^  ( F (s) ; ร ->x ]

แกะ เ ชบนการแบรางผกผันแบบบเรียฯไค้ เบ็น

F(s) = 'ฐ -1 เ: f (x )  1
หรือ (4 .1 1 )

F( ร )  = ฐ - 1 f f (x )  ; x->s ]

ทารแ1เรางแบบบ เ รียร์น่ี มีคุฒมฆัฅน่ีน่ าสแไ จคือ

ทา f ( X ) แกะ g (x ) เพีนผกการแบกงแบบฬูเรืยร์?.เอง F(ร) แกะ G (ร)

หรือ!.ฃืยนเป็น(%](กักพรได้'h  f (X) = I F (ร)] แกะ g  (X) = 1ฐ  t G (ร)]

แก’1 f ( X ) แกะ F (ร) จะ มีคุฒมชํฅต่'งต่อไปน เ; 9 ] , โ 12]

- คุผก?!บทท) ■ น]คกายทกง ( sim i la r i  t y )

= ไ }  I F ( s /a  ) / 1 a I I (4 .1 2 )r ( a • \  )
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ฅไ ไมเปนเชิง เสัน ( l in e a r  1i t y )

f ( x )  + g ( x )  = ฐ- f F ( s )  + G(ร) ( 4 .1 3 )

- คุฒแปัต่การเฝ็อแ

f ( x - a )  = ฐ - [ e - i - 2>^  « F(.ร) J ( 4 .1 4 )

- อนุฟันธ'

d ( f ( x ) ) / d x  = ฐ-  I 1•2-'11-ร* F (ร) I 

-  คุทศมนต“ทกททษฎ?(อง เราJเกย (Rayleigh)

I f (X ) 12• dx
-  CO

คอนโ]เทชน

0ท
I I F(ร) I2 >d ร
น*- on

( 4 .1 5 )

( 4 .1 6 )

ฅ(ไนๆา drill (C onvolution) เป็นาปีการานทางฅโฒศาสฅร์ท่ีมีการน"าแาประ
ยุกต์ๆชิ,น!กาๆอปบายป-)ากฏการเพทงก■ เยภาป'ไปา.'น ini ■ เยเรึอง เช่น (รึองการเปียไเปน
(d i f f r a c t io n ) ของแสงผ่าน(กรตตง ( gra tin g ) หรือ ผกยองระนบต่อปังย่ันการดก 
( i Bip 1 use  fu n ction ) ทส่งเ ย ้ไ ม 1 เแฟัรึองทเทงะ เรึยกาด’ว่าสcาคัญท่ีสุดานก'ไรประ
ยุกต์ๆ?,ทดแก่ กระบไนทารกรอง ( f i lte r in g -  process ) สัเ](ญาเ'ไไรบกวนออก-จากสัแท]pfฒ่ี 
ดองกแอกทรง I6 I1เยI

แอน  ๆ เอชิน;แองปังชิแปอง ปัง?)น (•{ I ) แอ:: |,( I ) ไเะ I «mil เแศัเ»«สักพ{พาคัาท

ปอนๆ ไก?!นฟัง ชิน g ( L ) f ( t  ) ๑  lift.) ( 4 .1 7 )
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f(T) h ( t - f ) d ï ( 4 .1 8 )

คไๆมหมาซานทางกา»ภาพชองการ๚ฯดอirทสูย่ัน พอจะอธินายไต้ว่าเรนการแสดง 
กึงการกระจายซ๋ืงกันแสะกันยองท้ังสองพังย่ัน ห'1ปีทนอกรู!เแนบหน๋ึงฅือพังช่ัแ g ( t )  ท่ี t  ทดๆก็ 
คอ ฅ่นฟ้ที่11?เองพังย่ัน f ( t )  ไงรองๆจุด 1: งันๆ โตขมการถ่วงน'าเ!นักด้ายพังย่ัน h( t )
[ 6 ] , 1 9 ]

ตญสมชัต้ท่ีน่าสนาจเท่ียากัฆคอนใวสูยใเ ได้แก่ m สมบัฅท่ีเท่ียวช้องกบการแงสงแบน 
ง ูเรยร ็ ชึ๋งแสตงไดฅงแ คอ

กาวห F(V) (งันผฟ้ยองการแบสงแงนพI.รี»รยอง f ( t )
แสะ 11 ( V1) เงันผสยองการแงสงแมนง!รียร์ยอง 11( t )

จะได )า

แสการแงสงแมนVนรียร์ของ f ( t )• h ( t ) จะเง ัแ F (V)@H(V)  

แสะแสการแงสงแซบพูเรยีร ์ยอง f ( t) (x)h(t ) จะเซ็น F (ง) - H (ง)

แรอเ ยขนไต,ง่า

&  [ F(t )*h(t)  J = F ( V )  ©H(^)

^  [ f ( t ) © h ( t )  ] = F (ง) H(V)

( 4 .1 9 )

คน!สม'แตนโตยงทฅิแสาจะมีใเระายยน;มากทน/!ารม0 เตสนทาสยน เนือง จากว่าตามงกติ 

กๆรกไรท0'*1ๆ รเท)สงแซนฬูเรืซร์จะทฯไฅง่ เขกง่ าการท คอน.โาสูย่ันโดยตรง

I \03000$>
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เม!':) T และ to เIlนต่าฅงท

และ k = 0 , 1 , ___N-1

จร:นัยๆมลฯคัน { Gj } ซ๋ึง Iซม.ผลทๆ*มเปลงเแเurnรียร์อย่างไม่ต่อเนืองๆเดย

'■ IJ
N - 1

\  g k  • e x p  ( 2 • ๆา • i  • :

k»o
j-k  / N)

N-อุ
g'k . พ j  k

(4.24)

(4.25)

I ม,.)

แลï

k-- O

j = 0 ,1 ........N-1

= exp(2-rn >i. / N)

ชึ๋งจะปัจารเ)ทไต้ท (4.24) มอุปม'!น (analogous) ไต้กันลมการ (4.1) 'ใน 

เรื่องการแปลงแปซปูเรียร์ของกังฒั่ [9] , [ 10J

แ<เะ‘นมา'‘แอง เตยวกันกัปกๆรแปลงแปนปูเรีฆรีของปังขัน,ชงปีการแ1เฝืงผกปัน เราจะ 

ๆต้าเการแปลงแกพันแฆปฬูเรียร์อย่างไม่ต่อเมื๋ฝ็งลานๆรทเขียนไต้เป็น

ท-1
g k  = ( 1 / N  ) Gj  - พ -  J k

ไ)--1
(4.26)

นอกจากนก ไรแปลง แบปปูเรียร์อย่ ไง ไม่ต่อ เ lit) งก็ยังมีสมบ้ตอนๆท่ีคล้ายคลงกับการ 

เกเองแปฆปูเ•ม)•‘ของกังชั่นต้)ฆเขัน

-ฌุง-เมแต่คาไมเป็แเซงIส้น

-ฅฒเฌัต่การเลื่อน
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แต่«ไ)ย่ ไงไ,)ก็ต'นทนทนIราจะพจุารททเฟ้พาะทนI'รองÎJลงการค0!ทณค่าของผลการ 
เแเสง แบนฟู!รยร์อย่ างไก่ต่อเนืองเท่านั่น

ก VV ni l(ไง แปปฟู I รยร์อย่าง เ ร็ว

ก ไรแปกงเฌฃฟูเรืยรอย่างเรํไ (F ast Fourier Transform ation) หรอ 
เอฟ» ü WH ( F FT ) [ 10] นิเนินเทคนิคไธีการอัณพึ๋งชึ๋งๆช้ๆนการคฯ»วผการแบสงแบบ
ฬเร็ยรํอย่างไม่ต่อเกื่เองของข้อหูกm นินก'ฯงับของฅัา!ท?!(ชิงขอน ชึ๋งเทคนิคนจะทฯให้การ
ค' 14ท'เทร )ข,กล).! ไง}ทกทีเ คียา ดังจะไต้เแกดง ไห้!.หนต่อไช

รฅยนิจ■ไรผาจากสมการ (4.-24) และ (4.25) จะเห็น'ไต้ว่าการจะคฯแวผค่าชอง 

ผกการแบสงแนนฬูเรก‘เอย่างไม่ต่อเนือง จากส'าดัฆชองตัวเลขเชิงซ้อน { gu } ไปเป็น

ส''ตับชองคัว เ สฃ เชิงช้อน { Gj } หันจะต้องรก ไรคฯเทผค่าชอง V'jk รวม N ครั่ง

ค'“ไแไเแผกคูเแ-ของ (gk.wJk ) N2 ครั่ง แทะค''»!.'!เฒเ'ไปไกอก N2- N ครั้ง ซึ่งจากการ 

นิจารผาง่ เยๆผังนิ จะ เนิ»ไต้ว่าทๆใทกนิจ'!เวนช'อมูส N มากชนเท่าาด จฯนวนครั่งแสะ เวลาท่ื 

จะตองใช้,!นก'"ไรค'■ไนาผ-1จะมาทฃืนอย่างปฏิภาคก' ทังสองกัน-จ,14ไนช้ป๋มูก ชึ๋ งก้านไกวามีซ้ฝ็มส

จ'เทนมากๆ flจะท'm u ส ียทส ■ ไทนการคฯแวผเป็นอย่ไงยง ความส่าช้านแม้'จะไซ้คอมนิไเตฝืร์ 

ทีมคา ทแรื ไสูง ม เกๆนการฅฯ»วผแส้วก็ตาม {ไ’า-แ "เกมข'(ไมล!ป็นจฯนานมาก ท จะ ยง คง เ สืย

เ ■ไส'เทนกไรค"»ทเฒ'เก เทินไปอยู่น่ันเ อง

ค ไท ! แคนิจง จฯ! นิ»นิจะต้องท?ใ, I. แค!!ค')ทีก ไรลน เ ข าม ไข่ ไย เคือ เพ่ํมทท้อัดรา เ ร็วๆน 
การคฯนวผไห้ม่ไทช๊ึนซ๋ึงทิไค้แก่วิธีการแบสงแบนฟู!รียรั่อย่าง เร็วเนอง

I แผน!เโธทีจะ ไม่!ไฯเทเ«ผกของการแปลง'นไผ"ไชลมก าร (4 .2 4  ) หรือ (4 .25 )  
รดยครงแค่จรฯซ้ใชีหสีกเ«ว»งการทฯง ไแหสาข'ๆฝ็ย่ ไงแค่,ลงม"เท่''''จ']ก้น !ช,น การค'!4วผค่า wjk 
ซ่ึงล‘ ทัปข'แคลน(นรไทแรแปป่งแฃปฟู!รืยร็ฝย่ไง!ร็]จไกล'ทับ I ๙1. ) ไปย'งล'-ทัป { Gj } 
ล เม ท' ก!!: ลดง ไคกัง ต่อ  ๆปน [10 ]
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- จ,’■(แทนฃเาง Vint ตจะต’ fl SI มีเ&นพวีคูพเอรเ 2 น่ันดือSJ น

N = Z1 1มอ t เบนจ"'■เนานเด็มนไท (4.27)

จะ 1 ค่ k  = 0 , 1 , 2 , ......... N-1

j  = 0 ,1 , 2 , ......... N -1

น'•การฅ•แว»«ค่า พ" ไว ้บ่วงหน้า ไฅย ท = 0,1,2 . . . ,  N-1

- จั{’■นา0 ผับข(วง ฃ้เ)มูทไหม่ใดยๆฬ้

1 o ( k ) = g'k (4.28)

t -1
k = 21 ■ k 1

( -- 0 
i -i

k* = \  21 ■1 ■1 kl
1 - 0

k o  î kl J t

(4.29)

. . , k t- 1 = 0,1
(4 .30 )

1 = 1 , 2 ........... t

l’i (p ) = f l  - 1 ( P ) + f l  - 1 (q) พ'1e ■ 2 (4.31)

f l  (q) = f 1 - 1 ( P ) - f l  - 1 ( q) พ,A 2< ^ (4.31)

1 Uct P = J i  + 21 Kl แบ;: q = P + 21’ 1 (4.33)

1 แบะ Kl จะแบรฅ่าไบเรึ๋อฆ ค่งน่ั



AO

J i = อ, 3 . . . .  21 - 1 - J เนาะ K J = 0,1 , . . . 2» - 1 -1 (4.34)

-  เมี๋อแขรค่า Ji แราะ Kl จนฅรซหทค่ เนค้ว จึงแซรค่า 1 แชะทฯช้ฯไขเรือยๆจน 
ทว่ า I จะเท ่'1กัน t

-  จะได้ผราการแปราง { Gj } เข็น

Gj = f t (J111) = f t (j  ) (4.35)

I ขนอันสินสุดการแขราง แขน'พ เ รียร์ฝ็น่ าง !. ‘ท

ไนกรนีที่ด้องการค๚ทเพทผลการแขชงผทฒัเนนก็สามารฌทาด้ด้ายไ«วธีการ เดียว 
กันนๆตยเนียงแต่เขกี่ขนค่า พ ไชเข็น พ* (คู่ชังยุคยอง พ) และหารผรวการแปรางซังหมดด้วย 
N เท่าน้ัน

ๆนการแ'ชรางแบ'ซพูเรืยร์อย่าง เร็วน้ักัานับจ๚ทนครังฃองการค๚ทเ«แรจ้าจะพซว่ๆมี 
การ๙ #ท(«ค่า พ" อยู่ N คร่ัง จ"เนานครง?เองการคูm 2 - N *log2N คร่ัง จ‘ๆรทนคร่ังการ 
ค0านทเท่า 2N อยู่ N • iog2 N ครัง ซึ๋งจะเมนาดาไจ๚เในครั้งทนการฅฯแวผจะนบรผันกับค่า N 
lo g 2N ข๋ึงท้ Iเซรืยซเทียนกันว่ธืดีเปีพท (OFT) ธรรมฅาแค้าจะแตกต่างกันอย่างมาก ไดย 
นเพเะเมอ N มด่ามากๆ และน่ีเองคือเหตผล'ไนท')'ร-เทเอา(ปี!'แอพทีม-าาสั 
การแชรางไนชองมด

ไนการชร เงภาพด้วยาธีเอ็นเอ็มอาร์นมคาามจฯเข็นต้องา«เทคนัคด้านการแซชงแซซ 
พ»รืมรื I ?! เท่า»I ชนอย่างมาก แชะไค»ซกดีจะต้องไ?V)นระดัซทมากทว่ามน๋ึงมิ?)ทีนไข ชึ๋งการ 
แซชงแบIเพเรืนรืไ1(ชฝงมดีทได้มก ทน» เมไจดังน

ทนรัช r (X, y ) จะI?I»นผรา?เองการ่แซชงแซฆพูเรืย'ร F{น, V) ได้, เข็น
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F ( น 1 V )
CO o o
P p

<t/ d-CO -oo
f (X , y ) - e2• •1 - * • นciX e2-'1' • 1 - y v dy

CO c v
P  p

f ( x , y ) - e 2๘ cJ - o> - a?
( X - น y - v > d x •dy

(4 .3 6 )

(4 .37 )

II.สะ ,ๆนท'ฯนองเดียวทันส๚m jการเฌสงเแฌทูเ ริยรใฟาง ไม่ต่อเน๋ึองานสองมิติสฯพรํบ 
ฃ้ฝ็มูสจะเพ๊ยนอขู่ทนรูปพอง เมทริกซ์ (m atrix) gj.k พน"'เต M X N ช๋ึงสามา'รกแบ(างไน 
เป็นเมทรักซ์ Gpq ขนาด M X N ได้ใดยสมทาร

M-1 N-1
(4 .3 8 )

(4 .39 )

ขึง จาทสมทา'ร ( 4 .39  ) แแสดงทท I ราเ ทนได้,-ไากา-รเแ.เสง แบบVIเรืยร์อย่างไม่ต่อ 
Iนองานสองมฅสเม')รททฯไค้อบ่างง่ายๆ ใกยท1ฑา'รแบองแบบทู!ริยร์อย่างไม่ต่อเน่ืองทนทน๋ึง 
มัด้ไแต เมแกไพอง เ มท,โกซ์ก่อนเ.นา1งงท*-การแบกงอทฅริงตามแนไค้งพอง Iมหริกขึท็จะ ไค้ผอก ไร 
แปองาน(เอง}ใดิพอง I นทริก•(รนน
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