
CHAPTER IV

THE M U L T IP L IC A T IV E  SEM IGROUP

OF n x n  M ATR IC E S  OVER A F IE L D

I n  t h i s  c h a p t e r ,  w e  g i v e  a  s i g n i f i c a n t  r e s u l t  o f  m a t r i x  s e m ig r o u p s .

I t  i s  p r o v e d  t h a t  f o r  a n y  p o s i t i v e  i n t e g e r  ท a n d  f o r  a n y  f i e l d  F ,  t h e  

m u l t i p l i c a t i v e  s e m ig r o u p  o f  n x n  m a t r i c e s  o v e r  t h e  f i e l d  F  i s  l o c a l l y  

f a c t o r i z a b l e .

m a t r i c e s  o v e r  t h e  f i e l d  F i s  d e n o t e d  b y  Mn ( F ) ,  a n d  l e t  0 n  a n d  I n  d e n o t e  

t h e  n x n  z e r o  m a t r i x  a n d  t h e  n x n  i d e n t i t y  m a t r i x  o v e r  F .  T h e n  u n d e r  t h e  

m u l t i p l i c a t i o n  o f  m a t r i c e s ,  M ( F )  i s  a  s e m ig r o u p  w i t h  z e r o  0 n  a n d  i d e n 

t i t y  I  . F o r  t h e  r e m a in d e r  o f  t h i s  c h a p t e r ,  t h e  n o t a t i o n  M ^ ( F )  w i l l  

d e n o t e  s u c h  t h e  s e m ig r o u p .

F o r  k  e { 0 ,  1 ,  2 ,  . . . ,  ท } ,  l e t

T h r o u g h o u t  t h i s  c h a p t e r ,  t h e  f o l l o w i n g  n o t a t i o n  a r e  a d o p t e d  ะ

L e t  F  b e  a  f i e l d  a n d  ท a  p o s i t i v e  i n t e g e r .  T h e  s e t  o f  a l l  n x n

1 i f  i  = j  $  k
w h e r e  d . . =

i j 0 o t h e r w i s e .

F o r  i n s t a n c e

1 0 0 0 0
1 0  0 0  1 0  0 0
0 0 0 0 0 1 0  0
0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0
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We r e m a r k  t h a t  = c>n  a n d  = I n>

F i r s t ,  we s h a l l  s h o w  t h a t  t h e  s e m ig r o u p  M ( F )  i s  i n d e e d  ( i s o 

m o r p h i c  t o )  a  t r a n s f o r m a t i o n  s e m ig r o u p  o n  t h e  s e t  Fn  w h e r e  

Fn  = { ( X p ,  x 2 , X  ) I X p ,  x 2 , x n  E F } .  F o r  A e M ( F ) ,  d e f i n e

t h e  m ap  a  : Fn  -*■  Fn  b y  x a  = x A  w h e r e  X e Fn . T h e n  a  £ i> Q  TA A A p,n p n

f o r  a l l  A  อ M ( F ) ,  a n d  f o r  A ,  B E M _ ( F ) ,  a  a  = a  . H e n c e  t h e  m ap  ท ท A B AB

A i s  a  h o m o m o rp h is m  f r o m  M ( F )  i n t o  T . T o  s h o w  t h i s  m ap  i s

o n e - t o - o n e ,  l e t  A ,  B E M ( F )  s u c h  t h a t  = o tg . T h e n  xA  = x B  f o r

X  E Fn . L e t  A  = ( a £ j )  a n d  B = ( t n .  ) .  F o r  i  E ( 1 ,  2 ,  . . . ,  ท } ,  w e  h a v e

( a . . ,  a _ . „ ,  . . . ,  a . _ )  = e_.A = e . B  = (b_. . ,  b .  09  . . . ,  b . _ )  w h e r e  ë .  E Fn  l l  i 2  i n  i  i  i l  i 2  ’ i n  i

s u c h  t h a t  t h e  i"*"^1 e n t r y  i s  1 a n d  o t h e r  e n t r i e s  a r e  a l l  0 ,  s o  a . .  = ๖ . .
i j  i j

f o r  a l l  j  £ { l ,  2 ,  . . . ,  ท } .  H e n c e  A = B .

I n  t h i s  c h a p t e r ,  we a r e  o n l y  i n t e r e s t e d  i n  s q u a r e  m a t r i c e s ,

t h e r e f o r e  we s h a l l  u s e  m a t r i c e s  t o  m e a n  m a t r i c e s  i n  M ( F ) .  F i r s t  weท

r e c a l l  som e  p r e l i m i n a r i e s  c o n c e r n i n g  m a t r i c e s .

A n  e l e m e n t a r y  r o w  o p e r a t i o n  o n  a  m a t r i x  A i s  a n  o p e r a t i o n  o f  

o n e  o f  t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  t y p e s  :

( 1 )  a  p e r m u t a t i o n  o f  tw o  r o w s ,

( 2 )  a  m u l t i p l i c a t i o n  o f  a  r o w  b y  a  n o n z e r o  s c a l a r ,

( 3 )  a n  a d d i t i o n  o f  o n e  r o w  t o  a n o t h e r .

A n  e l e m e n t a r y  m a t r i x  i s  a n y  m a t r i x  w h i c h  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  p e r f o r m i n g  

a  s i n g l e  e l e m e n t a r y  r o w  o p e r a t i o n  o n  t h e  i d e n t i t y  m a t r i x .  A n y  e le m e n 

t a r y  r o w  o p e r a t i o n  c a n  b e  p e r f o r m e d  o n  a  m a t r i x  A  b y  m u l t i p l y i n g  A o n  

t h e  l e f t  b y  t h e  c o r r e s p o n d i n g  e l e m e n t a r y  m a t r i x  [ 3 , T h e o r e m  6 . 1 ] .

E v e r y  e l e m e n t a r y  m a t r i x  i s  n o n s i n g u l a r  [ 3 , T h e o r e m  6 . 2 ] .
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Tw o  m a t r i c e s  A a n d  B a r e  s a i d  t o  b e  r o w  e q u i v a l e n t , w r i t t e n  a s

A £  B ,  i f  B i s  o b t a i n a b l e  f r o m  A b y  a  f i n i t e  s e q u e n c e  o f  e l e m e n t a r y  R
r o w  o p e r a t i o n s ,  t h a t  i s ,  A ^  B i f  a n d  o n l y  i f  B = E ^ E ^  ^ . . . E ^ A  f o r  som e  

e l e m e n t a r y  m a t r i c e s  E ^ ,  E ^ , E j^ .  B e c a u s e  t h e  i n v e r s e  o f  a n  e l e 

m e n t a r y  m a t r i x  i s  t h e  p r o d u c t  o f  e l e m e n t a r y  m a t r i c e s  [ 3 , T h e o re m  6 . 3 j ,

t h e n  t h e  r e l a t i o n  i  i s  a n  e q u i v a l e n t  r e l a t i o n  o n  M ( F ) .R 1 ท

A m a t r i x  A i s  i n  r o w  -  r e d u c e d  e c h e lo n  f o r m  i f

( 1 )  t h e  f i r s t  n o n z e r o  e le m e n t  i n  e a c h  r o w  i s  1 ,

( 2 )  i n  a n y  c o lu m n  c o n t a i n i n g  t h e  f i r s t  n o n z e r o  e le m e n t  o f  

so m e  r o w ,  t h a t  e le m e n t  i s  t h e  o n l y  n o n z e r o  e l e m e n t  i n  t h a t  c o lu m n ,

( 3 )  t h e  z e r o  r o w s  o f  A ( i f  a n y )  com e  l a s t ,

( H )  w h e n  t h e  l e a d i n g  o n e s  i n  t h e  n o n z e r o  r o w s  a r e  c o n n e c t e d  

b y  a  b r o k e n  l i n e ,  t h a t  l i n e  s l o p e s  d o w n  a n d  t o  t h e  r i g h t .

A n  e x a m p le  o f  a  m a t r i x  A  i n  r o w  -  r e d u c e d  e c h e lo n  f o r m  i s

0 1 0 * 0 '

0 0 1 *  0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

w h e r e  *  i s  som e  s c a l a r  i n  F .

E v e r y  m a t r i x  i s  r o w  e q u i v a l e n t  t o  a  m a t r i x  i n  r o w  -  r e d u c e d  

e c h e lo n  f o r m  [ 3 , T h e o r e m  6 . 5 ] .

L e t  a  m a t r i x  A b e  i n  r o w  -  r e d u c e d  e c h e lo n  f o r m .  S u p p o s e  t h a t  

A t  0 n  a n d  t h e  f i r s t  r o w  t o  t h e  p"t ^1 r o w  a r e  a l l  t h e  n o n z e r o  r o w s  o f  A .  

F o r  e a c h  i  e { 1 , 2 ,  . . . ,  p } ,  l e t  t h e  f i r s t  n o n z e r o  e le m e n t  o f  t h e  i " t ^1 

r o w  b e  i n  t h e  c ^ 1" ^  c o lu m n .  T h e n  i  $ c ^  f o r  a l l  i  e { 1 , 2 ,  . . . , p }  a n d
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c  < c  < . . .  < c  . F o r  e a c h  i  i n  { 1 ,  2 ,  3 ,  . . . ,  p } ,  i f  i  = c . ,  l e t  
1 2  p  i

E ^  = I n , a n d  i f  i  < c ^ ,  l e t  b e  t h e  e l e m e n t a r y  m a t r i x  o b t a i n e d  b y  

i n t e r c h a n g i n g  t h e  i 1"* 1 r o w  a n d  t h e  r 'ow i n I  i T h e n  we h a v e

t h a t  E ^ E ^ . - . E ^ A  i s  a  m a t r i x  h a v i n g  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s  ะ

( a )  t h e  f i r s t  n o n z e r o  e le m e n t  i n  e a c h  r o w  i s  1 ,  a n d  l i e s  o n  

t h e  m a in  d i a g o n a l ,

( b )  i n  a n y  c o lu m n  c o n t a i n i n g  1 i n  t h e  m a in  d i a g o n a l  t h i s  e l e 

m e n t  1 i s  t h e  o n l y  n o n z e r o  e le m e n t  i n  t h e  c o lu m n .

F o r  c o n v e n ie n c e ,  we s a y  a  m a t r i x  s a t i s f y i n g  t h e  c o n d i t i o n s  ( a )

a n d  ( b )  i s  i n  t h e  s p e c i a l  f o r m . H e n c e ,  a  m a t r i x  A = ( a „ )  i s  i n  T h e  

s p e c i a l  f o r m  i f  a n d  o n l y  i f

( a 1 ) f o r e a c h Ï » e i t h e r a . . = 0 i i o r  a ^  = 1 ,

( b ' ) a . .
i j

-  0 i f i  > j ,

( c * ) f o r e a c h i» a  . . = 1i i i m p l i e s a  . = 0k i f o r a l l  k  t  i

( d ' ) f o r e a c h i  5 a . .  = 0 i m p l i e s a  = 0 i k f o r a l l  k .

A n  e x a m p le  o f  a  m a t r i x  i n  t h e  s p e c i a l  f o r m  i s

’ 0 0 0 0 o '
0 1 0 * 0  
0 0 1 * 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1

w h e r e  *  i s  som e  s c a l a r  i n  F .

4 . 1  L e m m a . L e t  A  e M ( F )  b e  i n  t h e  s p e c i a l  f o r m .  T h e n  A ^  = A ,  t h a t  

i s ,  A e E (M  ( F ) ) .

L e t  A (a ) e M ( F )  b e  i n  t h e  s p e c i a l  f o r m .  ท L e tP ro o f ะ
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A 2 = ( x . . ) .  T h e n  f o r i ,  j  £ { 1 ,  2 ,  . . . ,  ท } ,  X . = z a  a  . T o  i j  1] Kว
s h o w  X. .  = a . ,  f o r  a l l  i ,  j  e ( 1 ,  2 ,  . . . ,  ท } ,  l e t  i ,  j  £ { 1 ,  2 ,  . . . ,  ท }

i j  i j
b e  a r b i t r a r y  f i x e d .

C a s e  a . . -  0 .  T h e n  a .  k  -  0 f o r  e l l  k  0 { 1 ,  2 ,  . . . ,  ท } ,  s o  x „  = 0 

= a, . .
i j

C a s e  a . .  = 1 .  
i i F o r k  e { 1 ,  2 ,  . . .  , ท } , k  f  i ,  i f  a ^ k  i- 0 ,  t h e n

a , 1 = 0  a n d  s o a, . = 0 .  H e n c e  a . ,  a , . = 0 f o r  a l l  k  e { 1 , 2 ,  .k k k j i k  k j

k t  i .  T h u s  X.
i- j

a . . a  . . = a . .  . #
i i  i j  i j

A s  m e n t i o n e d  b e f o r e ,  e v e r y  m a t r i x  i n  r o w  -  r e d u c e d  e c h e l o n  f o r m  

i s  r o w  e q u i v a l e n t  t o  a  m a t r i x  i n  t h e  s p e c i a l  f o r m .  H e n c e  e v e r y  m a t r i x  

i s  r o w  e q u i v a l e n t  t o  a  m a t r i x  i n  t h e  s p e c i a l  f o r m .

4 . 2  L em m a . F o r  a n y  p o s i t i v e  i n t e g e r  ท a n d  f o r  a n y  f i e l d  F ,  t h e  s e m i 

g r o u p  M ( F )  i s  f a c t o r i z a b l e .

P r o o f  ะ L e t  A £ M ( F ) .  T h e n  A i s  r o w  e q u i v a l e n t  t o  a  m a t r i x  

i n  t h e  s p e c i a l  f o r m ,  s a y  B . T h e r e f o r e  A = E ^ E ^ _ ^ . . . E ^ B  f o r  som e  e l e 

m e n t a r y  m a t r i c e s  E ^ , , . . . ,  E j^ . S in c e  E ^ E ^  ^ . . .  E ^  i s  n o n s i n g u l a r ,

E ^ E ^  ^ . . . E ^  £ G w h e r e  G i s  t h e  m u l t i p l i c a t i v e  g r o u p  o f  n o n s i n g u l a r  

m a t r i c e s  i n  M ( F ) .  B y  Lem m a 4 . 1 ,  B 2 = B ,  s o  B e  E C M ^ C F ) ) .  T h e n  

A = ( E REk  1 . . . £ 1 ) B e G E (M  ( F ) ) .  H e n c e  Mn ( F )  = G E ( Mn ( F ) ) ,  s o  Mn ( F )  i s  

f  a c t o r i z a b l e .  Jr

I n  m a t r i x  t h e o r y ,  we h a v e  t h a t  i f  A i s  a n  i d e m p o t e n t  i n  M ^ ( F ) ,  

t h e n  A = T ■ '"D f o r  som e  n o n s i n g u l a r  m a t r i x  T i n  M ^ ( F )  f o r  som e

k  £ { 0 ,  1 ,  2 ,  . . . ,  ท }  ( 4 ,  p a g e  2 2 6  ] , a n d  o b s e r v e  t h a t  A  = 0 ^ i f  a n d
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o n l y  i f  k  = 0 .  F o r  a n y  n o n s i n g u l a r  m a t r i x  T  i n  M ( F )  a n d  f o r  a n y  

k  £ { 0 , 1 , . . . ,  ท } ,  T  ^ D ^ k ^T  i s  c l e a r l y  a n  i d e m p o t e n t  o f  M ^ ( F ) .  H e n c e

E (M  ( F ) )  = { T ~ V k ) T I T E M ( F ) ,  T  i s  n o n s i n g u l a r ,  k  e { 0 ,  1 ,  2 ,  ท } } .

4 . 3  L e m m a . I f  A  i s  a  n o n z e r o  i d e m p o t e n t  o f  M ( F ) ,  t h e n  AMn ( F ) A  i s  

i s o m o r p h i c  t o  M ^ ( F )  f o r  som e  k  £ { 1 ,  2 ,  . . . ,  ท } .

P r o o f  ะ L e t  A £ E C M ^ C F ) )  a n d  A i  0 ^ .  T h e n  A = T F D ^ k ^T  f o r  

som e  n o n s i n g u l a r  m a t r i x  T  i n  M ( F )  a n d  f o r  som e  k  £ { l ,  2 ,  . . . ,  ท } .

T h u s

AMn ( F ) A  = ( T _ V k ) T ) M n ( F ) ( T ~ V k ) T )

_ 1 _ 1  D ^ ( T M  ( F ) T _ 1 )D ^ k ->T

= T " V k ) Mn ( F ) D ^ k ) T

( k )S in c e  D i s  t h e  m a t r i x  ( d . . )  w h e r e  d . .
ท i j  i j

1 i f  i  = j  £  k ,  

0 o t h e r w i s e ,

b y  t h e  m u l t i p l i c a t i o n  o f  m a t r i c e s ,  w e h a v e  t h a t  f o r  a n y  m a t r i x  B ะ ( ๖ „ )

i n  M^ C f ) ,  D ^ k ^B D ^ k ^ i s  t h e  m a t r i x  ( ๖ ^ )

w h e r e

๖''. . 
i j

i f  i ,  j  $ k ,  

o t h e r w i s e .

L e t  M ^k  ^ ( F )  d e n o t e  t h e  s e t  {B  = ( ๖ .  _.) £ ( F ) I ๖ ^  = 0  i f  i  > k  o r

( k ) ,j  > k } .  T h e n  Mn  ( F )  i s  a  s u b s e m ig r o u p  o f  M ( F )  a n d  o b v i o u s e l y

Dท1<)ฬท ( F ) D n k )  = Mn k ) ( F ) - H e n c e ’  AMn ( F ) A  = T ~ V k ) ( F ) T  w h ic h  i s  

i s o m o r p h i c  t o  M ^k   ̂( F )  b y  t h e  m ap B B- T FBT (B  c h / k  ^ ( F )  ) .  C l e a r l y ,
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Cf ) i s  i s o m o r p h i c  t o  M ^ \ f ) b y  t h e  m ap X H- X w h e r e  i f  X  - ( X „  )

ร M ^ ( F ) ,  t h e n  X = ( > L j )  E Mn ( F )  i s  d e f i n e d  b y

* . 1 . i f  i ,  j  $  k ,

0 o t h e r w i s e .

H e n c e  AM ( F ) A  i s  i s o m o r p h i c  t o  M ( F ) .  #

We k n o w  t h a t  0 ^M n ( F )c>n  = ( 0 n )  w h ic h  i s  f a c t o r i z a b l e . H e n c e

f r o m  Lem m a 4 . 2  a n d  Lem m a 4 . 3 ,  w e o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m .

4 . 4  T h e o r e m . F o r  a n y  p o s i t i v e  i n t e g e r  ท a n d  f o r  a n y  f i e l d  F ,  t h e  m u l 

t i p l i c a t i v e  s e m ig r o u p  o f  n x n  m a t r i c e s  o v e r  F i s  l o c a l l y  f a c t o r i z a b l e .
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