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 This research concerns about a numerical study of the behaviors and effects of 

convective heat transfer coefficient on the production rate of tubular-ice making process. 

This research creates a computer program by using finite difference method with fully 

implicit scheme for simulating ice formation inside a smooth pipe made of stainless 

steel in the tubular-ice making machine, which uses ammonia as the refrigerant.

This study found that the agreement between the ice thickness, which is 

obtained from the numerical results at the end of process, and the data from a field 

measurement has an error of 4%. The convective heat transfer coefficient, the ice 

formation rate and the cooling load decreases significantly in the first 10 minute of 

process. Thereafter, the reduction rate starts to decrease until it approaches a constant 

because the ice has low conductivity and behaves as like an insulator. The ice 

thickness increases; therefore, the overall conductivity of system is decreased. The 

convective heat transfer coefficient, as a function of the saturated ammonia 

temperature, has a major effect on the production rate. This study shows that at the 

saturated ammonia temperature of -7.5 o
C, decrease of 0.5 

o
C of the temperature 

results in an increase of production rate by 8%. The energy intensity decreases at the 

beginning of the process until it reaches the minimum value at 4 minutes. Afterward it 

rises up until getting the maximum value at the end of the process. In overall, the 

energy intensity is almost constant, whereas the mean value is 0.36 MJ/kg and the 

different of peak value is +7.5% and -4%. From these results, it indicates the efficient 

way to improve the energy consumption of the tubular-ice making process. 
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pSC       คาความจุความรอนจําเพาะของน้ําแข็ง     
pWC       คาความจุความรอนจําเพาะของผนังทอ     

D   ความหนาของผนังทอ       
0h   คาสัมประสิทธิ์การถายเทความรอนของแอมโมเนีย   

i   ตําแหนงจุดตอที่พิจารณา      
sk         คาการนําความรอนของน้ําแข็ง      
wk     คาการนําความรอนของผนังทอ       

n   เวลาครั้งที่พิจารณา       
1R      อัตราสวนคาการนําความรอนของผนังทอกับนํ้าแข็ง   
2R        อัตราสวนคาความจุความรอนของผนังทอกับนํ้าแข็ง   

sr̂         เทอมไรมิติของระยะในแนวแกน r  ของบริเวณที่เปนน้ําแข็ง  
wr̂         เทอมไรมิติของระยะในแนวแกน r  ของบริเวณที่เปนผนังทอ  
1s   รัศมีภายในของทอ       
2s   รัศมีภายนอกของทอ       

Ste       สเตฟานนัมเบอร       
t   เวลา         
t̂   เทอมไรมิติของเวลา       

fT     อุณหภูมิเยือกแข็งของน้ํา      
sT     อุณหภูมิของนํ้าแข็ง       
wT    อุณหภูมิของผนังทอ       
0T         อุณหภูมิของแอมโมเนีย       

x   ระยะในแนวแกน         x

sx̂         เทอมไรมิติของระยะในแนวแกน  ของบริเวณที่เปนน้ําแข็ง  x

wx̂        เทอมไรมิติของระยะในแนวแกน  ของบริเวณที่เปนผนังทอ  x
h∆   คาความรอนแฝงจําเพาะของการแข็งตัวของน้ํา    
sα   Thermal diffusivity ของน้ําแข็ง      
wα        Thermal diffusivity ของผนังทอ      



 

ฑ

β   รัศมีภายในของน้ําแข็งหลอด      
δ     ความหนาของน้ําแข็ง       
η   ตัวแปรในเทอมไรมิติ      
ϕ   เทอมไรมิติของคาความหนาของน้ําแข็ง     

sθ   เทอมไรมิติของอุณหภูมินํ้าแข็ง      
wθ        เทอมไรมิติของอุณหภูมิผนังทอ      
sρ        ความหนาแนนของน้ําแข็ง      
wρ      ความหนาแนนของผนังทอ      

σ   คาคงที่ของการแปรผันระหวาง δ  กับ tsα     
ξ   คาใดๆของตวัแปรซิมิลารริต ี      
ψ   อัตราสวนรศัมีภายในของทอกับความหนาของทอ    



บทที่ 1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 
 
 ในประเทศไทยมีโรงงานผลิตนํ้าแข็งในเชิงพาณิชยเปนจํานวนมากกระจายอยูทั่วทุก
ภูมิภาคของประเทศ ซึ่งในแตละวันปริมาณการผลิตนํ้าแข็งหลอดมีมาก แตเน่ืองจากในการผลิต
น้ําแข็งหลอดนั้นจําเปนตองผลิตใหไดขนาดตามตองการ ดังนั้นในรอบการผลิตหนึ่งๆหากวา
น้ําแข็งหลอดที่ผลิตไดนั้นไมไดขนาดตามที่ตองการอาจตองทิ้งผลผลิตในรอบการทํางานนั้น
ทั้งหมด ซึ่งนับวาเปนการสิ้นเปลืองพลังงานและสูญเสียเวลาไปโดยเปลาประโยชน ดวยเหตุนี้จึง
เปนที่มาของการจัดทําวิทยานิพนธนี้ขึ้น โดยจะทําการศึกษาถึงผลกระทบของสัมประสิทธิ์การ
พาความรอนตออัตราการผลิตน้ําแข็งหลอดเพื่อที่จะเปนแนวทางการประหยัดพลังงานในการ
ผลิตน้ําแข็งหลอด 
 ปจจุบันการศึกษาและวิเคราะหปญหาทางดานวิศวกรรมศาสตรไดมีการนําความรูความ
เขาใจเกี่ยวกับระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (numerical method) มาผสมผสานเขากับความสามารถใน
การประยุกตใชโปรแกรมคอมพิวเตอรเพ่ือมาใชในการวิเคราะหหาผลเฉลยของปญหาไดอยาง
รวดเร็ว ดวยเหตุนี้จึงสงผลใหการจําลองแบบเชิงตัวเลขไดรับความนิยมเปนอยางมาก และ
เน่ืองจากการจําลองดังกลาวสามารถทํานายผลเฉลยของปญหาไดอยางแมนยําเพียงพอตอการ
นําไปใชงานจริงรวมถึงสามารถประหยัดเวลาและคาใชจายกวาการทําการทดลอง ดังนั้นการ
วิจัยนี้จึงอาศัยความรูความเขาใจเกี่ยวกับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเพื่อทําการศึกษาถึงผลกระทบ
ของสัมประสิทธิ์การพาความรอนที่มีตออัตราการผลิตน้ําแข็งหลอดดวยการประดิษฐโปรแกรม
คอมพิวเตอร 
 
1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 

 
1. ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรทีส่ามารถทํานายอัตราการผลิตน้ําแข็งหลอดภายใต

สภาวะแวดลอมที่กําหนด 
2. ศึกษาผลกระทบเชิงเลขของสัมประสิทธิ์การพาความรอนตออัตราการผลิตน้ําแข็ง

หลอด 
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1.3 ขอบเขตของการวิจัย 
 
 การวิจัยนี้จะทําการศึกษาสภาพปญหาและทฤษฎีที่เกี่ยวของ รวมทั้งประดิษฐโปรแกรม
คอมพิวเตอรเพ่ือวิเคราะหถึงผลกระทบของสัมประสิทธิ์การพาความรอนตออัตราการผลิต
น้ําแข็งหลอดของเครื่องผลิตนํ้าแข็งหลอดแบบเกิดการแข็งตัวของน้ําแข็งภายในทอสเตนเลส
ชนิดผิวเรียบโดยมีแอมโมเนียทําหนาที่เปนสารทําความเย็นอยูโดยรอบทอ ในการวิจัยน้ีจะ
พิจารณาเฉพาะกระบวนการแข็งตัว (solidification) ของน้ําเทานั้นโดยอาศัยวิธีความซิมิลารริตี 
และวิธีผลตางสืบเน่ืองแบบปริยายในระบบพิกัดฉาก และ ระบบพิกัดเชิงขั้ว  ซึ่งมีเง่ือนไขในการ
พิจารณาเบื้องตนดังนี้ 

1. การพิจารณาปญหาเปนการเปลี่ยนสถานะใน 1 มิติแบบเปลี่ยนแปลงตามเวลา 
2. การพิจารณาปญหาลักษณะการแข็งตัวเปนแบบแยกสถานะกันชัดเจนระหวางสถานะ

ของแข็งและของเหลว (sharp interface) และ อุณหภูมิ ณ รอยแบงระหวางทั้งสองสถานะมี
คาคงที่เทากับอุณหภูมิเยือกแข็ง 

3. การพิจารณาปญหาเปนการถายเทความรอนแบบการนําความรอน (heat 
conduction) ในบริเวณของผนังทอและน้ําแข็ง โดยที่การพาความรอนจะเกิดขึ้นบนผิวทอที่
สัมผัสกับสารทําความเย็นซึ่งมีอุณหภูมิคงที่เทากับ -7.5 oC 

4. การพิจารณาปญหากําหนดใหความรอนที่เกิดขึ้นมีเฉพาะคาความรอนแฝงในการ
เปลี่ยนสถานะและความรอนสัมผัสจากการเปลี่ยนอุณหภูมิของน้ําแข็งเทานั้น 
 
1.4 ประโยชนที่จะไดรับจากการวิจัย 
 
 โปรแกรมคอมพิวเตอรสามารถทํานายผลกระทบเชิงเลขของสัมประสิทธิ์การพาความ
รอนตออัตราการผลิตนํ้าแข็งหลอด ซึ่งเปนพ้ืนฐานในการพัฒนาหาแนวทางการประหยัด
พลังงาน และเพ่ิมประสิทธิภาพในการผลิตตอไป 
 
1.5 ข้ันตอนในการดําเนินงาน 
 
 1. จัดทําแบบจําลองทางคณิตศาสตรของปญหาภายใตเง่ือนไขที่กําหนดโดยแกปญหา
ดวยวิธีความซิมิลารริตี (similarity method) 
 2. จัดทําแบบจําลองทางคณิตศาสตรของปญหาทั่วไปโดยแกปญหาดวยวิธีผลตาง
สืบเนื่องแบบปริยาย (fully implicit method) ในระบบพิกัดฉาก และ ระบบพิกัดเชิงขั้ว 
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 3. ศึกษาผลกระทบเชิงเลขของสัมประสิทธิ์การพาความรอนตออัตราการผลิตนํ้าแข็ง
หลอดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น 
 4. วิเคราะหผลการคํานวณจากโปรแกรมคอมพิวเตอร และ นําผลที่ไดไปเปรียบเทียบ
กับคาที่วัดไดจากโรงงาน 
 5. สรุปผลและจัดทํารายงานวิทยานิพนธ 



บทที่ 2 
 

สาระสําคัญจากงานวิจัยที่เก่ียวของ 
 
 F.B. Cheung และ S.W. Cha (1987) ไดทําการวิเคราะหการเพิ่มขึ้นและการลดลงของ
ขนาดวัสดุโพลีเมอรที่แข็งตัวหอหุมบนวัตถุทรงกระบอกซึ่งเคลื่อนที่ดวยความเร็วคงที่
แบบตอเนื่องโดยวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนท โดยอุณหภูมิของแทงโลหะมีคาต่ํากวาจุดแข็งตัวของ
วัสดุโพลีเมอร ซึ่งจะทําใหเกิดการแข็งตัวของวัสดุโพลีเมอรบนผิวโดยรอบของแทงโลหะที่เคลื่อน
ตัวผาน การศึกษาไดทําการวิเคราะหปญหาโดยกําหนดใหอุณหภูมิมีคาคงที่และสม่ําเสมอตลอด
กระบวนการ และพิจารณาวัสดุโพลีเมอรหลอมเหลวเปนของเหลวอ่ิมตัวที่อุณหภูมิแข็งตัว 
จากนั้นจึงประดิษฐแบบจําลองทางคณิตศาสตรเพ่ือนําไปใชในการจัดทําโปรแกรมคอมพิวเตอร
เพ่ือวิเคราะหหาความหนาของโพลีเมอรที่แข็งตัวบนแทงโลหะที่เวลาตางๆซ่ึงพบวา คาที่ไดจาก
การทดลองจริงเม่ือเทียบกับคาที่ไดจากโปรแกรมมีความแตกตางกันมากขึ้นเม่ือความหนาของ
โพลีเมอรมีคาเพิ่มขึ้นเน่ืองจากการสมมุติปญหาใหอยูในสภาวะที่สามารถแกปญหาไดโดยงาย 
เม่ือความหนาของโพลีเมอรมีคานอยเม่ือเทียบกับรัศมีของแทงโลหะทรงกระบอกจะพบวาคาที่
ไดจากการทดลองมีคาใกลเคียงกับคาที่ไดจากการวิเคราะหปญหาแบบวิธีซิมิลารริตี 
 Piia Lamberg et al. (2004) ไดทําการวิเคราะหโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขและทําการ
ทดลองในกระบวนการหลอมตัวและการแข็งตัวของการกักเก็บความรอนในรูปของการเปลี่ยน
สถานะของสาร โดยในการทดลองจะใชพาราฟนเปนสารที่พิจารณากระบวนการแข็งตัวและ
หลอมตัว ในการทดลองจะมี 2 ขั้นตอนคือ มีการใชและไมใชอุปกรณเพ่ิมประสิทธิภาพการนํา
ความรอนภายในแหลงกักเก็บความรอน โปรแกรมที่ใชในการคํานวณระเบียบวิธีเชิงตัวเลขจะใช
โปรแกรม FEMLAB ซึ่งใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการพิจารณาโดยแบบจําลองทางคณิตศาสตร
จะใชวิธีเอนธาลป และ effective heat capacity ซึ่งเม่ือนําผลที่ไดจากการทดลองมา
เปรียบเทียบกับผลที่ไดจากการจําลองโดยอาศัยโปรแกรม FEMLAB พบวาใหผลที่มีคาใกลเคียง
กันและสามารถยอมรับไดในคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นทั้งกระบวนการแข็งตัวและหลอมละลาย
ในการทดลองทั้งสองแบบ ซึ่งสําหรับวิธี Effective heat capacity จะใหผลที่ใกลเคียงมากหากวา
ใชชวงความแตกตางของอุณหภูมินอยกวา 2 0C 
 Chin-Hsiang Cheng และ Chiuan-Che Shiu (2002) ไดทําการศึกษาขอมูลของน้ําแข็ง
และการเกิดขึ้นของน้ําแข็งบนแผนโลหะที่มีอุณหภูมิต่ําในสภาวะที่มีลมพัดผาน ในการทดลองได
พิจารณาการเกิดของน้ําแข็งเปนแบบ 2 มิติโดยไดแบงออกเปนการพิจารณาความหนาของ
น้ําแข็งบริเวณขอบดานหนาและสังเกตการเกิดของคริสตัลนํ้าแข็ง ผลการทดลองที่ไดพบวาการ
เกิดน้ําแข็งบริเวณขอบดานหนาจะเปนลักษณะเสนโคงตามกระแสอากาศที่พัดผานสวนชั้นของ
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น้ําแข็งที่เกิดขึ้นบริเวณนี้จะคอนขางเรียบ ในบริเวณอ่ืนๆจะเกิดน้ําแข็งขึ้นเปนลักษณะฟงกชัน
ของการแสอากาศที่ไหลผานอยางไรก็ตามการเกิดน้ําแข็งในสวนอ่ืนๆมีความหนาที่สมํ่าเสมอกัน
ในทุกๆสวนรวมทั้งขอบดานหลังดวย ในกรณีที่ความเร็วลมต่ําความหนาของน้ําแข็งจะ
แปรผกผันกับอุณหภูมิของอากาศสวนกรณีความเร็วลมสูงนํ้าแข็งที่เกิดขึ้นบริเวณขอบดานหนา
จะไมเปนลักษณะเสนโคงแตจะเปนเสนตรงลาดขึ้นตามความยาวของแผนโลหะ และเม่ืออากาศ
อยูนิ่งการเกิดของน้ําแข็งจะมีลักษณะของคริสตัลคลายกับการเกิดในธรรมชาติของนํ้าคางแข็ง
ลักษณะของคริสตัลที่เกิดขึ้นรวมถึงความหนาจะไมมีรูปแบบที่แนนอนและอัตราการเกิดจะไม
คงที่ซึ่งไมสามารถทํานายปรากฏการณได 
 Kwan-Soo Lee et al. (2003) ไดประดิษฐแบบจําลองทางคณิตศาสตรเพ่ือทํานาย
พฤติกรรมการเกิดน้ําแข็งและชั้นของน้ําแข็งบนแผนโลหะที่มีอุณหภูมิต่ํา โดยไดทําการ
เปรียบเทียบผลที่ไดกับผลที่ไดจากการวิเคราะหโดยแบบจําลองอื่นๆ และการทดลองบางการ
ทดลอง พบวาแบบจําลองอ่ืนๆความผิดพลาดสวนใหญจะขึ้นกับสภาวะการทดลองและคาตางๆ
ที่ใชในการทํานายความหนาของน้ําแข็งที่เกิดขึ้น ซึ่งแบบจําลองสามารถประมาณคาของความ
หนา ,ความหนาแนน และอุณหภูมิที่ผิวของชั้นน้ําแข็ง ไดอยางแมนยําโดยมีความผิดพลาด
ประมาณ 10% ยกเวนชวงที่เริ่มการเกิดน้ําแข็งซึ่งน้ําแข็งมีความหนานอยมากไมสามารถที่จะวัด
คาได จึงไมสามารถนําผลมาเปรียบเทียบไดในชวงแรกของการแข็งตัว 
 Kamal A.R. Ismail และ Maria das GraÇas E. da Silva (2003) ไดทําการศึกษาการ
เปลี่ยนสถานะของสารบริเวณรอบทอทรงกระบอกกลมภายใตสภาวะที่มีการนําความรอนที่
บริเวณผนังทอดานนอก และผนังดานในมีการถายเทความรอนแบบการพาความรอนโดย
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข แบบจําลองทางคณิตศาสตรที่สรางขึ้นเปนลักษณะเปลี่ยนแปลงตามเวลา
ใน 2 มิติ โดยใชตัวแปร และ เทคนิคการเปลี่ยนรูปที่ใชทั่วไปในการพิจารณาปญหาแบบ
หนาสัมผัสการเปลี่ยนสถานะอยูกับที่ การจําลองจะใชวิธีไฟไนตวอลุมในการวิเคราะหระบบของ
สมการตั้งตน ,เง่ือนไขขอบเขต และ เง่ือนไขเวลาเพื่อใหไดสมการเชิงเสนตรง ในการจําลองใช
ระเบียบวิธีแบบปริยายใชสําหรับสมการโมเมนตัม และ สมการพลังงาน และ ระเบียบวิธีแบบชัด
แจงใชในการพิจารณาสมดุลพลังงานบริเวณหนาสัมผัส ซึ่งผลที่ไดสามารถยอมรับไดเม่ือเทียบ
กับผลจากการจําลองที่ใชอางอิง 
 Frank G.F. Qin et al. (2003) ไดทําการจําลองและทดลองเพ่ือศึกษาถึงการถายเท
ความรอนแบบไมคงตัวในชวงเวลาเริ่มตนของการแข็งตัวของนํ้าแข็งจากสารละลายเย็นเยือกใน
สถานะของเหลว ในชวงที่พิจารณาความรอนแฝงของการแข็งตัวจะเพิ่มขึ้นโดยที่อุณหภูมิมี
คาคงที่ตลอดกระบวนการจนกระทั่งระบบเขาสูสภาวะสมดุลในระหวางนั้นความรอนสามารถ
ถายเทจากสารละลายไปยังสิ่งแวดลอมหรืออาจเปนไปในทิศทางตรงขามก็ได การวิเคราะหของ
กระบวนการถายเทความรอนแบบไมคงตัวนําไปสูการสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรจาก
สมการดิฟเฟอเรนเชียล 2 สมการโดยอาศัยวิธีการเปลี่ยนรูปและการเปลี่ยนรูปยอนกลับแบบลา
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ปลาซ ซึ่งไดหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหจากแบบจําลองนี้จากนั้นนําไปเปรียบเทียบกับผลที่ไดจาก
การทดลองที่พิจารณาการเกิดของน้ําแข็งบนแผนทําความเย็นซ่ึงจุดเดนอยูที่การถายเทความ
รอนในชวงที่น้ําแข็งเริ่มกอตัวซึ่งมีการแปรผันของความตานทานการถายเทความรอนแบบไมคง
ตัว 



บทที่ 3 
 

การศึกษาเครื่องผลิตน้ําแข็งหลอดและกระบวนการผลิตน้ําแข็งหลอด 
 
3.1 สวนประกอบหลักของเครื่องผลิตนํ้าแข็งหลอด 
 

สวนประกอบหลักของเครื่องผลิตน้ําแข็งหลอดนั้นโดยทั่วไปจะมีสวนประกอบหลกัที่
เหมือนกันแมจะตางชนิด ตางบริษัททีส่ราง โดยจะประกอบดวยสวนตางๆ ดังตอไปน้ี 
 

1. ชุดคอมเพรสเซอร และมอเตอรขับ 
 ในชุดระบบทําความเย็นพ้ืนฐานนั้นจะประกอบดวยอุปกรณหลักคือ คอมเพรสเซอร, 
โดยอาศัยมอเตอรเปนอุปกรณตนกําลัง เพ่ือขับเคลื่อนใหคอมเพรสเซอรดูดไอแอมโมเนียจากชุด
ทําน้ําแข็งหลอด และสงตอยังคอนเดนเซอรตอไป คอมเพรสเซอรอาจมีขนาดของระยะชัก และ 
ขนาดกระบอกสูบรวมถึงจํานวนลูกสูบแตกตางกันไปตามปริมาณแอมโมเนียที่ตองการในวัฏจักร
การทําความเย็น 
 

2. ชุดผลิตนํ้าแข็งหลอด 
ภายในชุดผลิตนํ้าแข็งหลอดจะบรรจุแอมโมเนียซ่ึงจะเปลี่ยนสถานะจากของเหลว

กลายเปนไอเพื่อทําความเย็นทําใหนํ้ากลายเปนน้ําแข็งหลอดตอไป โดยที่ขนาดของชุดผลิต
น้ําแข็งหลอดนี้จะแตกตางกันไปตามปริมาณแอมโมเนียที่ตองการในแตละรอบการผลิต ซึ่งตัวถัง
ของชุดผลิตน้ําแข็งหลอดจะสรางจากสเตนเลส โดยทั่วไปสวนประกอบที่อยูภายในชุดผลิต
น้ําแข็งหลอดมักประกอบดวย 

2.1 ชุดปรับอัตราการไหลของน้ํา ทําหนาที่ปรับอัตราการไหลของน้ําที่บริเวณสวนบน
ของชุดตัวถังผลิตน้ําแข็งหลอดใหมีปริมาณที่เหมาะสม 

2.2 ชุดทอผลิตนํ้าแข็งหลอด สวนนี้จะติดตั้งอยูภายในตรงกลางตัวถังซ่ึงจะมีจํานวน
มาก หรือนอยนั้นขึ้นกับปริมาณการผลิตที่ตองการโดยจะยาวลงมาจากสวนบนของชุดตัวถัง
ผลิตน้ําแข็งหลอดจนถึงสวนที่เปนมีดตัดน้ําแข็ง ทอสวนนี้จะเปนทอสเตนเลส 

2.3 ชุดมีดตัดนํ้าแข็ง และ เกลียวลําเลียง มีดตัดน้ําแข็งจะตัดน้ําแข็งที่มีลักษณะเปน
แทงทรงกระบอกกลมยาวใหเปนทอนสั้นๆ เพ่ือใหมีขนาดที่เหมาะสมตอการจําหนาย โดยอาศัย
กําลังขับจากมอเตอร สวนเกลียวลําเลียงจะทําหนาที่ลําเลียงน้ําแข็งหลอดที่ผานการตัดแลวสง
ตอไปบรรจุใสถุงเพื่อจําหนายตอไป ซึ่งเกลียวลําเลียงจะอาศัยมอเตอรเปนตนกําลังเชนเดียวกับ
มีดตัดน้ําแข็ง 
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2.4 ถังเก็บสะสมไอ เปนถังที่อยูตรงสวนบนของชุดตัวถังผลิตน้ําแข็งหลอดทําหนาที่
ดักแอมโมเนียที่มีสถานะเปนของเหลวเพื่อใหมีเฉพาะไอของแอมโมเนียไหลเขาสูคอมเพรสเซอร 
เพ่ือปองกันความเสียหายใหกับคอมเพรสเซอร 

2.5 ปมน้ําเย็น ทําหนาที่สูบน้ําที่เหลือจากการแข็งตัวที่ไหลออกจากดานลางของทอ
ผลิตนํ้าแข็งหลอดใหไหลกลับขึ้นไปสูดานบนโดยจะไหลผานชุดปรับปริมาณการไหลจากนั้นน้ํา
จะไหลผานลงสูดานบนของทอผลิตน้ําแข็งหลอดตอไป 
 

3. ชุดวาลวตางๆ 
ในระบบตางๆของเครื่องผลิตนํ้าแข็งจะประกอบดวยทอจํานวนมากซึ่งจะมีวาลวคอย

ควบคุมการในบริเวณตางๆ ซึ่งวาลวที่ใชงานในระบบมีดังตอไปน้ี gate valve, glove valve, 
float valve และ solenoid valve 
 

4. ชุดระบายความรอน 
ในระบบระบายความรอนจะประกอบดวย คอนเดนเซอร, หอคอยน้ําเย็น และ ถังเก็บ 

ซึ่งทําหนาที่ระบายความรอนใหกับไอของแอมโมเนียแลวนํามาเก็บที่ถังเก็บนั่นเอง หลักการ
ทํางานเหมือนกับระบบทําความเย็นทั่วไป 
 

5. ชุดควบคุมเวลาในการทํางาน 
สวนนี้จะเปนอุปกรณที่คอยควบคุมการทํางานของระบบตางๆ ใหสมดุล และ สอดคลอง

กัน โดยอาศัยการทํางานของ time delay ชวยในการควบคุมการทํางานของสวนตางๆ 
โดยทั่วไปจะประกอบดวยสวนควบคุมระบบตางๆ ดังนี้ 

5.1 ระบบควบคุมการละลายน้ําแข็ง จะเปนสวนควบคุมที่สั่งใหไอของแอมโมเนียใน
สถานะที่เปนกาซจากถังเก็บไอ และ คอมเพรสเซอร ไปละลายน้ําแข็งที่ทอผลิตน้ําแข็งหลอด 

5.2 ระบบควบคุมการตัดนํ้าแข็ง จะควบคุมใหใบมีดตัดน้ําแข็ง ตัดน้ําแข็งหลังจากที่
เริ่มละลายน้ําแข็ง และ จะสั่งหยุดการทํางานหลังจากเสร็จสิ้นกระบวนการละลายน้ําแข็ง 

5.3 ระบบหนวงเวลา จะทําหนาที่ควบคุมระยะเวลาใหสัมพันธกันระหวางระบบละลาย
น้ําแข็ง และ ระบบตัดน้ําแข็งกลาวคือ ควบคุมใหมีดตัดน้ําแข็งเริ่มตัดน้ําแข็งหลังเริ่มมีการละลาย
น้ําแข็งที่เวลาเทาใด และ หนวงเวลาเทาใดเพื่อหยุดการทํางานหลังจากที่เสร็จสิ้นการละลาย
น้ําแข็งแลว 

5.4 ระบบควบคุมพัดลมหอคอยน้ําเย็น ทําหนาที่ควบคุมพัดลมดูดอากาศที่หอคอย
น้ําเย็น เม่ือเริ่มมีการละลายน้ําแข็ง จะสั่งใหพัดลมตัวน้ีหยุดทํางาน จากนั้นเม่ือระบบเริ่มสิ้นสุด
กระบวนการละลายน้ําแข็งจะสั่งใหพัดลมดังกลาวทํางานเพื่อระบายความรอนของหอคอยน้ําเย็น 
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5.5 ระบบควบคุมการผลิตน้ําแข็ง ทําหนาที่กําหนดระยะเวลาในกระบวนการผลิต
นํ้าแข็งหลอดใหไดความหนาที่เหมาะสม หากตั้งเวลานานเกินไปอาจสงผลใหนํ้าแข็งตัน ไมมี
ทางไหลของน้ํา ทั้งยังสิ้นเปลืองทั้งพลังงาน และ เวลา แตหากตั้งเวลาในสวนนี้นอยจนเกินไป ก็
อาจทําใหนํ้าแข็งบางเกินไป ทําใหละลายไดงาย จึงตองตั้งเวลาใหเหมาะสม 

5.6 ระบบแจงเตือน จะควบคุมเสียงออดที่จะสงเสียงเตือนเม่ือเริ่มมีนํ้าแข็งไหลลงไปยัง
ถังเก็บนํ้าแข็งหลอด 
 

 
รูปที่ 3.1 คอมเพรสเซอรของชุดระบบทําความเย็น 

 

 
รูปที่ 3.2 คอนเดนเซอรของชุดระบบทําความเย็น 
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รูปที่ 3.3 ชุดถังเก็บแอมโมเนีย 

 

 
รูปที่ 3.4 ชุดทอผลิตนํ้าแขง็หลอด 
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รูปที่ 3.5 ชุดมีดตัดน้ําแข็งและเกลยีวลําเลียง 

 

 
รูปที่ 3.6 ชุดผลิตนํ้าแข็งหลอด 
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3.2 กระบวนการผลิตนํ้าแข็งหลอด 
 
 ในกระบวนการผลิตน้ําแข็งหลอดของเครื่องผลิตน้ําแข็งหลอดแตละชนิด แตละบริษัท
นั้นจะมีหลักกี่ผลิตที่เหมือนๆ กัน อาจจะแตกตางกันบางในรายละเอียดปลีกยอย และ ระยะเวลา
ในการผลิต ซึ่งสามารถอธิบายเปนขั้นตอนไดดังนี้ 
 

1. ข้ันตอนการแข็งตัวของน้ําแข็ง 
 เร่ิมตนจากคอมเพรสเซอรจะทําหนาที่ดูดเอาไอของสารทําความเย็นซึ่งโดยทั่วไปจะใช 
แอมโมเนีย จากชุดตัวถังผลิตนํ้าแข็งหลอดแลวอัดสารทําความเย็นที่อยูในสภาพไอที่มีอุณหภูมิ 
และ ความดันต่ําใหมีอุณหภูมิ และ ความดันที่สูงขึ้น ในชวงที่มีการอัดไอของสารทําความเย็น
คอมเพรสเซอรแบบลูกสูบที่ใชงานจะมีน้ํามันหลอลื่นบางสวนปะปนไปกับไอของสารทําความ
เย็น ดังนั้น กอนที่ไอของสารทําความเย็นจะเขาสูคอนเดนเซอรจะตองผานอุปกรณที่เรียกวา ตัว
แยกน้ํามัน เพ่ือปองกันมิใหน้ํามันหลอลื่นไปตกตะกอนในคอนเดนเซอรซึ่งจะสงผลให
ประสิทธิภาพการทํางานลดลง และ ปองกันคอมเพรสเซอรเสียหายจากการที่สูญเสีย
น้ํามันหลอลื่นไปกับไอของสารทําความเย็น 
 หลังจากนั้นไอของสารทําความเย็นจะถูกสงไปยังคอนเดนเซอร เพ่ือระบายความรอน 
โดยที่ไอของสารทําความเย็นจะผานทอนํ้าเย็นที่อยูภายในคอนเดนเซอร แลวไอของสารทํา
ความเย็นจะเกิดการกลั่นตัวเปนของเหลวแลวจึงไปเก็บสะสมที่ถังเก็บตอไป สําหรับนํ้าที่ทํา
หนาที่ระบายความรอนใหกับไอของสารทําความเย็นนั้นจะถูกสงไปยังหอคอยน้ําเย็นโดยปมนํ้า 
ซึ่งนํ้าจะถูกสงผานแผนเพลทเพื่อเพ่ิมพ้ืนที่ผิวใหมากขึ้นโดยจะมีพัดลมดูดอากาศจากดานลาง
สวนทิศทางกับการไหลของน้ํา เพ่ือชวยในการระบายความรอนของนํ้า เม่ือนํ้ามีอุณหภูมิลดลง
พรอมที่จะกลับไประบายความรอนใหกับไอของสารทําความเย็นก็จะถูกสงกลับไปยัง
คอนเดนเซอรเปนวัฎจักรเชนน้ี 
 ขณะที่ไอของสารทําความเย็นถูกสงไปยังถังเก็บในสภาพที่เปนของเหลวนั้น จะมี
บางสวนแปรสภาพกลายเปนไอระเหยขึ้นไปอยูดานบนของถังเก็บ โดยที่ถังเก็บจะมีทอปรับ
ความดันตอเชื่อมระหวางคอนเดนเซอรกับถังเก็บ เรียกวา อีควอไลเซอร ซึ่งทําหนาที่ปองกันใน
กรณีที่ความดันของคอนเดนเซอร และ ถังเก็บไมเทากันกันจะทําใหการไหลของสารทําความ
เย็นไมสะดวก 
 เม่ือเริ่มกระบวนการผลิตนํ้าแข็งหลอด สารทําความเย็นในสวนที่เปนของเหลวจะถูกสง
จากถังเก็บโดนผานทางทอไปยังวาลวลดความดันซ่ึงจะถูกควบคุมดวยโซลีนอยดวาลว โดย
ปริมาณของสารทําความเย็นจะถูกควบคุมดวย float valve อีกที ที่วาลวลดความดันนี้สารทํา
ความเย็นที่เปนของเหลวจะถูกลดความดันลงทําใหมีอุณหภูมิลดต่ําลงมากเพื่อสามารถนําไปใช
ในการทําความเย็นได โดยสถานะของสารทําความเย็นหลังจากผานวาลวลดความดันแลวจะมี
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ทั้งสองสถานะคือ ของเหลว และ กาซ ซึ่งสารทําความเย็นจะถูกไปยังชุดผลิตนํ้าแข็งหลอดเพื่อ
ใชผลิตน้ําแข็งหลอดตอไป 
 ที่ชุดผลิตน้ําแข็งหลอดนี้จะมีน้ําซึ่งถูกสงผานจากดานลางไปยังดานบนดวยปมนํ้าเย็น 
โดยน้ําจะถูกปรับอัตราการไหลโดยตัวปรับปริมาณการไหลของน้ําซึ่งจะมีลักษณะเปนทอน
พลาสติกที่จะมีรองใหน้ําไหลผานโดยรอบจะทําใหน้ําไหลผานไดทีละนอย อุปกรณดังกลาวจะถูก
สวมอยูบริเวณดานบนของทอผลิตน้ําแข็งแตละทอ จากนั้นนํ้าจะไหลผานลงไปตามผิวของทอ
ผลิตน้ําแข็งหลอด บางสวนจะเริ่มจับตัวเปนนํ้าแข็งที่บริเวณผิวดานในของทอ สวนน้ําที่จะไมเกิด
การแข็งตัวก็จะไหลผานทอกลับลงไปดานลางของชุดผลิตนํ้าแข็งหลอด แลวถูกสงกลับขึ้นไป
ดานบนอีกครั้งโดยปมนํ้าเย็นโดยจะวนการทํางานเชนน้ีจนกระทั่งนํ้าแข็งหลอดมีขนาดตามที่
ตองการแลว 
 สําหรับสารทําความเย็นที่ถูกสงเขาไปยังชุดผลิตน้ําแข็งหลอดนั้น สวนที่เปนของเหลว
จะทําหนาที่ถายเทความรอนจากน้ําเพื่อผลิตนํ้าแข็งหลอดทําใหสารทําความเย็นเปลี่ยนสถานะ
เปนไอลอยขึ้นไปอยูสวนบนของตัวถังชุดผลิตนํ้าแข็งหลอด ซึ่งภายในชุดผลิตนํ้าแข็งหลอดจะมี
วาลวลูกลอยที่จะทําหนาที่สงสัญญาณทางไฟฟาไปยังโซลินอยดวาลวเพ่ือสั่งใหเปด ปดทอสาร
ทําความเย็นที่จะสงมายังชุดผลิตน้ําแข็งหลอดเพื่อควบคุมปริมาณสารทําความเย็นใหมีความ
เหมาะสม 
 หลังจากที่สารทําความเย็นที่มีสถานะเปนของเหลวที่อยูภายในชุดผลิตนํ้าแข็งหลอด
ไดรับความรอนจากน้ําในกระบวนการแข็งตัวจะระเหยกลายเปนไอขึ้นไปอยูสวนบนของชุดผลิต
น้ําแข็งจะถูกสงไปยังถังเก็บสะสมไอ จากนั้นสารทําความเย็นจะถูกดูดไปตามทอดูดของ
คอมเพรสเซอรเพ่ืออัดใหมีความดันสูงขึ้นเพื่อสงตอไปยังคอนเดนเซอรตอไป วนรอบเปนวัฏจักร
ของการผลิตน้ําแข็งหลอดเชนน้ีเรื่อยๆ 
 ในกระบวนการผลิตนํ้าแข็งหลอดของเครื่องผลิตนํ้าแข็งหลอดจะมีคาบการผลิตที่
แตกตางกันออกไป โดยกระบวนการผลิตแตละรอบการผลิตน้ันระยะเวลาจะไมเทากันซึ่งจะถูก
ควบคุมโดยชุดควบคุมเวลาในการทํางาน โดยจะควบคุมเวลาในการผลิตนํ้าแข็งหลอดในแตละ
รอบการผลิตใหเหมาะสม ทั้งน้ีระยะเวลาในการผลิตในแตละรอบนั้นขึ้นกับปจจัยตางๆ เชน 
ขนาดของคอมเพรสเซอร ความยาวของทอผลิตน้ําแข็งหลอด สภาพอากาศแวดลอม เปนตน ทํา
ใหในแตละรอบการผลิตอาจใชเวลาการผลิตที่แตกตางกัน ในการตั้งคาของชุดควบคุมระยะเวลา
ในการผลิตนั้นตองอาศัยประสบการณในการทํางานที่จะตั้งระยะเวลาในการผลิตเพ่ือใหได
น้ําแข็งหลอดตามขนาดที่ตองการ มิฉะนั้นแลวจะทําใหน้ําแข็งหลอดที่ผลิตไดบางจนเกินไปไม
สามารถนําออกจําหนายได หรืออาจทําใหน้ําแข็งหนาจนไมมีรูตรงแกนกลางจนเกิดการอุดตัน
การไหลของน้ําไดซึ่งทําใหสิ้นเปลืองทั้งพลังงาน และ เวลา 
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2. ข้ันตอนการละลายน้ําแข็ง 
หลังจากที่น้ําไดเปลี่ยนสภาพเปนน้ําแข็งบริเวณผิวดานในของทอผลิตนํ้าแข็งหลอดจน

กระทั้งมีความหนาตามที่ตองการแลว จะหยุดกระบวนการผลิตนํ้าแข็งเพ่ือเริ่มเขาสูขั้นตอนการ
ละลายน้ําแข็งเพ่ือจะนําเอาน้ําแข็งหลอดออกจากทอผลิตนํ้าแข็งหลอดแลวจึงทําการตัดเปนทอน
เล็กๆตามขนาดที่ตองการ และ ทําการจัดจําหนายตอไป 

ในขั้นตอนการละลายน้ําแข็งนั้นเม่ือนํ้าแข็งมีความหนาตามที่ตองการแลวชุดควบคุม
เวลาในการทํางานจะสั่งใหหยุดการทํางานของพัดลมในสวนของหอคอยน้ําเย็น และ ปดโซลิ
นอยดวาลวไมใหสารทําความเย็นไหลไปยังชุดผลิตนํ้าแข็งหลอด รวมถึงหยุดการทํางานของปม
น้ําเย็นดวย จากนั้นสารทําความเย็นในสถานะไอจะถูกสงจากถังเก็บที่ไดกลาวถึงในชวงตนไป
ยังชุดผลิตน้ําแข็งหลอดซึ่งจะถูกควบคุมการปด เปด โดยโซลินอยดวาลวอีกตัวหนึ่ง ซึ่งไอของ
สารทําความเย็นบางสวนที่ถูกอัดจากคอมเพรสเซอรจะถูกสงมายังชุดผลิตน้ําแข็งหลอดดวย 

เม่ือไอของสารทําความเย็นไหลเขาสูชุดทําน้ําแข็งหลอดซึ่งไอดังกลาวจะมีอุณหภูมิสูงจะ
สงผานความรอนไปยังทอผลิตนํ้าแข็งทําใหน้ําแข็งบริเวณผิวทอดานในละลายจนแทงน้ําแข็ง
หลอดไมจับกับผิวทอแลวตกลงสูชุดใบมีดตัดน้ําแข็งดานลางของชุดผลิตน้ําแข็งหลอด จากนั้น
แทงนํ้าแข็งจะถูกตัดใหมีขนาดตามที่ตองการ แลวจะถูกลําเลียงโดยเกลียวลําเลียงเพ่ือจําหนาย 
หรือเก็บรักษาในหองเย็นตอไป 

ในการละลายน้ําแข็งไอของสารทําความเย็นที่มีอุณหภูมิสูงจะละลายน้ําแข็งไปเรื่อยๆ 
จนกระทั่งแทงนํ้าแข็งหลอดตกลงมายังชุดใบมีดตัดน้ําแข็งในปริมาณที่มากพอแลว ระบบ
ควบคุมการทํางานจะสั่งปดวาลวโซลินอยดเพ่ือไมใหไอของสารทําความเย็นไหลเขาสูชุดผลิต
น้ําแข็งหลอด จากนั้นระบบจะเร่ิมกลับเขาสูขั้นตอนการผลิตนํ้าแข็งตอไป ในชวงนี้ปมนํ้าเย็นจะ
สงน้ําใหไหลลงมาตามทอผลิตนํ้าแข็งหลอดชวยใหน้ําแข็งที่ติดคางอยูตามทอผลิตนํ้าแข็งไหลลง
มายังชุดใบมีดตัดน้ําแข็ง ซึ่งระบบควบคุมการทํางานจะหนวงเวลาการทํางานของชุดใบมีดตัด
น้ําแข็งใหทํางานตอหลังจากที่ไอของสารทําความเย็นหยุดไหลเขามาในชุดผลิตน้ําแข็งแลวอีก
ระยะหนึ่ง 

ในกระบวนการละลายน้ําแข็งน้ันไอของสารทําความเย็นจะถูกสงผานมาทางดานลาง
ของตัวถังชุดผลิตนํ้าแข็งหลอดแลวออกไปทางดานบนของชุดผลิตนํ้าแข็งหลอด จากนั้นจะผาน
ไปยังถังสะสมไอซึ่งไอของสารทําความเย็นที่กลั่นตัวกลายเปนของเหลวจะถูกดักไวในสวนนี้ 
แลวจะถูกสงกลับไปยังชุดผลิตน้ําแข็งหลอดอีก ในสวนของสารทําความเย็นที่เปนไอจะถูกสง
ตอไปยังคอมเพรสเซอรเพ่ือที่จะทําใหมีความดัน และ อุณหภูมิสูงขึ้น จากนั้นจะถูกสงกลับไปยัง
ชุดผลิตนํ้าแข็งหลอดอีกครั้งเพ่ือที่จะไปละลายน้ําแข็ง จะวนรอบวัฏจักรการทํางานเชนนี้
จนกระทั่งครบตามเวลาที่ไดตั้งไวในระบบควบคุมการทํางาน ระบบก็จะกลับเขาสูขั้นตอนการ
ผลิตน้ําแข็งตอไป 
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Tube Ice Maker 

Unit 

 
Comp. 

 
Condensor 

 
Reciever 

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
    Expansion Valve 

 
       แสดงวงจรการแข็งตัวของน้ําแข็ง 
       แสดงวงจรการละลายน้ําแขง็ 
 

รูปที่ 3.7 วัฏจักรของสารทําความเย็นในกระบวนการผลตินํ้าแข็งหลอด 
 

 
 



บทที่ 4 
 

การวิเคราะหปญหาโดยวิธีซิมิลารริตี 
 
 ในกระบวนการแข็งตัวนั้นน้ําแข็งจะเริ่มกอตัวจากขอบผนังดานในของทอจนกระทั่งมี
ขนาดที่เหมาะสม ในการพิจารณากระบวนการแข็งตัวที่เกิดขึ้นเพ่ือสรางแบบจําลองทาง
คณิตศาสตรจะมีสมมุติฐานพื้นฐานหลักๆดังตอไปน้ีคือ 

1. การพิจารณาปญหาเปนการเปลี่ยนสถานะใน 1 มิติแบบเปลี่ยนแปลงตามเวลา 
2. การพิจารณาปญหาลักษณะการแข็งตัวเปนแบบแยกสถานะกันชัดเจนระหวางสถานะ

ของแข็งและของเหลว (sharp interface) และ อุณหภูมิ ณ. รอยแบงระหวางทั้งสองสถานะมี
คาคงที่เทากับอุณหภูมิเยือกแข็ง 

3. การพิจารณาปญหาเปนการถายเทความรอนแบบการนําความรอน (heat 
conduction) ในบริเวณของผนังทอและน้ําแข็ง โดยที่การพาความรอนจะเกิดขึ้นบนผิวทอที่
สัมผัสกับสารทําความเย็นซึ่งมีอุณหภูมิคงที่เทากับ -7.5 oC 

4. การพิจารณาปญหากําหนดใหความรอนที่เกิดขึ้นมีเฉพาะคาความรอนแฝงในการ
เปลี่ยนสถานะและความรอนสัมผัสจากการเปลี่ยนอุณหภูมิของน้ําแข็งเทานั้น  

 
ในชวงเร่ิมตนของกระบวนการแข็งตัวน้ันนํ้าแข็งจะมีความหนานอยมากเมื่อเทียบกับ

ความหนาของผิวทอ ดังน้ันผนังทอจึงสามารถสมมุติใหเปนบริเวณกึ่งอนันต (semi-infinite 
domain) รวมถึงในระบบพิกัดเชิงขั้วจะพิจารณาวาผนังมีลักษณะเปนเสมือนแผนเรียบ จึงทําให
สามารถหาคําตอบของปญหาไดโดยวิธีความซิมิลารริตีในระบบพิกัดฉากไดดังตอไปน้ี 
 
บริเวณที่เปนนํ้าแข็ง (Ice Region) 
สมการตั้งตน (governing equation) เม่ือ ),( txfTs =

2

21
x
T

t
T ss

s ∂
∂

=
∂
∂

α
        (4.1) 

กําหนดให  

pSs

s
s C

k
ρ

α =        (4.2) 

เง่ือนไขขอบเขต (boundary condition) 
( )tTs ,0   ; 

x
Tk

x
Tk w

w
s

s ∂
∂

=
∂
∂      (4.3a) 

;       (4.3b) ws TT =
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( )tTs ,δ−  ; 
dt
dh

x
Tk s

s
s

δρ ∆=
∂
∂

−      (4.4a) 

  ;       (4.4b) fs TT =

เง่ือนไขเวลา (initial condition) 
( )0,xTs   ; 0=δ        (4.5) 

 ผนัง นํ้าแขง็ 

δ(t) 

Tf 

T0, h0 

แอมโมเนีย 

D

x 

รูปที่ 4.1 การพิจารณาปญหาโดยวิธีความซิมิลารริต ี
 
บริเวณที่เปนผนังทอ (Wall Region) 
สมการตั้งตน เม่ือ ),( txfTw =

2

21
x
T

t
T ww

w ∂
∂

=
∂
∂

α
       (4.6) 

กําหนดให     

pWw

w
w C

k
ρ

α =        (4.7) 

เง่ือนไขขอบเขต 

( tTw ,0 ) ; 
x

T
k

x
T

k w
w

s
s ∂

∂
=

∂
∂      (4.8a) 

  ;       (4.8b) ws TT =

( tDTw , )  ;   ; 0TTw = ∞→D    (4.9) 
เง่ือนไขเวลา 

( )0,xTw  ;       (4.10) 0TTw =

กําหนดให  

0

0

TT
TT

f

s
s −

−
=θ        (4.11) 
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0

0

TT
TT

f

w
w −

−
=θ         (4.12) 

( ) δασ
η x

t
x

s

=
⋅

=
2

1        (4.13) 

 
โดยที่ σ  คือ คาคงที่ของการแปรผันระหวาง δ  กับ tsα  จากตัวแปรตางๆที่กาํหนด

ขึ้นสามารถเปลี่ยนรูปจากสมการเชิงอนุพันธยอย (partial differential equation) เปนสมการเชิง
อนุพันธสามัญ  (ordinary differential equation)  ซ่ึงจะไดระบบสมการดังน้ี (ภาคผนวก ก)  
 
บริเวณที่เปนนํ้าแข็ง 
สมการตั้งตน เม่ือ )(ηθ fs =

 0
2

2

2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

η
θ

ησ
η
θ

d
d

d
d ss        (4.14) 

เง่ือนไขขอบเขต 

η  = -1 ; Ste
d
d s

2

2σ
η
θ

−=              (4.15a) 

  ; Sθ  = 1                       (4.15b) 
0=η  ; 

η
θ

η
θ

d
d

d
d

k
k ws

w

s =              (4.16a) 

  ; ( ) ( )00 ws θθ =              (4.16b) 
กําหนดให 

Stefan number ( ) ( )0TTC
hSte
fpS −
∆

=                    (4.17) 

 
บริเวณที่เปนผนังทอ 
สมการตั้งตน เม่ือ )(ηθ fw =

0
2

2

2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

η
θ

ησ
α
α

η
θ

d
d

d
d w

w

sw           (4.18) 

เง่ือนไขขอบเขต 
 0=η  ; 

η
θ

η
θ

d
d

d
d

k
k ws

w

s =        (4.19a) 

  ; ( ) ( )00 ws θθ =              (4.19b) 
 ∞→η  ; 0=wθ                (4.20) 
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จากระบบสมการขางตนสามารถใชวธิีการอินทิเกรต (integration) ในการแกระบบ
สมการดังกลาวซึ่งจะไดระบบสมการดังตอไปน้ี (ภาคผนวก ข) 
 
บริเวณที่เปนนํ้าแข็ง 

( ) ( ) ( )[ ]
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+=

2

2100
σ

ησ

θθηθ
erf

erf
sss              (4.21) 

[ ]
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 2

2

4
2

1)0(
ησ

σ
θ

π
σ

η
θ

erf
erfd

d ss             (4.22) 

 
บริเวณที่เปนผนังทอ 

( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= ησ

α
α

θηθ
2

1)0(
w

s
ww erf       (4.23) 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2

4
)0( ησ

α
α

α
α

π
σθ

η
θ

w

s

w

s
w

w erf
d
d            (4.24) 

 
จากความสัมพันธของสมการเงื่อนไขขอบเขต (4.19a) และ (4.19b) สามารถเขียน

สมการไดเปน 

( ) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

==

2
..1

100
21

σ
θθ

erfRR
sw                (4.25) 

กําหนดตัวแปรควบคุมดังน้ี 

s

w

k
kR =1                 (4.26)  

sps

wpw

C
C

R
ρ
ρ

=2                (4.27) 

นําคาความสมัพันธจากสมการ (4.22) และ (4.25) ไปแทนลงในสมการเงื่อนไขขอบเขต 
(4.15a) จะไดสมการดังน้ี 

 
( )

0

2
..1...

4
.2

1

21

2

21

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
σσπ

σ

erfRRSte

erfRR
            (4.28) 
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ตารางที่ 4.1 แสดงคุณสมบัติของน้ําแข็ง 
คุณสมบัติของน้ําแข็ง ที่อุณหภูมิ -7.5 0C ที่อุณหภูมิ 0 0C คาเฉลี่ย 

( )3mkgsρ  920 920 920 
( )KmWks .  1.935 1.880 1.908 
( )KkgJC pS .  2005 2040 2022.5 
( )kgkJh∆  333.7 333.7 333.7 

 
ตารางที่ 4.2 แสดงคุณสมบัติของสเตนเลส 

คุณสมบัติของสเตนเลส ที่อุณหภูมิ -7.5 0C 
( )3mkgwρ  7900 
( )KmWkw .  13.913 
( )KkgJC pW .  439.09  

 
นําคาจากตารางที่ 4.1 และ 4.2 มาคํานวณหาคาตัวแปรควบคุมตางๆไดดังตอไปน้ี 

289.71 =R                  (4.29)  
865.12 =R                  (4.30) 

008.22=Ste                         (4.31) 
075.0=Bi          (4.32) 

นําคาตัวแปรขางตนไปแทนในสมการ (4.28) จากนั้นทําการคํานวณเพื่อหาคาของ σ  
โดยอาศัยวิธขีองนิวตัน–ราฟสัน (newton-raphson method) จะได 

1446.0=σ                   (4.33) 
จากนั้นนําคา σ , , และ  ไปแทนในสมการ (4.25) จะไดคาอุณหภูมิในเทอม

ไรมิติที่ตําแหนงรอยตอระหวางน้ําแข็งและผนังทอดังน้ี 
1R 2R Ste

( ) ( ) 769.000 == sw θθ                 (4.34) 
เม่ือนําคาจากสมการ (4.34) ไปแทนลงในสมการ (4.21) และ (4.23) แลวทําการจัดรูป

สมการจะไดแบบจําลองทางคณิตศาสตรดังน้ี 
 

แบบจําลองทางคณิตศาสตรสําหรับบริเวณที่เปนนํ้าแข็ง  
( ) ( )ηηθ 0723.0836.2769.0 erfs −=   ; [ ]0,1−=η    (4.35) 

 
แบบจําลองทางคณิตศาสตรสําหรับบริเวณที่เปนผนังทอ 

( ) ( )ηηθ 0366.0769.0769.0 erfw −=  ; [ )∞= ,0η          (4.36) 



บทที่ 5 
 

การวิเคราะหปญหาโดยวิธีผลตางสืบเนื่องแบบปริยาย 
 

ในกระบวนการผลิตนํ้าแข็งหลอดจริงๆนั้นเม่ือนํ้าแข็งมีความหนาเพิ่มมากขึ้นเรื่อยๆจะ
ไมสามารถพิจารณาปญหาโดยใชวิธีซิมิลารลิตีได เน่ืองจากความหนาของน้ําแข็งจะมีคามากเมื่อ
เปรียบเทียบกับความหนาของผิวทอจึงทําใหไมสามารถสมมุติผนังเปนแบบผนังกึ่งอนันตได 
ดังน้ันการหาคําตอบของปญหาจึงใชวิธีผลตางสืบเน่ืองแบบปริยายซึ่งจะแยกพิจารณาเปน 2 
กรณีคือ พิจารณาในระบบพิกัดฉาก และ ในระบบพิกัดเชิงขั้ว ในการพิจารณากระบวนการ
แข็งตัวที่เกิดขึ้นเพื่อสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรจะมีสมมุติฐานพื้นฐานหลักๆดังตอไปน้ีคือ 

1. การพิจารณาปญหาเปนการเปลี่ยนสถานะใน 1 มิติแบบเปลี่ยนแปลงตามเวลา 
2. การพิจารณาปญหาลักษณะการแข็งตัวเปนแบบแยกสถานะกันชัดเจนระหวางสถานะ

ของแข็งกับของเหลว และ อุณหภูมิ ณ รอยแบงระหวางทั้งสองสถานะมีคาคงที่เทากับอุณหภูมิ
เยือกแข็ง 

3. การพิจารณาปญหาเปนการถายเทความรอนแบบการนําความในบริเวณของผนังทอ
และน้ําแข็ง โดยที่การพาความรอนจะเกิดขึ้นบนผิวทอที่สัมผัสกับสารทําความเย็นซึ่งมีอุณหภูมิ
คงที่เทากับ -7.5 oC 

4. การพิจารณาปญหากําหนดใหความรอนที่เกิดขึ้นมีเฉพาะคาความรอนแฝงในการ
เปลี่ยนสถานะและความรอนสัมผัสจากการเปลี่ยนอุณหภูมิของน้ําแข็งเทานั้น  

5. การพิจารณาปญหาจะคํานวณทอผลติน้ําแข็งหลอดเพียง 1 ทอ ซึ่งทอดังกลาวเปน
ทอสเตนเลสผวิเรียบที่มีขนาดเสนผานศนูยกลางภายนอก 42.7 มม. ผนังทอหนา 3.6 มม. และ 
มีขนาดความยาว 3 ม. 
 
5.1 การวิเคราะหโดยวิธีผลตางสืบเนื่องในระบบพิกัดฉาก 
 
 ในการพิจารณาการแข็งตัวในระบบพิกัดฉากจะสามารถใชไดก็ตอเม่ือความหนาของ
น้ําแข็งมีคานอย และ ความโคงของผนังทอมีคามากจนสามารถพิจารณาผนังทอที่มีลักษณะโคง
เสมือนเปนแผนเรียบได ซึ่งผลเฉลยที่ไดจะใชนํามาตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม โดยจะ
เปรียบเทียบกับผลเฉลยที่ไดจากวิธีความซิมิลารลิตีซึ่งจะตองไดคาที่เทากันที่ชวงเวลาแรกของ
การแข็งตัว ซึ่งสอดคลองกับสมมุติฐานของวิธีซิมิลารลิตีที่ชวงเวลาแรกความหนาของน้ําแข็งจะ
มีคานอยมากๆเมื่อเทียบกับความหนาของผนังทอจนสามารถสมมุติใหผนังเปนผนังแบบกึ่ง
อนันตได โดยจะสามารถหาสมการทางคณิตศาสตรเพ่ือใชในการคํานวณไดดังตอไปน้ี 
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บริเวณที่เปนนํ้าแข็ง 
สมการตั้งตน เม่ือ  ),( txfTs =

2

21
x
T

t
T ss

s ∂
∂

=
∂
∂

α
         (5.1) 

เง่ือนไขขอบเขต 
( )tTs ,0    ; 

x
Tk

x
Tk w

w
s

s ∂
∂

=
∂
∂              (5.3a) 

  ;               (5.3b) ws TT =

 ( tTs , )δ−  ; 
dt
dh

x
Tk s

s
s

δρ ∆=
∂
∂

−              (5.4a) 

   ;                        (5.4b) fs TT =

เง่ือนไขเวลา 
( 0,xTs )  ; 0=δ           (5.5) 

 ผนัง น้ําแข็ง 

δ(t) 

Tf 

T0, h0 

แอมโมเนีย 

D

x 

รูปที่ 5.1 การพิจารณาปญหาโดยวิธีผลตางสืบเน่ืองในระบบพิกัดฉาก 
 
บริเวณที่เปนผนังทอ 
สมการตั้งตน เม่ือ ),( txfTw =  

 2

21
x
T

t
T ww

w ∂
∂

=
∂
∂

α
                     (5.6)   

เง่ือนไขขอบเขต 

( tTw ,0 )  ; 
x

T
k

x
T

k w
w

s
s ∂

∂
=

∂
∂              (5.7a) 

;               (5.7b) ws TT =
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  ; ( tDTw , ) ( 00 TTh
x

Tk w
w

w −=
∂

)∂
−             (5.8) 

เง่ือนไขเวลา 
( 0,xTw ) ;               (5.9) 0TTw =

 
จะเห็นไดวาสมการเงื่อนไขขอบเขต (5.8) จะแตกตางจากสมการเงื่อนไขขอบเขต (4.9) 

ของการพิจารณาโดยวิธีซิมิลารลติีตรงทีค่วามหนาของผนังทอมีขนาดจํากัดโดยที่มีคาเทากับ D 
จากนั้นทําการเปลี่ยนรูปสมการโดยกําหนดเทอมไรมิติตางๆดังตอไปน้ี 

 2
ˆ

D
t

t sα
=                (5.10) 

 
δ
xxs =ˆ                (5.11) 

D
xxw =ˆ                (5.12) 

D
δϕ =                 (5.13) 

0

0

TT
TT

f

s
s −

−
=θ                         (5.14) 

0

0

TT
TT

f

w
w −

−
=θ                 (5.15) 

s

w

k
kR =1                         (5.16)  

sps

wpw

C
C

R
ρ

ρ
=2                         (5.17) 

Stefan number ( ) ( )0TTC
hSte
fsp −
∆

=              (5.18) 

Biot number ( )
wk
DhBi 0=                        (5.19) 

 
จากเทอมไรมิติขางตนสามารถประยุกตเขากับสมการอนุพันธในบรเิวณที่เปนน้ําแข็ง และ ผนัง
ทอไดดังน้ี (ภาคผนวก ค) 
 
ระบบสมการทางคณิตศาสตรสําหรับบริเวณที่เปนนํ้าแข็ง  
สมการตั้งตน เม่ือ  )ˆ,ˆ( txf ss =θ

0ˆˆˆ
ˆ

ˆ
2

2

2

=
∂
∂

−
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

∂

∂
txtd

dx
x

s

s

s
s

s

s θ
ϕ

θϕϕ
θ              (5.20) 



 

24

เง่ือนไขขอบเขต 

)ˆ,0( tsθ  ; 0
ˆ

..
ˆ 1 =

∂
∂

−
∂
∂

w

w

s

s

x
R

x
θ

ϕ
θ             (5.21a) 

; ws θθ =             (5.21b) 

)ˆ,1( ts −θ  ; 0ˆ..
ˆ

=+
∂
∂

td
dSte

xs

s ϕϕ
θ                 (5.22a) 

   ; 1=sθ             (5.22b) 
เง่ือนไขเวลา 

)0,ˆ( ss xθ  ; 0=ϕ               (5.23) 
 
ระบบสมการทางคณิตศาสตรสําหรับบริเวณที่เปนผนังทอ 
สมการตั้งตน เม่ือ  )ˆ,ˆ( txf ww =θ

 0ˆˆ 1

2
2

2

=
∂
∂

−
∂

∂
tR

R
x

w

w

w θθ                       (5.24) 

เง่ือนไขขอบเขต 

)ˆ,0( twθ  ; 0
ˆ

..
ˆ 1 =

∂
∂

−
∂
∂

w

w

s

s

x
R

x
θ

ϕ
θ             (5.25a) 

; ws θθ =             (5.25b) 

)ˆ,1( twθ  ; 0.
ˆ

=−
∂
∂

w
w

w Bi
x

θ
θ                 (5.26) 

เง่ือนไขเวลา 
)0,ˆ( ww xθ  ; 0=wθ                                                                     (5.27) 

 
สมการกํากับขางตนสามารถแกไขไดโดยใชระเบียบวิธีเชิงเลข ซ่ึงในการศึกษาครั้งน้ีจะ

ใชวิธีผลตางสืบเน่ือง และ เน่ืองจากสมการตั้งตนเปนสมการแบบอิลิปติก (elliptic equation) 
ดังน้ันเพ่ือใหเกิดเสถียรภาพในการทํางานของอัลกอริธึม  จึงเลือกใชการประมาณโดยวิธีผลตาง
สืบเน่ืองโดยวิธีแบบปริยาย ดังน้ันตัวแปรที่ติดอยูในรูปอนุพันธในสมการ จะสามารถแทนไดดวย
การประมาณดังตอไปน้ี 
 

( )2
1

1
11

1
2

2

ˆ
2

ˆ xx

n
i

n
i

n
i

∆

+−
=

∂
∂ +

−
++

+ θθθθ               (5.28) 

xx

n
i

n
i

ˆ2ˆ

1
1

1
1

∆
−

=
∂
∂ +

−
+
+ θθθ                (5.29) 

tt

n
i

n
i

ˆˆ

1

∆
−

=
∂
∂ + θθθ                (5.30) 
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ttd
d n

i
n
i

ˆˆ

1

∆
−

=
+ ϕϕϕ                (5.31) 

2

1 n
i

n
i ϕϕ

ϕ
+

=
+

                (5.32) 

เม่ือนําสมการผลตางสืบเน่ืองดังกลาวไปแทนลงในระบบสมการทางคณิตศาสตรของทั้ง 
2 บริเวณแลวทําการแกสมการพรอมทั้งทําการจัดรูปสมการใหม (ภาคผนวก ง)  จะไดสมการ
ผลตางสืบเน่ืองโดยแบงตามตําแหนงของจุดตอที่ปรากฏอยูบนโดเมนของการคํานวณดังตอไปน้ี 

 
1. จุดตอที่อยูภายในบริเวณน้ําแข็ง 
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          (5.33) 

 
2. จุดตอที่อยูภายในบริเวณผนัง 
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3. จุดตอที่อยูบนขอบระหวางบริเวณน้ําแข็งและผนัง 
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กําหนดให 
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4. จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณผนงัที่ถูกพาความรอน 
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5. จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณน้ําแข็งที่เกิดการแข็งตวั 
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t θθϕϕ             (5.41) 

 
 

                              Ice region 
                         sx̂∆              sx̂∆  
              
                  1

1
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n
isθ            1+n

isθ            1
1
+
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n
isθ        

              1+n  

t̂∆  
                                      n

isθ                           n  
 

         1−i             i                  1+i   
รูปที่ 5.2 จุดตอที่อยูภายในบริเวณน้ําแขง็ในระบบพิกดัฉาก 

 
 
 

                             Wall region 
                       wx̂∆              wx̂∆  
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1
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n
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+

n
iwθ        

                             1+n  
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                                      n

iwθ                         n  
 

         1−i             i                  1+i   
รูปที่ 5.3 จุดตอที่อยูภายในบริเวณผนังในระบบพิกัดฉาก 
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               Ice region          Wall region 
                         sx̂∆              wx̂∆  
              
                  1
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+
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n
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isθ            1
1
+
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n
isθ        

              1+n  
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                   1−i             i                  1+i   
รูปที่ 5.4 จุดตอที่อยูบนขอบระหวางบริเวณนํ้าแข็งและผนังในระบบพิกัดฉาก 

 
                             Wall region 
                        wx̂∆              wx̂∆  
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1
+
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n
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iwθ        
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t̂∆  
                                                        n

iwθ       n  
 

       1−i              i   
รูปที่ 5.5 จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณผนังทีถู่กพาความรอนในระบบพกิัดฉาก 

 
                              Ice region 
                         sx̂∆              sx̂∆  
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n
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          i                1+i              2+i   
รูปที่ 5.6 จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณน้ําแขง็ที่เกิดการแขง็ตัวในระบบพิกัดฉาก 



 

28

5.2 การวิเคราะหโดยวิธีผลตางสืบเนื่องในระบบพิกัดเชิงข้ัว 
 
ในกระบวนการแข็งตัวของน้ําแข็งหลอดในสภาวะความเปนจริงนํ้าแข็งจะมีความหนา

เพ่ิมมากขึ้นเรื่อยๆ และ ทอที่ทําการพิจารณาเปนลักษณะทอกลม ซ่ึงการวิเคราะหปญหาโดย
อาศัยระบบพิกัดเชิงขั้วจะสอดคลองกับสภาวะของระบบในความเปนจริงมากกวาระบบพิกัดฉาก
โดยจะสามารถหาสมการทางคณิตศาสตรเพ่ือใชในการคํานวณไดดังตอไปน้ี 
 
บริเวณที่เปนนํ้าแข็ง 
สมการตั้งตน เม่ือ  ),( trfTs =

t
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T s
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∂
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α
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               (5.42) 

เง่ือนไขขอบเขต 

  ; ( tsTs ,1= )
r

T
k

r
T

k w
w

s
s ∂

∂
=

∂
∂             (5.43a) 

   ;              (5.43b) ws TT =

 ( tTs , )β=  ; 
dt
dh

r
T

k s
s

s
δρ ∆=

∂
∂

−             (5.44a) 

   ;              (5.44b) fs TT =

เง่ือนไขเวลา 
( 0,rTs = ) ; 0=δ                (5.45) 

 
บริเวณที่เปนผนังทอ 
สมการตั้งตน เม่ือ ),( trfTw =  
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              (5.46) 

เง่ือนไขขอบเขต 

  ; ( tsTw ,1= )
r

T
k

r
T

k w
w

s
s ∂

∂
=

∂
∂             (5.47a) 

   ;              (5.47b) ws TT =

  ; ( tsTw ,2= ) ( )00 TTh
r

T
k w

w
w −=
∂
∂

−             (5.48) 

เง่ือนไขเวลา 
( 0,rTw = )  ;               (5.49) 0TTw =
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แอมโมเนยี                                           00 ,hT  
 
        2s        ผนงัทอ 
        
                                                                  น้ําแข็ง  
         D                         1s      
                ( )tβ  
   ( )tδ           
 

รูปที่ 5.7 การพิจารณาปญหาโดยวิธีผลตางสืบเน่ืองในระบบพิกัดเชิงขั้ว 
 
จากนั้นทําการเปลี่ยนรูปสมการโดยกําหนดเทอมไรมิติตางๆดังตอไปน้ี 
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t
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δβ

1

1

1ˆ sr
s

sr
rs

−
=

−
−

=                (5.51) 
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D
s1=ψ                 (5.54) 
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TT
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s
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−
=θ                         (5.14) 
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0

TT
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w
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=θ                 (5.15) 
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kR =1                         (5.16)  
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C
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R
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30

Stefan number ( ) ( )0TTC
hSte
fsp −
∆

=              (5.18) 

Biot number ( )
wk
DhBi 0=                        (5.19) 

 
จากเทอมไรมิติที่กําหนดขึ้นขางตนสามารถเปลี่ยนรปูสมการไดดังน้ี (ภาคผนวก ค) 
 
ระบบสมการทางคณิตศาสตรสําหรับบริเวณที่เปนนํ้าแข็ง  
สมการตั้งตน เม่ือ  ( )trf ss

ˆ,ˆ=θ
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เง่ือนไขขอบเขต 

  ; ( ts
ˆ,1−θ ) 0ˆˆ

=+
∂
∂

td
dSte

rs

s ϕϕ
θ             (5.56a) 

   ; 1=sθ              (5.56b) 

  ; ( ts
ˆ,0θ )

w
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s
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r
R

r ˆˆ 1 ∂
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=
∂
∂ θ

ϕ
θ             (5.57a) 

   ; ws θθ =              (5.57b) 
เง่ือนไขเวลา 
 ( 0,ŝs r )θ  ; 0=ϕ               (5.58) 
 
ระบบสมการทางคณิตศาสตรสําหรับบริเวณที่เปนผนังทอ 
สมการตั้งตน เม่ือ  )ˆ,ˆ( trf ww =θ
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เง่ือนไขขอบเขต 

  ; ( tw
ˆ,0=θ ) 0

ˆˆ 1 =
∂
∂

−
∂
∂
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s
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r
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θ

ϕ
θ             (5.60a) 

   ; ws θθ =              (5.60b) 

  ; ( tw
ˆ,1=θ ) 0

ˆ
=−

∂
∂

w
w

w Bi
r

θ
θ              (5.61) 

เง่ือนไขเวลา 
)0,ˆ( ww r=θ  ; 0=wθ               (5.62) 
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เม่ืออาศัยการประมาณโดยวิธีผลตางสบืเนื่องโดยวิธีแบบปริยายตวัแปรที่ติดอยูในรูป
อนุพันธในสมการ จะสามารถแทนไดดวยการประมาณดังตอไปน้ี 
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n
i ϕϕ

ϕ
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เม่ือนําสมการผลตางสืบเนื่องดังกลาวไปแทนลงในระบบสมการแลวทําการจัดรูปสมการ

ใหม (ภาคผนวก ง)  จะไดสมการผลตางสบืเน่ืองโดยแบงตามตําแหนงของจุดตอที่ปรากฏอยูบน
โดเมนของการคํานวณดังตอไปน้ี 

 
1. จุดตอที่อยูภายในบริเวณน้ําแข็ง 
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กําหนดให 
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2. จุดตอที่อยูภายในบริเวณผนัง 
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3. จุดตอที่อยูบนขอบระหวางบริเวณน้ําแข็งและผนัง 
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กําหนดให 
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4. จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณผนงัที่ถูกพาความรอน 
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5. จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณน้ําแข็งที่เกิดการแข็งตวั 
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                              Ice region 
                         sr̂∆              sr̂∆  
              
                  1

1
+
−

n
isθ            1+n

isθ            1
1
+
+

n
isθ        

              1+n  

t̂∆  
                                      n

isθ                           n  
 

         1−i             i                  1+i   
รูปที่ 5.8 จุดตอที่อยูภายในบริเวณน้ําแขง็ในระบบพิกดัเชิงขั้ว 
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                             Wall region 
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         1−i             i                  1+i   
รูปที่ 5.9 จุดตอที่อยูภายในบริเวณผนังในระบบพิกัดเชิงขั้ว 
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                   1−i             i                  1+i   
รูปที่ 5.10 จุดตอที่อยูบนขอบระหวางบรเิวณน้ําแข็งและผนังในระบบพิกัดเชิงขั้ว 
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       1−i              i   
รูปที่ 5.11 จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณผนังที่ถูกพาความรอนในระบบพิกัดเชิงขั้ว 
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                              Ice region 
                         sr̂∆              sr̂∆  
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          i                1+i              2+i   
รูปที่ 5.12 จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณน้ําแข็งที่เกิดการแข็งตัวในระบบพิกัดเชิงขั้ว 

 
 สาเหตุที่ทําการเปลี่ยนรูปสมการดังขางตนโดยการกําหนดเทอมไรมิติตางๆนั้น เพ่ือให
งายตอการวิเคราะหผล และจากการกําหนดขอบเขตของการพิจารณาใหรอยแบงระหวางทั้งสอง
สถานะเปนแบบไมมีการเคลื่อนที่ (immobilize interface) ทําใหการแกปญหาโดยใชวิธีไฟไนต
ดิฟเฟอเรนทไมตองทําการปรับระยะกริด (grid) เม่ือระยะเวลาเปลี่ยนแปลงไป 

จากระบบสมการดังกลาวจะไดนําไปทําการแกสมการโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขตอไป
เพ่ือใหไดผลเฉลยโดยประมาณของปญหา โดยในขั้นตอนการคํานวณจะทําการประยุกตสมการ
ขางตนเขากับจุดตอในบริเวณที่เปนนํ้าแข็งและผนัง จะกอใหเกิดระบบสมการเชิงเสนแบบสาม
แถวทแยง (tridiagonal system) และสามารถหาคําตอบไดโดยใชอัลกอริธึมของโทมัส (thomas 
algorithm) แตการจะหาคําตอบไดน้ันจําเปนตองรูคา  เสียกอนดังนั้นวิธีการที่ใชคือ การ
สมมุติคา  กอนในเบื้องตน จากนั้นทําการแกระบบสมการแลวนําคาอุณหภูมิที่ไดไปแทนใน
เง่ือนไข (5.41) สําหรับระบบพิกัดฉาก และ (5.78) สําหรับระบบพิกัดเชิงขั้วเพ่ือทําการ
ตรวจสอบคา  ที่สมมุติขึ้นในขั้นตอนแรก ซ่ึงวิธีดังกลาวจะกอใหเกิดการคํานวณซ้ํา 
(iteration) จนกวาคาที่ไดจะมีคาความผิดพลาดนอยกวาคาที่ไดกําหนดไว จึงจะทําการคํานวณที่
ชวงเวลาถัดไปจนกระทั่งสิ้นสุดระยะเวลาที่ไดทําการพิจารณา ซ่ึงในแตละชวงเวลาที่คํานวณนั้น
ความหนาของน้ําแข็งจะมีคาเพิ่มขึ้นเรื่อยๆทําใหอุณหภูมิที่ผิวดานนอกของทอจะมีคาเพิ่มขึ้น
สงผลใหคาสัมประสิทธิ์การถายเทความรอนเปลี่ยนแปลงไป ซ่ึงจะสามารถคํานวณหาคา
สัมประสิทธิ์การถายเทความรอนในขณะเดือดของแอมโมเนียบนพื้นผิวทอเรียบในแตละ
ชวงเวลา ไดโดยอาศัยสมการความสัมพันธ (ภูวนาถ กาบคํา, 2548) ดังน้ี  

1+n
iϕ

1+n
iϕ

1+n
iϕ

 
0303.2

0

0
0 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

T
TT

Ch w
s  ;  = คาคงที่ของแอมโมเนีย          (5.79) sC



 

35

จากที่ไดกลาวมาในแตละรอบการคํานวณซ้ําจะมีการคํานวณเพื่อปรับเปลี่ยนคา  
และ จนกวาคา ที่ไดจะมีคาความผิดพลาดนอยกวาคาที่ไดกําหนดไว ซ่ึงชวงเวลาทั้งหมด
ที่ใชในการคํานวณกระบวนการแข็งตัวมีคาเทากับ 28 นาที เพ่ือที่จะสามารถนําผลการคํานวณที่
ไดไปเปรียบเทียบกับคาที่วัดไดจากโรงงาน สําหรับลําดับขั้นตอนการคํานวณทั้งหมดจะแสดงไว
ในรูปที่ 5.13 

1+n
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0h 1+n
iϕ
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                                                        กําหนดคาคงที่ของคุณสมบตัิวัสดุ 
 
 

                                                      ปอนคาระยะพิทชที่ใชในการคํานวณ 
 
 

                             คํานวณหาอุณหภูมิที่โหนดตางๆ และ ความหนาของน้ําแข็งโดยวิธีซิมิลารลิตี ้

 
                                                                   สมมุติคา 1+n

iϕ  
 
 

                                                  คํานวณหาระบบสมการแบบสามแถวทแยง 
 
 

                                        หาคําตอบของระบบสมการของโดยใชอัลกอริธึมของโธมัส 
 
 

                                              คํานวณหาคา 1+n
iϕ  จากคําตอบของระบบสมการ 
 
 

                                       ตรวจสอบความถูกตองของคา 1+n
iϕ  ท่ีไดจากการคํานวณ 

 
 
 

                                                     ปรับคาตัวแปรสําหรับชวงเวลาถัดไป 
 

 
 

                                                ตรวจสอบชวงเวลากับระยะเวลาที่กําหนดไว 
 
 
 

                                                                     แสดงผลลัพธ 
 
 

                                                                   หยุดการทํางาน 
 

รูปที่ 5.13 แผนผังลําดับงานของขั้นตอนการคํานวณ 



บทที่ 6 
 

ผลการวิจัยและอภิปรายผลการวิจัย 
 
6.1 การเปรียบเทียบผลจากการคํานวณโดยวิธีซิมิลารริตีกับวิธีผลตางสืบเนื่องทั้งใน

ระบบพิกัดฉาก และ ระบบพิกัดเชิงข้ัว 
 
 จากผลการคํานวณดังแสดงในรูปที่ 6.1 พบวาคําตอบที่ไดจากวิธีซิมิลารริตีมีคา
สอดคลองกับคําตอบที่ไดจากวิธีผลตางสืบเน่ืองทั้งในระบบพิกัดฉาก และ ระบบพิกัดเชิงขั้ว 
ในชวงเวลาเริ่มตนของการแข็งตัวเทานั้นซึ่งมีคาประมาณ  0.225  หรือเทียบไดเปน 3 
วินาทีแรกของการแข็งตัว ซ่ึงเปนการแสดงใหเห็นวาชวงเวลาแรกๆ คําตอบที่ไดจากวิธีซิมิลารริ
ตีสามารถใชเปนคําตอบเริ่มตนของการคํานวณโดยอาศัยวิธีผลตางสืบเน่ือง และ โปรแกรมการ
คํานวณที่อาศัยวิธีผลตางสืบเน่ืองมีความถูกตอง จากการที่คําตอบที่ไดสอดคลองกับวิธีซิมิลารริ
ตีที่ชวงเวลาแรกๆ จากการคํานวณยังพบวาเม่ือเวลาผานไปผลที่ไดจากวิธีผลตางสืบเน่ืองทั้งใน
ระบบพิกัดฉาก และ ระบบพิกัดเชิงขั้วมีคามากกวาผลที่ไดจากวิธีซิมิลารริตี เน่ืองจาก วิธีซิมิลาร
ริตีน้ันไดตั้งสมมุติฐานไววา ผนังทอเสมือนเปนบริเวณกึ่งอนันตเม่ือนํ้าแข็งมีความหนานอยมาก
เม่ือเทียบกับความหนาของผนังทอซ่ึงสมมุติฐานดังกลาวจะไมเปนจริง เพราะเมื่อเวลาผานไป
นํ้าแข็งจะมีความหนาเพิ่มมากขึ้น และ คลื่นความรอนจะถูกสงผานลึกลงไปในสวนของผนัง
เร่ือยๆ เปนเหตุใหการสงผานความรอนในบริเวณพ้ืนผิวของผนังมีคาต่ํากวาในกรณีผลตาง
สืบเน่ือง ซ่ึงมีเง่ือนไขขอบเขตเปนการถายเทความรอนในบริเวณผิวของผนังที่มีความหนาจํากัด 
ซ่ึงพบวาคาความหนาน้ําแข็ง 

≤t̂

( )ϕ  ที่ไดจากวิธีผลตางสืบเน่ืองในระบบพิกัดเชิงขั้ว จะมีคา
มากกวาความหนาของน้ําแข็งที่ไดจากวิธีซิมิลารริตีประมาณ 2 เทา  

จากการคํานวณที่พบวาคาความหนาของน้ําแข็งจากวิธีผลตางสืบเน่ืองในระบบพิกัด
ฉากมีคานอยกวาระบบพิกัดเชิงขั้วน้ัน ดังแสดงในรูปที่ 6.1 สามารถวิเคราะหไดจากสมการ
เง่ือนไขขอบเขตในระบบพิกัดฉาก (5.4a) และ จากสมการเงื่อนไขขอบเขตในระบบพิกัดเชิงขั้ว 
(5.44a) โดยในระบบพิกัดฉากไดทําการสมมุติใหผนังทอเปนเสมือนแผนเรียบที่มีความกวางไม
จํากัด สวนในระบบพิกัดเชิงชั้วเปนทอทรงกระบอกที่มีขนาดจํากัด เม่ือเวลาผานไปอัตราการ

ถายเทความรอนตอตอหน่ึงหนวยพ้ืนที่ (heat flux) ในระบบพิกัดฉาก ⎟
⎠
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⎜
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∂
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−
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s  จะมีคานอย

กวาในระบบพิกัดเชิงขั้ว ⎟
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s  เน่ืองจากความหนาของน้ําแข็งที่เพ่ิมมากขึ้นสงผลให

พ้ืนที่การถายเทความรอนในระบบพิกัดเชิงขั้วจะมีคาลดลงจากการที่เปนกระบวนการแข็งตัว
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บทที่ 7 
 

สรุปผลการวิจัย 
 
7.1 สรุปผลการวิจัย 
 

งานวิจัยนี้ไดทําการศึกษาถึงกระบวนการแข็งตัวของน้ําแข็งหลอดของเครื่องผลิตน้ําแข็ง
หลอดแบบการแข็งตัวของน้ําแข็งภายในทอ เพ่ือศึกษาเชิงเลขถึงผลกระทบของคาสัมประสิทธิ์
การพาความรอนของแอมโมเนียที่มีตออัตราการผลิตนํ้าแข็งหลอดโดยไดประดิษฐโปรแกรม
คอมพิวเตอรเพ่ือจําลองการแข็งตัวของนํ้าแข็งหลอดเพื่อศึกษาพฤติกรรมการแข็งตัวของนํ้าแข็ง
หลอด รวมถึงสภาพการถายเทความรอนโดยรวม และ ภาระทางความรอนอันเปนผลกระทบ
จากการแข็งตัวของน้ําแข็งหลอด อีกทั้งผลกระทบของคาสัมประสิทธิ์การพาความรอน และ 
อุณหภูมิของแอมโมเนียที่ มีตออัตราการแข็งตัวนํ้าแข็งหลอด นอกจากนั้นยังไดทําการ
เปรียบเทียบความหนาของน้ําแข็งที่คํานวณไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรกับคาที่วัดไดจาก
โรงงานผลิตนํ้าแข็งหลอด ผลที่ไดจากการศึกษาวิจัยนี้จะเปนประโยชนในการหาแนวทางในการ
เพ่ิมประสิทธิภาพในกระบวนการผลิต เพ่ือชวยในการประหยัดพลังงานไฟฟาซึ่งเปนตนทุนใน
การผลิตน้ําแข็ง ซึ่งจากผลการวิจัยสามารถสรุปไดดังตอไปน้ี 
 

1. คาสัมประสิทธิ์การพาความรอนของแอมโมเนียที่บริเวณผิวภายนอกทอเม่ือมีคา
เพ่ิมขึ้นจะสงผลใหอัตราการแข็งตัวของนํ้าแข็งหลอดมีคาเพิ่มขึ้นตามไปดวย เม่ือคาเริ่มเขาใกล 
100 kW/m-K จะเริ่มสงผลกระทบตออัตราการแข็งตัวนอยลง และ เม่ือคาสัมประสิทธิ์การพา
ความรอนมีคามากกวาคาดังกลาวจะไมสงผลกระทบตออัตราการแข็งตัว เน่ืองจากที่คาดังกลาว
ระบบจะเริ่มเขาสูกระบวนการอุณหภูมิคงที่ 

  
2. คาความหนาของน้ําแข็งที่ไดจากการคํานวณเมื่อนําไปเปรียบเทียบกับคาที่วัดไดจาก

โรงงานผลิตนํ้าแข็ง พบวามีคาทั้งสองความสอดคลองกันในเชิงคุณภาพ โดยที่จุดสิ้นสุด
กระบวนการผลิตคาความหนาของน้ําแข็งที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรมีคามากกวาคาที่วัด
ไดจากโรงงานประมาณ 0.5 มม. ซึ่งมีคาความผิดพลาด 4% 

 
3. คาสัมประสิทธิ์การพาความรอนของแอมโมเนียสงผลกระทบโดยตรงตออัตราการ

ผลิตของน้ําแข็งหลอด โดยมีอุณหภูมิของแอมโมเนียเปนปจจัยที่สงผลกระทบอยางมาก
กลาวคือ เม่ือใชอุณหภูมิแอมโมเนียเทากับ -7.5 oC ซึ่งเปนอุณหภูมิที่ใชงานจริงของเครื่องผลิต
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น้ําแข็งที่โรงงานผลิตนํ้าแข็งหลอดเปนคาอางอิง พบวาหากมีการเพิ่ม หรือลดอุณหภูมิของ
แอมโมเนีย 0.5 oC จะสงผลใหอัตราการแข็งตัวของน้ําแข็งหลอดเปลี่ยนแปลงไปประมาณ 8%  

 
4. ในชวงเวลาแรกอัตราการผลิต และ ภาระทางความเย็นของระบบจะมีคาสูงแลวเม่ือ

เวลาผานไปจะมีคาลดลงอยางรวดเร็ว จากนั้นอัตราการลดลงจะเริ่มมีคานอยลงเรื่อยๆ 
จนกระทั่งสิ้นสุดกระบวนการผลิต ซึ่งทั้งคาอัตราการผลิต และ คาภาระทางความเย็น เม่ือทํา
การเปรียบเทียบที่เวลา 10 นาทีแรกกับจุดสิ้นสุดกระบวนการผลิตจะพบวาคาทั้งสองจะมีคา
ลดลงประมาณ 2 เทา 

 
5. เม่ือพิจารณาพฤติกรรมของคาสัมประสิทธิ์การพาความรอนของแอมโมเนียพบวามี

คาสูงในชวงเวลาเริ่มตนจากนั้นจะมีคาลดลงเรื่อยๆเม่ือเวลาผานไป เน่ืองจากการที่น้ําแข็งมีคา
การนําความรอนต่ําทําใหประพฤติตัวเสมือนเปนฉนวนทางความรอน ดังน้ันเม่ือเวลาผานไป
ความหนาของน้ําแข็งมีคาเพิ่มมากขึ้นจึงสงผลใหสภาพการนําความรอนโดยรวมของระบบ
ลดลง 

 
  6. ในกระบวนการผลิตพบวาคาปริมาณพลังงานที่ใชตอหน่ึงหนวยมวลการผลิตใน
ชวงแรกจะมีคาลดลงเรื่อยๆจนมีคาต่ําสุดที่เวลา 4 นาทีโดยมีคาประมาณ 0.35 MJ/kg จากนั้น
จะคอยๆเพิ่มขึ้นจนมีคาสูงสุดที่จุดสิ้นสุดกระบวนการผลิตซ่ึงมีคาประมาณ 0.39 MJ/kg เม่ือ
พิจารณาโดยรวมจะพบวาคาดังกลาวมีคาเกือบจะคงที่ตลอดกระบวนการผลิตซ่ึงมีคาเฉลี่ย
โดยรวมประมาณ 0.36 MJ/kg โดยที่คาสูงสุดและต่ําสุดมีความแตกตางประมาณ 7.5% และ 
4% ตามลําดับ 

 
7.2 ขอเสนอแนะสําหรับการทําวิจัยตอไป 
 

1. จากสมมุติฐานเบื้องตนในการคํานวณไมไดพิจารณาความรอนสัมผัสจากการเปลี่ยน
อุณหภูมิของน้ํา แตในกระบวนการผลิตนํ้าแข็งน้ันใชการไหลของน้ําลงมาตามทอในแนวดิ่งแลว
จึงเกิดการแข็งตัวขึ้นบริเวณผิวดานในของทอผลิตน้ําแข็งซ่ึงเปนกระบวนการพาความรอนของ
น้ํา รวมถึงขั้นตอนการละลายน้ําแข็งที่เกิดการสะสมพลังงานภายในขึ้น ดังนั้นการนําประเด็น
ดังกลาวมารวมพิจารณาจะชวยใหการจําลองการแข็งตัวของน้ําแข็งหลอดมีความแมนยํามากขึ้น 

 
2. ในระหวางกระบวนการผลิตนํ้าแข็งน้ันอุณหภูมิของแอมโมเนียไมไดมีคาคงที่ดังที่ได

ตั้งสมมุติฐานเบื้องตนในการคํานวณซึ่งจากผลการวิจัยพบวาคาดังกลาวสงผลกระทบอยางมาก
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ตออัตราการแข็งตัวของน้ําแข็งซึ่งในจุดนี้อาจสงใหผลเกิดความผิดพลาดเมื่อนําคาความหนา
ของน้ําแข็งที่ไดจากการคํานวณไปเปรียบเทียบกับคาที่วัดไดจากโรงงานผลิตน้ําแข็งหลอด 
 

3. ในการคํานวณคาคุณสมบัติทางความรอนของวัสดุตางๆ เปนคาโดยประมาณซึ่งใน
ความเปนจริงวัสดุอุปกรณที่ใชอาจมีคุณสมบัติไมตรงกับที่ไดทําการสมมุติขึ้น จากขอจํากัด
ทางดานขอมูลรายละเอียดเชิงลึกในสวนประกอบตางๆ ของเครื่องผลิตน้ําแข็งหลอดที่ทาง
บริษัทผูผลิตเครื่องผลิตนํ้าแข็งหลอดไมสามารถนําขอมูลดังกลาวมาเปดเผยได ซึ่งจุดนี้สงผลให
เกิดความผิดพลาดในการคํานวณ 
 

4. ในงานวิจัยนี้ทําการศึกษาเฉพาะทอผลิตน้ําแข็งหลอดแบบผิวเรียบเทานั้น ดังน้ันหาก
จะทําการศึกษาการแข็งตัวของน้ําแข็งหลอดในกรณีที่ทอผลิตนํ้าแข็งมีผิวดานนอกเปนผิวขรุขระ
ตองเปลี่ยนไปใชสมการความสัมพันธเพ่ือคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์การถายเทความรอนในขณะ
เดือดของแอมโมเนียบนพื้นผิวทอแบบขรุขระ 
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ภาคผนวก ก 
 

การเปลี่ยนรูปจากสมการเชิงอนุพันธยอยเปนสมการ 
เชิงอนุพันธสามัญในการวิเคราะหโดยวิธีซิมิลารริตี 

 
บริเวณที่เปนนํ้าแข็ง 
สมการตั้งตน เม่ือ ),( txfTs =  
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เม่ือกําหนดให 

pSs

s
s C

k
ρ

α =          (ก.2) 

เง่ือนไขขอบเขต 
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x
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s
s

δρ ∆=
∂
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−              (ก.4a) 

   ;                        (ก.4b) fs TT =

เง่ือนไขเวลา 
( )0,xTs   ; 0=δ           (ก.5) 

กําหนดให   
)(tx δ=∆            (ก.6) 

           (ก.7) sfs TTT −=∆

จะไดวา 
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t
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sαδ
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เม่ือกําหนดให  

( ) δασ
η x

t
x

s

=
⋅

=
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1   ;  σ = คาคงที่                   (ก.11) 
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จากสมการ (ก.11) จะสามารถเปลี่ยนรปูสมการ (ก.1) ไดดังน้ี 
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=
∂
∂              (ก.14) 

เม่ือนําสมการ (ก.11) และ (ก.13) ไปแทนคาในสมการ (ก.1) จะไดวา 
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s
s −

−
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จะสามารถเปลี่ยนรูปสมการ (ก.15) ไดเปน 
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จากสมการ (ก.12) ,(ก.13) และ (ก.16) จะสามารถเปลี่ยนสมการ (ก.4a) และ (ก.4b) ไดเปน 

η  = -1  ; Ste
d
d s

2

2σ
η
θ
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   ; Sθ  = 1                      (ก.18b) 

เม่ือกําหนดให  Stefan number ( ) ( )OfpS TTC
hSte
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∆
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บริเวณที่เปนผนังทอ 
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เม่ือกําหนดให  
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w
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เง่ือนไขขอบเขต 
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∂
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∂            (ก.22a) 

,             (ก.22b) sw TT =

  ;   ; ( tDTw , ) 0TTw = ∞→D                   (ก.23) 



 
 57

เง่ือนไขเวลา 
  ;               (ก.24) ( 0,xTw ) 0TTw =

จากสมการ (ก.11) จะสามารถเปลี่ยนรปูสมการ (ก.20)ไดดังน้ี 
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เม่ือนําสมการ (ก.25) และ (ก.27) ไปแทนคาในสมการ (ก.20) จะไดวา 
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เม่ือกําหนดให  
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w TT

TT
−
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=θ                         (ก.29) 

จะสามารถเปลี่ยนรูปสมการ (ก.28) ไดเปน 
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จากสมการ (ก.13) ,(ก.25) และ (ก.29) จะจัดรูปสมการ (ก.22a) , (ก.22b) และ (ก.23) ไดเปน 
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η
θ

η
θ

d
d

d
d

k
k ws

w
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   ; ( ) ( )00 ws θθ =             (ก.31b) 
 ∞→η  ; 0=wθ               (ก.32) 
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ภาคผนวก ข 
 

การอินทิเกรตสมการในการวิเคราะหโดยวิธีซิมิลารริตี 
 
บริเวณที่เปนนํ้าแข็ง 
สมการตั้งตน 
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เง่ือนไขขอบเขต 
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   ; Sθ  = 1                       (ข.2b) 
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   ; ( ) ( )00 ws θθ =               (ข.3b) 
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∆
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เม่ือกําหนดให  

η
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d
dP s=                           (ข.5) 

เม่ือนําสมการ (ข.5) แทนลงในสมการ (ข.1) จะไดวา 
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จัดรูปสมการใหม 

 ηησ d
P
dP

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

2

2

                 (ข.7) 

ทําการอินทิเกรตสมการ (ข.7) จะได 
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ทําการอินทิเกรตทั้งสองขางของสมการ (ข.9) จาก 0=η  ถึง ξη =  (คาใดๆของ η) 
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แทนสมการ (ข.2b) และ (ข.3b) ลงในสมการ (ข.10) เพ่ือหาคาของ A จะได 
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จากนั้นแทนคา A จากสมการ (ข.11) ลงในสมการ (ข.10) จะไดวา 
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จากนั้นทําการอินทิเกรตสมการ (ข.12) 
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เม่ือแทนคา A จากสมการ (ข.11) ลงในสมการ (ข.9) จะได 
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บริเวณที่เปนผนังทอ  
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เง่ือนไขขอบเขต 
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 ∞→η  ; 0=wθ               (ข.17) 
เม่ือกําหนดให 
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เม่ือนําสมการ (ข.18) แทนลงในสมการ (ข.15) จะไดวา 
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จัดรูปสมการใหม 
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ทําการอินทิเกรตสมการ (ข.20) จะได 
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ทําการอินทิเกรตทั้งสองขางของสมการ (ข.22) จาก 0=η  ถึง ξη =  (คาใดๆของ η ) 
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แทนสมการ (ข.16b) และ (ข.17) ลงในสมการ (ข.23) เพ่ือหาคาของ B จะไดวา 
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จากนั้นแทนคา B (ข.24) ลงไปในสมการ (ข.23) จะไดวา 
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จากนั้นทําการอินทิเกรตสมการ (ข.25) 

( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= ησ

α
α

θηθ
2

1)0(
w

s
ww erf               (ข.26) 

เม่ือแทนคา B ที่หาไดลงในสมการ (ข.22) จะได 
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แทนสมการ (ข.14) และ (ข.27) ลงในสมการ (ข.16a) 
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จากสมการ (ข.16b) จะไดวา 
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กําหนดให   

s
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k
kR =1                 (ข.30)  
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C
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=2                 (ข.31) 

นําสมการ (ข.30) และ (ข.31) แทนลงในสมการ (ข.29) 
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แทนคาจากสมการ (ข.2a) 
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แทนคา ( )0sθ  จากสมการ (ข.32) จะไดวา 
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ภาคผนวก ค 
 

การประยุกตเทอมไรมิติเขากับสมการเชิงอนุพันธ 
ในการวิเคราะหโดยวิธีผลตางสืบเนื่อง 

 
ค.1 การวิเคราะหโดยวิธีผลตางสบืเนือ่งในระบบพกัิดฉาก 
 
บริเวณที่เปนนํ้าแข็ง 
สมการตั้งตน เม่ือ  ),( txfTs =
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         (ค.1) 

เม่ือกําหนดให 
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s
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k
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เง่ือนไขขอบเขต 
0=x    ; 

x
Tk

x
Tk w

w
s

s ∂
∂

=
∂
∂              (ค.3a) 

  ;               (ค.3b) ws TT =

 δ−=x  ; 
dt
dh

x
Tk s

s
s

δρ ∆=
∂
∂

−              (ค.4a) 

   ;                        (ค.4b) fs TT =

เง่ือนไขเวลา 
0=t   ; 0=δ           (ค.5) 

 
กําหนดเทอมไรมิติ 

 2
ˆ

D
t

t sα
=                  (ค.6) 

 
δ
xxs =ˆ                  (ค.7) 

D
δϕ =                   (ค.8) 

หาอนุพันธของเทอมไรมิติไดดังน้ี 

2

ˆ
Ddt

td sα
=                   (ค.9) 
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จากสมการ (ค.6) ถึง (ค.13) จะสามารถเปลี่ยนรูปสมการ (ค.1) ไดดังน้ี 
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เม่ือนําสมการ (ค.8) ,(ค.14) และ (ค.16) ไปแทนคาในสมการ (ค.1) จะไดวา 
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จากสมการ (ค.18) จะสามารถเปลี่ยนรปูสมการ (ค.17) ไดเปน 
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เม่ือนําสมการ (ค.8) , (ค.13), (ค.15). (ค.18) และ (ค.21) แทนในสมการ (ค.4a) และ (ค.4b) จะ
เปลี่ยนรูปสมการเงื่อนไขขอบเขตเปน 
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   ; 1=sθ             (ค.23b) 
 
แทนสมการ (ค.7), (ค.8) ลงในสมการ (ค.5) จะไดสมการเงื่อนไขเวลาเปน 
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เง่ือนไขเวลา 
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กําหนดเทอมไรมิติ 
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D
xxw =ˆ                           (ค.30) 

D
δϕ =                   (ค.8) 

 
หาอนุพันธของเทอมไรมิติไดดังน้ี 
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จากสมการขางตนจะสามารถเปลี่ยนรปูสมการ (ค.25) ไดดังน้ี 
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เม่ือนําสมการ (ค.19) ,(ค.20) ,(ค.32) และ (ค.34) ไปแทนคาในสมการ (ค.25) จะไดวา 
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เม่ือกําหนดให  
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จะสามารถเปลี่ยนรูปสมการ (ค.35) ไดเปน 
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แทนสมการ (ค.8), (ค.15), (ค.18), (ค.19), (ค.30), (ค.33) และ (ค.36) ลงในสมการ (ค.27a) 
และ (ค.27b) จะไดสมการเงื่อนไขขอบเขตเปน 
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; ws θθ =             (ค.38b) 
แทนสมการ (ค.7), (ค.8), (ค.15), (ค.18), (ค.19), (ค.33) และ (ค.36) ลงในสมการ (ค.3a) และ 
(ค.3b) จะไดสมการเงื่อนไขขอบเขตของบริเวณทีเ่ปนนํ้าแข็งดังน้ี 
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; ws θθ =             (ค.39b) 
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นําสมการ (ค.30), (ค.33) และ (ค.36) แทนในสมการ (ค.28) จะเปลีย่นรูปสมการเงื่อนไข
ขอบเขตไดเปน 
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เม่ือกําหนดให   
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แทนสมการ (ค.6) และ (ค.36) ลงในสมการ (ค.29) จะไดสมการเงื่อนไขเวลาเปน 

0ˆ =t   ; 0=wθ                                                                    (ค.42) 
 
ค.2 การวิเคราะหโดยวิธีผลตางสบืเนือ่งในระบบพกัิดเชิงข้ัว 
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   ;             (ค.45b) fs TT =

เง่ือนไขเวลา 
( 0,rTs = ) ; 0=δ                (ค.46) 

 
เม่ือกําหนดตัวแปรในเทอมไรมิติดังตอไปนี้ 
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D
s1=ψ                 (ค.50) 

 
สามารถหาอนุพันธของเทอมไรมิติดังกลาวไดดังตอไปน้ี 
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จากสมการ (ค.51) ถึง (ค.55) เม่ือนําไปแทนคาในสมการตั้งตนจะไดวา 
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ทําการจัดรูปสมการตั้งตนโดยอาศัยสมการขางตนจะไดวา 
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นําตัวแปรดังกลาวขางตนแทนคาลงในระบบสมการสําหรับบริเวณทีเ่ปนน้ําแข็งจะได 
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rs

s ϕϕ
θ            (ค.61a) 

   ; 1=sθ             (ค.61b) 

  ; ( ts
ˆ,0θ )

w

w

s

s

r
R

r ˆˆ 1 ∂
∂

=
∂
∂ θ

ϕ
θ            (ค.62a) 

   ; ws θθ =             (ค.62b) 
เง่ือนไขเวลา 
 ( 0,ŝs r )θ  ; 0=ϕ               (ค.63) 
 
บริเวณที่เปนผนังทอ 
สมการตั้งตน เม่ือ ),( trfTw =  

 
r

T
r

T
rr

T w

w

ww

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

α
11

2

2

              (ค.64) 

เง่ือนไขขอบเขต 

  ; ( tsTw ,1= )
r

T
k

r
T

k w
w

s
s ∂

∂
=

∂
∂            (ค.65a) 

   ;             (ค.65b) ws TT =

  ; ( tsTw ,2= ) ( )00 TTh
r

T
k w

w
w −=
∂
∂

−             (ค.67) 

เง่ือนไขเวลา 
( 0,rTw = )  ;               (ค.68) 0TTw =

 
เม่ือกําหนดตัวแปรในเทอมไรมิติดังตอไปนี้ 

 
( ) 22

12

ˆ
D

t
ss
t

t ss αα
=

−
=                (ค.47) 

 
D

sr
ss
srrw

1

12

1ˆ −
=

−
−

=                (ค.69) 

 
Dss

s δβ
ϕ =

−
−

=
12

1                (ค.49) 
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D
s1=ψ                 (ค.50) 

 
สามารถหาอนุพันธของเทอมไรมิติดังกลาวไดดังตอไปน้ี 
 

td
dD

td
d

ˆˆ
ϕδ

=                 (ค.51) 

td
d

Ddt
d s

ˆ
ϕαδ

=                 (ค.52) 

 2

ˆ
D

t
dt
td sα
=                 (ค.53) 

 
Dr

rw 1ˆ
=

∂
∂                 (ค.70) 

 
จากสมการขางตนเม่ือนําไปแทนคาในสมการตั้งตนจะไดวา 

 
t

T
Dt

T wsw

ˆ2 ∂
∂

=
∂
∂ α                (ค.71) 

 
w

ww

r
T

Dr
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1
∂
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=
∂
∂                 (ค.72) 

 2

2

22

2

ˆ
1

w

ww

r
T

Dr
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∂

∂
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∂
∂                (ค.73) 

 
ทําการจัดรูปสมการตั้งตนโดยอาศัยสมการขางตนจะไดวา 
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เม่ือกําหนดให 

OF

OW
w TT

TT
−
−

=θ                         (ค.36) 

s

w

k
kR =1                 (ค.19)  

sps

wpw

C
C

R
ρ
ρ

=2                 (ค.20) 

Biot number ( )
wk
DhBi 0=                        (ค.41) 

 
นําตัวแปรดังกลาวขางตนแทนคาลงในระบบสมการสําหรับบริเวณทีเ่ปนผนังทอจะได 
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สมการตั้งตน เม่ือ  )ˆ,ˆ( trf ww =θ
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2
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=
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เง่ือนไขขอบเขต 

  ; ( tw
ˆ,0=θ ) 0

ˆˆ 1 =
∂
∂

−
∂
∂

w

w

s

s

r
R

r
θ

ϕ
θ            (ค.76a) 

   ; ws θθ =             (ค.76b) 

  ; ( tw
ˆ,1=θ ) 0

ˆ
=−

∂
∂

w
w

w Bi
r

θ
θ              (ค.77) 

เง่ือนไขเวลา 
)0,ˆ( ww r=θ  ; 0=wθ               (ค.78) 
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ภาคผนวก ง 
 

การประยุกตสมการผลตางสืบเนื่องเขากับสมการ 
เชิงอนุพันธโดยวิธีผลตางสืบเนื่องแบบปริยาย 

 
 ในการประยุกตสมการผลตางสืบเน่ืองเขากับสมการเชงิอนุพันธโดยวิธีผลตางสบืเนื่อง
แบบปริยายจะแสดงสมการในรูปแบบสมการพื้นฐาน เน่ืองจากทั้งในการพิจารณาในระบบพิกัด
ฉาก และ ระบบพิกัดเชิงขัว้มีรูปแบบของสมการที่เหมือนกัน โดยจะกําหนดตัวแปรขึ้นเพ่ือให
งายตอการนําไปใชคํานวณซึ่งจะแยกวิเคราะหออกเปนสวนๆดังน้ี 
 
ง.1 สมการตั้งตน  

 
เม่ือ  ( )tf ˆ,ηθ =

 0ˆ2

2

=
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

t
LK θ

η
θ

η
θ                (ง.1) 

 
ในการประยุกตสมการผลตางสืบเน่ืองเขากับสมการเชงิอนุพันธ (ง.11) จะใชการ

ประมาณจากผลตางแบบไปขางหนา (Forward difference) ดวยความผิดพลาด  เขากับ
พจนอนุพันธอันดับหนึ่งที่แปรผันกับเวลาดังน้ี 

( )tO ˆ

 
tt

n
i

n
i

ˆˆ

1

∆
−

=
∂
∂ + θθθ                 (ง.2) 

 
 ในพจนอนุพันธอันดับสองที่แปรผันกับระยะ จะใชการประยุกตการประมาณของผลตาง
แบบตรงกลาง (Central difference) ดวยความผิดพลาด ( )2ηO  ดังน้ี 
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11
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2 2
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θθθ
η
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∆
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∂
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n
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 ในพจนอนุพันธอันดับหนึ่งที่แปรผันกับระยะ จะใชการประยุกตการประมาณของผลตาง
แบบตรงกลางดวยความผิดพลาด ( )2ηO  ดังน้ี  
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จากนั้นนําสมการความสัมพันธ (ง.2), (ง.3) และ (ง.4) ไปแทนลงในสมการตั้งตน (ง.1) 
จะได 
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n
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จากนั้นทําการจัดรูปสมการใหงายตอการนําไปคํานวณในรูปแบบสมการสามแถวทแยง

จะไดสมการในรูปพ้ืนฐานดังตอไปน้ี 
n
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Region 

η∆              η∆  
              

                                                                        1
1
+
−
n
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1+n
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1
+
+
n
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                     1+n

                        t̂∆
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iθ n

 

           1−i                              i 1+i  
 

รูปที่ ง.1 จุดตอที่อยูภายในบริเวณขอบเขตที่พิจารณา 
 
 สมการดังกลาวสามารถนําไปประยุกตใชไดทั้งในบริเวณที่เปนน้ําแขง็ และผนังทอ ซ่ึง
รวมถึงในการพิจารณาปญหาทั้งแบบระบบพิกัดฉาก และ ระบบพิกดัเชิงขั้ว ซ่ึงในแตละกรณีจะมี
การกําหนดคาตัวแปรตางๆดังตอไปน้ี 
 

1. การวิเคราะหสมการตั้งตนโดยวิธีผลตางสืบเนื่องในระบบพิกัดฉาก 
1.1 สมการตั้งตนสําหรับบรเิวณที่เปนน้ําแข็ง 
เม่ือ  ( )txf ss

ˆ,ˆ=θ

td
dxK ss ˆ

ˆ ϕϕ=                                               (ง.7) 
2ϕ=sL                   (ง.8) 
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1.2 สมการตั้งตนสําหรับบรเิวณที่เปนผนงัทอ 
เม่ือ  ( )txf ww

ˆ,ˆ=θ

0=wK                                    (ง.9) 

1

2

R
RLw =                                   (ง.10) 

 
2. การวิเคราะหสมการตั้งตนโดยวิธีผลตางสืบเนื่องในระบบพิกัดเชิงข้ัว 

2.1 สมการตั้งตนสําหรับบรเิวณที่เปนน้ําแข็ง 
เม่ือ  ( )trf ss

ˆ,ˆ=θ

td
dr

r
K n

isn
is

s ˆ
ˆ

ˆ.
ϕϕ

ϕψ
ϕ

+
+

=                        (ง.11) 

2ϕ=sL                 (ง.12) 
 
2.2 สมการตั้งตนสําหรับบรเิวณที่เปนผนงัทอ 
เม่ือ  )ˆ,ˆ( trf ww =θ

n
iw

w r
K

ˆ
1
+

=
ψ

               (ง.13) 

1

2

R
RLw =                 (ง.14) 

 
โดยกําหนดให 

tt

n
i

n
i

ˆˆ

1

∆
−

=
∂
∂ + ϕϕϕ                (ง.15) 

2

1 n
i

n
i ϕϕ

ϕ
+

=
+

                       (ง.16) 

 
ง.2 เงื่อนไขขอบเขต 
 
 ในการวิเคราะหเง่ือนไขขอบเขตนั้นรูปแบบของสมการเงื่อนไขขอบเขตจะมีรูปแบบที่
เหมือนกันทั้งในระบบพิกัดฉาก และ ในระบบพิกัดเชิงขั้ว แตจะแตกตางกันที่โดเมนที่พิจารณา
เทานั้นตามระบบพิกัดที่พิจารณา โดยในการวิเคราะหจะใชตวัแปร η  แทนโดเมนของระยะโดย
จะมีตัวหอยเพื่อระบุวาอยูในบริเวณใด สาํหรับบริเวณที่เปนน้ําแข็งจะใช S เปนตวัหอยในการ
ระบุ และ W สําหรับในบริเวณที่เปนน้ําแข็ง ซ่ึงจะแยกพิจารณาเงื่อนไขขอบเขตเปนสวนๆ
ดังตอไปน้ี 
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1. เงื่อนไขขอบเขตที่ขอบบริเวณน้ําแข็งที่เกิดการแข็งตวั 
เม่ือ  ( )tf ss

ˆ,ηθ =

( ts
ˆ,1−θ ) ; 0ˆ =+

∂
∂

td
dSte

s

s ϕϕ
η
θ            (ง.17a) 

   ; 1=sθ             (ง.17b) 
 

เม่ือประยุกตการประมาณของผลตางแบบแบบไปขางหนาดวยความผิดพลาด ( )2
sOη  

ในพจนอนุพันธอันดับหนึ่งที่แปรผันกับระยะ จะไดวา 

s

n
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n
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n
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s

s

η
θθθ
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θ
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∂ ++
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2                      (ง.18) 

 
ทําการแทนคาจากสมการ (ง.15), (ง.16), (ง.17b)  และ (ง.18) ลงไปสมการที่ (ง.17a) 

จะไดวา 
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เม่ือทําการจัดรูปสมการใหมจะไดสมการความสัมพันธเพ่ือนําไปใชตรวจสอบคาความ

หนาของน้ําแข็งในเทอมไรมิติ ( )ϕ  ในโปรแกรมการคํานวณดังน้ี 
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Ice region 
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รูปที่ ง.2 จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณน้ําแขง็ที่เกิดการแขง็ตัว 
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2. เงื่อนไขขอบเขตที่ขอบบริเวณผนงัที่ถูกพาความรอน 
เม่ือ  ( )tf ww

ˆ,ηθ =

( tw
ˆ,1=θ ) ; 0=+

∂
∂

w
w

w Biθ
η
θ              (ง.21) 

 
ในพจนอนุพันธอันดับหน่ึงที่แปรผันกับระยะ จะใชการประยุกตการประมาณของผลตาง

แบบตรงกลางดวยความผิดพลาด ( )2
wOη  ดังน้ี  

 
w

n
iw

n
iw

w

w

η
θθ

η
θ

∆
−

=
∂
∂ +

−
+
+

2

1
1

1
1                (ง.22) 

 
ทําการแทนคาความสัมพันธดังกลาวลงไปสมการที่ (ง.21) จะได 
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รูปที่ ง.3 จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณผนังทีถู่กพาความรอน 

 
จากสมการตั้งตนสําหรับบรเิวณที่เปนผนงัทอ 
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           (ง.24) 

 
นําความสัมพันธจากสมการ (ง.23) แทนลงในสมการตัง้ตนจะไดสมการสําหรับขอบเขต

ที่ขอบบรเิวณผนังที่ถูกพาความรอน  ดังน้ี 
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  3. เงื่อนไขขอบเขตที่ขอบระหวางบรเิวณน้ําแข็งและผนัง 
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เม่ือแทนสมการ (ง.27) และ (ง.28) ลงในสมการเงื่อนไขขอบเขต (ง.26a) จะไดวา 
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ทําการกระจายสมการแบบอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) จะสามารถเปลี่ยนรปูแตละ

พจนไดดังน้ี 
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[A]  ...
2
ˆ

ˆ
ˆ

ˆ

2

2

121
1 +

∆
∂

∂
+∆

∂
∂

−=
++

+ t
t

t
t

n
is

n
isn

is
n
is

θθ
θθ           (ง.31) 

[B]  ...
2

ˆ
2

2

121
1

1 +
∆

∂

∂
+∆

∂
∂

−=
++

+
−

s

s

n
is

s
s

n
isn

is
n
is x

η
η
θ

η
θ

θθ          (ง.32) 

 
เม่ือคูณตัวประกอบน้ําหนักเขากับสมการที่ไดจากการกระจายแบบอนุกรมเทยเลอร

จากนั้นรวมสมการ (ง.31) และ (ง.32) เขาดวยกันจะไดวา 
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พิจารณาสัมประสิทธิข์องพจน 2
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∂θ  ของสมการตั้งตน (ง.30) จะไดสมการ

ความสัมพันธดังน้ี 
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นําความสัมพันธดังกลาวไปเปรียบเทียบสมัประสิทธิ์กบัสมการ (ง.33) จะไดวา 
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นําคาที่ไดแทนกลับลงไปในสมการ (ง.33) 
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จากนั้นคูณสมการ (ง.39) ดวย 
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 จะไดสมการดังตอไปน้ี 
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จากสมการตั้งตน (ง.1) สําหรับบริเวณที่เปนผนังทอ เม่ือ  ( )tf ww
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เม่ือกระจายสมการแบบอนุกรมเทยเลอรจะสามารถเปลี่ยนรูปแตละพจนไดดังน้ี 

 
ตัวประกอบน้าํหนัก      การกระจายแบบอนุกรมเทยเลอร 
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ทําการคูณตวัประกอบน้ําหนักเขากับสมการที่ไดจากการกระจายแบบอนุกรมเทยเลอร

จากนั้นรวมสมการ (ง.42) และ (ง.43) เขาดวยกันจะไดวา 
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จากสมการตั้งตน (ง.41) จะไดสมการความสัมพันธดังน้ี 
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นําความสัมพันธดังกลาวไปเปรียบเทียบสมัประสิทธิ์กบัสมการ (ง.44) จะไดวา 
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นําคาที่ไดแทนคากลับลงไปในสมการ (ง.44) 
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คูณสมการดวย 
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   จากสมการเงื่อนไขขอบเขต 
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เม่ือนําสมการ (ง.40) และ (ง.51) แทนคาลงในสมการเงื่อนไขขอบเขตขางตนพรอมทํา

การจัดรูปสมการโดยใหตัวแปรที่ไมทราบคาอยูทางดานซายมือของสมการเพื่อใหงายตอการ
นําไปคํานวณในรูปแบบสมการสามแถวทแยงจะไดวา 
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คูณสมการดวย 
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จากนั้นคูณดวย ( ) ( )
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ขอบระหวางบริเวณน้ําแขง็และผนังดังน้ี 
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 นายนันทวัฒน ไพรัชเวทย เกิดเม่ือวันที่ 22 ตุลาคม 2522 ที่ จ.เชียงใหม สําเร็จ
การศึกษาระดับมัธยมศึกษาตอนปลายจากโรงเรียนมงฟอรตวิทยาลัย จ.เชียงใหม ในป
การศึกษา 2539 ไดเขาศึกษาตอและสําเร็จการศึกษาระดับปริญญาบัณฑิตจาก ภาควิชา
วิศวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยเชียงใหม เม่ือปการศึกษา 2544 และได
เขาศึกษาตอในระดับปริญญามหาบัณฑิตที่ ภาควิชาวิศวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร 
จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ปการศึกษา 2545 
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