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comprehend the subject easily and conveniently. 
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กĉตตĉกรรมปรąกćศ 

โครงงานสืęอการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดียǰเรืęองǰการอินทิเกรตบนโดเมนทัęวไปโดยโปรแกรมǰ

GeoGebraǰสĞาเร็จลุลŠวงไปดšวยดีǰเพราะไดšรับความอนุเคราะหŤและความชŠวยเหลือจากผูšมีพระคุณหลายทŠาน

ดšวยกันǰทางคณะผูšจัดทĞาโครงงานจึงใครŠขอขอบคุณในความชŠวยเหลือตŠางๆǰดังตŠอไปนีĚ 

ขอกราบขอบพระคุณǰผูšชŠวยศาสตราจารยŤǰวาสนาǰǰสุขกระสานติǰทีęกรุณารับเปŨนอาจารยŤทีęปรึกษา

โครงงานǰและคอยใหšคĞาปรึกษาในเรืęองตŠางๆǰไมŠวŠาจะเปŨนขัĚนตอนวิธีการพัฒนาǰขšอมูลǰและรูปภาพตŠางๆǰ

เปŨนตšนǰรวมถึงสละเวลาคอยติดตามความกšาวหนšาǰเสนอแนะǰและชีĚใหšเห็นถึงปŦญหาและขšอผิดพลาดตŠางๆǰ

ในการพัฒนาสืęอการเรียนการสอนนีĚมาโดยตลอดǰตัĚงแตŠเริęมจัดทĞาǰจนทĞาใหšการพัฒนาสืęอการเรียนการสอน

แบบมัลติมีเดียǰเรืęองǰการอินทิเกรตบนโดเมนทัęวไปโดยโปรแกรมǰGeoGebraǰนีĚǰสĞาเร็จลุลŠวงอยŠางสมบูรณŤ

และมีประสิทธิภาพǰจนสามารถนĞาไปเผยแพรŠǰและนĞาเสนอไดš 

ขอกราบขอบพระคุณǰǰรองศาสตราจารยŤǰยุวรียŤǰพันธŤกลšาและผูšชŠวยศาสตราจารยŤǰǰสุรชัยǰสมบัติบริบูรณŤ

ทีęกรุณาเปŨนคณะกรรมการสอบโครงงานนีĚǰและใหšขšอเสนอแนะและขšอคิดทีęเปŨนประโยชนŤอยŠางยิęงǰรวมทัĚง

ชีĚใหšเห็นถึงขšอผิดพลาดตŠางๆǰซึęงทĞาใหšสืęอการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดียǰเรืęองǰการอินทิเกรตบนโดเมน

ทัęวไปโดยโปรแกรมǰGeoGebraǰนีĚสมบูรณŤและมีประสิทธิภาพยิęงขึĚนǰสามารถนĞาไปใชšประกอบการเรียนการ

สอนของนิสิตǰนักศึกษาและบุคคลทัęวไปไดšอยŠางมีประสิทธิภาพ 

ขอบกราบขอบพระคุณǰǰคุณพŠอǰǰคุณแมŠǰและครอบครัวทีęคอยสนับสนุนǰเปŨนกĞาลังใจǰและติดตาม

ความกšาวหนšาในการทĞาโครงงานนีĚมาโดยตลอดǰและขอขอบคุณเพืęอนǰพีęๆǰทุกคนǰทีęคอยใหšความชŠวยเหลือǰ

ใหšคĞาปรึกษาและขšอเสนอแนะตŠางๆǰในการทĞาโครงงานนีĚเสมอมา 
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บทที่ǰ1 

บทน า 

 

1.1 ǰหลักการและเหตุผล 

เนืęองจากนิสิตǰǰนักศึกษาǰǰทีęศึกษาดšานวิทยาศาสตรŤǰและวิศวกรรมศาสตรŤมีความจĞาเปŨนทีęจะตšอง

ศึกษาเนืĚอหาการคĞานวณเกีęยวกับการหาพืĚนทีęและปริมาตรของรูปทรงตันทีęตšองĔชšการวาดกราฟทัĚงสองมิติ

และสามมิติǰǰมีการคĞานวณอินทิเกรตฟŦงกŤชันหลายตัวแปรǰǰซึęงเนืĚอหาเรืęองการอินทิเกรตǰǰเปŨนเรืęองทีęทĞา

ความเขšาĔจĕดšยากǰและการนĞาเสนอĔนตĞาราเรียนนัĚนǰจะทĞาĕดšเฉพาะภาพสองมิติǰทĞาĔหšผูšทีęศึกษาทĞาความ

เขšาĔจĕดšยากยิęงขึĚน 

ผูšจัดทĞาโครงงานǰǰจึงตšองการพัฒนาสืęอการเรียนการสอนǰǰเรืęองการอินทิเกรตǰǰตัĚงแตŠขัĚนพืĚนฐาน

จนถึงขัĚนสูงǰคือǰǰเริęมตัĚงแตŠǰǰนิยามของการอินทิเกรตǰǰการหาพืĚนทีęของบริเวณปŗดลšอมดšวยเสšนโคšงǰǰการหา

ปริมาตรǰทีęเกิดจากการหมุนบริเวณǰǰการอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ1, 2 และǰ3 ตัวแปรǰการหาปริมาตรรูปทรงตันǰǰ

โดยนĞาเสนอĔนรูปแบบของสืęอการเรียนการสอนแบบǰǰInteractive  ทีęผูšเรียนสามารถโตšตอบกับโปรแกรมĕดšǰǰ

คือผูšเรียนสามารถเปลีęยนฟŦงกŤชันǰและขอบเขตของการอินทิเกรตĕดšǰแลšวโปรแกรมจะเปลีęยนการแสดงผลĕป

ตามฟŦงกŤชันทีęตšองการǰǰซึęงสืęอการเรียนการสอนชุดนีĚǰǰจะมีทัĚงภาพสองมิติǰและสามมิติทีęมีสีสันสวยงาม

ประกอบเนืĚอหาǰǰǰทĞาĔหšผูšเรียนสามารถเขšาĔจบทเรียนĕดšงŠายขึĚน 
 

1.2 ǰวัตถุประสงคŤของการวิจัย 

เพืęอพัฒนาสืęอการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดียĔนรูปแบบǰ Interactiveǰเกีęยวกับǰนิยามของการ

อินทิเกรตǰการหาพืĚนทีęของบริเวณǰการหาปริมาตรทีęเกิดจากการหมุนบริเวณǰการอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ1, 2 

และǰ3 ตัวแปรǰการหาปริมาตรรูปทรงตันǰทีęĔชšเนืĚอหาการคĞานวณเรืęองการอินทิเกรตǰĔหšสามารถนĞาเสนอĔน

รูปแบบตŠางǰėǰĕดšโดยผูšเรียนสามารถโตšตอบกับสืęอการเรียนการสอนโดยเปลีęยนฟŦงกŤชันและขอบเขตĕดšตาม

ตšองการโดยĔชšโปรแกรมǰGeoGebra 
 

1.3 ǰขอบเขตของการวิจัย 

1. การคĞานวณหาพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวยเสšนโคšงǰจะคĞานวณเฉพาะการปŗดลšอมดšวยเสšนโคšง
ĕมŠเกินǰ3 เสšน 

2. การคĞานวณหาปริมาตรทีęเกิดจากการหมุนบริเวณรอบแกนหมุนǰ โดยจะĔชšแกนหมุนเปŨนแกนǰǰ
X , Y และแกนทีęขนานกับแกนǰX , Y เทŠานัĚน 
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1.4 ǰวิธีการด าเนินงาน 

1. ǰศึกษาและวิเคราะหŤบทเรียนเกีęยวกับเรืęองการอินทิเกรตǰǰเพืęอเรียบเรียงเปŨนเนืĚอหาǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰ

ทีęจะนĞาเสนอ 

2.ǰǰศึกษาโปรแกรมสĞาเรĘจรูปǰǰGeoGebraǰver.6.0.562  และทดสอบขอบเขตความสามารถของ

โปรแกรมǰGeoGebra  

3.  วิเคราะหŤและออกแบบสืęอการเรียนการสอนทัĚงรูปแบบการนĞาเสนอและการĔชšงาน 

4.ǰǰพัฒนาและตกแตŠงสืęอการเรียนการสอนĔหšสะดวกและงŠายตŠอการĔชšงาน 

5.  ทดสอบและแกšĕขขšอผิดพลาดของสืęอการเรียนการสอนทีęĕดš 

6.ǰǰวิเคราะหŤประสิทธิภาพของสืęอการสอน 

7.ǰǰสรุปผลǰจัดทĞาเอกสารและคูŠมือการĔชšงาน 
 

1.5  ระยะเวลาที่ศึกษา 
 

ขัĚนตอนการดĞาเนินงาน 
พ.ศ.ǰ2562 พ.ศ.ǰ2563 

มิ.ย. ก.ค. ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย. 

1.)ǰศึกษาและวิเคราะหŤ

บทเรียนเกีęยวกับเรืęองการ

อินทิเกรต 

           

2.)ǰศึกษาโปรแกรมสĞาเรĘจรูปǰ

GeoGebra 
           

3.)ǰวิเคราะหŤและออกแบบสืęอ

การเรียนการสอน 
           

4.)ǰพัฒนาสืęอการสอน            

5.)ǰทดสอบǰและแกšĕข

ขšอผิดพลาดของสืęอการ

เรียนการสอนทีęĕดš 

           

6.)ǰวิเคราะหŤประสิทธิภาพ

ของสืęอการสอน 
           

7.)ǰสรุปผลǰจัดทĞาเอกสารและ

คูŠมือการĔชšงาน 
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1.6 ǰประโยชนŤที่คาดว่าจะได้รับ 

ประโยชนŤตŠอผูšดĞาเนินโครงงาน 

1. ĕดšทบทวนความรูšความเขšาĔจĔนบทเรียนเรืęองการอินทิเกรต 

2. สามารถĔชšโปรแกรมสĞาเรĘจรูปǰGeoGebra ver.6.0.562 

3. สามารถออกแบบและพัฒนาสืęอการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดีย 

4. ĕดšเพิęมพูนทักษะĔนการสืบคšนขšอมูล 

5. ĕดšประสบการณŤĔนการนĞาเสนอความรูšĔนรูปแบบออนĕลนŤ 
6. ĕดšประสบการณŤทĞางานรŠวมกับผูšอืęน 

ประโยชนŤตŠอผูšĔชšงาน 

1. Ĕชšสืęอการเรียนการสอนเพืęอศึกษาบทเรียนเรืęองการอินทิเกรตบนโดเมนทัęวĕป 

2. นĞาĕปĔชšประกอบการเรียนการสอนĕดš 
3. ผูšเรียนมีความเขšาĔจĔนการมองรูปสามมิติทีęดีขึĚน 

4. สรšางแรงจูงĔจĔหšผูšĔชšงานสนĔจทีęจะเรียนรูšมากขึĚน 
 

1.7 ǰอุปกรณŤและเครื่องมือที่ใช้ 

Hardware 

1. เครืęองคอมพิวเตอรŤ 

ความเรĘวĕมŠตęĞากวŠา 2.7 GHZ 

RAM ความจุĕมŠตęĞากวŠาǰ4 GB 

Hard disk ความจุĕมŠตęĞากวŠา 1 TB 

2. อุปกรณŤบันทึกขšอมูลǰFlash drive และǰCD-RW 

3. อุปกรณŤบันทึกเสียง 

Software 

1. ระบบปฏิบัติการǰMicrosoft Window 8 

2. โปรแกรมงานเอกสารǰMicrosoft Office 2010 

3. โปรแกรมǰGeoGebra ver.6.0.562 
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บทที่ǰ2 

เนื้อหาที่เกี่ยวข้อง 
 

ผูšจัดทĞาโครงงานเหĘนประโยชนŤของโปรแกรมǰǰGeoGebra ǰจึงสนĔจทีęจะพัฒนาสืęอการเรียนการ

สอนดšานคณิตศาสตรŤǰและหัวขšอทีęจะทĞาĔหšĔชšขšอดีของǰǰGeoGebraǰǰĕดšมากทีęสุดกĘǰคือǰǰการวาดภาพǰ2 และǰ

3  มิติǰǰผูšจัดทĞาจึงเลือกพัฒนาสืęอการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดียǰǰเรืęองǰǰการอินทิเกรตบนโดเมนทัęวĕป 

โดยโปรแกรมǰǰGeoGebra  ĔนบทนีĚǰǰจะอธิบายĔนǰǰ2 ǰหัวขšอคือ 

2.1  เนืĚอหาของการนĞาเสนอโครงงาน 

2.2  โปรแกรมǰǰGeoGebraǰǰเบืĚองตšน 
 

2.1  เนื้อหาของการน าเสนอโครงงาน 

ผูšจัดทĞาโครงงานมุŠงเนšนเนืĚอหาทีęตšองĔชšภาพǰǰสีสันǰเพืęอĔหšผูšทีęĔชšงานสามารถทĞาความเขšาĔจĕดšงŠายขึĚนǰǰ

จึงเนšนเนืĚอหาดšานการคĞานวณหาพืĚนทีęและปริมาตรǰโดยเริęมตัĚงแตŠการวาดภาพลักษณะตŠางėǰǰการหา

อินทิกรลัจĞากัดเขตǰǰและการประยุกตŤǰǰแบŠงเนืĚอหาออกเปŨนǰ5 บทǰดังนีĚ 

บททีęǰ1 ǰการวาดกราฟสมการพหุนาม 

1.1 การวาดกราฟสมการพหุนามตัวแปรเดียว 

1.2 การวาดกราฟสมการพหุนามǰ2ǰตัวแปร 

1.3 การวาดกราฟสมการพหุนามǰ3ǰตัวแปร 

บททีęǰ2 การหาอินทิกรัลจĞากัดเขต 

2.1 ผลบวกดารŤบู 

2.2 ผลบวกรีมันนŤ 

2.3 สูตรของเกณฑŤสีęเหลีęยมคางหมู 

2.4 สูตรของเกณฑŤของซิมปşสัน 

บททีęǰ3 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันตัวแปรเดียว 

3.1 การอินทิเกรตหาพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวยฟŦงกŤชันǰ1ǰǰฟŦงกŤชัน 

3.2 การอินทิเกรตหาพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวยฟŦงกŤชันǰ2ǰǰฟŦงกŤชัน 

3.3 การอินทิเกรตหาพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวยฟŦงกŤชันǰ3ǰǰฟŦงกŤชัน 

3.4 การหาปริมาตรทีęเกิดจากการหมุน 

3.4.1 การหมุนแบบจาน 

3.4.2 การหมุนแบบวงแหวน 

บททีęǰ4 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปร 

4.1 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปรบนโดเมนรูปสีęเหลีęยมผืนผšา 

4.2 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปรบนโดเมนทัęวĕป 
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Y 

X 

บททีęǰ5 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปร 

5.1 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปรบนโดเมนรูปทรงสีęเหลีęยมมุมฉาก 

5.2 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปรบนโดเมนทัęวĕป 

ตŠอĕปนีĚจะกลŠาวถึงเนืĚอหาแบบครŠาวėǰทีęจะแสดงĔนสืęอการเรียนการสอนนีĚ 

บทที่ǰ1 ǰการวาดกราฟสมการพหุนาม 

การวาดกราฟสมการพหุนามǰǰคณะผูšจัดทĞาตšองการĔหšผูšเรียนศึกษาการวาดกราฟĔนรูปแบบตŠางė

ตัĚงแตŠรูปแบบทีęงŠายจนถึงรูปแบบทีęยากขึĚนǰǰทĞาĔหšผูšเรียนสามารถเขšาĔจกราฟบทตŠอĕปĕดšงŠายขึĚน 

สมการพหุนาม  หมายถึง ǰสมการทีęสรšางจากตัวแปรอยŠางนšอยǰ1 ตัวǰǰและสัมประสิทธิĝǰǰโดยĔชš

การดĞาเนินการǰǰการบวกǰǰการลบǰǰการคูณǰและการยกกĞาลังǰǰโดยเลขชีĚกĞาลังเปŨนจĞานวนเตĘมทีęĕมŠเปŨนลบ  

1.1 สมการพหุนามตัวแปรเดียว   
1.1.1 สมการเสšนตรง รูปแบบทัęวĕปǰ  ሺ ሻ             

 

เมืęอ   เปŨนจĞานวนจริง  

โดยทีęǰ   ǰเปŨนคŠาคงตัวǰและ     

 

 
 

ภาพทีęǰ1 ǰกราฟสมการเสšนตรง 

1.1.2 สมการกĞาลังสองǰǰรูปแบบทัęวĕปǰ  ሺ ሻ               
 

เมืęอ   เปŨนจĞานวนจริง   

โดยทีęǰ     ǰเปŨนคŠาคงตัวǰและ     

 

 
 

ภาพทีęǰ2  กราฟสมการกĞาลังสอง 

1.1.3 สมการกĞาลังสามǰǰรูปแบบทัęวĕปǰ  ሺ ሻ                  

 

เมืęอ   เปŨนจĞานวนจริงǰ 

โดยทีęǰ       ǰเปŨนคŠาคงตัวǰและ     

 

 
 

ภาพทีęǰ3 ǰกราฟสมการกĞาลังสาม 

Y 

X 

Y 

X 
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1.2 สมการพหุนามǰ2ǰตัวแปร 
1.2.1 สมการวงกลมǰǰรูปแบบทัęวĕปǰሺ   ሻ  ሺ   ሻ     

 

เมืęอ     เปŨนจĞานวนจริง   

โดยทีęǰሺ   ሻǰเปŨนจุดศูนยŤกลางวงกลม 

และǰ  เปŨนความยาวรัศมีวงกลม 

 
 

ภาพทีęǰ4  กราฟสมการวงกลม 
 

1.2.2 สมการวงรี รูปแบบทัęวĕปǰǰሺ   ሻ 
  

 ሺ   ሻ 

  
   

 

เมืęอ     เปŨนจĞานวนจริงǰ 

โดยทีęǰ   ǰเปŨนคŠาคงตัว   

และǰሺ   ሻǰเปŨนจุดศูนยŤกลางวงรี 

ทีęมีแกนเอกยาวǰ  ǰหนŠวยǰและแกนโทยาวǰ  ǰหนŠวย 
 

ภาพทีęǰ5  กราฟสมการวงรี 
 

1.2.3 สมการพาราโบลา รูปแบบทัęวĕปǰ                
 

เมืęอ   เปŨนจĞานวนจริง 

โดยทีęǰ     ǰเปŨนคŠาคงตัวǰและ     

 

 
 

ภาพทีęǰ6  กราฟสมการพาราโบลา 
 

1.2.4 สมการĕฮเพอรŤโบลาǰรูปแบบทัęวĕปǰሺ   ሻ 
  

 ሺ   ሻ 

  
   

 

เมืęอ     เปŨนจĞานวนจริง 

โดยทีęǰ   ǰเปŨนคŠาคงตัว 

และǰሺ   ሻǰเปŨนจุดศูนยŤกลางĕฮเพอรŤโบลา 

 
 

ภาพทีęǰ7  กราฟสมการĕฮเพอรŤโบลา 

Y 

X 

Y 

X 

Y 

X 

Y 

X 

ሺ  𝑘ሻ 

ሺ  𝑘ሻ 

a 
b 

ሺ  𝑘ሻ 
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1.3 สมการพหุนามǰ3ǰตัวแปร 
1.3.1 สมการอิลลิปซอยดŤ (Ellipsoid)ǰรูปแบบทัęวĕปǰቀ   

 
ቁ
 
 ቀ   

 
ቁ
 
 ቀ   

 
ቁ
 
   

 

เมืęอ              เปŨนจĞานวนจริง 

โดยทีęǰ     ǰเปŨนคŠาคงตัว 

และǰሺ     ሻǰเปŨนจุดศูนยŤกลางอิลลิปซอยดŤ 

 
 

ภาพทีęǰ8  กราฟสมการอิลลิปซอยดŤ 
 

1.3.2 สมการอิลลิปติกพาราโบลอยดŤ (Elliptic Paraboloid)ǰรูปแบบทัęวĕป 

൬
   
 
൰
 

 ൬
   
 
൰
 

 
   
 

 

 

เมืęอ       เปŨนจĞานวนจริง 

โดยทีęǰ     ǰเปŨนคŠาคงตัว 

และǰሺ     ሻǰเปŨนจุดศูนยŤกลางอิลลิปติกพาราโบลอยดŤ 

 

 

ภาพทีęǰ9  กราฟสมการอิลลิปติกพาราโบลอยดŤ 
 

สมการอิลลิปติกĕฮเพอรŤโบลอยดŤแบบชิĚนเดียว (Elliptic Hyperboloid of One Sheet)ǰǰǰǰǰ

รูปแบบทัęวĕป ቀ   
 
ቁ
 
 ቀ   

 
ቁ
 
 ቀ   

 
ቁ
 
   

 

เมืęอ       เปŨนจĞานวนจริง 

โดยทีęǰ     ǰเปŨนคŠาคงตัว 

และǰሺ     ሻǰเปŨนจุดศูนยŤกลางอิลลิปติกĕฮเพอรŤโบลอยดŤ 

แบบชิĚนเดียว 
 

ภาพทีęǰ10 ǰกราฟสมการอิลลิปติกĕฮเพอรŤโบลอยดŤแบบชิĚนเดียว 

 

 

 

 

ሺ  𝑘 𝑙ሻ 

ሺ  𝑘 𝑙ሻ 

ሺ  𝑘 𝑙ሻ 
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1.3.3 สมการอิลลิปติกĕฮเพอรŤโบลอยดŤแบบǰ2 ชิĚน (Elliptic Hyperboloid of Two Sheet) 

รูปแบบทัęวĕปǰ ቀ   
 
ቁ
 
 ቀ   

 
ቁ
 
 ቀ   

 
ቁ
 
   

 

เมืęอ       เปŨนจĞานวนจริงǰ 

โดยทีęǰ     ǰเปŨนคŠาคงตัว 

และሺ     ሻǰเปŨนจุดศูนยŤกลางอิลลิปติกĕฮเพอรŤโบลอยดŤ 

แบบ 2 ชิĚน 

 
 

ภาพทีęǰ11 กราฟสมการอิลลิปติกĕฮเพอรŤโบลอยดŤแบบ 2 ชิĚน 
 

1.3.4 สมการกรวยอิลลิปติก (Cone)ǰรูปแบบทัęวĕปǰቀ   
 
ቁ
 
 ቀ   

 
ቁ
 
 ቀ   

 
ቁ
 
   

 

เมืęอ      ǰเปŨนจĞานวนจริง 

โดยทีęǰ     ǰเปŨนคŠาคงตัว 

และǰ ሺ     ሻǰเปŨนจุดศูนยŤกลางกรวยอิลลิปติก 

 
 

ภาพทีęǰ12  กราฟสมการกรวยอิลลิปติก 
 

1.3.5 สมการĕฮเพอรŤโบลิกพาราโบลอยดŤ (Hyperbolic Paraboloid) 

รูปแบบทัęวĕปǰቀ   
 
ቁ
 
 ቀ   

 
ቁ
 
    

 
 

 

เมืęอǰ        เปŨนจĞานวนจริงǰ 

โดยทีęǰ     ǰเปŨนคŠาคงตัว  

และ ሺ     ሻǰเปŨนจุดศูนยŤกลางĕฮเพอรŤโบลิกพาราโบลอยดŤ 

 

ภาพทีęǰ13 กราฟสมการĕฮเพอรŤโบลิกพาราโบลอยดŤ 

 

 

 

 

 
 

ሺ  𝑘 𝑙ሻ 

ሺ  𝑘 𝑙ሻ 

ሺ  𝑘 𝑙ሻ 
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บทที่ǰ2 การหาอินทิกรัลจ ากัดเขต 

ĔนการหาอินทิกรัลจĞากัดเขตǰǰมีบทนิยามการหาตŠางǰėǰกันหลายแบบ  คือǰแบบของดารŤบูǰและ

แบบของรมีันนŤǰนอกจากนีĚยังมีวิธีคĞานวณคŠาประมาณของอินทิกรัลโดยการĔชšฟŦงกŤชันพหุนามǰคือǰǰสูตรของ

เกณฑŤสีęเหลีęยมคางหมู และ สตูรของเกณฑŤของซิมปşสันǰǰโดยแบŠงเนืĚอหาดังนีĚ 

2.1ǰǰการอินทิกรัลจ ากัดเขตǰแบบของดารŤบู  เปŨนการประมาณคŠาเพืęอคĞานวณหาพืĚนทีęของ

บริเวณทีęปŗดลšอมดšวย    ሺ ሻǰแกนǰ ǰโดยทีęǰ  ሾ   ሿǰโดยĔชšผลบวกแบบดารŤบู 

  Ĕหšǰǰ ǰǰเปŨนฟŦงกŤชันทีęมีโดเมนครอบคลุมชŠวงǰሾ   ሿǰและมีขอบเขตบนชŠวงǰሾ   ሿ 

  Ĕหšǰ  เปŨนจĞานวนนับĔดėǰและĔหš 
                          

  การแบŠงชŠวงǰሾ   ሿ ออกเปŨนชŠวงยŠอยėǰ  ชŠวงǰคือ 
ሾ     ሿ ሾ     ሿ  ሾ       ሿ 

  สĞาหรับแตŠละǰ           ǰ 

  Ĕหš        ǰของǰ  ǰบนǰሾ       ሿǰ 

          ǰของǰ  ǰบนǰሾ       ሿ 

  ĔนทีęนีĚǰ     และ     ของǰ ǰหมายถึงǰคŠาขอบเขตลŠางสูงสุดและคŠาขอบเขตบนตęĞาสุดของǰ  ǰ 

  บนชŠวงǰǰሾ       ሿǰตามลĞาดับ 

 เราเรียกผลบวกǰ  ∑   ሺ       ሻ 
   ǰวŠาผลบวกลŠางแบบดารŤบู 

และเรียกǰ  ∑   ሺ       ሻ 
   ǰวŠาผลบวกบนแบบดารŤบู  

 

 

 

 

 
 

  ภาพทีęǰ14  ผลบวกลŠางแบบดารŤบู ภาพทีęǰ15  ผลบวกบนแบบดารŤบู 
 

2.2ǰǰการอินทิกรัลจ ากัดเขตǰแบบของรีมันนŤ  เปŨนการประมาณคŠาเพืęอคĞานวณหาพืĚนทีęของ

บริเวณทีęปŗดลšอมดšวยǰ   ሺ ሻǰแกนǰ ǰโดยทีęǰ  ሾ   ሿǰโดยĔชšผลบวกแบบรีมันนŤ 

Ĕหšǰǰ ǰǰเปŨนฟŦงกŤชันทีęมีโดเมนครอบคลุมชŠวงǰሾ   ሿǰและมีขอบเขตบนชŠวงሾ   ሿ 

  Ĕหšǰ  เปŨนจĞานวนนับĔดėǰและĔหš 
                          

  การแบŠงชŠวงǰሾ   ሿ ออกเปŨนชŠวงยŠอยėǰ  ชŠวงǰคือ ሾ     ሿ ሾ     ሿ  ሾ       ሿ 

Ĕหšǰ             ǰเปŨนจุดĔดėจากชŠวงยŠอยǰ ሾ     ሿ ሾ     ሿ  ሾ       ሿ ตามลĞาดับ 

 เราเรียกผลบวกǰ   ∑  ሺ   ሻሺ       ሻ 
   ǰวŠาผลบวกรีมันนŤของ   
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ภาพทีęǰ16  ผลบวกรีมันนŤ 

2.3ǰการประมาณค่าหาอินทิกรัลǰโดยใชสู้ตรของเกณฑŤสี่เหลี่ยมคางหมู เปŨนการประมาณคŠา

เพืęอคĞานวณหาพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวย    ሺ ሻǰแกนǰ ǰโดยทีęǰ  ሾ   ሿǰโดยĔชšสูตรของเกณฑŤ

สีęเหลีęยมคางหมู 

ลĞาดับแรกǰเรามาพิจารณากันกŠอนวŠาหากเราคĞานวณอินทิกรัลของฟŦงกŤชันพหุนามดีกรีหนึęงǰ

 ሺ ሻ         ทีęผŠานจุดǰሺ     ሻǰกับ ሺ     ሻǰบนชŠวงǰሾ     ሿ วŠาจะĕดšคŠาเทŠาĔด 

เราจะพบวŠา 

∫   ሺ ሻ   ∫  ሺ      ሻ   
  
  

   
  

ǰ 

   ǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰ ∫       ∫        
  
  

   
  

 

   ǰǰǰǰǰǰǰǰ   ሺ     ሻ    ൬
      

 

 
൰ 

   ǰǰǰǰǰǰǰǰ  
 
ሺ     ሻሺ     ሻ 

สังเกตวŠาคŠาอินทิกรัลทีęĕดšนีĚเขียนĕดšĔนพจนŤของǰ     ǰǰโดยเราĕมŠตšองหาคŠาของǰ     ǰǰǰǰ

ĔหšĕดšเสียกŠอนวŠาเปŨนเทŠาĔด 

การเปŨนเชŠนนีĚทĞาĔหšเราทราบĕดšวŠาǰอินทิกรัลของฟŦงกŤชันพหุนามดีกรีหนึęงทีęผŠานจุดሺ     ሻǰ

กับ ሺ     ሻǰบนชŠวงǰሾ     ሿ  นัĚนจะมีคŠาเทŠาĔดǰและĔนทĞานองเดียวกันǰสĞาหรับชŠวงถัดėǰĕปǰǰǰ

นัęนคือǰǰสĞาหรับǰ          จะĕดš 

න   ሺ ሻ   
 
 
ሺ       ሻሺ       ሻ 

  

    
 

ดังนัĚนคŠาประมาณอินทิกรัลของǰ ǰแบบสูตรของเกณฑŤสีęเหลีęยมคางหมูǰคือ 

න   ሺ ሻ   
 
 
ሺ     ሻ  

 
 
ሺ ሻ    

 
 
ሺ       ሻ  

 

 
 

            
 
ሺ                     ሻ  โดยทีęǰ     

 
 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ17 คŠาประมาณอินทิกรัลแบบสูตรของเกณฑŤสีęเหลีęยมคางหมู 
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2.4ǰการประมาณค่าหาอินทิกรัลǰโดยใชสู้ตรของเกณฑŤของซิมป์สัน ǰเปŨนการประมาณคŠาหา

พืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวย    ሺ ሻǰแกนǰ ǰโดยทีęǰ  ሾ   ሿ โดยĔชšสูตรของเกณฑŤของซิมปşสัน ǰ 

ĔนกรณีนีĚǰǰเรามาพิจารณากันเสียกŠอนวŠาǰหากเราคĞานวณอินทิกรัลของฟŦงกŤชันพหุนาม-

ดีกรีสองǰ ሺ ሻ              ทีęผŠานจุดǰሺ     ሻ, ሺ     ሻและሺ     ሻ ǰบนชŠวงǰ
ሾ     ሿ วŠาจะĕดšคŠาเทŠาĔด เราจะพบวŠา 

න   ሺ ሻ   න  ሺ            ሻ   
  

  
 

  

  
 

ǰ ǰǰǰǰǰǰǰǰ   ሺ     ሻ  
  
 
ቀ      

 ቁ    
 
ቀ      

 ቁ 
       ൫ሺ    ሻ  ሺ    ሻ൯  

  
 
ሺሺ    ሻ  ሺ    ሻ ሻ 

 
  
 
ሺሺ    ሻ  ሺ    ሻ ሻ 

          
  
 
ሺ    ሻ  

  
 
ሺ         ሻ 

              
 
ሾ                      ሿ 

               
 
[
ሺ     ሺ    ሻ    ሺ    ሻ ሻ   ሺ             ሻ

   ሺ     ሺ    ሻ    ሺ    ሻ ሻ
] 

             
 
[
ሺ             ሻ   ሺ             ሻ

 ሺ             ሻ
] 

   ǰǰǰǰǰǰǰǰ  
 
ሺ         ሻ 

สังเกตวŠาคŠาอินทิกรัลทีęĕดšนีĚเขียนĕดšĔนพจนŤของǰ        ǰโดยเราĕมŠตšองหาคŠาของ

        ǰĔหšĕดšเสียกŠอนวŠาเปŨนเทŠาĔด 

การเปŨนเชŠนนีĚทĞาĔหšเราทราบĕดšวŠาǰอินทิกรัลของฟŦงกŤชันพหุนามดีกรีสองผŠานจุด

ሺ     ሻ ሺ     ሻ ሺ     ሻ ǰบนชŠวงǰሾ     ሿ  นัĚนจะมีคŠาเทŠาĔดǰและĔนทĞานองเดียวกันǰ
สĞาหรับชŠวงถัดėǰĕปǰǰเมืęอทราบคŠาอินทิกรัลของฟŦงกŤชันพหุนามทีęเราĔชšประมาณฟŦงกŤชันǰ ǰǰǰǰǰǰǰ

บนสองชŠวงถัดėǰกันคูŠตŠางėǰแลšวǰǰลĞาดับตŠอĕปเรากĘนĞาคŠาอินทิกรัลเหลŠานีĚǰǰมารวมกันเปŨน

คŠาประมาณǰการอินทิกรัลของǰ ǰǰ 

ดังนัĚนคŠาประมาณอินทิกรัลของǰ ǰǰแบบสูตรของเกณฑŤของซิมปşสันคือ 

න   ሺ ሻ   
 
 
ሺ         ሻ  

 
 
ሺ         ሻ    

 
 
ሺ             ሻ

 

 
 

  
 
ሺ                         ሻǰเมืęอǰ  

   
 

ǰ 

โดยทีę   เปŨนจĞานวนคูŠ 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ18  คŠาประมาณอินทิกรัลแบบสูตรของเกณฑŤของซิมปşสัน 
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บทที่ǰ3  การอินทิเกรตฟŦงกŤชันตัวแปรเดียว 

ĔนการอินทิเกรตฟŦงกŤชันตัวแปรเดียวǰคณะผูšจัดทĞาĕดšนĞาเสนอเนืĚอหาการหาพืĚนทีęทีęปŗดลšอมดšวย

ฟŦงกŤชันǰและการหาปริมาตรรูปทรงตันทีęเกิดจากการหมุน ดังนีĚ 

3.1 การอินทิเกรตหาพื้นที่ของบริเวณที่ปิดล้อมด้วยฟŦงกŤชันǰ1ǰฟŦงกŤชัน 

เมืęอǰ ǰǰเปŨนฟŦงกŤชันตŠอเนืęองบนชŠวงǰሾ   ሿ  

 ǰและ  ǰเปŨนพืĚนทีęทีęปŗดลšอมดšวยเสšนโคšง 
     ሺ ሻ จากǰ   ǰถึงǰ    

1. ถšาǰ  สĞาหรับทุกคŠาของǰ ሺ ሻ    ทีęอยูŠĔนชŠวง ሾ   ሿ และ  ǰเปŨนพืĚนทีęเหนือแกน
  แลšวǰ  ∫   ሺ ሻ   

  

2. ถšาǰ  สĞาหรับทุกคŠาของǰ ሺ ሻ    ทีęอยูŠĔนชŠวง ሾ   ሿ และ  ǰเปŨนพืĚนทีęĔตšแกน   

แลšวǰ   ∫   ሺ ሻ   
  

 

 

 

 

 

 

ǰǰǰภาพทีęǰ19ǰขนาดของพืĚนทีęǰ         ภาพทีęǰ20ǰขนาดของพืĚนทีęǰ  

ดังนัĚนǰโดยทัęวĕปจึงสรุปĕดšวŠาǰ  ∫  | ሺ ሻ|    
  

 

3.2  การอินทิเกรตหาพื้นที่ของบริเวณที่ปิดล้อมด้วยฟŦงกŤชันǰ 2ǰǰฟŦงกŤชัน 

  เมืęอǰ   ǰเปŨนฟŦงกŤชันตŠอเนืęองบนชŠวงǰሾ   ሿ และǰ ǰเปŨนพืĚนทีęทีęปŗดลšอมดšวยเสšนโคšง 

     ሺ ሻ และ      ሺ ሻǰสĞาหรับทุก  ǰทีęอยูŠĔนชŠวง ሾ   ሿ  
โดยทีę  ሺ ሻ   ሺ ሻ แลšวǰ  ∫  | ሺ ሻ   ሺ ሻ|    

  
 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ21ǰǰพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวยฟŦงกŤชัน 2ǰฟŦงกŤชัน 
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3.3 การอินทิเกรตหาพื้นที่ของบริเวณที่ปิดล้อมด้วยฟŦงกŤชันǰ3ǰฟŦงกŤชัน 

เมืęอǰ     ǰǰเปŨนฟŦงกŤชันตŠอเนืęองบนชŠวงǰሾ   ሿ และǰ ǰเปŨนพืĚนทีęทีęปŗดลšอมดšวยเสšนโคšง 

     ሺ ሻ      ሺ ሻǰและ     ሺ ሻǰสĞาหรับทุก  ǰทีęอยูŠĔนชŠวง ሾ   ሿ ดังภาพทีę 21 

 ถšาตšองการหาพืĚนทีęทีęปŗดลšอมดšวยเสšนโคšงหลายเสšนǰเราจะแบŠงพืĚนทีęออกเปŨนสŠวนยŠอยėǰคือ 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ22ǰǰพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวยฟŦงกŤชันǰ3ǰฟŦงกŤชัน ǰภาพทีęǰ23  การแบŠงพืĚนทีęออกเปŨนสŠวนยŠอยė 
 

เราĕดšวŠาพืĚนทีęǰ    พืĚนทีęของǰ   ǰพืĚนทีęของ   ǰ 

นัęนคือǰ  ∫  | ሺ ሻ   ሺ ሻ|     ∫  | ሺ ሻ   ሺ ሻ|    
 

 
  

 

3.4 การหาปริมาตรรูปทรงตันที่เกิดจากการหมุน 

รปูทรงตันทีęเกิดจากการหมุนǰǰหมายถึงǰǰรูปทรงตันทีęĕดšจากการหมุนบริเวณǰรอบเสšนตรง

เสšนหนึęงǰซึęงอยูŠĔนระนาบเดียวกันเรียกเสšนตรงนัĚนวŠาǰแกนหมุนǰผูšจัดทĞาĕดšแบบการหาปริมาตรทีęเกิดจากการ

หมุนออกเปŨนǰ2 แบบดังนีĚ 

3.4.1 การหมุนแบบจาน 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ24 ǰปริมาตรรูปทรงตันทีęเกิดจากการหมุนแบบจานรอบแกนǰ  

เมืęอǰ ሺ ሻǰเปŨนฟŦงกŤชันตŠอเนืęองบนชŠวงǰሾ   ሿ ปริมาตรของรูปทรงตันทีęเกิดจากการหมุนบริเวณทีę

ปŗดลšอมดšวยเสšนโคšง      ሺ ሻǰรอบแกนǰ   คือǰ  ∫  πሾ ሺ ሻሿ    
  

 

 

 



14 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ25  ปริมาตรรูปทรงตันทีęเกิดจากการหมุนแบบจานรอบแกนǰ  

และĔนทĞานองเดียวกันǰเมืęอǰ ሺ ሻǰเปŨนฟŦงกŤชันตŠอเนืęองบนชŠวงǰሾ   ሿ ปริมาตรของรูปทรงตันทีęเกิด

จากการหมุนบริเวณทีęปŗดลšอมดšวยเสšนโคšง      ሺ ሻǰรอบแกนǰ   คือǰ  ∫  πሾ ሺ ሻሿ     
  

 

3.4.2 การหมุนแบบวงแหวน 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ26  ปริมาตรรูปทรงตันทีęเกิดจากการหมุนแบบวงแหวนรอบแกนǰ  

เมืęอǰ ሺ ሻǰและ  ሺ ሻǰเปŨนฟŦงกŤชันตŠอเนืęองบนชŠวงǰሾ   ሿ ปริมาตรของรูปทรงตันทีęเกิดจากการหมุน

บริเวณทีęปŗดลšอมดšวยเสšนโคšง       ሺ ሻǰและǰ     ሺ ሻǰโดยทีę   ሺ ሻ   ሺ ሻ   ǰรอบแกนǰ  คือǰ

  ∫  πሺሾ ሺ ሻሿ  ሾ ሺ ሻሿ ሻ   
  

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ27 ǰปริมาตรรูปทรงตันทีęเกิดจากการหมุนแบบวงแหวนรอบแกนǰ  
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และĔนทĞานองเดียวกันǰเมืęอ  ሺ ሻǰǰและ  ሺ ሻǰเปŨนฟŦงกŤชันตŠอเนืęองบนชŠวงǰሾ   ሿ ปริมาตรของ
รูปทรงตันทีęเกิดจากการหมุนระนาบทีęปŗดลšอมดšวยเสšนโคšง       ሺ ሻǰและǰ     ሺ ሻǰโดยทีę

 ሺ ሻ   ሺ ሻ    รอบแกนǰ  คือ   ∫  πሺሾ ሺ ሻሿ  ሾ ሺ ሻሿ ሻ   

 
 

 

บททีǰ่4. การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปร 

4.1 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปรบนโดเมนรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้า 

 Ĕหšǰ      เมืęอǰ  ሾ   ሿ  ሾ   ሿ  

 แบŠงǰሾ   ሿ ออกเปŨนǰ  ชŠวงยŠอยǰดšวยจุดǰ              โดยทีę 
                          

แบŠงǰሾ   ሿ ออกเปŨนǰ  ชŠวงยŠอยǰดšวยจุดǰ              โดยทีę 
                          

  Ĕหš     ሾ       ሿ  [       ] เปŨนรูปสีęเหลีęยมผืนผšารูปยŠอยทีęǰ   

ǰ  เมืęอǰ           ǰและǰ            

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ28 ǰโดเมนรูปสีęเหลีęยมผืนผšาǰ    

Ĕหšǰ             เมืęอ             

 และǰ            เมืęอ             

เพราะฉะนัĚนǰพืĚนทีęของǰ         ሺ   ሻሺ   ሻ 

Ĕหšǰሺ       ሻǰเปŨนจุดĔดėǰĔนǰ    

และǰ    ∑ ∑  ሺ       ሻ 
   

 
        

เราเรียกǰ   ǰวŠาǰผลบวกรีมันนŤของ   บนǰ  

สĞาหรับการแบŠงอาณาบริเวณǰ ǰเปŨนรูปสีęเหลีęยมผืนผšายŠอยėǰนีĚ 

ถšาเราแบŠงĔนลักษณะทีęǰǰ    และ    ǰมีคŠาขšาĔกลšǰ  

สĞาหรับทุกǰ           ǰและǰ            เมืęอ   และǰ ǰมีคŠามากė 

และถšาǰ       
   

    ǰǰมีคŠาเปŨนอยŠางเดียวกันหมดǰสĞาหรับทุกėǰวิธีทีęแบŠงดังกลŠาว 

และทุกėǰวิธีทีęเลือกจุดǰሺ       ሻ Ĕน    ǰ 

แลšวเรากลŠาววŠาǰ ǰเปŨนฟŦงกŤชันทีęอินทิเกรตĕดšบนǰ   

และเรียกคŠาลิมิตนีĚวŠาǰอินทิกรัลสองชัĚนของ   บนǰ  หรืออินทิกรัลของ   บนǰ  

เขยีนแทนดšวยสัญลักษณŤǰǰ   ǰǰหรือ     ሺ   ሻ   
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ภาพทีęǰ29 ǰการอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปรบนโดเมนรูปสีęเหลีęยมผืนผšา 
 

4.2 ǰการอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปรบนโดเมนทั่วไป 

Ĕหš   ሼሺ   ሻ|  ሺ ሻ      ሺ ሻ      ሽ 

สรšางรูปสีęเหลีęยมผืนผšาǰ ǰลšอมรอบǰ  

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ30  รูปสีęเหลีęยมผืนผšาǰ ǰลšอมรอบǰ  

เพราะฉะนัĚนǰ ሚሺ   ሻ  ቐ
           ሺ ሻ  

 ሺ   ሻ    ሺ ሻ      ሺ ሻ
     ሺ ሻ     

 

และ        ෤ሺ   ሻ     
                   ∫ ∫  ሚሺ   ሻ     

 
 
    

                         ∫ ቂ∫      ∫  ሺ   ሻ      ሺ ሻ
  ሺ ሻ

  ሺ ሻ
 ∫       

  ሺ ሻ
ቃ    

  

  ǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰ ∫ ∫  ሺ   ሻ       ሺ ሻ
  ሺ ሻ

 
  

ĔนทĞานองเดียวกัน 

Ĕหš    ሼሺ   ሻ|  ሺ ሻ      ሺ ሻ      ሽ 

ทĞาĔหšเราĕดšวŠา     ∫ ∫  ሺ   ሻ       ሺ ሻ

  ሺ ሻ

 

 
 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ31ǰǰการอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปรบนโดเมนทัęวĕป 
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หมายเหตุǰǰĔนทางเรขาคณิต 

1. ถšาǰ      เปŨนฟŦงกŤชันทีęอินทิเกรตĕดšบนǰ  และǰ ሺ   ሻ    ทุกǰሺ   ሻ    

แลšวǰ   ǰคือǰปริมาตรของรูปทรงตันภายĔตšพืĚนผิวǰ   ሺ   ሻǰบนǰ  

2. ถšาǰ ሺ   ሻ    ทุกǰሺ   ሻ   ǰแลšวǰ   ǰคือǰพืĚนทีęของบริเวณǰ  
 

บทที่ǰ5ǰการอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปร 

5.1 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปรบนโดเมนรูปทรงสี่เหลี่ยมมุมฉาก 

Ĕหšǰ                  เปŨนจĞานวนจริง 

และǰ                 ǰ 

Ĕหšǰ  ሼሺ     ሻ|                       ሽ 
              ሾ     ሿ  ሾ     ሿ  ሾ     ሿ 
จะĕดšǰ ǰเปŨนรูปทรงสีęเหลีęยมมุมฉากĔนǰ   

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ32 ǰโดเมนรูปทรงสีęเหลีęยมมุมฉาก 

Ĕหšǰ      

การหาคŠาอินทิกรัลของฟŦงกŤชันǰ3ǰตัวแปรǰเราĔชšหลักการเดียวกันกับการหาคŠาอินทิกรัล

ของฟŦงกŤชันǰ2ǰตัวแปรǰ 

แบŠงǰ ǰออกเปŨนรูปทรงสีęเหลีęยมมุมฉากยŠอยėโดย 

 แบŠงǰሾ     ሿ ออกเปŨนǰ  ชŠวงยŠอยǰดšวยจุดǰ              โดยทีę 
                            

แบŠงǰሾ     ሿ ออกเปŨนǰ  ชŠวงยŠอยǰดšวยจุดǰ              โดยทีę 
                            

แบŠงǰሾ     ሿ ออกเปŨนǰ  ชŠวงยŠอยǰดšวยจุดǰ              โดยทีę 
                            

Ĕหš      ሾ       ሿ  [       ]  ሾ       ሿ เปŨนสŠวนแบŠงยŠอยของǰ  

ซึęงมีปรมิาตรเทŠากับǰ      ሺ   ሻሺ   ሻሺ   ሻ 

ǰ  เมืęอǰ           ǰǰǰǰǰ              และ              

Ĕหš              เมืęอ             

              เมืęอ             

                   เมืęอ             
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Ĕหš ሺ               ሻ      ǰ 

 ǰเปŨนฟŦงกŤชันคŠาจริงบนโดเมนǰ  

จะĕดšผลบวกรีมันนŤของ  ǰบนǰ  คือǰ    ǰเมืęอ 

ǰ     ∑ ∑ ∑  ሺ               ሻ     
 
   

 
   

 
    

ถšาǰǰ      
   
   

    ǰมีคŠาและมีคŠาเทŠากัน 

สĞาหรับทุกėǰวิธีการแบŠงǰ  เปŨนรูปสีęเหลีęยมมุมฉากยŠอยėǰĔนลักษณะทีęความยาวของเสšน

ทแยงมุมของทุกรูปทรงสีęเหลีęยมมุมฉากยŠอยมีคŠาเขšาสูŠศูนยŤǰเมืęอ      ǰมีคŠาเขšาสูŠอนันตŤ

และทุกėวิธีการเลือกจุด ൫               ൯   Ĕนǰ    ǰ 
ǰแลšวเรากลŠาววŠาǰ ǰเปŨนฟŦงกŤชันทีęอินทิเกรตĕดšบนǰ   

คŠาลิมิตทีęหาĕดšนีĚǰเรียกวŠาǰอินทิกรัลสามชัĚนของ   บนǰ  หรืออินทิกรัลของ   บนǰ  

เขียนแทนดšวยสัญลักษณŤǰǰ   ǰǰหรือ     ሺ     ሻ   
 

5.2 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปรบนโดเมนทั่วไป 

Ĕหšǰ      เมืęอǰ     

โดยทีęǰ ǰเปŨนเซตปŗดและมีขอบเขต 

สรšางรูปทรงสีęเหลีęยมมุมฉากǰ  ሾ     ሿ  ሾ     ሿ  ሾ     ሿǰครอบคลุมǰ  

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ33  รูปทรงสีęเหลีęยมมุมฉากǰครอบคลุมǰ  
 

Ĕหš  ሚǰเปŨนฟŦงกŤชันทีęอินทิเกรตĕดšบนǰ ǰโดยมีคŠาดังนีĚ 

เพราะฉะนัĚนǰ ሚሺ     ሻ  { 
ሺ     ሻ   ሺ     ሻ   
    ሺ     ሻ    

ถšาǰ ሚ เปŨนฟŦงกŤชันทีęอินทิเกรตĕดšบนǰ  

เราจะกลŠาวĕดšวŠาǰ ǰเปŨนฟŦงกŤชันทีęอินทิเกรตĕดšบนǰ  

โดยนิยามวŠาǰอินทิกรัลของ   บน   

มีคŠาเทŠากับǰ    ሚሺ     ሻ   

และเขียนแทนดšวยสัญลักษณŤǰ

               ሺ     ሻ       ሺ     ሻ      ǰǰǰǰ 
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2.2 โปรแกรม GeoGebraǰเบื้องต้น 

เนืęองจากโปรแกรมǰGeoGebra เปŨนโปรแกรมทีęมีเครืęองมือทีęชŠวยĔนการคĞานวณǰพรšอมทัĚงสรšางกราฟ

ทัĚงǰ2 และǰ3 มิติǰ ǰและมีสีสันทีęสวยงามǰǰเหมาะทีęจะพัฒนาเปŨนสืęอการเรียนการสอนǰǰทีęสามารถโตšตอบกับ

ผูšĔชšĕดšǰǰโดยĔนทีęนีĚจะอธิบายถึงการĔชšโปรแกรมǰGeoGebraǰǰĔนเบืĚองตšนดังนีĚ 

2.2.1 การ Downloads โปรแกรมǰGeoGebra 

2.2.2 การเปŗดĔชšงานǰ2 หนšาตŠาง 

2.2.3 การสรšางǰInput Box   

2.2.4 การสรšางǰǰCheck  Box   

2.2.5 การสรšางǰǰSlide Bar   

2.2.6 การสรšางǰǰText   

2.2.7 การคšนหาคĞาสัęง 

2.2.8 การสรšางǰǰActivity 

2.2.9 การสรšางǰǰBook  ǰ 
 

2.2.1 การ Downloads โปรแกรมǰǰGeoGebra 

ขัĚนตอนทีęǰ1  เขšาโปรแกรมǰGeoGebra จากǰhttps://www.geogebra.org/ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ34  การ Downloads โปรแกรมǰǰGeoGebra ǰ(ขัĚนตอนทีęǰ1) 
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ขัĚนตอนทีęǰ2  กดǰApp Downloads 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ35  การ Downloads โปรแกรมǰǰGeoGebra ǰ(ขัĚนตอนทีęǰ2) 
 

ขัĚนตอนทีęǰ3  กดǰ Downloads ทีęǰGeoGebraǰClassic 6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ36  การ Downloads โปรแกรมǰǰGeoGebra ǰ(ขัĚนตอนทีęǰ3) 

 

 

 

 

 

 

 



21 

ขัĚนตอนทีęǰ4  ทĞาตามขัĚนตอนการลงโปรแกรมǰǰจะปรากฏǰǰโปรแกรมǰGeoGebraǰǰทีęหนšาจอ 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ37  โปรแกรมǰǰGeoGebra ǰทีęหนšาจอǰ(ขัĚนตอนทีęǰ4) 
 

ขัĚนตอนทีęǰ5  กดเขšาโปรแกรมǰGeoGebraǰจากหนšาǰDesktop จะปรากฏภาพดังนีĚ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ38  เขšาโปรแกรมǰGeoGebraǰจากหนšาǰDesktop (ขัĚนตอนทีęǰ5) 
 

หนšาตŠางนีĚ แบŠงออกเปŨนǰǰ4 สŠวนǰǰĕดšแกŠǰǰ 

สŠวนทีęǰ1  รายการแถบเครืęองมือǰ(Toolbar) 

สŠวนทีęǰ2  หนšาตŠางพีชคณิตǰǰ(Algebra) 

สŠวนทีęǰ3  หนšาตŠางกราฟŗกǰ(Graphics) 

สŠวนทีęǰ4 ǰแถบเมนูǰ(Menu Bar) 
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2.2.2 การเปิดใช้งานǰ2 หน้าต่าง  ĔนทีęนีĚจะแบŠงการทĞางานออกเปŨนǰǰ2ǰǰหนšาตŠางǰǰĕดšแกŠǰǰǰ

หนšาตŠางกราฟŗกǰ(Graphics)ǰและǰหนšาตŠางกราฟŗก 2ǰ(Graphics 2)  เพืęอเปŨนหนšาตŠางแสดงภาพกราฟของ

ผลลัพธŤǰและหนšาตŠางคĞาสัęงǰǰซึęงเปŨนการแยกหนšาตŠางชุดคĞาสัęงĕมŠĔหšปนกับแสดงหนšาตŠางกราฟǰǰโดยĔนทีęนีĚ

จะแสดงการเปลีęยนสีพืĚนหลังของหนšาตŠางǰหนšาตŠางกราฟŗก 2ǰ(Graphics 2) เพืęอแยกความแตŠงตŠาง

ระหวŠางǰ2ǰหนšาตŠาง 

ขัĚนตอนทีęǰ1 กดเขšาĕปทีęǰǰมุมขวาดšานบน 

ขัĚนตอนทีęǰ2 กดเขšาĕปทีę  View 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ39  การเปŗดĔชšงานǰ2 หนšาตŠาง  (ขัĚนตอนทีęǰ1-2) 
 

ขัĚนตอนทีęǰ3 กดเขšาĕปทีę  Graphics 2   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ40  การเปŗดĔชšงานǰ2 หนšาตŠาง  (ขัĚนตอนทีęǰ3) 
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จะปรากฏหนšาตŠางกราฟŗกǰ2ǰ(Graphics 2)  เพิęมอีกǰ1  หนšาตŠางเปŨนǰǰ2  หนšาตŠาง  ดังนีĚ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ41  หนšาตŠางการĔชšงานǰǰ 
 

และตŠอĕปจะทĞาĔหšหนšาตŠางกราฟŗกǰ2ǰ(Graphics 2) เปŨนหนšาตŠางทีęแสดงคĞาสัęงโตšตอบกับผูšĔชšǰ

จึงลบแกนพิกัดǰและเปลีęยนสีพืĚนหลังของหนšาตŠางกราฟŗกǰ2ǰ(Graphics 2)ǰดšวยǰดังขัĚนตอนทีęǰ3 

และǰ4 

ขัĚนตอนทีęǰ3  การลบแกนพิกัดĔนหนšาตŠาง Graphicsǰ2 โดยการกดปุśมดังรูปจะทĞาĔหšเสšนแกน

พิกัดหายĕป 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ42  การลบแกนพิกัดĔนหนšาตŠาง Graphicsǰ2 
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ขัĚนตอนทีęǰ4  การเปลีęยนสีพืĚนหลังของหนšาตŠาง Graphicsǰ2 

4.1 กดทีęสัญลักษณŤǰSetting ดังรูปǰเพืęอเปลีęยนสีĔนหนšาตŠาง Graphicsǰ2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ43  การเปลีęยนสีพืĚนหลังของหนšาตŠาง Graphicsǰ2 (ขัĚนตอนทีęǰ1) 
 

4.2 กดǰBackground Color แลšวกดเลือกสีตามทีęตšองการ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ44  การเปลีęยนสีพืĚนหลังของหนšาตŠาง Graphicsǰ2 (ขัĚนตอนทีęǰ2) 
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ภาพทีęǰ45  การเปลีęยนสีพืĚนหลังของหนšาตŠาง Graphicsǰ2 (ขัĚนตอนทีęǰ3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ46  การเปลีęยนสีĔนหนšาตŠาง Graphicsǰ2  

 

 

 

 

 

 

 
 



26 

2.2.3 การสร้างǰǰInput Box  เพืęอĔหšผูšĔชšĔสŠตัวอักษรǰตัวเลขǰเพืęอประกอบเปŨนǰฟŦงกŤชันǰและ

ขอบเขตĕดšตามตšองการ 

ขัĚนตอนทีęǰ1  สรšางฟŦงกŤชันǰทีęตšองการǰโดยĔสŠนิพจนŤĔสŠชŠองǰInputǰBox 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ47  การสรšางǰǰInput Box ǰ(ขัĚนตอนทีęǰ1) 
 

ขัĚนตอนทีęǰ2  จากการĔสŠฟŦงกŤชันǰ ሺ ሻ    แลšวจะĕดšกราฟǰ ሺ ሻ   ǰแสดงĔนสŠวนของ
หนšาตŠาง GraphicsǰǰจากนัĚนกดปุśมคĞาสัęงดังรูปǰแลšวกดเลือกพืĚนทีęทีęตšองการวาง Input Box  ĔนหนšาตŠางǰ

Graphicsǰ2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ48  การสรšางǰǰInput Box ǰ(ขัĚนตอนทีęǰ2) 
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ขัĚนตอนทีęǰ3  พิมพŤชืęอǰInput Box ĔนชŠองǰCaption แลšวกดปุśมเลือกลิงกŤทีęตšองการเชืęอมตŠอกัน

ĔนชŠองǰLinear ObjectǰแลšวกดปุśมǰOK  ĔนตัวอยŠางนีĚǰคลิกเลือกลิงคŤทีęǰ ሺ ሻ    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ49  การสรšางǰǰInput Box ǰ(ขัĚนตอนทีęǰ3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ50  Input Box 
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2.2.4 การสร้างǰǰCheck  Box  เพืęอĔหšผูšĔชšเลือกทีęจะแสดงǰหรือซŠอนสิęงตŠางėǰĔนโปรแกรม 

ขัĚนตอนทีęǰ1 กดปุśมคĞาสัęงดังรูป แลšวกดเลือกพืĚนทีęทีęตšองการวางǰCheck  Box ǰĔนหนšาตŠางǰ

Graphicsǰ2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ51  การสรšางǰǰCheck  Box  (ขัĚนตอนทีęǰ1) 
 

ขัĚนตอนทีęǰ2 พิมพŤชืęอǰCheck Box แลšวกดปุśมเลือกลิงกŤทีęตšองการเชืęอมตŠอกันǰจากนัĚนกดปุśมǰOK 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ52  การสรšางǰǰCheck  Box  (ขัĚนตอนทีęǰ2) 
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ถšาผูšĔชšตšองการแสดงหรือซŠอนǰสิęงทีęเชืęอมตŠอกันกับǰǰCheck  Box  ĔหšกดทีęǰชŠองǰ
ǰ 

ถšาตšองการĔหšแสดงǰǰĔหšกดทีęǰชŠองǰ
ǰเปŨนǰ5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ53  การแสดงหรือซŠอนǰสิęงทีęเชืęอมตŠอกันกับǰǰCheck  Box   
 

2.2.5 การสร้างǰǰSlide Bar  เพืęอĔหšผูšĔชšเลืęอนเปลีęยนคŠาของตัวเลขหรือตัวแปรทีęผูšĔชšกĞาหนด 

ขัĚนตอนทีęǰ1  กดปุśมคĞาสัęงดังรูป แลšวกดเลือกพืĚนทีęทีęตšองการวางĔนหนšาตŠางǰGraphicsǰ2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ54  การสรšางǰǰSlide Bar  (ขัĚนตอนทีęǰ1) 
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ขัĚนตอนทีęǰ2  พิมพŤชืęอǰSlide Bar  แลšวกดตัĚงคŠาตŠางėǰตามทีęตšองการǰแลšวกดปุśมǰOK 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ55  การสรšางǰǰSlide Bar  (ขัĚนตอนทีęǰ2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ56  Slide Bar 
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2.2.6 การสร้างǰǰText  เพืęอนĞาเสนอขšอความทีęผูšĔชšตšองการ 

ขัĚนตอนทีęǰ1  กดปุśมคĞาสัęงดังรูป แลšวกดเลือกพืĚนทีęทีęตšองการวางĔนหนšาตŠางǰGraphicsǰ2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ57  การสรšางǰǰTextǰ (ขัĚนตอนทีęǰ1) 
 

ขัĚนตอนทีęǰ2  พิมพŤขšอความทีęตšองการǰและหากตšองการĔสŠเครืęองหมายǰหรือขšอมูลทีęผูšĔชšĕดšǰ

Input  ĕวšกŠอนหนšานีĚแลšวǰĔหšกดปุśม Advanced เพืęอเลือกขšอมูลทีęตšองการǰแลšวกดปุśมǰOK 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ58  การสรšางǰǰTextǰ (ขัĚนตอนทีęǰ2) 
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ภาพทีęǰ59  Text 
 

2.2.7 การค้นหาค าสั่ง  หากผูšพฒันาโปรแกรมตšองการหาวิธีการทĞางานบางอยŠางกĘสามารถ

คšนหาคĞาสัęงทีęตšองการĕดš 

ขัĚนตอนทีęǰ1  กดปุśมคĞาสัęงดังรูป 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ60  การคšนหาคĞาสัęง (ขัĚนตอนทีęǰ1) 
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ขัĚนตอนทีęǰ2  เลือกคĞาสัęงทีęตšองการǰหรือถšาตšองการหาคĞาสัęงเพิęมเติมĔหšกดǰ Show Online 

Help เพืęอคšนหาขšอมูลĔนอินเตอรŤเนĘต 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ61  การคšนหาคĞาสัęง (ขัĚนตอนทีęǰ2)   
 

2.2.8 การสร้างǰActivity เพืęอนĞาเสนอโปรแกรมǰGeoGebra ทีęสĞาเรĘจแลšวลงบนǰ

https://www.geogebra.org/ 

ชัĚนตอนทีęǰ1  เขšาเวĘบĕซตŤǰǰhttps://www.geogebra.org/ǰǰแลšวเขšาสูŠระบบ 

ชัĚนตอนทีęǰ2  กดปุśมǰProfileǰǰ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ62  การสรšางǰActivity (ขัĚนตอนทีęǰ1-2) 
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ชัĚนตอนทีęǰ3  กดปุśมǰCreate แลšว  กดปุśมǰActivity 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ63  การสรšางǰActivity (ขัĚนตอนทีęǰ3) 
 

ขัĚนตอนทีęǰ4  ĔสŠขšอมูลทีęตšองการลงĔนหนšาตŠางนีĚǰแลšวกดบันทึก 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ64  การสรšางǰActivity (ขัĚนตอนทีęǰ4) 
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2.2.9 การสร้างǰǰBook  ǰเพืęอรวบรวมหรือจัดเรียงขšอมูลǰActivityǰทีęผูšĔชšสรšางขึĚนǰĔหšเปŨนระบบǰǰ 

ชัĚนตอนทีęǰ1  กดปุśมǰCreate แลšว  กดปุśมǰBook 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ65  การสรšางǰBook (ขัĚนตอนทีęǰ1) 
 

ขัĚนตอนทีęǰ2  ĔสŠขšอมูลทีęตšองการลงĔนหนšาตŠางนีĚǰแลšวกดบันทึก 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ66  การสรšางǰBook (ขัĚนตอนทีęǰ2) 

 

 

 

 

 
 



36 

ขัĚนตอนทีęǰ3  เพิęมบทเรียนǰหรือǰเพิęมĔบงานĕดšตามตšองการ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ67  การสรšางǰBook (ขัĚนตอนทีęǰ3) 
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บทที่ǰ3 

วิเคราะหŤและออกแบบสื่อการเรียนการสอน 

 

จากการศึกษาเนืĚอหาและการĔชšงาน GeoGebraǰแลšวǰผูšจัดทĞาโครงงานĕดšวิเคราะหŤและออกแบบ

โปรแกรมǰสĞาหรับพัฒนาสืęอการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดียǰเรืęองǰการอินทิเกรตบนโดเมนทัęวĕปโดย

โปรแกรมǰGeoGebra  แลšวสรุปเปŨนหัวขšอตามลĞาดับǰดังนีĚ 

บททีęǰ1 ǰการวาดกราฟสมการพหุนาม 

บททีęǰ2  การหาอินทิกรัลจĞากัดเขต 

บททีęǰ3 ǰการอินทิเกรตฟŦงกŤชันตัวแปรเดียว 

บททีęǰ4 ǰการอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปร 

บททีęǰ5  การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปร 

โดยĔนแตŠละหัวขšอมีการนĞาเสนอĔนรูปแบบของกราฟǰǰผูšĔชšสามารถĔสŠฟŦงกŤชันǰและเปลีęยนขอบเขต

ĕดšตามตšองการǰอีกทัĚงยังออกแบบชิĚนงานĔหšมีความสวยงามนŠาสนĔจ  ทัĚงนีĚĔนบททีęǰ2 เรืęองǰการหาอินทิกรัล

จĞากัดเขตǰǰผูšจัดทĞาĕดšทĞาวีดีโอเกีęยวกับเนืĚอหาǰǰเพืęอĔหšผูšĔชšĕดšทบทวนเนืĚอหากŠอนการศึกษาจริงǰทĞาĔหšเขšาĔจ

เนืĚอหาĕดšงŠายขึĚนǰǰซึęงผูšจัดทĞาĕดšวางแผนการออกแบบสืęอǰสรุปĕดšดังนีĚ 
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 1.ǰคูŠมือการĔชšงาน 

2.ǰการวาดกราฟสมการพหุนาม 

 2.1ǰการวาดกราฟสมการพหุนามตวัแปรเดยีว 

 2.2 การวาดกราฟสมการพหุนามǰ2ǰตัวแปร 

 2.3ǰการวาดกราฟสมการพหุนามǰ3ǰตัวแปร 

 3.ǰการหาอินทิกรัลจĞากัดเขต 

 3.1ǰผลบวกดารŤบู 

 3.2 ผลบวกรีมันนŤ 

3.3 สูตรของเกณฑŤสีęเหลีęยมคางหมู 

 3.4 สูตรของเกณฑŤของซิมปşสัน 

4. การอินทิเกรตฟŦงกŤชันตัวแปรเดียว 

 4.1 การอินทิเกรตหาพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวยฟŦงกŤชันǰ1ǰฟŦงกŤชัน 

 4.2 การอินทิเกรตหาพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวยฟŦงกŤชันǰ2ǰฟŦงกŤชัน 

 4.3 การอินทิเกรตหาพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวยฟŦงกŤชันǰ3ǰฟŦงกŤชัน 

4.4 การหาปริมาตรทีęเกิดจากการหมนุ 

 4.4.1 การหมุนแบบจาน 

 4.4.2 การหมุนแบบวงแหวน 

 5. การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปร 

 5.1 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปรบนโดเมนรูปสีęเหลีęยมผืนผšา 

 5.2 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปรบนโดเมนทัęวĕป 

 6. การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปร 

 6.1 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปรบนโดเมนรูปทรงสีęเหลีęยมมุมฉาก 

 6.2 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปรบนโดเมนทัęวĕป 
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ผูšจัดทĞาĕดšดĞาเนินการออกแบบสืęอการเรียนการสอนǰǰโดยสรšางเวĘบเพจĔนǰǰwww.GeoGebra.org และ

ออกแบบหนšาตŠางเวĘบเพจĔนแตŠละหัวขšอǰǰดังตŠอĕปนีĚ 

3.1 สืęอการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดียǰǰ 

3.2 คูŠมือการĔชšงาน 

3.3 การวาดกราฟสมการพหุนาม 

3.4 การหาอินทิกรัลจĞากัดเขต 

3.5 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันตัวแปรเดียว 

3.6 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปร 

3.7 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปร 
 

3.1 สื่อการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดียǰǰเรืęองǰǰการอินทิเกรตบนโดเมนทัęวĕปโดยโปรแกรมǰ

GeoGebraǰ 

ผูšจัดทĞาĕดšจัดทĞาสืęอการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดียǰǰเรืęองǰǰการอินทิเกรตบนโดเมนทัęวĕปโดย

โปรแกรมǰGeoGebraǰǰĔนทุกหัวขšอǰǰเพืęอĔหšผูšĔชšสามารถเขšาĕปĔชšĔนแตŠละหัวขšอĕดšอยŠางสะดวก 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ68  สืęอการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดียǰเรืęองǰการอินทิเกรตบนโดเมนทัęวĕปโดยโปรแกรมǰGeoGebra 
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3.2 คู่มือการใช้งาน 

ผูšจัดทĞาĕดšพัฒนาคูŠมือการĔชšงานสืęอการเรียนการสอนǰĔนรูปแบบของวีดีโอǰเพืęอĔหšผูšĔชšทราบ

วิธีการĔชšงานเครืęองมือตŠางėǰǰของโปรแกรมǰGeoGebra ทีęĔชšĔนสืęอการเรียนการสอนนีĚ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ69  คูŠมือการĔชšงาน 
 

3.3 การวาดกราฟสมการพหุนาม 

ผูšจัดทĞาĕดšแบŠงหัวขšอĔนบทนีĚออกเปŨนǰ3ǰหัวขšอǰดังตŠอĕปนีĚ 

3.3.1 การวาดกราฟสมการพหุนามตัวแปรเดียว 
สมการพหุนามตัวแปรเดียวทีęนĞาเสนอกราฟลักษณะตŠางėǰดังนีĚǰǰกราฟสมการเสšนตรงǰǰ

กราฟสมการกĞาลังสองǰǰกราฟสมการกĞาลังสามǰและกราฟฟŦงกŤชันอืęนė  ซึęงผูšĔชšสามารถกดปุśมǰCheck Box  

เพืęอแสดงหรือซŠอนสมการพหุนามǰและเปลีęยนคŠาคงทีęĔนǰInput Boxǰĕดšตามตšองการ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ70  การวาดกราฟสมการพหุนามตัวแปรเดียว 
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3.3.2 การวาดกราฟสมการพหุนามǰ2ǰตัวแปร 
สมการพหุนามǰ2ǰตัวแปรǰนĞาเสนอกราฟลักษณะตŠางėǰดังนีĚǰǰกราฟสมการวงกลมǰǰกราฟ

สมการวงรีǰǰกราฟสมการพาราโบลาǰǰและกราฟสมการĕฮเพอรŤโบลา ซึęงผูšĔชšสามารถกดปุśมǰCheck Box  

เพืęอแสดงหรือซŠอนสมการพหุนามǰและเปลีęยนคŠาคงทีęĔนǰInput Boxǰĕดšตามตšองการ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ71  การวาดกราฟสมการพหุนามǰ2ǰตัวแปร 

3.3.3 การวาดกราฟสมการพหุนามǰ3ǰตัวแปร 
สมการพหุนามǰ3ǰตัวแปรǰนĞาเสนอกราฟลักษณะตŠางėǰดังนีĚǰǰกราฟสมการอิลลิปซอยดŤǰ

กราฟสมการอิลลิปติกพาราโบลอยดŤǰǰกราฟสมการอิลลิปติกĕฮเพอรŤโบลอยดŤแบบชิĚนเดียวǰǰกราฟสมการ

อิลลิปติกĕฮเพอรŤโบลอยดŤแบบ 2 ชิĚนǰǰกราฟสมการกรวยอิลลิปติกǰและกราฟสมการĕฮเพอรŤโบลิกพาราโบ

ลอยดŤ ซึęงผูšĔชšสามารถกดปุśมǰCheck Box  เพืęอแสดงหรือซŠอนสมการพหุนามǰและเปลีęยนคŠาคงทีęĔนǰInput 

Boxǰĕดšตามตšองการ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ72  การวาดกราฟสมการพหุนามǰ3ǰตัวแปร 
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3.4 การหาอนิทิกรัลจ ากัดเขต 

ผูšจัดทĞาแบŠงหัวขšอǰǰการหาอินทิกรัลจĞากัดเขตĔนออกเปŨนǰ4ǰหัวǰǰขšอดังตŠอĕปนีĚ 

3.4.1ǰผลบวกดารŤบู 

ผูšĔชšสามารถเปลีęยนฟŦงกŤชันĔน Input Box  เลืęอนǰSlide Bar เพืęอกĞาหนดคŠาขอบเขตลŠางǰ

ขอบเขตบนǰǰจĞานวนชŠองทีęตšองการแบŠงǰและกดปุśมǰCheck Box  เพืęอแสดงหรือซŠอนผลบวกบนǰผลบวก

ลŠางǰและคŠาอินทิกรัลĕดšตามตšองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ73  ผลบวกดารŤบู 

3.4.2 ผลบวกรีมันนŤ 

ผูšĔชšสามารถเปลีęยนฟŦงกŤชันǰขอบเขตลŠางǰขอบเขตบนǰǰĔน Input Box  เลืęอนǰSlide Bar 

เพืęอกĞาหนดจĞานวนชŠองทีęตšองการแบŠงǰǰจุดĔนชŠวงยŠอยǰǰและกดปุśมǰCheck Box  เพืęอแสดงหรือซŠอนคŠา

อินทิกรัลĕดšตามตšองการ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ74  ผลบวกรีมันนŤ 
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3.4.3 สูตรของเกณฑŤสีęเหลีęยมคางหมู 

ผูšĔชšสามารถเปลีęยนฟŦงกŤชันǰขอบเขตลŠางǰขอบเขตบนǰǰĔน Input Box  เลืęอนǰSlide Bar 

เพืęอกĞาหนดจĞานวนชŠองทีęตšองการแบŠงǰและกดปุśมǰCheck Box  เพืęอแสดงหรือซŠอนผลบวกสีęเหลีęยมคางหมูǰǰ

คŠาอินทิกรัลĕดšตามตšองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ75  สูตรของเกณฑŤสีęเหลีęยมคางหมู 
 

3.4.4 สูตรของเกณฑŤของซิมปşสัน 

ผูšĔชšสามารถเปลีęยนฟŦงกŤชันǰขอบเขตลŠางǰขอบเขตบนǰǰĔน Input Box  เลืęอนǰSlide Bar 

เพืęอกĞาหนดจĞานวนชŠองทีęตšองการแบŠงǰและกดปุśมǰCheck Box  เพืęอแสดงหรือซŠอนผลบวกของซิมปşสันǰǰ

คŠาอินทิกรัลĕดšตามตšองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ76  สูตรของเกณฑŤของซิมปşสัน 
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3.5 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันตัวแปรเดียว 

ผูšจัดทĞาแบŠงหัวขšอการอินทิเกรตฟŦงกŤชันตัวแปรเดียวĔนบทนีĚออกเปŨนǰ4ǰหัวขšอǰดังตŠอĕปนีĚ 

3.5.1 การอินทิเกรตหาพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวยฟŦงกŤชันǰ1ǰǰฟŦงกŤชัน 

ผูšĔชšสามารถเปลีęยนฟŦงกŤชันǰขอบเขตลŠางǰขอบเขตบนǰĔน Input Box และกดปุśมǰCheck Box  

เพืęอแสดงหรือซŠอนอินทิกรัลจĞากัดเขตǰและอินทิกรัลĕมŠจĞากัดเขตĕดšตามตšองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ77  การอินทิเกรตหาพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวยฟŦงกŤชันǰ1ǰǰฟŦงกŤชัน 
 

3.5.2 ǰการอินทิเกรตหาพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวยฟŦงกŤชันǰ2ǰǰฟŦงกŤชัน 

ผูšĔชšสามารถเปลีęยนฟŦงกŤชันทัĚงǰ2ǰฟŦงกŤชันǰขอบเขตลŠางǰขอบเขตบนǰǰĔน Input Box  เลืęอนǰ

Slide Bar เพืęอกĞาหนดขอบเขตลŠางǰขอบเขตบนǰและกดปุśมǰCheck Box  เพืęอแสดงหรือซŠอนเมืęอฟŦงกŤชันǰ

2ǰฟŦงกŤชันตัดกันǰและเมืęอฟŦงกŤชันǰ2ǰฟŦงกŤชันĕมŠตัดกันĕดšตามตšองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ78  การอินทิเกรตหาพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวยฟŦงกŤชันǰ2ǰǰฟŦงกŤชัน 
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3.5.3 การอินทิเกรตหาพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวยฟŦงกŤชันǰ3ǰǰฟŦงกŤชัน 

ผูšĔชšสามารถเปลีęยนฟŦงกŤชันทัĚงǰ3 ฟŦงกŤชันǰǰĔน Input Box  ĕดšตามตšองการ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ79  การอินทิเกรตหาพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวยฟŦงกŤชันǰ3ǰǰฟŦงกŤชัน 
 

3.5.4 การหาปริมาตรรูปทรงตันทีęเกิดจากการหมุน 

การหาปริมาตรรูปทรงตันทีęเกิดจากการหมุนทีęผูšจัดทĞานĞาเสนอǰประกอบดšวย การหมุน

แบบจาน การหมุนแบบวงแหวน และการหมุนแบบเปลือกทรงกระบอก ดังภาพตŠอĕปนีĚ 

1) ǰการหมุนแบบจาน 

ผูšĔชšสามารถเปลีęยนฟŦงกŤชันǰขอบเขตลŠางǰขอบเขตบนǰĔน Input Box  เลืęอนǰSlide Bar 

เพืęอกĞาหนดองศาทีęตšองการหมุนǰและกดปุśมǰCheck Box  เพืęอแสดงหรือซŠอนการหมุนรอบแกนทีęขนาน

กับแกนǰ ǰและการหมุนรอบแกนทีęขนานกับแกนǰ ǰĕดšตามตšองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ80  การหาปริมาตรรูปทรงตันทีęเกิดจากการหมุน 
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2) การหมุนแบบวงแหวน 

ผูšĔชšสามารถเปลีęยนฟŦงกŤชันทัĚงǰ2ǰฟŦงกŤชันǰขอบเขตลŠางǰขอบเขตบนǰĔน Input Box เลืęอนǰ

Slide Bar เพืęอกĞาหนดองศาทีęตšองการหมุนǰและกดปุśมǰCheck Box  เพืęอแสดงหรือซŠอนการหมุนรอบ

แกนทีęขนานกับแกนǰ ǰและการหมุนรอบแกนทีęขนานกับแกนǰ ǰĕดšตามตšองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ81  การหมุนแบบวงแหวน 
 

3.6 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปร 

ผูšจัดทĞาแบŠงหัวขšอการอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปร  ĔนบทนีĚออกเปŨนǰ2 หัวขšอดังตŠอĕปนีĚ 

3.6.1 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปรบนโดเมนรูปสีęเหลีęยมผืนผšา 

ผูšĔชšสามารถเปลีęยนฟŦงกŤชันǰขอบเขตลŠางǰขอบเขตบนǰĔน Input Box และกดปุśมǰCheck Box  

เพืęอแสดงหรือซŠอนฟŦงกŤชันĕดšตามตšองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ82  การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปรบนโดเมนรูปสีęเหลีęยมผืนผšา 
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3.6.2 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปรบนโดเมนทัęวĕป 

ผูšĔชšสามารถเปลีęยนฟŦงกŤชันǰขอบเขตลŠางǰขอบเขตบนǰĔน Input Box และกดปุśมǰCheck Box  

เพืęอแสดงหรือซŠอนฟŦงกŤชันĕดšตามตšองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ83  การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปรบนโดเมนทัęวĕป 
 

3.7 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปร 

ผูšจัดทĞาแบŠงหัวขšอการอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปรǰĔนบทนีĚออกเปŨนǰ2 หัวขšอดังตŠอĕปนีĚ 

3.7.1 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปรบนโดเมนรูปทรงสีęเหลีęยมมุมฉาก 

ผูšĔชšสามารถเปลีęยนฟŦงกŤชันǰขอบเขตลŠางǰขอบเขตบนǰĔน Input Box ĕดšตามตšองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ84  การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปรบนโดเมนรูปทรงสีęเหลีęยมมุมฉาก 
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3.7.2 การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปรบนโดเมนทัęวĕป 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพทีęǰ85  การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปรบนโดเมนทัęวĕป 
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บทที่ǰǰ4 

การเขียนโปรแกรม 

 

Ĕนการพัฒนาสืęอการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดียǰǰเรืęองǰการอินทิเกรตบนโดเมนทัęวĕป ผูšจัดทĞา 

เลือกĔชšโปรแกรมǰGeoGebraǰǰเพราะโปรแกรมนีĚมีฟŦงกŤชันการคĞานวณǰและแสดงการคĞานวณǰǰรวมทัĚง

สามารถแสดงรูปภาพทีęมีสีสันĕดšǰǰĔนบทนีĚจึงเลือกหัวขšอทีęมีการĔชšงานǰGeoGebraǰǰเตĘมรูปแบบǰคือมีทัĚงǰ

Check Box,ǰSlide Bar, Text Box  ĔหšĔสŠฟŦงกŤชัน และวาดกราฟǰǰพรšอมทัĚงเขียนโคšดĔนโปรแกรม 

GeoGebraǰǰคือเรืęอง นิยามการอินทิเกรตแบบผลบวกดารŤบู และการอินทิเกรตǰ2  ตัวแปรบนโดเมนทัęวĕป 

มาอธิบายĔนบทนีĚǰดังนีĚ  
 

4.1 นิยามการอินทิเกรตแบบผลบวกดารŤบู   

ĔนเรืęองǰǰนิยามการอินทิเกรตแบบผลบวกดารŤบู  ผูšĔชšสามารถเปลีęยนฟŦงกŤชันขอบเขตบนǰǰ

ขอบเขตลŠางǰǰจĞานวนชŠวงทีęตšองการแบŠงǰǰผลบวกบนǰและผลบวกลŠางĕดšǰǰซึęงเขียนโคšดĕดšดังนีĚǰǰ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ86  นิยามการอินทิเกรตแบบผลบวกดารŤบู   
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โดยการเขียนโคšดĔนหนšาตŠางǰAlgebra  ดังนีĚ 
 

ล าดับที่ โค้ด ข้อมูล 

1  ሺ ሻ       สรšางฟŦงกŤชันพรšอมสรšางǰInput Box 

2      สรšางǰSlider เพืęอกĞาหนดขอบเขตลŠาง 

3       สรšางǰSlider เพืęอกĞาหนดขอบเขตบน 

4 
     

สรšางǰSlider เพืęอกĞาหนดจĞานวนชŠวงทีę

ตšองการแบŠงǰǰ 

5           ሺ       ሻ สรšางการคĞานวณผลบวกบน 

6           ሺ       ሻ สรšางคĞานวณผลบวกลŠาง 

7           ሺ     ሻ สรšางคĞานวณผลการอินทิเกรต 

8        
สรšางǰCheck Box เพืęอกĞาหนดการแสดงผล

ของผลบวกบน 

9        
สรšางǰCheck Box เพืęอกĞาหนดการแสดงผล

ของผลบวกลŠาง 

10 
       

สรšางǰCheck Box เพืęอกĞาหนดการแสดงผล

การอินทิเกรตǰ 

11      ሼ ሽ ሼ ሽሼ ሽ      สรšางǰText เพืęอแสดงผลการอินทิเกรต 

12   ตารางหนŠวย สรšางǰText เพืęอแสดงผลบวกบน 

13   ตารางหนŠวย สรšางǰText เพืęอแสดงผลบวกลŠาง 

14  ǰตารางหนŠวย สรšางǰText เพืęอแสดงผลการอินทิเกรต 

15   คือǰจĞานวนชŠองทีęตšองการแบŠง ሾ   ሿ สรšางǰText เพืęอแสดงคĞาอธิบายคŠาของ n 
 

จากนัĚนตกแตŠงĔหšสวยงามǰโดยการเปลีęยนสีǰและปรับขนาดตามทีęผูšĔชšตšองการǰǰแลšวบันทึกขšอมูล 
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4.2 การอินทิเกรตǰ2 ตัวแปรบนโดเมนทั่วไป   

Ĕนเรืęองǰǰการอินทิเกรตǰ2 ตัวแปรบนโดเมนทัęวĕปǰ ผูšĔชšสามารถเปลีęยนฟŦงกŤชันและโดเมนǰ

ĕดšตามตšองการǰǰซึęงเขียนโคšดĕดšดังนีĚǰǰ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพทีęǰ87  การอินทิเกรตǰ2 ตัวแปรบนโดเมนทัęวĕป 
 

ล าดับที่ โค้ด ข้อมูล 

1  ሺ   ሻ        สรšางฟŦงกŤชันพรšอมสรšางǰInput Box 

2  ሺ   ሻ          ሺ   ሻ อินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ ሺ   ሻǰเทียบǰ  

3      ሺ ሻ     ሺ ሻ สรšางขอบเขตบนคŠาǰ ǰพรšอมสรšางǰInput Box 

4      ሺ ሻ     ሺ ሻ สรšางขอบเขตลŠางคŠาǰ ǰพรšอมสรšางǰInput Box 

5  ሺ ሻ   ൫       ሺ ሻ൯ 
  ሺ       ሺ ሻሻ 

แทนคŠาการอินทิเกรตเทียบǰ ǰ 

6  ሺ ሻ          ሺ ሻ แปลงรูปอยŠางงŠายǰฟŦงกŤชันǰ ሺ ሻ 

7          สรšางขอบเขตบนคŠาǰ ǰพรšอมสรšางǰInput Box 

8            สรšางขอบเขตลŠางคŠาǰ ǰพรšอมสรšางǰInput Box 

9           ሺ               ሻ อินทิเกรตฟŦงกŤชัน  ሺ ሻ เทียบǰ  

10  ሺ   ሻ          ሺ ሻ แปลงรูปอยŠางงŠายǰฟŦงกŤชันǰ ሺ   ሻǰ 

11             กĞาหนดชืęอตัวแปรǰ       

12            กĞาหนดชืęอตัวแปร        

13                    กĞาหนดขอบเขตคŠาǰ  
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ล าดับที่ โค้ด ข้อมูล 

14            ሺ        ሻ 
สรšางจุดตัดของขอบเขตบนคŠา  ǰและ 

ขอบเขตบนคŠาǰ  

15            ሺ        ሻ 
สรšางจุดตัดของขอบเขตลŠางคŠา  ǰและ 

ขอบเขตบนคŠาǰ  

16            ሺ        ሻ 
สรšางจุดตัดของขอบเขตบนคŠา  ǰและ 

ขอบเขตลŠางคŠาǰ  

17            ሺ        ሻ 
สรšางจุดตัดของขอบเขตลŠางคŠา  ǰและ 

ขอบเขตลŠางคŠาǰ  

18           ሺ   ሻ สรšางเสšนตรงระหวŠางจุด   และǰจุดǰ  

19           ሺ   ሻ สรšางเสšนตรงระหวŠางจุด   และǰจุดǰ  

20      ሺ ሻ    ሺ  ሺ ሻ      ሺ ሻሻ สรšางเสšนตรงระหวŠางจุด   และǰจุดǰ  

21       ሺ ሻ    ሺ  ሺ ሻ      ሺ ሻሻ สรšางเสšนตรงระหวŠางจุด   และǰจุดǰ  

22         ሺ           ሻ สรšางระนาบǰ =ขอบเขตลŠางคŠาǰ  

23                  ሺ    ሻ 
เสšนตรงทีęตัดระนาบǰ =ขอบเขตลŠางคŠาǰ ǰ 

กับฟŦงกŤชันǰ ሺ   ሻ 

24         ሺ           ሻ สรšางระนาบǰ =ขอบเขตบนคŠาǰ  

25                  ሺ    ሻ 
เสšนตรงทีęตัดระนาบǰ =ขอบเขตบนคŠาǰ  

กับฟŦงกŤชันǰ ሺ   ሻ 

26     ሺ ሺ ሻ  ሺ ሻ  ሺ ሺ ሻ  ሺ ሻሻሻ สรšางจุดǰ  ǰโดยĔหšǰ   ሺ ሺ ሻ  ሺ ሻሻ 

27            ሺ    ሻ สรšางเสšนตรงระหวŠางจุด   และǰจดุǰ   

28     ሺ ሺ ሻ  ሺ ሻ  ሺ ሺ ሻ  ሺ ሻሻሻ สรšางจุดǰ   โดยĔหš    ሺ ሺ ሻ  ሺ ሻሻ 

29            ሺ    ሻ สรšางเสšนตรงระหวŠางจุด   และǰจุดǰ   

30     ሺ ሺ ሻ  ሺ ሻ  ሺ ሺ ሻ  ሺ ሻሻሻ สรšางจุดǰ  ǰโดยĔหšǰ   ሺ ሺ ሻ  ሺ ሻሻ 

31            ሺ    ሻ สรšางเสšนตรงระหวŠางจุด    และǰจุดǰ   

32     ሺ ሺ ሻ  ሺ ሻ  ሺ ሺ ሻ  ሺ ሻሻሻ สรšางจุดǰ  ǰโดยĔหšǰ   ሺ ሺ ሻ  ሺ ሻሻ 

33            ሺ    ሻ สรšางเสšนตรงระหวŠางจุด    และǰจุดǰ   

34 
          ሺ           
  ሺ        ሻ        ሺ      ሻ  
     ሺ      ሻ      ሻ 

สรšางพืĚนผิวการอินทิเกรต 

35 
          ሺ           
  ሺ        ሻ        ሺ       ሻ  
     ሺ      ሻ      ሻ 

สรšางพืĚนผิวการอินทิเกรต 
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ล าดับที่ โค้ด ข้อมูล 

36 
          ሺ       ሺ ሻ   
  ሺ     ሺ ሻ  ሻ                   
   ሻ 

สรšางพืĚนผิวการอินทิเกรต 

37 
          ሺ       ሺ ሻ   

  ൫       ሺ ሻ൯                     
   ሻ 

สรšางพืĚนผิวการอินทิเกรต 

38 
  ሺ   ሻ    ሺ     ሺ      ሻ     
     ሺ      ሻ       ሺ ሻ    
      ሺ ሻ  ሺ   ሻሻ 

สรšางพืĚนผิว  ሺ   ሻ 

39        
สรšางǰCheck Box เพืęอกĞาหนดการแสดงผลของ

สรšางพืĚนผิว  ሺ   ሻ 

40      ሼሽ ሼሽሼ ሽ     ሼሽ ሼሽሼ ሽ           สรšางǰText เพืęอแสดงผลการอินทิเกรต 

 

จากนัĚนตกแตŠงĔหšสวยงามǰโดยการเปลีęยนสีǰและปรับขนาดตามทีęผูšĔชšตšองการǰแลšวบันทึกขšอมูล 
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บทที่ǰǰ5 

สรุปผลและข้อเสนอแนะ 

 

5.1  สรุปผลการด าเนินงาน 

ผูšจัดทĞาĕดšพัฒนาสืęอการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดียǰเรืęองǰการอินทิเกรตบนโดเมนทัęวĕปǰโดย

โปรแกรมǰGeoGebraǰǰซึęงสืęอการเรียนการสอนนีĚเปŨนสืęอการเรียนการสอนǰǰแบบมัลติมีเดียĔนรูปแบบǰ

InteractiveǰǰทีęผูšเรียนสามารถโตšตอบกับโปรแกรมĕดšǰǰคือผูšเรียนสามารถเปลีęยนฟŦงกŤชันคŠาคงตัวǰและ

ขอบเขตของการอินทิเกรตĕดšǰแลšวโปรแกรมจะเปลีęยนการแสดงผลĕปตามฟŦงกŤชันทีęตšองการǰซึęงสืęอการเรียน

การสอนชุดนีĚǰǰจะมีทัĚงภาพสองมิติǰǰและสามมิติทีęมีสีสันสวยงามประกอบเนืĚอหาǰǰทĞาĔหšผูšเรียนสามารถเขšาĔจ

บทเรียนĕดšงŠายขึĚนǰǰอีกทัĚงยังชŠวยกระตุšนĔหšผูšเรียนสนĔจทีęจะศึกษาคšนควšาเนืĚอหาตŠางėǰǰของบทเรียนดšวย 

การสรšางสืęอการเรียนการสอนนีĚǰǰผูšจัดทĞาĕดšแบŠงเนืĚอหาออกเปŨนǰǰ5  บทǰǰคือǰǰ 

บททีęǰ1 ǰการวาดกราฟสมการพหุนาม 

บททีęǰ2  การหาอินทิกรลัจĞากัดเขต 

บททีęǰ3 ǰการอินทิเกรตฟŦงกŤชันตัวแปรเดียว 

บททีęǰ4 ǰการอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปร 

บททีęǰ5  การอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปร 

ĔนลักษณะของกราฟทีęผูšĔชšสามารถเปลีęยนฟŦงกŤชันคŠาคงตัวǰǰและขอบเขตĕดšตามตšองการǰǰโดย

เรียงลĞาดับเนืĚอหาจากพืĚนฐานตัĚงแตŠǰǰการวาดกราฟกราฟสมการพหุนามอยŠางงŠายĕปจนถึงการอินทิเกรตทีęมี

ความซับซšอนมากขึĚนǰǰเพืęอĔหšเกิดความตŠอเนืęองของการศึกษาเนืĚอหาǰǰพรšอมทัĚงจัดทĞาคูŠมือการĔชšĔนรูปแบบ

วีดีโอǰǰสĞาหรับบอกวิธีการĔชšสืęอการเรียนการสอนนีĚ 

ĔนการพัฒนาสืęอการเรียนการสอนนีĚ  ผูšจัดทĞาĕดšทบทวนความรูšǰความเขšาĔจĔนเนืĚอหาบทเรียนǰ

เรืęองǰǰการวาดกราฟสมการพหุนาม  การหาอินทิกรลัจĞากัดเขต  การอินทิเกรตหาพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอม

ดšวยฟŦงกŤชัน  การหาปริมาตรทีęเกิดจากการหมุนǰǰการอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัวแปร  และการอินทิเกรต

ฟŦงกŤชันǰ3 ตัวแปร  ทัĚงยังศึกษาโปรแกรมคอมพิวเตอรŤทางดšานมัลติมีเดียǰǰโดยเฉพาะโปรแกรมǰGeoGebraǰǰ

รวมทัĚงเทคนิคการพัฒนาสืęอการเรียนการสอนรูปแบบตŠางėǰǰเชŠนǰǰการถŠายทĞาǰและการตัดตŠอคลิปวีดีโอǰǰ

การบันทึกǰǰเปŨนตšนǰǰทĞาĔหšสามารถวิเคราะหŤǰǰออกแบบǰǰและประยุกตŤความรูšทัĚงหมดเพืęอนĞามาพัฒนาเปŨน

สืęอการเรียนการสอนนีĚĕดšǰ 
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5.2  ปŦญหาǰอุปสรรคǰและวิธีการแก้ปŦญหา 

5.5.1  ปŦญหาเกีęยวกับการออกแบบสืęอการเรียนการสอน 

ผูšจัดทĞาǰǰตšองศึกษาการออกแบบสืęอวŠาควรออกบบอยŠางĕรĔหšสืęอการเรียนการสอนมี

ความนŠาสนĔจและทĞาĔหšผูšศึกษาตšองการทีęจะติดตามศึกษาตŠอĕปǰǰผูšจัดทĞาจึงĔชšเวลาคŠอนขšางม ากĔน

การศึกษาหาขšอมูลเกีęยวกับเนืĚอหาและโปรแกรมทีęจะĔชšĔนการออกแบบสืęอการเรียนการสอนนีĚ ǰǰĔหšมีความ

นŠาสนĔจและมีความแปลกĔหมŠมากขึĚนǰและโดยเฉพาะการโตšตอบกับผูšĔชšงานǰǰจนกระทัĚงผูšจัดทĞาตัดสินĔจ

เลือกĔชšโปรแกรม GeoGebraǰǰ 

5.5.2  ปŦญหาเกีęยวกับการĔชšโปรแกรม GeoGebraǰǰ 

เนืęองจากปŦจจุบันคูŠมือประกอบการĔชšโปรแกรมǰGeoGebra มีนšอยและเปŨนภาษาอังกฤษǰǰ

ผูšจัดทĞาจึงĕดšศึกษาǰคšนควšาและรวบรวมขšอมูลจากทัĚงหนังสือǰเวĘบĕซตŤǰสืęอมัลติมิเดียǰ ǰและวิดีโอของ

ตŠางประเทศǰǰĔนหลากหลายประเทศǰǰหลากหลายภาษาǰǰซึęงทĞาĔหšĔชšเวลาĔนการศึกษามากǰǰแตŠĔนทีęสุด

ผูšจัดทĞากĘสามารถĔชšประโยชนŤของโปรแกรมǰGeoGebra ĕดšอยŠางมีประสิทธิภาพǰ 

5.5.3  ปŦญหาเกีęยวกับการจัดเรียงเนืĚอหา 

ĔนการจัดเรียงเนืĚอหาของสืęอการเรียนการสอนǰǰผูšจัดทĞาเนšนเนืĚอหาทีęสามารถนĞาเสนอĔน

รูปของกราฟทีęผูšĔชšจะสามารถเปลีęยนฟŦงกŤชันǰǰและขอบเขตตามตšองการĕดšǰǰทĞาĔหšการจัดเรียงเนืĚอหามี

ขšอจĞากัดมากǰǰผูšจัดทĞาĔชšเวลานานĔนการคšนควšาǰǰทบทวนบทเรียนǰǰรวมทัĚงĕดšปรึกษาอาจารยŤทีęปรึกษาǰǰจน

สามารถสรุปเปŨนเนืĚอหาทีęจะนĞาเสนอĔนǰǰ5  บทǰทีęกลŠาวมาแลšว 

5.5.4  ปŦญหาเกีęยวกับการเชืęอมโยงขšอมูล 

เนืęองจากสืęอการเรียนการสอนǰǰมีĕฟลŤขšอมูลยŠอยเปŨนจĞานวนมากǰǰĔนบางครัĚงจึงเกิดความ

ผิดพลาดĔนการเชืęอมโยงขšอมูลǰǰผูšจัดทĞาจึงตšองทĞาการตรวจสอบและทบทวนอยŠางละเอียดรอบคอบอยูŠเสมอ 

5.5.5  ปŦญหาเกีęยวกับการจัดทĞาคูŠมือวีดีโอ 

เนืęองจากผูšจัดทĞาĕมŠมีความชĞานาญĔนการทĞาวีดีโอǰǰจึงตšองĔชšเวลาĔนการศึกษาขšอมูลทีęĔชš

ĔนการจัดทĞาวีดีโอǰจะกระทัęงĕดšคูŠมือการĔชšโปรแกรมǰGeoGebra ĔนรูปแบบของวีดีโอทีęสมบูรณŤ 

5.5.6  ปŦญหาเกีęยวกับการĔชšระบบปฏิบัติการของคอมพิวเตอรŤ 

เนืęองจากผูšจัดทĞาǰǰ2  คนǰǰĔชšระบบปฏิบัติการของคอมพิวเตอรŤตŠางกันǰǰทĞาĔหšเกิดปŦญหา

ĔนการแลกเปลีęยนขšอมูลǰǰผูšจัดทĞาจึงตกลงทีęจะĔชšระบบปฏิบัติการǰǰWindows  ทีęมีǰVersion  เดียวกันǰǰเพืęอ

งŠายตŠอการแลกเปลีęยนขšอมูลซึęงกันและกันǰ 

5.3  ข้อเสนอแนะ 

5.3.1  การพัฒนาสืęอการเรียนการสอนǰǰĔนครัĚงตŠอĕปควรมีเนืĚอหาĔนเรืęองอืęนėǰเพิęมขึĚนǰǰเพืęอĔหš

ผูšĔชšงานสามารถเลือกĔชšงานĕดšมากขึĚน 

5.3.2  ถšาจะĔหšสืęอการเรียนการสอนนีĚสมบูรณŤขึĚนǰǰควรเพิęมเติมแบบทดสอบǰǰĔนสืęอการเรียน

การสอนǰǰเพืęอวัดผลผูšเรียนǰ 
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แบบเสนอหัวข้อโครงงานǰǰรายวิชาǰǰ2301399ǰProject Proposal 

ปีการศึกษาǰ2562 
 

ชืęอโครงงานǰ(ภาษาĕทย) สืęอการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดียǰเรืęองǰการอินทิเกรตบนโดเมนทัęวĕป 

โดยโปรแกรมǰGeoGebra 

ชืęอโครงงานǰ(ภาษาอังกฤษ) Multimedia CAI : IntegralǰOver General Region by GeoGebra 

อาจารยŤทีęปรึกษาǰ  1.ǰผูšชŠวยศาสตราจารยŤǰวาสนา สุขกระสานติ 

ผูšดĞาเนินโครงงาน   1.ǰกิตติภัทร แกšวเจริญǰ เลขประจĞาตัวนิสิตǰ5933505323 

    2.ǰชินรินทรŤ ชัยศักกรีนนทŤǰ เลขประจĞาตัวนิสิตǰ5933513323 

    สาขาวิชาคณิตศาสตรŤǰภาควิชาคณิตศาสตรŤและวิทยาการคอมพิวเตอรŤ 

    คณะวิทยาศาสตรŤǰจุฬาลงกรณŤมหาวิทยาลัย 

 

หลักการและเหตุผล 

เนืęองจากนิสิตǰนักศึกษาǰทีęศึกษาดšานวิทยาศาสตรŤǰและวิศวกรรมศาสตรŤมีความจĞาเปŨนทีęจะตšอง

ศึกษาเนืĚอหาการคĞานวณเกีęยวกับǰการหาพืĚนทีęของบริเวณและปริมาตรของรูปทรงตันทีęคĞานวณĕดšยากǰซึęง

ตšองĔชšการคĞานวณการอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ1, 2 และǰ3 ตัวแปรǰเนืĚอหาĔนเรืęองนีĚจะเกีęยวขšองกับรูปภาพทัĚงสอง

มิติและสามมิติǰสĞาหรับเนืĚอหาเรืęองการอินทิเกรตกĘเปŨนเรืęองทีęทĞาความเขšาĔจĕดšยากและการนĞาเสนอĔนตĞารา

ตŠางǰėǰนัĚนจะทĞาĕดšเฉพาะภาพสองมิติǰทĞาĔหšผูšทีęศึกษาทĞาความเขšาĔจĕดšยากยิęงขึĚน 

ผูšดĞาเนินโครงงานจึงตšองการพัฒนาบทเรียนชŠวยสอนเรืęองการอินทิเกรตǰตัĚงแตŠ พืĚนฐานจนถึงขัĚนสูง

คือเริęมตัĚงแตŠǰนิยามของการอินทิเกรตǰการหาพืĚนทีęของบริเวณปŗดลšอมดšวยเสšนโคšงǰการหาปริมาตรทีęเกิดจาก

การหมุนบริเวณǰการหาปริมาตรรูปทรงตันตŠางǰėǰทีęปŗดลšอมดšวยพืĚนผิวǰโดยนĞาเสนอĔนรูปแบบของสืęอการ

เรียนการสอนแบบǰInteractive ซึęงทีęผูšเรียนจะสามารถโตšตอบกับโปรแกรมĕดšǰคือผูšเรียนสามารถเปลีęยน

ฟŦงกŤชัęนและขอบเขตĕดšǰแลšวโปรแกรมจะเปลีęยนการแสดงผลĕปǰตามฟŦงกŤชัęนทีęตšองการทันทีǰซึęงจะมีภาพสาม

มิติทีęมีสีสันประกอบǰทĞาĔหšผูšเรียนสามารถทĞาความเขšาĔจบทเรียนĕดšงŠายขึĚน 

วัตถุประสงคŤ 

เพืęอพัฒนาสืęอการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดียเกีęยวกับǰการหาพืĚนทีęของบริเวณและปริมาตรของ

รูปทรงตันตŠางǰėǰทีęĔชšการคĞานวณเรืęองการอินทิเกรตǰĔหšสามารถนĞาเสนอĔนรูปแบบตŠางǰėǰโดยผูšเรียน

สามารถทีęจะเปลีęยนฟŦงกŤชันและขอบเขตĕดšตามตšองการ 
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ขอบเขตของโครงงาน 

1.ǰการคĞานวณหาพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวยเสšนโคšงǰจะคĞานวณเฉพาะการปŗดลšอมดšวยเสšนโคšงǰǰǰ

ĕมŠเกินǰǰ2ǰเสšน 

2.ǰการคĞานวณหาปริมาตรทีęเกิดจากการหมุนบริเวณรอบแกนหมุนโดยจะĔชšแกนหมุนเปŨนแกนǰX , 

Y และแกนทีęขนานกับแกนǰX , Y เทŠานัĚน 

3. การคĞานวณหาพืĚนทีęของบริเวณทีęปŗดลšอมดšวยเสšนโคšงพรšอมทัĚงหาคŠาการอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ2 ตัว

แปรภายĔตšบริเวณนัĚนǰ 

4.ǰการคĞานวณหาปริมาตรทีęปŗดลšอมดšวยพืĚนผิวǰโดยจะคĞานวณเฉพาะการปŗดลšอมดšวยพืĚนผิวǰ2ǰถึงǰ3ǰ

พืĚนผิว 

5.ǰการคĞานวณหาปริมาตรของรูปทรงตันทีęปŗดลšอมดšวยพืĚนผิวพรšอมทัĚงหาคŠาการอินทิเกรตฟŦงกŤชันǰ

3 ตัวแปรǰภายĔตšรูปทรงตันนัĚนǰจะคĞานวณเฉพาะการปŗดลšอมดšวยพืĚนผิวǰ2 พืĚนผิว 
 

วิธีการด าเนินงาน 

1. ศึกษาและวิเคราะหŤบทเรียนเกีęยวกับเรืęองการอินทิเกรตǰเพืęอเรียบเรียงเปŨนเนืĚอหาทีęจะนĞาเสนอ 

2.ǰศึกษาโปรแกรมสĞาเรĘจรูปǰGeoGebraǰver.6.0.562  และทดสอบขอบเขตความสามารถของ

โปรแกรมǰGeoGebra  

3. วิเคราะหŤและออกแบบสืęอการเรียนการสอนทัĚงรูปแบบการนĞาเสนอและการĔชšงาน 

4.ǰพัฒนาและตกแตŠงสืęอการเรียนการสอนĔหšสะดวกและงŠายตŠอการĔชšงาน 

5. ทดสอบและแกšĕขขšอผิดพลาดของสืęอการเรียนการสอนทีęĕดš 

6.ǰวิเคราะหŤประสิทธิภาพของสืęอการสอน 

7.ǰสรุปผลǰจัดทĞาเอกสารและคูŠมือการĔชšงาน 
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ระยะเวลาที่ศึกษา 

ขัĚนตอนการดĞาเนินงาน 
พ.ศ.ǰ2562 พ.ศ.ǰ2563 

มิ.ย. ก.ค. ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย. 

1.)ǰศึกษาและวิเคราะหŤ

บทเรียนเกีęยวกับเรืęองการ

อินทิเกรตǰ 

           

2.)ǰศึกษาโปรแกรมสĞาเรĘจรูปǰ

GeoGebra 

           

3.)ǰวิเคราะหŤและออกแบบสืęอ

การเรียนการสอน 

           

4.)ǰพัฒนาสืęอการสอน            

5.)ǰทดสอบǰและแกšĕข

ขšอผิดพลาดของสืęอการเรียน

การสอนทีęĕดš 

           

6.)ǰวิเคราะหŤประสิทธิภาพ

ของสืęอการสอน 

           

7.)ǰสรุปผลǰจัดทĞาเอกสารและ

คูŠมือการĔชšงาน 

           

 

ประโยชนŤที่คาดว่าจะได้รับ 

 ประโยชนŤตŠอผูšดĞาเนินโครงงาน 

1. ĕดšทบทวนความรูšความเขšาĔจĔนบทเรียนเรืęองการอินทิเกรต 

2. สามารถĔชšโปรแกรมสĞาเรĘจรูปǰGeoGebra ver.6.0.562 

3. สามารถออกแบบและพัฒนาสืęอการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดีย 

4. ĕดšเพิęมพูนทักษะĔนการสืบคšนขšอมูล 

5. ĕดšประสบการณŤĔนการนĞาเสนอความรูšĔนรูปแบบออนĕลนŤ 

6. ĕดšประสบการณŤทĞางานรŠวมกับผูšอืęน 
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ประโยชนŤตŠอผูšĔชšงาน 

1. Ĕชšสืęอการเรียนการสอนเพืęอศึกษาบทเรียนเรืęองการอินทิเกรตบนโดเมนทัęวĕป 

2. นĞาĕปĔชšประกอบการเรียนการสอนĕดš 

3. ผูšเรียนมีความเขšาĔจĔนการมองรูปสามมิติทีęดีขึĚน 

4. สรšางแรงจูงĔจĔหšผูšĔชšงานสนĔจทีęจะเรียนรูšมากขึĚน 

 

อุปกรณŤและเครื่องมือที่ใช้ 

Hardware 

1. เครืęองคอมพิวเตอรŤ 

ความเรĘวĕมŠตęĞากวŠา 2.7 GHZ 

RAM ความจุĕมŠตęĞากวŠาǰ4 GB 

Hard disk ความจุĕมŠตęĞากวŠา 1 TB 

2. เครืęองพิมพŤ 

3. อุปกรณŤบันทึกขšอมูลǰFlash drive และǰCD-RW 

4. อุปกรณŤบันทึกเสียง 

Software 

1. ระบบปฏิบัติการǰMicrosoft Window 8 

2. โปรแกรมงานเอกสารǰMicrosoft Office 2010 

3. โปรแกรมǰGeoGebra ver.6.0.562 
 

งบประมาณ 

1.ǰǰคŠากระดาษǰA4      1,000 ǰบาท 

2.ǰǰคŠาอุปกรณŤจัดเกĘบขšอมูล    1,000ǰǰบาท 

3.ǰǰคŠาตลับหมึกพิมพŤ     1,500ǰǰบาท 

4.ǰǰคŠาอุปกรณŤบันทึกเสียง    1,200ǰǰบาท 

5.ǰǰคŠาอุปกรณŤเครืęองเขียน    ǰǰ300ǰǰบาท 
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เอกสารอ้างอิง 

 

[1] ǰดĞารงคŤǰทิพยŤโยธา,ǰณัฏฐนาถǰĕตรภพ,ǰยุวรียŤǰพันธŤกลšา.ǰ(2562).ǰแคลคูลัสǰ1.ǰพิมพŤครัĚงทีęǰ6.ǰ

กรุงเทพ: ǰสĞานักพิมพŤแหŠงจุฬาลงกรณŤมหาวิทยาลัย. 

[2]  ดĞารงŤǰทิพยŤโยธา,ǰณัฏฐนาถǰĕตรภพ, สุรชัยǰสมบัติบริบูรณŤ.ǰ(2562).ǰแคลคูลัสǰ2.ǰพิมพŤครัĚงทีęǰ3.ǰ

กรุงเทพ:ǰสĞานักพิมพŤแหŠงจุฬาลงกรณŤมหาวิทยาลัย. 

[3]ǰǰดĞารงคŤ ทิพยŤโยธา, ยุวรียŤǰพันธŤกลšา, ณัฏฐนาถ ĕตรภพ, สุรชัย สมบัติบริบูรณŤ. (2562). 

แคลคูลัสǰ3.ǰพิมพŤครัĚงทีęǰ2.ǰกรุงเทพ: สĞานักพิมพŤแหŠงจุฬาลงกรณŤมหาวิทยาลัย. 

[4]  คูŠมือǰGeoGebra สืบคšนǰ17ǰกันยายนǰ2562,ǰจากǰ

https://www.geogebra.org/m/aWhYSpvy 

[5]  Gerrit Stols. (2013), GeoGebra tutorial: Riemann sum, สบืคšนǰ25ǰกันยายนǰ2562ǰ

จากǰhttps://www.youtube.com/watch?v=HluZOUumnb4 
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ผู้จัดท าโครงงาน 

 

 

นายกิตติภัทรǰǰแกšวเจริญ 

เลขประจĞาตัวนิสิตǰ5933505323 

นิสิตชัĚนปŘทีęǰ4  สาขาวิชาคณิตศาสตรŤ 

ภาควิชาคณิตศาสตรŤและวิทยาการคอมพิวเตอรŤ 

คณะวิทยาศาสตรŤǰǰจุฬาลงกรณŤมหาวิทยาลัย 

 

 

 

 

 

นางสาวชินรินทรŤǰǰชัยศักกรีนนทŤǰ 

เลขประจĞาตัวนิสิตǰ5933513323 

นิสิตชัĚนปŘทีęǰ4  สาขาวิชาคณิตศาสตรŤ 

ภาควิชาคณิตศาสตรŤและวิทยาการคอมพิวเตอรŤ 

คณะวิทยาศาสตรŤǰǰจุฬาลงกรณŤมหาวิทยาลัย 
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QR CODE  สืęอการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดีย 

เรืęองǰǰการอินทิเกรตบนโดเมนทัęวĕป  โดยโปรแกรมǰGeoGebra 
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