
  
 
 

โครงการ 

การเรียนการÿĂนเพื่Ăเÿริมประÿบการณ์ 
 

 
 
 
ชื่Ăโครงการ ขĂบขĂงÿามเĀลี่ยมĀน้าจ่ัüมุมฉากที่ซ้Ăนทับกัน 
 Boundaries of Overlapping Isosceles Right Triangle 
 
ชื่Ăนิÿิต นายÿิทธิพงý์  พิทักþ์üัฒนานนท์  6033543623  
 
ภาคüิชา คณิตýาÿตร์และüิทยาการคĂมพิüเตĂร์ 
 ÿาขาüิชา คณิตýาÿตร์ 

ปีการýึกþา 2563 
 
 
 
 

 
 

คณะüิทยาýาÿตร์   จāุาลงกรณ์มĀาüทิยาลยั 



 
 

ขĂบขĂงÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üมุมฉากที่ซ้Ăนทับกัน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

นายÿิทธิพงý์  พิทักþ์üัฒนานนท์ 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

โครงงานนี้เป็นÿ่üนĀนึ่งขĂงการýึกþาตามĀลักÿูตรüิทยาýาÿตรบัณฑิต 
ÿาขาüิชาคณิตýาÿตร์ ภาคüิชาคณิตýาÿตร์และüิทยาการคĂมพิüเตĂร์ 

คณะüิทยาýาÿตร์  จุāาลงกรณ์มĀาüิทยาลัย 
ปกีารýึกþา 2563 

ลิขÿิทธิ์ขĂงจุāาลงกรณ์มĀาüิทยาลัย 



 
 

Boundaries of Overlapping Isosceles Right Triangle 

 

 

 

 

 

 

 

 

Mr. Sitthipong Phitakwattananon  

 

 

 

 

 

 

 

 

A Project Submitted in Partial Fulfillment of the Requirements 

for the Degree of Bachelor of Science Program in Mathematics 

Department of Mathematics and Computer Science 

Faculty of Science 

Chulalongkorn University 

Academic Year 2020 

Copyright of Chulalongkorn University 



 

 

Āัüข้Ăโครงงาน ขĂบขĂงÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üมุมฉากที่ซ้Ăนทับกัน  
โดย นายÿิทธิพงý์  พิทักþ์üัฒนานนท์  
ÿาขาüิชา คณิตýาÿตร์  
Ăาจารย์ที่ปรึกþาโครงงานĀลัก ผู้ช่üยýาÿตราจารย์ ดร. กีรติ ýรีĂมร 
  

ภาคüิชาคณิตýาÿตร์และüิทยาการคĂมพิüเตĂร์ คณะüิทยาýาÿตร์  จุāาลงกรณ์มĀาüิทยาลัย  
ĂนุมัติใĀ้นับโครงงานฉบับนี้เป็นÿ่üนĀนึ่ง ขĂงการýึกþาตามĀลักÿูตรปริญญาบัณฑิต ในรายüิชา 
2301499 โครงงานüิทยาýาÿตร์ (Senior Project) 

  ĀัüĀน้าภาคüิชาคณิตýาÿตร์  
(ýาÿตราจารย์ ดร.กฤþณะ  เนียมมณ)ี  และüิทยาการคĂมพิüเตĂร์ 
 

คณะกรรมการÿĂบโครงงาน 

  Ăาจารย์ที่ปรึกþาโครงงานĀลัก 
   (ผู้ช่üยýาÿตราจารย์ ดร. กีรติ ýรีĂมร) 

  กรรมการ 
(รĂงýาÿตราจารย์ ดร. üัชรินทร์  üิชิรมาลา) 

  กรรมการ 
                 (ผู้ช่üยýาÿตราจารย์ ดร. พงþ์เดช  มนทกานติรัตน์) 



ง 
 

ÿิทธิพงý์  พิทักþ์üัฒนานนท์ : ขĂบขĂงÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üมุมฉากที่ซ้Ăนทับกัน.  
(Boundaries of Overlapping Isosceles Right Triangle)  

Ă.ที่ปรึกþาโครงงานĀลัก : ผู้ช่üยýาÿตราจารย์ ดร. กีรติ ýรีĂมร, 28 Āน้า. 
 
โครงงานนี้ýึกþาĂัตราÿ่üนขĂงขĂบที่ซ้ĂนทับกันขĂงÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üมุมฉากที่เท่ากันทุก

ประการ ใĀ้เป็น 𝑇1และ 𝑇2 โดยใĀ้ 𝑎 เป็นคüามยาüขĂงขĂบขĂง 𝑇1 ที่Ăยู่ใน 𝑇2 และ 𝑏 เป็นคüาม
ยาüขĂงขĂบขĂง 𝑇2 ที่Ăยู่ใน 𝑇1 โดยเราต้ĂงการĀาขĂบเขตบนค่าน้ĂยÿุดขĂงĂัตราÿ่üน 𝑎

𝑏
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาคüิชา คณิตýาÿตร์และüิทยาการคĂมพิüเตĂร์ ลายมืĂชื่Ăนิÿิต  
ÿาขาüิชา  คณิตýาÿตร์ ลายมืĂชื่Ă Ă. ที่ปรึกþาโครงงานĀลัก  
ปีการýึกþา 2563  

!"มง %&'(ฒนา นน,



จ 
 

# # 6033543623 : MAJOR MATHEMATICS 

KEYWORDS : Intersecting Isosceles Right Triangles 

SITTHIPONG PHITAKWATTANANON : Boundaries of Overlapping Isosceles Right Triangle 

ADVISOR : ASST PROF. Kirati Sriamorn, Ph.D., 28 pp.  

 

The aim of this project is to study two congruent Isosceles Right Triangles 𝑇1 

and 𝑇2 that intersect in at least one point. Let 𝑎 be the length of part of the boundary 

of 𝑇1 that lies inside 𝑇2 and 𝑏 be the length of part of the boundary of 𝑇2 that lies 

inside 𝑇1. We want to the find the supremum of ratio 𝑎
𝑏

. 
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บทที่ 1 
บทนำ 

1.1 คüามเป็นมาและเĀตุผลการüิจัย 
ในปี ค.ý. 1980 J. W. Fickett ได้ýึกþาĂัตราÿ่üนขĂงขĂบที่ซ้ĂนทับกันขĂงÿี่เĀลี่ยมผืนผา้ที่

เท่ากันทุกประการ นั่นคืĂýึกþาช่üงขĂงĂัตราÿ่üน  
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑅1 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑅2)) 
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑅2 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑅1)) , 

เมื ่Ă 𝑅1 และ 𝑅2 เป็นÿี ่ เĀลี ่ยมผืนผ้าที ่ เท่ากันทุกประการซึ ่ง 𝐼𝑛𝑡(𝑅1) ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑅2) ≠ ∅ โดย
กำĀนดใĀ้ 𝜕𝑅𝑖  และ 𝐼𝑛𝑡(𝑅𝑖) เป็นขĂบเขตและภายในขĂง 𝑅𝑖 ตามลำดับ J. W. Fickett ได้ตั ้งข้Ă
คาดการü่าĂัตราÿ่üนดังกล่าüมีค่าไม่เกิน 3 (ĀรืĂในทางกลับกันมีค่าĂย่างต่ำเป็น 1/3) นĂกจากนี้เขา
ได้คาดเดาü่าถ้าแทนรูปÿี่เĀลี่ยมผืนผ้าด้üยรูปÿามเĀลี่ยม แล้üจะได้ü่าĂัตราÿ่üนที่เราÿนใจจะมีค่าไม่
เกิน 𝑐𝑠𝑐(𝜃/2) เมื่Ă 𝜃 เป็นมุมที่เล็กท่ีÿุดในÿามเĀลี่ยมรูปนั้น 
 ในปี ค.ý. 2013 C. Nielsen และ C. Powers ได้ýึกþาĂัตราÿ่üนดังกล่าüในกรณีที่เป็นรูป
ÿามเĀลี่ยมด้านเท่า ซึ่งพüกเขาได้ข้Ăÿรุปü่าĂัตราÿ่üนดังกล่าüมีค่าไม่เกิน 2 

ในปี ค.ý. 2019 J. Donnelly ได้ýึกþาĂัตราÿ่üนดังกล่าüในกรณีที่เป็นรูปÿามเĀลี่ยมใด ๆ 
ซึ่งเขาได้ข้Ăÿรุปü่ามีÿามเĀลี่ยมบางรูปที่ใĀ้ค่าขĂงĂัตราÿ่üนดังกล่าüมากกü่า 𝑐𝑠𝑐(𝜃/2) ทำใĀ้ÿรุปได้
ü่าข้ĂคาดเดาขĂง J. W. Fickett นั้นเป็นเท็จ 
 
1.2 üัตถุประÿงค์ของการüิจัย 

โครงงานนี้ÿนใจรูปÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üมุมฉากที่เท่ากันทุกประการ ใĀ้เป็น 𝑇1และ 𝑇2 มี
üัตถุประÿงค์เพ่ืĂýึกþาĂัตราÿ่üนขĂง   

𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇1 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇2)) 
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇2 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇1)) , 

เมื่Ă 𝑇1และ 𝑇2 เป็นรูปÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üมุมฉากที่เท่ากันทุกประการซึ่ง 𝐼𝑛𝑡(𝑇1) ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇2) ≠ ∅ 
โดยกำĀนดใĀ้ 𝜕𝑇𝑖 และ 𝐼𝑛𝑡(𝑇𝑖) เป็นขĂบเขตและภายในขĂง 𝑇𝑖 ตามลำดับ 

 
1.3 ขอบเขตการüิจัย  

ในโครงงานนี้จะýึกþาเฉพาะคüามÿัมพันธ์ขĂงĂัตราÿ่üนขĂงขĂบที่ซ้ĂนทับกันขĂงรูป
ÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üมุมฉากที่เท่ากันทุกประการÿĂงรูปเท่านั้น 
 
1.4 ขั้นตอนการüิจัย  

1. ýึกþาปัญĀา ÿืบค้นข้Ăมูลเกี่ยüกับการüิจัยและกำĀนดĀัüข้Ăที่จะýึกþา 
2. ĀาขĂบเขตเบื ้Ăงต้นขĂงĂัตราÿ่üนขĂงขĂบที ่ซ้ĂนทับกันขĂง 𝑇1 และ 𝑇2  โดยใช้

โปรแกรม Geogebra 
3. ÿร้างข้Ăคüามคาดการณ์จากการใช้โปรแกรม Geogebra และทำการพิÿูจน์ 



2 
 

 

4. ตรüจÿĂบคüามถูกต้ĂงขĂงการดำเนินงาน 
5. ÿรุปและจัดทำรูปเล่ม 

 
1.5 ประโยชน์ที่คาดü่าจะได้รับ  

ได้ช่üงขĂงĂัตราÿ่üนขĂงขĂบที่ซ้ĂนทับกันขĂงรูปÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üมุมฉาก  
 
1.6 โครงÿร้างของรายงาน 

บทที่ 2 จะกล่าüถึงคüามรู้พื้นฐานและงานüิจัยที่เกี่ยüข้Ăง 
บทที่ 3 จะกล่าüถึงüิธีการüิจัย 
บทที่ 4 จะกล่าüถึงผลการüิจัย 
บทที่ 5 จะกล่าüถึงข้Ăÿรุป และข้ĂเÿนĂแนะ 



 
 

บทที่ 2 

คüามรู้พื้นฐานและงานüิจัยที่เกี่ยüข้อง 

2.1 คüามรู้พื้นฐาน 
กำĀนด 𝐾 ⊆ ℝ2 โดยที่ 𝜕𝐾 และ 𝐼𝑛𝑡(𝐾) เป็นขĂบและภายในขĂง 𝐾 ตามลำดับ 

𝑅1 และ 𝑅2 เป็นÿี่เĀลี่ยมผืนผ้าที่เท่ากันทุกประการ 
 𝑇1 และ 𝑇2 เป็นÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üมุมฉากที่เท่ากันทุกประการ 
 𝑑12 = 𝑚𝑖𝑛{𝑟 ∶ 𝑟  เป็นระยะทางระĀü่างจุดยĂดขĂง 𝑇1 กับด้านขĂง 𝑇2} 
 𝑑21 = 𝑚𝑖𝑛{𝑟 ∶ 𝑟  เป็นระยะทางระĀü่างจุดยĂดขĂง 𝑇2 กับด้านขĂง 𝑇1} 
 𝑑 = 𝑚𝑖𝑛{𝑑12, 𝑑21} 

𝑉 = {𝑥 ∶  𝑥 เป็นจุดยĂดขĂง 𝑇1, 𝑇2 } 
 𝑉12 = { จุดยĂดขĂง 𝑇1 ที่Ăยู่บนด้านขĂง 𝑇2} 
 𝑉21 = { จุดยĂดขĂง 𝑇2 ที่Ăยู่บนด้านขĂง 𝑇1} 
 
2.2 งานüิจัยที่เกี่ยüข้อง 

 ในปี ค.ý. 1980 J. W. Fickett ไดý้ึกþาĂัตราÿ่üนขĂงขĂบที่ซ้ĂนทับกันขĂงÿี่เĀลี่ยมผืนผ้าที่
เท่ากันทุกประการ นั่นคืĂýึกþาช่üงขĂงĂัตราÿ่üน  

𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑅1 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑅2)) 
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑅2 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑅1)) , 

เมื่Ă 𝐼𝑛𝑡(𝑅1) ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑅2) ≠ ∅. J. W. Fickett ได้ตั้งข้Ăคาดการü่าĂัตราÿ่üนดังกล่าüมีค่าไม่เกิน 3 
(ĀรืĂในทางกลับกันมีค่าĂย่างต่ำเป็น 1/3) นĂกจากนี้เขาได้คาดเดาü่าถ้าแทนรูปÿี่เĀลี่ยมผืนผ้าด้üย
รูปÿามเĀลี่ยม แล้üจะได้ü่าĂัตราÿ่üนที่เราÿนใจจะมีค่าไม่เกิน 𝑐𝑠𝑐(𝜃/2) เมื่Ă 𝜃 เป็นมุมที่เล็กที่ÿุดใน
ÿามเĀลี่ยมรูปนั้น 
 ในปี ค.ý. 2013 C. Nielsen และ C. Powers [1] ได้ýึกþาĂัตราÿ่üนดังกล่าüในกรณีที่เป็น
รูปÿามเĀลี่ยมด้านเท่า ซึ่งพüกเขาได้ข้Ăÿรุปü่าĂัตราÿ่üนดังกล่าüมีค่าไม่เกิน 2 

ในปี ค.ý. 2019 J. Donnelly [2] ได้ýึกþาĂัตราÿ่üนดังกล่าüในกรณีที่เป็นรูปÿามเĀลี่ยม   
ใด ๆ ซึ่งเขาได้ข้Ăÿรุปü่ามีÿามเĀลี่ยมบางรูปที่ใĀ้ค่าขĂงĂัตราÿ่üนดังกล่าüมากกü่า 𝑐𝑠𝑐(𝜃/2) ทำใĀ้
ÿรุปได้ü่าข้ĂคาดเดาขĂง J. W. Fickett นั้นเป็นเท็จ 



 
 

บทที่ 3 

üิธีการüิจัย  

บทตั้ง 3.1 ใĀ้ 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ+ และ 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℝ 
ใĀ้ 𝑓 ∶  𝐴 → ℝ  นิยามโดย 

𝑓(𝑡) =
𝑎 + 𝑘1𝑡
𝑏 + 𝑘2𝑡

 

เมื่Ă 𝐴 = {𝑡: 𝑎 + 𝑘1𝑡 > 0 และ 𝑏 + 𝑘2𝑡 > 0} จะได้ü่า 𝑓 เป็นฟังก์ชันทางเดียü 
พิÿูจน์ ใĀ้ 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝐴 โดยที่ 𝑡1 > 𝑡2  พิจารณา 𝑓(𝑡1) − 𝑓(𝑡2) จะได้ü่า 

 
𝑓(𝑡1) − 𝑓(𝑡2) =

𝑎 + 𝑘1𝑡1

𝑏 + 𝑘2𝑡1
−

𝑎 + 𝑘1𝑡2

𝑏 + 𝑘2𝑡2
 

  

=
(𝑎 + 𝑘1𝑡1)(𝑏 + 𝑘2𝑡2) − (𝑎 + 𝑘1𝑡2)(𝑏 + 𝑘2𝑡1)

(𝑏 + 𝑘2𝑡1)(𝑏 + 𝑘2𝑡2)  

    

=
(𝑡1 − 𝑡2)(𝑏𝑘1 − 𝑎𝑘2)
(𝑏 + 𝑘2𝑡1)(𝑏 + 𝑘2𝑡2)  

∵ 𝑡1 − 𝑡2 > 0 และ 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝐴 ∴ (𝑡1−𝑡2)
(𝑏+𝑘2𝑡1)(𝑏+𝑘2𝑡2) > 0 

∵ 𝑏𝑘1, 𝑎𝑘2 ∈ ℝ   โดยกฎไตรüิภาคจะได้ü่า (𝑏𝑘1 ≥  𝑎𝑘2) ĀรืĂ (𝑏𝑘1 ≤ 𝑎𝑘2) 
∴  𝑏𝑘1 −  𝑎𝑘2 ≥ 0 ĀรืĂ 𝑏𝑘1 −  𝑎𝑘2 ≤ 0 

 ∴  𝑓(𝑡1) − 𝑓(𝑡2) ≥ 0 ก็ต่Ăเมื่Ă 𝑏𝑘1 −  𝑎𝑘2 ≥ 0 
∴  𝑓 เป็นฟังก์ชันทางเดียü 
∴  𝑓(𝑡1) − 𝑓(𝑡2) ≤ 0 ก็ต่Ăเมื่Ă 𝑏𝑘1 −  𝑎𝑘2 ≤ 0 
∴  𝑓 เป็นฟังก์ชันทางเดียü          ∎ 

 
บทตั้ง 3.2 ใĀ้เÿ้นตรง 𝐿1 ∦ 𝐿2 โดยทีเ่ÿ้นตรง 𝐿1 ตัดกับเÿ้นตรง 𝐿2 ที่จุด 𝐴 เมื่Ăเลื่Ăน 𝐿1 ในทิýทาง 
�⃗� เป็นขนาด 𝑡 Āน่üย โดย |�⃗�| = 1 ซ่ึงตัดเÿน้ตรง 𝐿2 ที่จุด 𝐴′ จะได้ü่า |𝐴𝐴′̅̅ ̅̅ ̅| = 𝑘𝑡 เมื่Ă 𝑘 เป็น
ค่าคงที่ทีไ่ม่ข้ึนĂยู่กับ 𝑡 
พิÿูจน์ ใÿ่แกนĂ้างĂิง 𝑋𝑌 ใĀ้ 𝐴 เป็นจุดกำเนิด 
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ภาพที่ 3.1 เÿ้นตรง 𝐿1 ตัดเÿ้นตรง 𝐿2  

 
จากรูป ใĀ้ �⃗� = 𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗  โดยที่ 𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗ ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{ 𝐿1} และ 𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗ ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{ 𝐿2} 

 เลื่Ăน 𝐿1 ในทิýทาง �⃗� เป็นขนาด 𝑡 Āน่üย จะได้ü่า 
 𝐿1 + 𝑡𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗ = 𝐿1 + 𝑡(𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗) 

= 𝐿1 + 𝑡𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑡𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗ 
= 𝐿1 + 𝑡𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗ 

 ∴  |𝐴𝐴′̅̅ ̅̅ ̅| = |𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗|𝑡 = 𝑘𝑡  เมื่Ă |𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗| = 𝑘                     ∎ 
 

บทตั้ง 3.3 ใĀ้ 𝑇1 ตัด 𝑇2 โดยที่ 𝐼𝑛𝑡(𝑇1) ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇2) ≠ ∅ และ 
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇1 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇2))
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇2 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇1))

= 𝑎
𝑏

  
แล้üเมื่Ăเลื่Ăน 𝑇1 ในทิýทาง �⃗� เป็นขนาด 𝑡 Āน่üย เมื่Ă |�⃗�| = 1 และ |𝑉1′2| = |𝑉12| และ 
|𝑉2′1| = |𝑉21|  จะได้ü่าĂัตราÿ่üนข้างต้นจะĂยู่ในรูป 

𝑎+𝑘1𝑡
𝑏+𝑘2𝑡

 เมื่Ă 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℝ 

พิÿูจน์ ใĀ้ 𝑇1 ตัด 𝑇2 โดยที่ 𝐼𝑛𝑡(𝑇1) ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇2) ≠ ∅ และ 
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇1 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇2))
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇2 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇1))

= 𝑎
𝑏

 
 เมื่Ăเลื่Ăน 𝑇1 ในทิýทาง �⃗� เป็นขนาด 𝑡 Āน่üย ดังรูป 

 
ภาพที่ 3.2 การเลื่Ăน 𝑇1 ในทิýทาง �⃗� 

 
จากรูปใĀ้ 𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 (𝑎𝑖 ÿามารถเป็น 0 ได้ในกรณีที่ด้านนั้นไม่Ăยู่บนÿ่üนที่
ซ้Ăนทับกัน) 
จากบทตั้ง 3.2 จะได้ü่า 𝑎1

′ = 𝑎1 + 𝑚1𝑡, 𝑎2
′ = 𝑎2 + 𝑚2𝑡 และ 𝑎3

′ = 𝑎3 + 𝑚3𝑡  
เมื่Ă 𝑚𝑖 ∈ ℝ , ∀𝑖 
∴  𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇1  ∩  𝐼𝑛𝑡(𝑇2)) = 𝑎 + 𝑘1𝑡  เมื่Ă 𝑘1 = 𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚3 
ในทำนĂงเดียüกันจะได้ 𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇2  ∩  𝐼𝑛𝑡(𝑇1)) = 𝑏 + 𝑘2𝑡   
∴  

𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇1  ∩  𝐼𝑛𝑡(𝑇2))
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇2  ∩  𝐼𝑛𝑡(𝑇1))

=
𝑎 + 𝑘1𝑡
𝑏 + 𝑘2𝑡

                                                                     ∎ 
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บทตั้ง 3.4 ถ้า |𝑉12 ∪ 𝑉21| ≤ 1 แล้üจะมีทิýทางเลื่Ăน 𝑇1 ซึ่งทำใĀ้  𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇1 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇2))
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇2 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇1))

    

ไม่ลดลง 
พิÿูจน์ ใĀ้ |𝑉12 ∪ 𝑉21| ≤ 1  
 ใĀ้ 𝑉 = {𝑥 ∶  𝑥 เป็นจุดยĂดขĂง 𝑇1, 𝑇2 } 
 ใĀ้ 𝑑 = 𝑚𝑖𝑛 {𝑑12, 𝑑21}  

กรณีที่ 1 |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 0 

 
ภาพที่ 3.3 |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 0 

จากบทตั้ง 3.1 และ 3.3  เราได้ü่าĂัตราÿ่üนขĂงการเลื่Ăน 𝑓(𝑡) = 𝑎+𝑘1𝑡
𝑏+𝑘2𝑡

 เป็นฟังก์ชันทาง

เดียüบน [−𝑑, 𝑑]  ∴  𝑓(𝑑) ≥ 𝑓(0) ĀรืĂ 𝑓(−𝑑) ≥ 𝑓(0) 
ถ้า 𝑓(𝑑) ≥ 𝑓(0) แล้üเลื่Ăน 𝑇1 ในทิýทาง �⃗� เป็นขนาด 𝑑 Āน่üย 
ถ้า 𝑓(−𝑑) ≥ 𝑓(0) แล้üเลื่Ăน 𝑇1 ในทิýทาง −�⃗� เป็นขนาด 𝑑 Āน่üย 

 กรณีที่ 2 |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 1 

 
ภาพที่ 3.4 |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 1 

 จากรูป ใĀ้ 𝑥1 เป็นจุดยĂดท่ีĂยู่บนด้าน 𝐴 และ �⃗� เป็นเüกเตĂร์ที่ขนานกับด้าน 𝐴 
 จากบทตั้ง 3.1 และ 3.3 เราได้ü่าĂัตราÿ่üนขĂงการเลื่Ăน 𝑓(𝑡) = 𝑎+𝑘1𝑡

𝑏+𝑘2𝑡
 เป็นฟังก์ชันทาง

เดียüบน [−𝑑, 𝑑]  ∴  𝑓(𝑑) ≥ 𝑓(0) ĀรืĂ 𝑓(−𝑑) ≥ 𝑓(0) 
ถ้า 𝑓(𝑑) ≥ 𝑓(0) แล้üเลื่Ăน 𝑇1 ในทิýทาง �⃗� เป็นขนาด 𝑑 Āน่üย 
ถ้า 𝑓(−𝑑) ≥ 𝑓(0) แล้üเลื่Ăน 𝑇1 ในทิýทาง −�⃗� เป็นขนาด 𝑑 Āน่üย 

 จากทั้ง 2 กรณีจะได้ü่า มีทิýทางเลื่Ăน 𝑇1 ซึ่งทำใĀ้  𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇1 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇2))
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇2 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇1))

  ไม่ลดลง ∎ 
 



 
 

บทที่ 4 

ผลการüิจัย  

ทฤþฎีบท 4.1 ใĀ้ 𝑇1 ตัด 𝑇2  
ถ้า 𝐼𝑛𝑡(𝑇1) ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇2) ≠ ∅ แล้ü 1

√4+2√2
≤ 𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇1 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇2))

𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇2 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇1))
≤ √4 + 2√2 

พิÿูจน์ กรณีที่ 1 รูปรĂยตัดเป็นĀกเĀลี่ยม  

 
ภาพที่ 4.1 𝑇1 ตัด 𝑇2 รูปรĂยตัดเป็นĀกเĀลี่ยม 

 
จากบทตั้ง 3.4 ทำใĀ้ได้ü่าจะมีทิýทางเลื่Ăนที่ทำใĀ้Ăัตราÿ่üนดังกล่าüไม่ลดลงและรูปรĂยตัด
ขĂง 𝑇1 และ 𝑇2 จะเปลี่ยนเป็นรูปที่มีเĀลี่ยมน้Ăยกü่าĀรืĂเท่ากับĀ้าเĀลี่ยม 
∴ Ăัตราÿ่üนดังกล่าüในกรณีที่รĂยตัดเป็นรูปĀกเĀลี่ยมจะน้Ăยกü่าĀรืĂเท่ากับĂัตราÿ่üนใน
กรณีท่ีรĂยตัดเป็นรูปที่มีเĀลี่ยมน้Ăยกü่าĀรืĂเท่ากับĀ้าเĀลี่ยม 

 
กรณีที่ 2 รูปรĂยตัดเป็นĀ้าเĀลี่ยม  

  กรณีที่ 2.1 |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 1 

 
ภาพที่ 4.2 𝑇1 ตัด 𝑇2 รูปรĂยตัดเป็นĀ้าเĀลี่ยมที่ |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 1 

 
จากบทตั้ง 3.4 ทำใĀ้ได้ü่าจะมีทิýทางเลื่Ăนที่ทำใĀ้Ăัตราÿ่üนดังกล่าüไม่ลดลงและรูปรĂยตัด
ขĂง 𝑇1 และ 𝑇2 จะเปลี่ยนเป็นรูปที่มเีĀลี่ยมน้Ăยกü่าĀรืĂเท่ากับÿี่เĀลี่ยม 
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กรณีที่ 2.2 |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 0  

 
ภาพที่ 4.3 𝑇1 ตัด 𝑇2 รูปรĂยตัดเป็นĀ้าเĀลี่ยมที่ |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 0  

 
จากบทตั้ง 3.4 ทำใĀ้ได้ü่าจะมีทิýทางเลื่Ăนที่ทำใĀ้Ăัตราÿ่üนดังกล่าüไม่ลดลงและ
ÿ่งผลใĀ้ |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 1 นั่นคืĂ มีทิýทางเลื่Ăนที่ทำใĀ้Ăัตราÿ่üนดังกล่าüไม่ลดลง
และรูปรĂยตัดขĂง 𝑇1 และ 𝑇2 จะเปลี่ยนเป็นรูปทีมีเĀลี่ยมน้Ăยกü่าĀรืĂเท่ากับ
ÿี่เĀลี่ยม 

∴ Ăัตราÿ่üนดังกล่าüในกรณีท่ีรĂยตัดเป็นรูปĀ้าเĀลี่ยมจะน้Ăยกü่าĀรืĂเท่ากับĂัตราÿ่üนใน
กรณีท่ีรĂยตัดเป็นรูปที่มีเĀลี่ยมน้Ăยกü่าĀรืĂเท่ากับÿี่เĀลี่ยม 

 
กรณีที่ 3 รูปรĂยตัดเป็นÿี่เĀลี่ยมที ่|𝑉12 ∪ 𝑉21| ≤ 1 

  กรณีที่ 3.1 |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 1 

 
ภาพที่ 4.4 𝑇1 ตัด 𝑇2 รูปรĂยตัดเป็นÿี่เĀลี่ยมที่ |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 1  

 
จากบทตั้ง 3.4 ทำใĀ้ได้ü่าจะมีทิýทางเลื่Ăนที่ทำใĀ้Ăัตราÿ่üนดังกล่าüไม่ลดลงและ
ÿ่งผลใĀ้ |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 2 โดยที่จุดยĂดใน  𝑉12 และ 𝑉21 ไม่ทับกัน 
 

  กรณีที่ 3.2 |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 0 

 
ภาพที่ 4.5 𝑇1 ตัด 𝑇2 รูปรĂยตัดเป็นÿี่เĀลี่ยมที่ |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 0  
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จากบทตั้ง 3.4 ทำใĀ้ได้ü่าจะมีทิýทางเลื่Ăนที่ทำใĀ้Ăัตราÿ่üนดังกล่าüไม่ลดลงและ
ÿ่งผลใĀ้ |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 1 ซึ่งรูปรĂยตัดเป็นรูปเĀลี่ยมที่น้Ăยกü่าĀรืĂเท่ากับ
ÿี่เĀลี่ยมและโดยบทตั้ง 3.4 ทำใĀ้ได้ü่าจะมีทิýทางเลื่Ăนที่ทำใĀ้Ăัตราÿ่üนดังกล่าüไม่
ลดลงและÿ่งผลใĀ้ |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 2 โดยที่จุดยĂดใน 𝑉12 และ 𝑉21 ไม่ทับกัน ซึ่งรูป
รĂยตัดเป็นรูปเĀลี่ยมที่น้Ăยกü่าĀรืĂเท่ากับÿี่เĀลี่ยม 

∴ Ăัตราÿ่üนดังกล่าüขĂงรĂยตัดÿี่เĀลี่ยมที่ |𝑉12 ∪ 𝑉21| ≤ 1 จะน้Ăยกü่าĀรืĂเท่ากับรูป
เĀลี่ยมที่ |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 2 โดยที่จุดยĂดใน  𝑉12 และ 𝑉21 ไมท่ับกัน 
 
กรณีที่ 4 รูปรĂยตัดเป็นÿี่เĀลี่ยมที ่|𝑉12 ∪ 𝑉21| = 2 

กรณีที่ 4.1 จุดยĂดใน  𝑉12 และ 𝑉21 ทับกัน 
 

 
ภาพที่ 4.6 𝑇1 ตัด 𝑇2 รูปรĂยตัดเป็นÿี่เĀลี่ยมที่ |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 2 โดยที่จุดยĂดใน  𝑉12 และ 𝑉21 

ทับกัน 
 

พิจารณา (𝑖) ใĀ้ 𝐴�̂�𝐸 = 𝜃, ∵ 𝐴�̂�𝐶 = 𝐷�̂�𝐸 = 90∘ ∴ 𝐷�̂�𝐶 = 𝜃 
∵ 𝐵�̂�𝐶 = 𝐵�̂�𝐸 = 45∘ และ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐵𝐷̅̅ ̅̅   
∴ △ 𝐴𝐵𝑍 ≡△ 𝐷𝐵𝑋  (มุม-ด้าน-มุม) 
∴ 𝐵�̂�𝐷 = 𝐴�̂�𝐵 และ 𝐵𝑋̅̅ ̅̅ = 𝐵𝑍̅̅ ̅̅  ÿ่งผลใĀ้ 𝐶𝑋̅̅ ̅̅ = 𝐸𝑍̅̅̅̅  
∵ 𝐶�̂�𝑌 = 𝐵�̂�𝐷 = 𝐴�̂�𝐵 = 𝐸�̂�𝑌, 𝑋�̂�𝑌 = 𝑌�̂�𝑍 = 45∘ และ 𝐶𝑋̅̅ ̅̅ = 𝐸𝑍̅̅̅̅  
∴△ 𝐶𝑋𝑌 ≡△ 𝐸𝑍𝑌  (มุม-ด้าน-มุม) ∴ 𝑋𝑌̅̅ ̅̅ = 𝑌𝑍̅̅̅̅  

∴
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇1 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇2))
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇2 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇1))

=
𝐵𝑍̅̅ ̅̅ + 𝑋𝑌̅̅ ̅̅
𝐵𝑋̅̅ ̅̅ + 𝑌𝑍̅̅̅̅ = 1 

 
พิจารณา (𝑖𝑖) ใĀ้ 𝐴�̂�𝐸 = 𝛼, ∵ 𝐴�̂�𝐶 = 𝐷�̂�𝐸 = 45∘ ∴ 𝐷�̂�𝐶 = 𝛼 
∵ 𝐵�̂�𝐶 = 𝐵�̂�𝐸 = 90∘ และ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐵𝐷̅̅ ̅̅   
∴ △ 𝐴𝐵𝑍 ≡△ 𝐷𝐵𝑋  (มุม-ด้าน-มุม) 
∴ 𝐵�̂�𝐷 = 𝐴�̂�𝐵 และ 𝐵𝑋̅̅ ̅̅ = 𝐵𝑍̅̅ ̅̅  ÿ่งผลใĀ้ 𝐶𝑋̅̅ ̅̅ = 𝐸𝑍̅̅̅̅  
∵ 𝐶�̂�𝑌 = 𝐵�̂�𝐷 = 𝐴�̂�𝐵 = 𝐸�̂�𝑌, 𝑋�̂�𝑌 = 𝑌�̂�𝑍 = 45∘ และ 𝐶𝑋̅̅ ̅̅ = 𝐸𝑍̅̅̅̅  
∴△ 𝐶𝑋𝑌 ≡△ 𝐸𝑍𝑌  (มุม-ด้าน-มุม) ∴ 𝑋𝑌̅̅ ̅̅ = 𝑌𝑍̅̅̅̅  

∴
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇1 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇2))
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇2 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇1))

=
𝐵𝑍̅̅ ̅̅ + 𝑋𝑌̅̅ ̅̅
𝐵𝑋̅̅ ̅̅ + 𝑌𝑍̅̅̅̅ = 1 
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กรณีที่ 4.2 จุดยĂดใน  𝑉12 และ 𝑉21 ไม่ทับกัน 
       

  
 
ภาพที่ 4.7 𝑇1 ตัด 𝑇2 รูปรĂยตัดเป็นÿี่เĀลี่ยมที่ |𝑉12 ∪ 𝑉21| = 2 โดยที่จุดยĂดใน  𝑉12 และ 𝑉21 ไม่

ทับกัน 
 

 จากรูป ใĀ้ 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑥 ∴  𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 1 − 𝑥, 𝐵𝐸̅̅ ̅̅ = √1 − 𝑥2 และ 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = 1 − √1 − 𝑥2 
 จากรูป ใĀ้ 𝐵�̂�𝐷 = 𝜃1 และ 𝐴�̂�𝐸 = 𝜃2  ∴  𝜃1 + 𝜃2 = 90°  ∴ 𝐴�̂�𝐻 = 𝜃2 = 𝐶�̂�𝐷 

 พิจารณา △ 𝐴𝐸𝐻 จะได้ 
𝑠𝑖𝑛 45°

𝑠𝑖𝑛(45°+𝜃1)
= 𝐻𝐸̅̅ ̅̅

1−√1−𝑥2  

∴  𝐻𝐸̅̅ ̅̅ =
1 − √1 − 𝑥2

𝑥 + √1 − 𝑥2
 

 พิจารณา △ 𝐶𝐷𝐺 จะได้ 
𝑠𝑖𝑛 45°

𝑠𝑖𝑛 𝜃2
= 𝐷𝐺̅̅ ̅̅

1−𝑥
  

∴  𝐷𝐺̅̅ ̅̅ =
1 − 𝑥

√2√1 − 𝑥2
 

 พิจารณา △ 𝐹𝐺𝐻 จะได้ 
𝑠𝑖𝑛 45°

𝑠𝑖𝑛 𝜃2
= 𝐻𝐺̅̅ ̅̅

1−𝐻𝐸̅̅ ̅̅   

∴  𝐻𝐺̅̅ ̅̅ =
𝑥 − 1 + 2√1 − 𝑥2

√2√1 − 𝑥2(𝑥 + √1 − 𝑥2)
 

 

∴  
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇1 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇2))
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇2 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇1))

=
1 + 𝐻𝐸̅̅ ̅̅ + 𝐷𝐺̅̅ ̅̅

𝐻𝐺̅̅ ̅̅  

=
√1 − 𝑥2(√2(𝑥 + 1) + 1 − 𝑥) − 𝑥(𝑥 − 1)

𝑥 − 1 + 2√1 − 𝑥2
 

 ใĀ้ 𝑓 ∶ (0, 1) → ℝ+ นิยามโดย 

𝑓(𝑥) =
√1 − 𝑥2(√2(𝑥 + 1) + 1 − 𝑥) − 𝑥(𝑥 − 1)

𝑥 − 1 + 2√1 − 𝑥2
 

 จะได้ü่า 𝑆𝑢𝑝
𝑥∈(0,1)

𝑓(𝑥) = 1 + √2 

∴  √2 − 1 ≤  
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇1  ∩  𝐼𝑛𝑡(𝑇2))
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇2  ∩  𝐼𝑛𝑡(𝑇1))

 ≤ 1 + √2 



11 
 

 

กรณีที่ 5 รูปรĂยตัดเป็นÿามเĀลี่ยม  

 
ภาพที่ 4.8 𝑇1 ตัด 𝑇2 รูปรĂยตัดเป็นÿามเĀลี่ยม 

 
 จากรูป ใĀ้ 𝐻𝐺̅̅ ̅̅ = 𝑎, 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ = 𝑏, 𝐻𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑐, 𝐻�̂�𝐺 = 𝛼 และ 𝐴�̂�𝐺 = 𝜃 

 พิจารณา △ 𝐴𝐻𝐺 จะได้ 
𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝑠𝑖𝑛 𝛼

= 𝑏
𝑎

 และ 
𝑠𝑖𝑛(𝛼+𝜃)

𝑠𝑖𝑛 𝛼
= 𝑐

𝑎
 

∴  
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇1  ∩  𝐼𝑛𝑡(𝑇2))
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇2  ∩  𝐼𝑛𝑡(𝑇1))

=
𝑏 + 𝑐

𝑎
=

2𝑐𝑜𝑠(𝛼/2)
𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑠𝑖𝑛 (
𝛼
2

+ 𝜃) 

ใĀ้ 𝑓 ∶ [0, 𝜋] → ℝ+ นิยามโดย 
𝑓(𝜃) =

2𝑐𝑜𝑠(𝛼)
𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑠𝑖𝑛 (
𝛼
2

+ 𝜃) 

ĀาจุดüิกฤตขĂง  𝑓 บน [0, 𝜋] จะได้ 
𝑓′(𝜃) =

2𝑐𝑜𝑠(𝛼)
𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑐𝑜𝑠 (
𝛼
2

+ 𝜃) 

 ∴ จุดüิกฤตคืĂ 𝜃 = 𝜋−𝛼
2

 

∴ 𝑓 (
𝜋 − 𝛼

2
) =

2𝑐𝑜𝑠(𝛼)
𝑠𝑖𝑛 𝛼

=
√2√1 + 𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑠𝑖𝑛 𝛼
 

เมื่Ă 𝛼 = 𝜋
2
 จะได้ü่า 𝑓 (𝜋

4
) = √2 

เมื่Ă 𝛼 = 𝜋
4
 จะได้ü่า 𝑓 (3𝜋

8
) = √4 + 2√2 

พิจารณาจุดขĂบ 𝜃 = 0 และ 𝜃 = 𝜋 จะได้ 𝑓(0) = 1 และ 𝑓(𝜋) = −1 
∴  𝑓 (3𝜋

8
) = √4 + 2√2 เป็นค่าÿูงÿุดÿัมบูรณ์ขĂง 𝑓 บน [0, 𝜋] 

∴
1

√4 + 2√2
≤

𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇1  ∩  𝐼𝑛𝑡(𝑇2))
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇2  ∩  𝐼𝑛𝑡(𝑇1))

≤ √4 + 2√2 
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∴ จากทั้ง 5 กรณีจะได้ü่า 

 
ภาพที่ 4.9 𝑇1 ตัด 𝑇2 รูปรĂยตัดเป็นÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่ü 

 
1

√4 + 2√2
≤

𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇1  ∩  𝐼𝑛𝑡(𝑇2))
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇2  ∩  𝐼𝑛𝑡(𝑇1))

≤ √4 + 2√2                                                         ∎ 

 



 
 

บทที่ 5 
ข้อÿรุปและข้อเÿนอแนะ  

โครงงานนี้ ýึกþาĂัตราÿ่üนขĂง 
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇1 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇2)) 
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇2 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇1)) 

 

เมื่Ă 𝑇1 และ 𝑇2 เป็นÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üมุมฉากที่เท่ากันทุกประการ ได้ผลดังนี้ 
 

1

√4 + 2√2
≤

𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇1  ∩  𝐼𝑛𝑡(𝑇2))
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇2  ∩  𝐼𝑛𝑡(𝑇1))

≤ √4 + 2√2 

 
 ÿังเกตü่าโครงงานฉบับนี้ýึกþาเฉพาะĂัตราÿ่üนขĂงขĂบที่ซ้ĂนทับกันขĂงรูปÿามเĀลี่ยมĀน้า

จั่üมุมฉาก ด้üยแนüคิดเดียüกันนี้ ผู้ที่ÿนใจĂาจพยายามÿร้างข้Ăคüามคาดการณ์และทำการพิÿูจน์

เกี่ยüกับรูปÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üที่มีมุมที่จุดยĂดเป็นมุมĂ่ืน ๆ ĀรืĂÿามเĀลี่ยมใด ๆ ต่Ăไปได้
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เมื่Ă 𝑅1 และ 𝑅2 เป็นÿี่เĀลี่ยมผืนผ้าที่เท่ากันทุกประการซึ่ง 𝐼𝑛𝑡(𝑅1) ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑅2) ≠ ∅ โดยกำĀนดใĀ้ 
𝜕𝑅𝑖  และ 𝐼𝑛𝑡(𝑅𝑖) เป็นขĂบเขตและภายในขĂง 𝑅𝑖 ตามลำดับ J. W. Fickett ได้ต ั ้งข ้Ăคาดการü่า
Ăัตราÿ่üนดังกล่าüมีค่าไม่เกิน 3 (ĀรืĂในทางกลับกันมีค่าĂย่างต่ำเป็น 1/3) นĂกจากนี้เขาได้คาดเดาü่าถ้า
แทนรูปÿี่เĀลี่ยมผืนผ้าด้üยรูปÿามเĀลี่ยม แล้üจะได้ü่าĂัตราÿ่üนที่เราÿนใจจะมีค่าไม่เกิน 𝑐𝑠𝑐(𝜃/2) เมื่Ă 
𝜃 เป็นมุมที่เล็กท่ีÿุดในÿามเĀลี่ยมรูปนั้น 
 ในปี ค.ý. 2013 C. Nielsen และ C. Powers ได้ý ึกþาĂัตราÿ่üนดังกล่าüในกรณีที ่ เป ็นรูป
ÿามเĀลี่ยมด้านเท่า ซึ่งพüกเขาได้ข้Ăÿรุปü่าĂัตราÿ่üนดังกล่าüมีค่าไม่เกิน 2 

ในปี ค.ý. 2019 J. Donnelly ได้ýึกþาĂัตราÿ่üนดังกล่าüในกรณีที่เป็นรูปÿามเĀลี่ยมใด ๆ ซึ่งเขา
ได้ข้Ăÿรุปü่ามีÿามเĀลี่ยมบางรูปที่ใĀ้ค่าขĂงĂัตราÿ่üนดังกล่าüมากกü่า 𝑐𝑠𝑐(𝜃/2) ทำใĀ้ÿรุปได้ü่าข้Ăคาด
เดาขĂง J. W. Fickett นั้นเป็นเท็จ 

 
üัตถุประÿงค์ 

โครงงานนี ้ÿนใจรูปÿามเĀลี ่ยมĀน้าจั ่üมุมฉากที ่เท่ากันทุกประการ ใĀ้เป็น 𝑇1และ 𝑇2 มี
üัตถุประÿงค์เพ่ืĂýึกþาĂัตราÿ่üนขĂง   

𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇1 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇2)) 
𝑙𝑒𝑛𝑔ℎ𝑡(𝜕𝑇2 ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇1)) , 

เมื่Ă 𝑇1และ 𝑇2 เป็นรูปÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üมุมฉากที่เท่ากันทุกประการซึ่ง 𝐼𝑛𝑡(𝑇1) ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝑇2) ≠ ∅ โดย
กำĀนดใĀ้ 𝜕𝑇𝑖 และ 𝐼𝑛𝑡(𝑇𝑖) เป็นขĂบเขตและภายในขĂง 𝑇𝑖 ตามลำดับ 
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ขอบเขตของโครงงาน 
ในโครงงานนี้จะýึกþาเฉพาะคüามÿัมพันธ์ขĂงĂัตราÿ่üนขĂงขĂบที่ซ้ĂนทับกันขĂงรูปÿามเĀลี่ยม

Āน้าจั่üมุมฉากที่เท่ากันทุกประการÿĂงรูปเท่านั้น 
 

üิธีการดำเนินงาน 
1. ýึกþาปัญĀา ÿืบค้นข้Ăมูลเกี่ยüกับการüิจัยและกำĀนดĀัüข้Ăที่จะýึกþา 
2. ĀาขĂบเขตเบื้Ăงต้นขĂงĂัตราÿ่üนขĂงขĂบที่ซ้ĂนทับกันขĂง 𝑇1 และ 𝑇2  โดยใช้โปรแกรม 

Geogebra 
3. ÿร้างข้Ăคüามคาดการณ์จากการใช้โปรแกรม Geogebra และทำการพิÿูจน์ 
4. ตรüจÿĂบคüามถูกต้ĂงขĂงการดำเนินงาน 
5. ÿรุปและจัดทำรูปเล่ม 

 
 
 

üิธีการดำเนินงาน 
ÿิงĀาคม 2563 – เมþายน 2564 

ÿ.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย. 

1. ýึกþาปัญĀา ÿืบค้นข้Ăมูลเกี่ยüกับการ
üิจัยและกำĀนดĀัüข้Ăที่จะýึกþา 

         

2. ĀาขĂบเขตเบื้Ăงต้นขĂงĂัตราÿ่üนขĂง
ขĂบที่ซ้ĂนทับกันขĂง 𝑇1 และ 𝑇2  โดยใช้
โปรแกรม Geogebra 

         

3. ÿร้างข้Ăคüามคาดการณ์จากการใช้
โปรแกรม Geogebra และทำการพิÿูจน์ 

         

4. ตรüจÿĂบคüามถ ู กต ้ Ă งขĂงการ
ดำเนินงาน 

         

5. ÿรุปและจัดทำรูปเล่ม          

 
ประโยชน์ที่คาดü่าจะได้รับ 

ได้ช่üงขĂงĂัตราÿ่üนขĂงขĂบที่ซ้ĂนทับกันขĂงรูปÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üมุมฉาก  
 

อุปกรณ์และเครื่องมือที่ใช้ 
1. กระดาþ A4 
2. Notebook 
3. โปรแกรม Microsoft Word 
4. โปรแกรม Geogebra 
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งบประมาณ 
1. Lightning Digital AV Adapter  1,790 บาท 
2. USB Adapter Wi-Fi    220 บาท 
3. EarPods with Lightning Connector  690 บาท 
4. ĀนังÿืĂประกĂบการทำüิจัย   615 บาท 

 
เอกÿารอ้างอิง 

[1] Nielsen, C., & Powers, C. (2013). Intersecting equilateral triangles. In Forum 
Geometricorum (Vol. 13, pp. 219-225).  

[2] Donnelly, John. "On a Conjecture of Fickett." The American Mathematical 
Monthly 126.1 (2019): 78-80. 
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รĀัÿประจำตัüนิÿิต 6033543623 
ภาคüิชาคณิตýาÿตร์และüิทยาการคĂมพิüเตĂร์ 
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