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บุญณิตา สุวรรณชาตรี : การก ากบัทั้งหมดอย่างปฏิมหัศจรรยย์วดยิ่งแบบ ሺ𝑎, 𝑑ሻ บนเส้นเช่ือม 
  ของกราฟ 𝐶3�𝑃𝑛 เมื่อ 𝑛 ൒ 2 และ 𝐶𝑛�𝑃2 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ൒ 3 (Super ሺ𝑎, 𝑑ሻ-edge       

antimagic total labeling of graphs 𝐶3�𝑃𝑛 where 𝑛 ൒ 2 and 𝐶𝑛�𝑃2 where 𝑛 is odd such that  

𝑛 ൒ 3) อ.ท่ีปรึกษาโครงงาน : รองศาสตราจารย ์ดร.รตินนัท ์บุญเคลือบ, 21 หนา้ 
 ให้กราฟ 𝐺 ൌ ሺ𝑉ሺ𝐺ሻ, 𝐸ሺ𝐺ሻሻ มี |𝑉ሺ𝐺ሻ| ൌ 𝑝 และ |𝐸ሺ𝐺ሻ| ൌ 𝑞 นิยามการก ากับทั้งหมดอย่าง

ปฏิมหัศจรรย์แบบ ሺ𝑎, 𝑑ሻ บนเส้นเช่ือมของกราฟ 𝐺 เป็นฟังก์ชัน 𝑓 ที่ส่งจาก 𝑉ሺ𝐺ሻ ∪ 𝐸ሺ𝐺ሻ ไปยงั 

ሼ1,2,3, … , 𝑝 ൅ 𝑞ሽ แบบสมนัยหน่ึงต่อหน่ึง ซ่ึงมีสมบตัิว่า เซตของน ้ าหนกัเส้นเช่ือมทั้งหมดในกราฟ 

𝐺 ในรูป ሼ𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑢ሻ ൅ 𝑓ሺ𝑢𝑣ሻ ൅ 𝑓ሺ𝑣ሻ | 𝑢𝑣 ∈ 𝐸ሺ𝐺ሻሽ จะเท่ากับเซตของล าดับเลขคณิต 

ሼ𝑎, 𝑎 ൅ 𝑑, 𝑎 ൅ 2𝑑, … , 𝑎 ൅ ሺ𝑞 െ 1ሻ𝑑ሽ เมื่อ 𝑎 ൐ 0 และ 𝑑 ൒ 0 เป็นจ านวนเต็ม นอกจากน้ีถ้า 

𝑓൫𝑉ሺ𝐺ሻ൯ ൌ ሼ1,2,3, … , 𝑝ሽ แลว้จะเรียก 𝑓 ว่าการก ากบัทั้งหมดอย่างปฏิมหัศจรรยย์วดยิ่งแบบ ሺ𝑎, 𝑑ሻ 

บนเส้นเช่ือมของกราฟ 𝐺 โครงงานน้ีสร้างการก ากบัทั้งหมดบน 𝐶3�𝑃𝑛 และ 𝐶𝑛�𝑃2 แลว้พิสูจน์ว่าการ

ก ากับทั้งหมดน้ีเป็นการก ากับทั้งหมดอย่างปฏิมหัศจรรยย์วดยิ่งแบบ ሺ3𝑛 ൅ 4, 2ሻ บนเส้นเช่ือมของ 

𝐶3�𝑃𝑛 เมื่อ 𝑛 ൒ 2 และเป็นการก ากับทั้งหมดน้ีเป็นการก ากบัทั้งหมดอย่างปฏิมหัศจรรยย์วดยิ่งแบบ

ቀ5 ቀ𝑛+1
2

ቁ , 2ቁ บนเส้นเช่ือมของ 𝐶𝑛�𝑃2 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ൒ 3 
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# # 5933528823 : MAJOR MATHEMATIC 

KEYWORDS : ሺ𝑎, 𝑑ሻ-edge antimagic total labeling, super ሺ𝑎, 𝑑ሻ-edge antimagic total labeling, 

Cartesian product of graphs 

BUNNITA SUWANCHATREE : Super ሺ𝑎, 𝑑ሻ-edge antimagic total labeling of graphs 𝐶3�𝑃𝑛    

where 𝑛 ൒ 2 and 𝐶𝑛�𝑃2 where 𝑛 is odd such that 𝑛 ൒ 3. ADVISOR : ASSOC. PROF. 

RATINAN BOONKLURB, Ph.D., 21 pp. 

Let a graph 𝐺 ൌ ሺ𝑉ሺ𝐺ሻ, 𝐸ሺ𝐺ሻሻ having |𝑉ሺ𝐺ሻ| ൌ 𝑝 and |𝐸ሺ𝐺ሻ| ൌ 𝑞. Define an 

ሺ𝑎, 𝑑ሻ-edge antimagic total labeling of a graph 𝐺 to be a bijective function 𝑓 mapping from 

𝑉ሺ𝐺ሻ ∪ 𝐸ሺ𝐺ሻ to ሼ1,2,3, … , 𝑝 ൅ 𝑞ሽ such that the set of weights of all edges in 𝐺, 

ሼ𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑢ሻ ൅ 𝑓ሺ𝑢𝑣ሻ ൅ 𝑓ሺ𝑣ሻ | 𝑢𝑣 ∈ 𝐸ሺ𝐺ሻሽ, equals to the set of arithmetic progression 

ሼ𝑎, 𝑎 ൅ 𝑑, 𝑎 ൅ 2𝑑, … , 𝑎 ൅ ሺ𝑞 െ 1ሻ𝑑ሽ, where 𝑎 ൐ 0 and 𝑑 ൒ 0  are two integers. 

Furthermore, 𝑓 is called a super ሺ𝑎, 𝑑ሻ-edge antimagic total labeling of 𝐺 if 𝑓൫𝑉ሺ𝐺ሻ൯ ൌ

ሼ1,2,3, … , 𝑝ሽ. This project constructs total labelings for 𝐶3�𝑃𝑛 and 𝐶𝑛�𝑃2. Then, prove that it is 

a super ሺ3𝑛 ൅ 4, 2ሻ-edge antimagic total labeling for 𝐶3�𝑃𝑛  where 𝑛 ൒ 2 and a super 

ቀ5 ቀ𝑛+1
2

ቁ , 2ቁ-edge antimagic total labeling for 𝐶𝑛�𝑃2 where 𝑛 is an odd integer such that 𝑛 ൒

3.                                                                          
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ให้มีความถูกตอ้งและสมบูรณ์มากขึ้น 

  สุดทา้ยน้ีขอขอบคณุครอบครัว รวมถึงเพ่ือน ๆ ทุกคน ท่ีคอยให้ก าลงัใจ คอยช่วยเหลือและให้

ค าแนะน าต่าง ๆ มาตลอดการท าโครงงานครั้ งน้ี 
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บทท¸É 1  

บทนÎµÂละควµมร¼้พºÊนฐµน 

ในโครงงานน้ี กราฟทั้งหมดท่ีพิจารณาเป็นกราฟจ ากดั ไม่ระบุทิศทาง และเป็นกราฟอย่างง่าย 

ส าหรับกราฟ 𝐺 ให้ 𝑉ሺ𝐺ሻ เป็น เซตของจุดยอดของ 𝐺 และ 𝐸ሺ𝐺ሻ  คือ เซตของเส้นเช่ือมของ 𝐺 ซ่ึง 

|𝑉ሺ𝐺ሻ| ൌ 𝑝 และ |𝐸ሺ𝐺ሻ| ൌ 𝑞  

ต´วอย่µงท¸É 1.1 กราฟ 𝐺 ൌ ሺ𝑉ሺ𝐺ሻ, 𝐸ሺ𝐺ሻሻ ที่มี 𝑉ሺ𝐺ሻ ൌ ሼ𝑎, 𝑏, 𝑐ሽ และ 𝐸ሺ𝐺ሻ ൌ ሼ𝑎𝑏, 𝑏𝑐, 𝑎𝑐ሽ   

   

  

 

ภาพท่ี 1.1 กราฟ 𝐺  

การก ากบัของกราฟ 𝐺 คือ การสร้างฟังก์ชนัที่ส่งจากส่วนประกอบของกราฟไปยงัเซตของจ านวน

เต็มที่ไม่เป็นลบที่มีสมบตัิพิเศษบางประการ ซ่ึงถา้โดเมนของฟังก์ชนั คือ เซตของจดุยอดของกราฟ จะ

เรียกว่า การก ากบัจุดยอด และถา้โดเมนของฟังก์ชนั คือ เซตของเส้นเช่ือมของกราฟ จะเรียกว่า การก ากบั

เส้นเช่ือม ยิ่งไปกว่านั้นถา้โดเมนของฟังก์ชนั คือ เซตของจดุยอดและเส้นเช่ือม หรือ 𝑉ሺ𝐺ሻ ∪ 𝐸ሺ𝐺ሻ จะ

เรียกว่า การก ากบัทั้งหมด 

 

 

 

     ภาพท่ี 1.2 การก ากบัจุดยอด               ภาพท่ี 1.3 การก ากบัเส้นเช่ือม          ภาพท่ี 1.4 การก ากบัทั้งหมด 
 ซ่ึงในโครงงานน้ีสนใจศึกษาการก ากบัทั้งหมดที่มีสมบตัิพิเศษ ซ่ึงเรียกว่า การก ากบัทั้งหมดอย่าง

ปฏิมหัศจรรยแ์บบ ሺ𝑎, 𝑑ሻ บนเส้นเช่ือมของกราฟ ดงับทนิยามต่อไปน้ี 
 

บทน·ยµม 1.1 [6] การกÎากับท้ังหมดอย่างปฏิมหัศจรรย์แบบ ሺ𝑎, 𝑑ሻ บนเส้นเช่ือมของกราฟ 𝐺  (ሺ𝑎, 𝑑ሻ-edge 

antimagic total labeling of graphs 𝐺) คือ ฟังก์ชนั 𝑓 ที่ส่งจาก 𝑉ሺ𝐺ሻ ∪ 𝐸ሺ𝐺ሻ ไปยงั ሼ1,2,3, … , 𝑝 ൅ 𝑞ሽ 

แบบสมนยัต่อหน่ึง ซ่ึงมีสมบตัิว่า เซตของน ้าหนกัเส้นเช่ือมทั้งหมดในกราฟ 𝐺 ในรูป ሼ𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑢ሻ ൅

𝑓ሺ𝑢𝑣ሻ ൅ 𝑓ሺ𝑣ሻ | 𝑢𝑣 ∈ 𝐸ሺ𝐺ሻሽ จะเท่ากบัเซตของล าดบัเลขคณิต ሼ𝑎, 𝑎 ൅ 𝑑, 𝑎 ൅ 2𝑑, … , 𝑎 ൅ ሺ𝑞 െ

1ሻ𝑑ሽ เมื่อ 𝑎 ൐ 0 และ 𝑑 ൒ 0 เป็นจ านวนเต็ม  
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นอกจากน้ี ถา้ 𝑓൫𝑉ሺ𝐺ሻ൯ ൌ ሼ1,2,3, … , 𝑝ሽ แลว้ 𝑓 คือ การกÎากับท้ังหมดอย่างปฏิมหัศจรรย์ยวดยิ่ง

แบบ ሺ𝑎, 𝑑ሻ บนเส้นเช่ือมของกราฟ 𝐺 (super ሺ𝑎, 𝑑ሻ-edge antimagic total labeling of graphs 𝐺) 
  การก ากบัน้ีศกึษาครั้ งแรกโดย Simanjuntak และคณะ [6] ซ่ึงเป็นส่วนขยายของการก ากบัอย่าง

มหัศจรรยบ์นเส้นเช่ือมท่ีนิยามโดย Kotzig และ Roza [4] และแนวคิดของการก ากบัอย่างมหัศจรรยแ์บบยวด

ยิ่งบนเส้นเช่ือมท่ีนิยามโดย Enomoto และคณะ [3] 

 ใน ค.ศ. 2008 Dafik และคณะ [2] ไดศึ้กษาการก ากบัทั้งหมดอย่างปฏิมหัศจรรยย์วดยิ่งแบบ ሺ𝑎, 𝑑ሻ 

บนเส้นเช่ือมของกราฟไม่เช่ือมโยงบางชนิด และไดผ้ลว่า กราฟ 𝑚𝐶𝑛 มีการก ากบัทั้งหมดอย่างปฏิมหัศจรรย์

ยวดยิ่งแบบ ሺ𝑎, 𝑑ሻ บนเส้นเช่ือม ก็ต่อเมื่อ  

(1) 𝑑 ∈ ሼ0,2ሽ และ 𝑚, 𝑛 เป็นจ านวนคี่ ซ่ึง 𝑚, 𝑛 ൒ 3 หรือ  

(2) 𝑑 ൌ 1 ส าหรับ 𝑚 ൒ 2 และ 𝑛 ൒ 3  

อย่างใดอย่างหน่ึงเพียงอย่างเดียวเท่านั้น  

นอกจากน้ี [2] ยงัไดส้ร้างการก ากบัทั้งหมดอย่างปฏิมหัศจรรยย์วดยิ่งแบบ ሺ2𝑚𝑛 ൅ 2, 1ሻ และ 

ሺ𝑚𝑛 ൅ 𝑚 ൅ 3, 3ሻ บนเส้นเช่ือมของกราฟ 𝑚𝑃𝑛 ส าหรับ 𝑚 ൒ 2 และ 𝑛 ൒ 2 อีกดว้ย 

 ใน ค.ศ 2012 Arumugam และ Nalliah [1] ไดศึ้กษาการก ากบัทั้งหมดอย่างปฏิมหัศจรรยย์วดยิ่งแบบ 

ሺ𝑎, 𝑑ሻ บนเส้นเช่ือมของกราฟมิตรภาพ ℱ𝑛 และ กราฟมิตรภาพแบบทัว่ไป ℱ2,௣ เมื่อ 𝑝 ൒ 5 โดยตวัอย่างใน

ภาพที ่1.5 เป็นการก ากบัทั้งหมดอย่างปฏิมหัศจรรยย์วดยิ่งแบบ ሺ28, 1ሻ บนเส้นเช่ือมของ ℱ2,13 
 

 

 

 

 

 

ภาพท่ี 1.5 การก ากบัทั้งหมดอย่างปฏิมหัศจรรยย์วดยิ่งแบบ ሺ28, 1ሻ บนเส้นเช่ือมของ ℱ2,13 
ในโครงงานน้ี จะศกึษาการก ากบัดงักล่าวบนกราฟท่ีนิยามจากวงและวิถี ซ่ึงบทนิยามเกี่ยวกบักราฟ

ทีจ่ะใชใ้นโครงงานน้ีไดร้วบรวมอยู่ในบทนิยามต่อไปน้ี 

บทน·ยµมท¸É 1.2 [5] กราฟวิถี 𝑃𝑛  คือ กราฟท่ีมจีุดยอด 𝑛  จุด และสามารถวาดแผนภาพแสดงกราฟน้ีไดโ้ดย

การวาดจุดยอดเรียงกนัในลกัษณะที่จดุยอดสองจุดเป็นจดุยอดประชิดกนั กต็่อเมื่อ จุดยอดทั้งสองวางติดกนั 

 

ภาพท่ี 1.6 กราฟเส้น 𝑃4 
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บทน·ยµมท¸É 1.3 [5] กราฟวง 𝐶𝑛  คือ กราฟท่ีมีจุดยอด 𝑛 จุด คือ  𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛 และมีเส้นเช่ือม 𝑛 เส้น ซ่ึง

ในการวาดแผนภาพแสดงกราฟน้ี ท าไดโ้ดยวางจุดยอดรอบวงกลมในลกัษณะที่จดุยอดสองจุดเป็นจุดยอดที่

ประชิดกนั กต็่อเมื่อ จุดยอดทั้งสองวางติดกนับนวงกลม ในโครงงานน้ีเราจะเขียน 𝐶𝑛  เป็น 𝑣1𝑣2𝑣3 ⋯ 𝑣𝑛 

เรียงล าดบัตามจุดยอดที่เรียงติดกนับนวงกลม และตั้งช่ือจดุยอดในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

 

 

 

ภาพท่ี 1.7 กราฟวง 𝐶4 

บทน·ยµมท¸É 1.4 [5] ผลคณูคาร์ทีเซียนของ 𝐺 ൌ ሺ𝑉ሺ𝐺ሻ, 𝐸ሺ𝐺ሻሻ และ 𝐻 ൌ ሺ𝑉ሺ𝐻ሻ, 𝐸ሺ𝐻ሻሻ เขียนแทนดว้ย

𝐺�𝐻 คือ กราฟท่ีมีเซตของจดุเป็น 𝑉ሺ𝐺ሻ ൈ 𝑉ሺ𝐻ሻ โดยที่จุดยอด ሺ𝑢, 𝑣ሻ และ ሺ𝑢′, 𝑣′ሻ จะเป็นจดุยอดที่

ประชิดกนั กต็่อเมื่อ (1) 𝑢 ൌ 𝑢′ และ 𝑣𝑣′ ∈ 𝐸ሺ𝐻ሻ  หรือ (2) 𝑣 ൌ 𝑣′ และ 𝑢𝑢′ ∈ 𝐸ሺ𝐺ሻ  

 

 

 

                     ภาพท่ี 1.8 𝑃2�𝑃3                                                                        ภาพท่ี 1.9 𝐶3�𝑃2 

 ในโครงงานน้ี สนใจศึกษา 𝐶3�𝑃𝑛 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนนบัที ่𝑛 ൒ 2 โดยอาจพิจารณาไดว้่า 𝐶3�𝑃𝑛 

เกิดจากวง 𝐶3 จ านวน 𝑛 วง คือ วง 𝑣1,1𝑣1,2𝑣1,3 เป็นวงนอกสุด และวง 𝑣2,1𝑣2,2𝑣2,3, 𝑣3,1𝑣3,2𝑣3,3, 

𝑣4,1𝑣4,2𝑣4,3, … เป็นวงซ้อน ๆ กนัจนถึงวง 𝑣𝑛,1𝑣𝑛,2𝑣𝑛,3 เป็นวงใน และส าหรับ 𝑖 ∈ ሼ1,2,3, … , 𝑛 െ 1ሽ มี

เส้นเช่ือมท่ีเช่ือมกบัจุดยอด 𝑣𝑖,1 , 𝑣𝑖,2 และ 𝑣𝑖,3 กบัจุดยอด 𝑣𝑖+1,1 , 𝑣𝑖+1,2 และ 𝑣𝑖+1,3 ตามล าดบั และ

สนใจศึกษา 𝐶𝑛�𝑃2  เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที ่𝑛 ൒ 3 โดยอาจพิจารณาไดว้่า 𝐶𝑛�𝑃2 เกิดจากวง 𝐶𝑛  จ านวน 

2 วง คือ วง 𝑣1,1𝑣1,2𝑣1,3 … 𝑣1,𝑛 เป็นวงนอก และวง 𝑣2,1𝑣2,2𝑣2,3 … 𝑣2,𝑛 เป็นวงใน และส าหรับ 𝑖 ∈

ሼ1,2,3, … , 𝑛ሽ มีเส้นเช่ือมท่ีเช่ือมกบัจุดยอด 𝑣1,𝑖  กบัจุดยอด 𝑣2,𝑖 

 

 

 



4 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพท่ี 1.10 𝐶3�𝑃2 

 

 

  



5 
 

 
 
 

บทท¸É 2 

    𝑪𝟑�𝑷𝒏 

 

 ในบทน้ีจะสร้างการก ากบัทั้งหมดของกราฟ 𝐶3�𝑃𝑛 โดยขั้นตอนวธีิท่ี 2.1 แลว้พิสูจน์ว่าการก ากบัน้ี 

เป็นการก ากบัทั้งหมดอย่างปฏิมหัศจรรยย์วดยิ่งแบบ ሺ3𝑛 ൅ 4,2ሻ บนเส้นเช่ือมของกราฟ 𝐶3�𝑃𝑛 เมื่อ 𝑛 

เป็นจ านวนเต็มบวกที่ 𝑛 ൒ 2   

 
ข´Êนตอนว·ธ¸ท¸É 2.1 ให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวกที่ 𝑛 ൒ 2 ดงันั้น |𝑉ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ| ൌ 3𝑛  และ |𝐸ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ| ൌ

6𝑛 െ 3 นิยาม 𝑓: 𝑉ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ ∪ 𝐸ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ → ሼ1,2,3, … ,9𝑛 െ 3ሽ ดงัน้ี 

(1) 𝑓൫𝑣𝑖,1൯ ൌ ቐ
3𝑖 െ 1; 𝑖 ∈ ቄ2,4,6, … ,2 ቔ𝑛

2
ቕቅ

3𝑖; 𝑖 ∈ ቄ1,3,5,7, … ,2 ቔ𝑛+1
2

ቕ െ 1ቅ
 

(2) 𝑓൫𝑣𝑖,2൯ ൌ ቐ
3𝑖; 𝑖 ∈ ቄ2,4,6, … ,2 ቔ𝑛

2
ቕቅ

3𝑖 െ 2; 𝑖 ∈ ቄ1,3,5,7, … ,2 ቔ𝑛+1
2

ቕ െ 1ቅ
        

(3) 𝑓൫𝑣𝑖,3൯ ൌ ቐ
3𝑖 െ 2; 𝑖 ∈ ቄ2,4,6, … ,2 ቔ𝑛

2
ቕቅ

3𝑖 െ 1; 𝑖 ∈ ቄ1,3,5,7, … ,2 ቔ𝑛+1
2

ቕ െ 1ቅ
                          

(4) 𝑓൫𝑣2𝑖,1𝑣2𝑖,3൯ ൌ 3𝑛 ൅ 7 ൅ 12ሺ𝑖 െ 1ሻ;  𝑖 ∈ ቄ1,2,3, … , ቔ𝑛
2
ቕቅ 

(5) 𝑓൫𝑣2𝑖,2𝑣2𝑖,3൯ ൌ 3𝑛 ൅ 7 ൅ 12ሺ𝑖 െ 1ሻ ൅ 1;  𝑖 ∈ ቄ1,2,3, … , ቔ𝑛
2
ቕቅ 

(6) 𝑓൫𝑣2𝑖,1𝑣2𝑖,2൯ ൌ 3𝑛 ൅ 7 ൅ 12ሺ𝑖 െ 1ሻ ൅ 2;  𝑖 ∈ ቄ1,2,3, … , ቔ𝑛
2
ቕቅ 

(7) 𝑓൫𝑣2𝑖+1,2𝑣2𝑖+1,3൯ ൌ 3𝑛 ൅ 13 ൅ 12ሺ𝑖 െ 1ሻ;  𝑖 ∈ ቄ0,1,2,3, … , ቔ𝑛−1
2

ቕቅ 

(8) 𝑓൫𝑣2𝑖+1,1𝑣2𝑖+1,2൯ ൌ 3𝑛 ൅ 13 ൅ 12ሺ𝑖 െ 1ሻ ൅ 1;  𝑖 ∈ ቄ0,1,2,3, … , ቔ𝑛−1
2

ቕቅ 

(9) 𝑓൫𝑣2𝑖+1,1𝑣2𝑖+1,3൯ ൌ 3𝑛 ൅ 13 ൅ 12ሺ𝑖 െ 1ሻ ൅ 2;  𝑖 ∈ ቄ0,1,2,3, … , ቔ𝑛−1
2

ቕቅ 

(10) 𝑓൫𝑣𝑖+1,3𝑣𝑖+2,3൯ ൌ 3𝑛 ൅ 10 ൅ 6ሺ𝑖 െ 1ሻ;  𝑖 ∈ ሼ0,1,2,3, … , 𝑛 െ 2ሽ 

(11) 𝑓൫𝑣𝑖+1,2𝑣𝑖+2,2൯ ൌ 3𝑛 ൅ 10 ൅ 6ሺ𝑖 െ 1ሻ ൅ 1;  𝑖 ∈ ሼ0,1,2,3, … , 𝑛 െ 2ሽ 

(12) 𝑓൫𝑣𝑖+1,1𝑣𝑖+2,1൯ ൌ 3𝑛 ൅ 10 ൅ 6ሺ𝑖 െ 1ሻ ൅ 2;  𝑖 ∈ ሼ0,1,2,3, … , 𝑛 െ 2ሽ 

 

ต´วอย่µงท¸É 2.1 จากขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 จะสามารถก ากบัจดุและเส้นของ 𝐶3�𝑃2 ไดด้งัภาพที่ 2.1 
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ภาพท่ี 2.1 การก ากบัจุดยอดและเส้นเช่ือมของ 𝐶3�𝑃2 โดยใชข้ั้นตอนวิธีท่ี 2.1 

 

ต´วอย่µงท¸É 2.2 จากขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 จะสามารถก ากบัจดุและเส้นของ 𝐶3�𝑃3 ไดด้งัภาพที่ 2.2 

 

 

 

 

 

 

ภาพท่ี 2.2 การก ากบัจุดยอดและเส้นเช่ือมของ 𝐶3�𝑃3 โดยใชข้ั้นตอนวิธีท่ี 2.1 

 

ทฤษฎบ̧ท 2.1 ส าหรับ  𝑛 ൒ 2 การก ากบัทั้งหมดของ 𝐶3�𝑃𝑛 ท่ีสร้างโดยขั้นตอนวิธี 2.1 เป็นการก ากบั

ทั้งหมดอย่างปฏิมหัศจรรยย์วดยิ่งแบบ ሺ𝑎, 𝑑ሻ บนเส้นเช่ือมของ 𝐶3�𝑃𝑛 โดยที่ 𝑎 ൌ 3𝑛 ൅ 4 และ 𝑑 ൌ 2 

 

บทพ·ส¼จน์ จะแบ่งการพิสูจน์เป็นสามขั้นตอนดงัน้ี 
ข´Êนท¸É 1 จะแสดงว่า 𝑓 เป็นฟังก์ชนัสมนยัหน่ึงต่อหน่ึงจาก 𝑉ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ ไปทัว่ถึง ሼ1,2,3, … ,3𝑛ሽ 

 ส าหรับจ านวนเต็ม 𝑛 ที่ 𝑛 ൒ 2 ให้  𝑦 ∈  ሼ1,2,3, … ,3𝑛ሽ 

ให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคู่ที่ 𝑛 ൒ 2 
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กรณีที ่1 มจี านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ቄ2,4,6, … ,2 ቔ𝑛
2
ቕቅ และ 𝑦 ൌ 3𝑖 െ 5 เลือก 𝑣 ൌ 𝑣𝑖−1,2 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 

(2) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣𝑖−1,2൯ ൌ 3ሺ𝑖 െ 1ሻ െ 2 ൌ 3𝑖 െ 5  

กรณีที ่2 มีจ านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ቄ2,4,6, … ,2 ቔ𝑛
2
ቕቅ และ 𝑦 ൌ 3𝑖 െ 4 เลือก 𝑣 ൌ 𝑣𝑖−1,3 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 

(3) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣𝑖−1,3൯ ൌ 3ሺ𝑖 െ 1ሻ െ 1 ൌ 3𝑖 െ 4  

กรณีที ่3 มจี านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ቄ2,4,6, … ,2 ቔ𝑛
2
ቕቅ และ 𝑦 ൌ 3𝑖 െ 3 เลือก 𝑣 ൌ 𝑣𝑖−1,1 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 

(1) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣𝑖−1,1൯ ൌ 3ሺ𝑖 െ 1ሻ ൌ 3𝑖 െ 3  

กรณีที ่4 มีจ านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ቄ2,4,6, … ,2 ቔ𝑛
2
ቕቅ และ 𝑦 ൌ 3𝑖 െ 2 เลือก 𝑣 ൌ 𝑣𝑖,3 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 

(3) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣𝑖,3൯ ൌ 3𝑖 െ 2 

กรณีที ่5 มีจ านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ቄ2,4,6, … ,2 ቔ𝑛
2
ቕቅ และ 𝑦 ൌ 3𝑖 െ 1 เลือก 𝑣 ൌ 𝑣𝑖,1 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 

(1) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣𝑖,1൯ ൌ 3𝑖 െ 1 

กรณีที ่6 มีจ านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ቄ2,4,6, … ,2 ቔ𝑛
2
ቕቅ และ 𝑦 ൌ 3𝑖 เลือก 𝑣 ൌ 𝑣𝑖,2 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (2) จะ

ไดว้่า 𝑓ሺ𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣𝑖,2൯ ൌ 3𝑖 

ดงันั้น 𝑓 เป็นฟังก์ชนัจาก 𝑉ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ ไปทัว่ถึง ሼ1,2,3, … ,3𝑛ሽ และเน่ืองจาก |𝑉ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ| ൌ 3𝑛  

จึงไดว้่า 𝑓 เป็นฟังก์ชนัสมนยัหน่ึงต่อหน่ึงจาก 𝑉ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ ไปทัว่ถึง ሼ1,2,3, … ,3𝑛ሽ 

 

ให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ൒ 3 

กรณีที ่1 มีจ านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ቄ3,5,7, … ,2 ቔ𝑛+1
2

ቕ െ 1ቅ และ 𝑦 ൌ 3𝑖 െ 5 เลือก 𝑣 ൌ 𝑣𝑖−1,3 โดยขั้นตอน
วิธีที่ 2.1 (3) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣𝑖−1,3൯ ൌ 3ሺ𝑖 െ 1ሻ െ 2 ൌ 3𝑖 െ 5 

กรณีที ่2 มีจ านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ቄ3,5,7, … ,2 ቔ𝑛+1
2

ቕ െ 1ቅ และ 𝑦 ൌ 3𝑖 െ 4 เลือก 𝑣 ൌ 𝑣𝑖−1,1 โดยขั้นตอน
วิธีที่ 2.1 (1) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣𝑖−1,1൯ ൌ 3ሺ𝑖 െ 1ሻ െ 1 ൌ 3𝑖 െ 4 

กรณีที ่3 มจี านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ቄ3,5,7, … ,2 ቔ𝑛+1
2

ቕ െ 1ቅ และ 𝑦 ൌ 3𝑖 െ 3 เลือก 𝑣 ൌ 𝑣𝑖−1,2 โดยขั้นตอน

วิธีที่ 2.1 (2) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣𝑖−1,2൯ ൌ 3ሺ𝑖 െ 1ሻ  ൌ 3𝑖 െ 3  

กรณีที ่4 มีจ านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ቄ1,3,5, … ,2 ቔ𝑛+1
2

ቕ െ 1ቅ และ 𝑦 ൌ 3𝑖 െ 2 เลือก 𝑣 ൌ 𝑣𝑖,2 โดยขั้นตอนวิธี
ที่ 2.1 (2) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣𝑖,2൯ ൌ 3𝑖 െ 2  

กรณีที ่5 มีจ านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ቄ1,3,5, … ,2 ቔ𝑛+1
2

ቕ െ 1ቅ และ 𝑦 ൌ 3𝑖 െ 1 เลือก 𝑣 ൌ 𝑣𝑖,3 โดยขั้นตอนวิธี
ที่ 2.1 (3) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣𝑖,3൯ ൌ 3𝑖 െ 1 

กรณีที ่6 มีจ านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ቄ1,3,5, … ,2 ቔ𝑛+1
2

ቕ െ 1ቅ และ 𝑦 ൌ 3𝑖 เลือก 𝑣 ൌ 𝑣𝑖,1 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 

(1) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣𝑖,1൯ ൌ 3𝑖 
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ดงันั้น 𝑓 เป็นฟังก์ชนัจาก 𝑉ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ ไปทัว่ถึง ሼ1,2,3, … ,3𝑛ሽ และเน่ืองจาก |𝑉ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ| ൌ 3𝑛  

จึงไดว้่า 𝑓 เป็นฟังก์ชนัสมนยัหน่ึงต่อหน่ึงจาก 𝑉ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ ไปทัว่ถึง ሼ1,2,3, … ,3𝑛ሽ 

  
ข´Êนท¸É 2 จะแสดงว่า 𝑓 เป็นฟังก์ชนัสมนยัหน่ึงต่อหน่ึงจาก 𝐸ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ ไปทัว่ถึง ሼ3𝑛 ൅ 1,3𝑛 ൅ 2,3𝑛 ൅
3, … ,9𝑛 െ 3ሽ 

ให้ 𝑦 ∈  ሼ3𝑛 ൅ 1,3𝑛 ൅ 2,3𝑛 ൅ 3 … ,9𝑛 െ 3ሽ 

กรณีที ่1 มจี านวนเต็ม 𝑘 ที ่1 ൑ 𝑘 ൑ ቔ𝑛
2
ቕ และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 7 ൅ 12ሺ𝑘 െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2𝑘,1 และ 𝑣 ൌ

𝑣2𝑘,3 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (4) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣2𝑘,1𝑣2𝑘,3൯ ൌ 3𝑛 ൅ 7 ൅ 12ሺ𝑘 െ 1ሻ  

กรณีที ่2 มจี านวนเต็ม 𝑘 ที ่1 ൑ 𝑘 ൑ ቔ𝑛
2
ቕ และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 7 ൅ 12ሺ𝑘 െ 1ሻ ൅ 1 เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2𝑘,2 และ 

𝑣 ൌ 𝑣2𝑘,3 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (5) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣2𝑘,2𝑣2𝑘,3൯  ൌ 3𝑛 ൅ 7 ൅ 12ሺ𝑘 െ 1ሻ ൅ 1  

กรณีที ่3 มจี านวนเต็ม 𝑘 ที ่1 ൑ 𝑘 ൑ ቔ𝑛
2
ቕ และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 7 ൅ 12ሺ𝑘 െ 1ሻ ൅ 2 เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2𝑘,1 และ 

𝑣 ൌ 𝑣2𝑘,2 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (6) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣2𝑘,1𝑣2𝑘,2൯ ൌ 3𝑛 ൅ 7 ൅ 12ሺ𝑘 െ 1ሻ ൅ 2  

กรณีที ่4 มจี านวนเต็ม 𝑘 ที ่0 ൑ 𝑘 ൑ ቔ𝑛−1
2

ቕ และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 13 ൅ 12ሺ𝑘 െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2𝑘+1,2 และ 

𝑣 ൌ 𝑣2𝑘+1,3 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (7) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣2𝑘+1,2𝑣2𝑘+1,3൯ ൌ 3𝑛 ൅ 13 ൅
12ሺ𝑘 െ 1ሻ  
กรณีที ่5 มจี านวนเต็ม 𝑘 ที ่0 ൑ 𝑘 ൑ ቔ𝑛−1

2
ቕ และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 13 ൅ 12ሺ𝑘 െ 1ሻ ൅ 1 เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2𝑘+1,1 

และ 𝑣 ൌ 𝑣2𝑘+1,2 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (8) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣2𝑘+1,1𝑣2𝑘+1,2൯  ൌ 3𝑛 ൅ 13 ൅
12ሺ𝑘 െ 1ሻ ൅ 1  
กรณีที ่6 มจี านวนเต็ม 𝑘 ที ่0 ൑ 𝑘 ൑ ቔ𝑛−1

2
ቕ และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 13 ൅ 12ሺ𝑘 െ 1ሻ ൅ 2 เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2𝑘+1,1 

และ 𝑣 ൌ 𝑣2𝑘+1,3 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (9) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣2𝑘+1,1𝑣2𝑘+1,3൯  ൌ 3𝑛 ൅ 13 ൅
12ሺ𝑘 െ 1ሻ ൅ 2  
กรณีที ่7 มจี านวนเต็ม 𝑘 ที ่0 ൑ 𝑘 ൑ 𝑛 െ 2 และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 10 ൅ 6ሺ𝑘 െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣𝑘+1,3 และ 

𝑣 ൌ 𝑣𝑘+2,3 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (10) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣𝑘+1,3𝑣𝑘+2,3൯ ൌ 3𝑛 ൅ 10 ൅ 6ሺ𝑘 െ 1ሻ 

กรณีที ่8 มจี านวนเต็ม 𝑘 ที ่0 ൑ 𝑘 ൑ 𝑛 െ 2 และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 10 ൅ 6ሺ𝑘 െ 1ሻ ൅ 1 เลือก 𝑢 ൌ 𝑣𝑘+1,2 

และ 𝑣 ൌ 𝑣𝑘+2,2 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (11) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣𝑘+1,2𝑣𝑘+2,2൯ ൌ 3𝑛 ൅ 10 ൅
6ሺ𝑘 െ 1ሻ ൅ 1 

กรณีที ่9 มจี านวนเต็ม 𝑘 ที ่0 ൑ 𝑘 ൑ 𝑛 െ 2 และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 10 ൅ 6ሺ𝑘 െ 1ሻ ൅ 2 เลือก 𝑢 ൌ 𝑣𝑘+1,1 

และ 𝑣 ൌ 𝑣𝑘+2,1 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (12) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣𝑘+1,1𝑣𝑘+2,1൯ ൌ 3𝑛 ൅ 10 ൅
6ሺ𝑘 െ 1ሻ ൅ 2 

ดงันั้น 𝑓 เป็นฟังก์ชนัจาก 𝐸ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ ไปทัว่ถึง ሼ3𝑛 ൅ 1,3𝑛 ൅ 2,3𝑛 ൅ 3, … ,9𝑛 െ 3ሽ และ

เน่ืองจาก |𝐸ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ| ൌ 6𝑛 െ 3 จึงไดว้่า 𝑓 เป็นฟังก์ชนัสมนยัหน่ึงต่อหน่ึงจาก 𝐸ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ ไปทัว่ถึง 

ሼ3𝑛 ൅ 1,3𝑛 ൅ 2,3𝑛 ൅ 3, … ,9𝑛 െ 3ሽ 



9 
 

 
 
 

ข´Êนท¸É 3 จะแสดงว่า 𝑤 เป็นฟังก์ชนัสมนยัหน่ึงต่อหน่ึงจาก 𝐸ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ ไปทัว่ถึง ሼ3𝑛 ൅ 4 ൅
2ሺ𝑚 െ 1ሻ| 1 ൑ 𝑚 ൑ 6𝑛 െ 3ሽ 

ให้ 𝑦 ∈ ሼ3𝑛 ൅ 4 ൅ 2ሺ𝑚 െ 1ሻ| 1 ൑ 𝑚 ൑ 6𝑛 െ 3ሽ    

กรณีที ่1 𝑚 ≡ 0 ሺmod 12ሻ เพราะฉะนั้น มีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ 1 ൑ 𝑘 ൑ ቔ𝑛−1
2

ቕ และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 4 ൅

2ሺ12𝑘 െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2𝑘,1 และ 𝑣 ൌ 𝑣2𝑘+1,1 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (1) และ (12) จะไดว้่า 
  𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑣2𝑘,1ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘+1,1ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘,1𝑣2𝑘+1,1ሻ     

ൌ ሺ3ሺ2𝑘ሻ െ 1ሻ ൅ 3ሺ2𝑘 ൅ 1ሻ ൅ ሺ3𝑛 ൅ 10 ൅ 6ሺ2𝑘 െ 1 െ 1ሻ ൅ 2ሻ   
    ൌ 3𝑛 ൅ 4 ൅ 2ሺ12𝑘 െ 1ሻ 

กรณีที ่2 𝑚 ≡ 1 ሺmod 12ሻ เพราะฉะนั้น มีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ 0 ൑ 𝑘 ൑ ቔ𝑛−1
2

ቕ และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 4 ൅

2ሺሺ12𝑘 ൅ 1ሻ െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2𝑘+1,2 และ 𝑣 ൌ 𝑣2𝑘+1,3 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (2), (3) และ (7) จะไดว้่า 
  𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑣2𝑘+1,2ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘+1,3ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘+1,2𝑣2𝑘+1,3ሻ         
                   ൌ ሺ3ሺ2𝑘 ൅ 1ሻ െ 2ሻ ൅ ሺ3ሺ2𝑘 ൅ 1ሻ െ 1ሻ ൅ ሺ3𝑛 ൅ 13 ൅ 12ሺ𝑘 െ 1ሻሻ       
                   ൌ 3𝑛 ൅ 4 ൅ 2ሺሺ12𝑘 ൅ 1ሻ െ 1ሻ 

กรณีที ่3 𝑚 ≡ 2 ሺmod 12ሻ เพราะฉะนั้น มีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ 0 ൑ 𝑘 ൑ ቔ𝑛−1
2

ቕ และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 4 ൅

2ሺሺ12𝑘 ൅ 2ሻ െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2𝑘+1,1 และ 𝑣 ൌ 𝑣2𝑘+1,2 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (1), (2) และ (8) จะไดว้่า 
  𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑣2𝑘+1,1ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘+1,2ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘+1,1𝑣2𝑘+1,2ሻ         
   ൌ  3ሺ2𝑘 ൅ 1ሻ ൅ ሺ3ሺ2𝑘 ൅ 1ሻ െ 2ሻ ൅ ሺ3𝑛 ൅ 13 ൅ 12ሺ𝑘 െ 1ሻ ൅ 1ሻ       
   ൌ  3𝑛 ൅ 4 ൅ 2ሺሺ12𝑘 ൅ 2ሻ െ 1ሻ 

กรณีที่ 4 𝑚 ≡ 3 ሺmod 12ሻ เพราะฉะนั้น มีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ 0 ൑ 𝑘 ൑ ቔ𝑛−1
2

ቕ และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 4 ൅

2ሺሺ12𝑘 ൅ 3ሻ െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2𝑘+1,1 และ 𝑣 ൌ 𝑣2𝑘+1,3 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (1), (3) และ (9) จะไดว้่า 
  𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑣2𝑘+1,1ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘+1,3ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘+1,1𝑣2𝑘+1,3ሻ         

  ൌ  3ሺ2𝑘 ൅ 1ሻ ൅ ሺ3ሺ2𝑘 ൅ 1ሻ െ 1ሻ ൅ ሺ3𝑛 ൅ 13 ൅ 12ሺ𝑘 െ 1ሻ ൅ 2ሻ       

  ൌ  3𝑛 ൅ 4 ൅ 2ሺሺ12𝑘 ൅ 3ሻ െ 1ሻ  
กรณีที ่5 𝑚 ≡ 4 ሺmod 12ሻ เพราะฉะนั้น มีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ 0 ൑ 𝑘 ൑ ቔ𝑛−2

2
ቕ และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 4 ൅

2ሺሺ12𝑘 ൅ 4ሻ െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2𝑘+1,3 และ 𝑣 ൌ 𝑣2𝑘+2,3 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (3) และ (10) จะไดว้่า 
  𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑣2𝑘+1,3ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘+2,3ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘+1,3𝑣2𝑘+2,3ሻ         
   ൌ ሺ3ሺ2𝑘 ൅ 1ሻ െ 1ሻ ൅ ሺ3ሺ2𝑘 ൅ 1ሻ െ 2ሻ ൅ ൫3𝑛 ൅ 10 ൅ 6ሺ2𝑘 െ 1ሻ൯       
   ൌ 3𝑛 ൅ 4 ൅ 2ሺሺ12𝑘 ൅ 4ሻ െ 1ሻ 

กรณีที ่6 𝑚 ≡ 5 ሺmod 12ሻ เพราะฉะนั้น มีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ 0 ൑ 𝑘 ൑ ቔ𝑛−2
2

ቕ และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 4 ൅

2ሺሺ12𝑘 ൅ 5ሻ െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2𝑘+1,2 และ 𝑣 ൌ 𝑣2𝑘+2,2 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (2) และ (11) จะไดว้่า 
  𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑣2𝑘+1,2ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘+2,2ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘+1,2𝑣2𝑘+2,2ሻ         
                   ൌ ሺ3ሺ2𝑘 ൅ 1ሻ െ 2ሻ ൅ 3ሺ2𝑘 ൅ 2ሻ ൅ ሺ3𝑛 ൅ 10 ൅ 6ሺ2𝑘 െ 1ሻ ൅ 1ሻ       
                   ൌ 3𝑛 ൅ 4 ൅ 2ሺሺ12𝑘 ൅ 5ሻ െ 1ሻ 

กรณีที่ 7 𝑚 ≡ 6 ሺmod 12ሻ เพราะฉะนั้น มีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ 0 ൑ 𝑘 ൑ ቔ𝑛−2
2

ቕ และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 4 ൅

2ሺሺ12𝑘 ൅ 6ሻ െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2𝑘+1,1 และ 𝑣 ൌ 𝑣2𝑘+2,1 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (1) และ (12) จะไดว้่า 
  𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑣2𝑘+1,1ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘+2,1ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘+1,1𝑣2𝑘+2,1ሻ         
                   ൌ 3ሺ2𝑘 ൅ 1ሻ ൅ ሺ3ሺ2𝑘 ൅ 2ሻ െ 1ሻ ൅ ሺ3𝑛 ൅ 10 ൅ 6ሺ2𝑘 െ 1ሻ ൅ 2ሻ       



10 
 

 
 
 

                   ൌ 3𝑛 ൅ 4 ൅ 2ሺሺ12𝑘 ൅ 6ሻ െ 1ሻ 

กรณีที่ 8 𝑚 ≡ 7 ሺmod 12ሻ  เพราะฉะนั้น มีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ 1 ൑ 𝑘 ൑ ቔ𝑛
2
ቕ และ  𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 4 ൅

2ሺሺ12𝑘 െ 5ሻ െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2𝑘,1 และ 𝑣 ൌ 𝑣2𝑘,3 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (1), (3) และ (4) จะไดว้่า 

  𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑣2𝑘,1ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘,3ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘,1𝑣2𝑘,3ሻ         
                   ൌ ሺ3ሺ2𝑘ሻ െ 1ሻ ൅ ሺ3ሺ2𝑘ሻ െ 2ሻ ൅ ൫3𝑛 ൅ 7 ൅ 12ሺ𝑘 െ 1ሻ൯ 

              ൌ  3𝑛 ൅ 4 ൅ 2ሺሺ12𝑘 െ 5ሻ െ 1ሻ 

กรณีที่ 9 𝑚 ≡ 8 ሺmod 12ሻ เพราะฉะนั้น มีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ 1 ൑ 𝑘 ൑ ቔ𝑛
2
ቕ และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 4 ൅

2ሺሺ12𝑘 െ 4ሻ െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2𝑘,2 และ 𝑣 ൌ 𝑣2𝑘,3 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (2), (3) และ (5) จะไดว้่า 
  𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑣2𝑘,2ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘,3ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘,2𝑣2𝑘,3ሻ         
                    ൌ  3ሺ2𝑘ሻ ൅ ሺ3ሺ2𝑘ሻ െ 2ሻ ൅ ሺ3𝑛 ൅ 7 ൅ 12ሺ𝑘 െ 1ሻ ൅ 1ሻ       
   ൌ  3𝑛 ൅ 4 ൅ 2ሺሺ12𝑘 െ 4ሻ െ 1ሻ 

กรณีที่ 10 𝑚 ≡ 9 ሺmod 12ሻ เพราะฉะนั้น มีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ 1 ൑ 𝑘 ൑ ቔ𝑛
2
ቕ และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 4 ൅

2ሺሺ12𝑘 െ 3ሻ െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2𝑘,1 และ 𝑣 ൌ 𝑣2𝑘,2 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (1), (2) และ (6) จะไดว้่า 
  𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑣2𝑘,1ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘,2ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘,1𝑣2𝑘,2ሻ         
   ൌ  ሺ3ሺ2𝑘ሻ െ 1ሻ ൅ 3ሺ2𝑘ሻ ൅ ሺ3𝑛 ൅ 7 ൅ 12ሺ𝑘 െ 1ሻ ൅ 2ሻ       
   ൌ  3𝑛 ൅ 4 ൅ 2ሺሺ12𝑘 െ 3ሻ െ 1ሻ 

กรณีที่ 11 𝑚 ≡ 10 ሺmod 12ሻ เพราะฉะนั้น มีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ 1 ൑ 𝑘 ൑ ቔ𝑛−1
2

ቕ และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 4 ൅

2ሺሺ12𝑘 െ 2ሻ െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2𝑘,3 และ 𝑣 ൌ 𝑣2𝑘+1,3 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (3) และ (10) จะไดว้่า 
  𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑣2𝑘,3ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘+1,3ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘,3𝑣2𝑘+1,3ሻ         
                    ൌ  ሺ3ሺ2𝑘ሻ െ 2ሻ ൅ ሺ3ሺ2𝑘 ൅ 1ሻ െ 1ሻ ൅ ሺ3𝑛 ൅ 10 ൅ 6ሺ2𝑘 െ 1 െ 1ሻሻ      
                    ൌ  3𝑛 ൅ 4 ൅ 2ሺሺ12𝑘 െ 2ሻ െ 1ሻ 

กรณีที่ 12 𝑚 ≡ 11 ሺmod 12ሻ เพราะฉะนั้น มีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ 1 ൑ 𝑘 ൑ ቔ𝑛−1
2

ቕ และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 4 ൅

2ሺሺ12𝑘 െ 1ሻ െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2𝑘,2 และ 𝑣 ൌ 𝑣2𝑘+1,2 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 (2) และ (11) จะไดว้่า 
  𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑣2𝑘,2ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘+1,2ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2𝑘,2𝑣2𝑘+1,2ሻ         
                    ൌ  3ሺ2𝑘ሻ ൅ ሺ3ሺ2𝑘 ൅ 1ሻ െ 2ሻ ൅ ሺ3𝑛 ൅ 10 ൅ 6ሺ2𝑘 െ 1 െ 1ሻ ൅ 1ሻ       
   ൌ  3𝑛 ൅ 4 ൅ 2ሺሺ12𝑘 െ 2ሻ െ 1ሻ 

ดงันั้น 𝑤 เป็นฟังก์ชนัจาก 𝐸ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ ไปทัว่ถึง ሼ3𝑛 ൅ 4 ൅ 2ሺ𝑚 െ 1ሻ| 1 ൑ 𝑚 ൑ 6𝑛 െ 3ሽ  

และเน่ืองจาก |𝐸ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ| ൌ 6𝑛 െ 3 ൌ |ሼ3𝑛 ൅ 4 ൅ 2ሺ𝑚 െ 1ሻ| 1 ൑ 𝑚 ൑ 6𝑛 െ 3ሽ| จึงไดว้่า 𝑤 เป็น

ฟังก์ชนัสมนยัหน่ึงต่อหน่ึงจาก 𝐸ሺ𝐶3�𝑃𝑛ሻ ไปทัว่ถึง ሼ3𝑛 ൅ 4 ൅ 2ሺ𝑚 െ 1ሻ| 1 ൑ 𝑚 ൑ 6𝑛 െ 3ሽ             □ 
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บทท¸É 3 

  𝑪𝒏�𝑷𝟐 
 

ในบทน้ีจะสร้างการก ากบัทั้งหมดของกราฟ 𝐶𝑛�𝑃2 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ൒ 3 โดยขั้นตอน

วิธีที่ 3.1 แลว้พิสูจน์ว่าการก ากบัน้ี เป็นการก ากบัทั้งหมดอย่างปฏิมหัศจรรยย์วดยิ่งแบบ ቀ5 ቀ𝑛+1
2

ቁ , 2ቁ บน

เส้นเช่ือมของกราฟ 𝐶𝑛�𝑃2 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ൒ 3   

 

ข´Êนตอนว·ธ¸ท¸É 3.1 ให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ൒ 3 ดงันั้น |𝑉ሺ𝐶𝑛�𝑃2ሻ| ൌ 2𝑛  และ |𝐸ሺ𝐶𝑛�𝑃2ሻ| ൌ 3𝑛 

นิยาม 𝑓: 𝑉ሺ𝐶𝑛�𝑃2ሻ ∪ 𝐸ሺ𝐶𝑛�𝑃2ሻ → ሼ1,2,3, … ,5𝑛ሽ ดงัน้ี 

(1) 𝑓൫𝑣1,2𝑖−1൯ ൌ 𝑖 ; 𝑖 ∈ ቄ1,2,3, … , 𝑛+1
2

ቅ  

(2) 𝑓൫𝑣1,2𝑖൯ ൌ 𝑛+1
2

൅ 𝑖 ; 𝑖 ∈ ቄ1,2,3, … , 𝑛−1
2

ቅ  

(3) 𝑓൫𝑣2,2𝑖൯ ൌ 𝑛 ൅ 𝑖 ; 𝑖 ∈ ቄ1,2,3, … , 𝑛−1
2

ቅ  

(4) 𝑓൫𝑣2,2𝑖−1൯ ൌ 3𝑛−1
2

൅ 𝑖 ; 𝑖 ∈ ቄ1,2,3, … , 𝑛+1
2

ቅ  

(5) 𝑓൫𝑣1,𝑖𝑣1,𝑖+1൯ ൌ 2𝑛 ൅ 1 ൅ 𝑖 ; 𝑖 ∈ ሼ0,1,2, … , 𝑛 െ 1ሽ โดยที่ 𝑣1,0 ൌ 𝑣1,𝑛  

(6) 𝑓൫𝑣1,𝑖𝑣2,𝑖൯ ൌ 3𝑛 ൅ 𝑖 ; 𝑖 ∈ ሼ1,2,3, … , 𝑛ሽ 

(7) 𝑓൫𝑣2,𝑖𝑣2,𝑖+1൯ ൌ 4𝑛 ൅ 𝑖 ; 𝑖 ∈ ሼ1,2,3, … , 𝑛ሽ โดยที่ 𝑣2,𝑛+1 ൌ 𝑣2,1  

 

ต´วอย่µงท¸É 3.1 จากขั้นตอนวิธีท่ี 3.1 จะสามารถก ากบัจดุและเส้นของ 𝐶3�𝑃2 ไดด้งัภาพที่ 3.1 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพท่ี 3.1 การก ากบัจุดยอดและเส้นเช่ือมของ 𝐶3�𝑃2 โดยใชข้ั้นตอนวิธีท่ี 3.1 
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ต´วอย่µงท¸É 3.2 จากขั้นตอนวิธีท่ี 3.1 จะสามารถก ากบัจดุและเส้นของ 𝐶5�𝑃2 ไดด้งัภาพที่ 3.2 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพท่ี 3.2 การก ากบัจุดยอดและเส้นเช่ือมของ 𝐶5�𝑃2 โดยใชข้ั้นตอนวิธีท่ี 3.1 

 

ทฤษฎบ̧ท 3.1 ส าหรับ 𝑛 ทีเ่ป็นจ านวนเต็มคี่ที ่𝑛 ൒ 3 การก ากบัทั้งหมดของ 𝐶𝑛�𝑃2 ท่ีสร้างโดยขั้นตอนวิธี 

3.1 เป็นการก ากบัทั้งหมดอย่างปฎิมหัศจรรยย์วดยิ่งแบบ ሺ𝑎, 𝑑ሻ บนเส้นเช่ือมของ 𝐶𝑛�𝑃2 โดยที่ 𝑎 ൌ

5 ቀ𝑛+1
2

ቁ และ 𝑑 ൌ 2 

 

บทพ·ส¼จน์ ให้ 𝑛 ทีเ่ป็นจ านวนเต็มคี่ที ่𝑛 ൒ 3 จะแบ่งการพิสูจน์เป็นสามขั้นตอนดงัน้ี 
ข´Êนท¸É 1 จะแสดงว่า 𝑓 เป็นฟังก์ชนัสมนยัหน่ึงต่อหน่ึงจาก 𝑉ሺ𝐶𝑛�𝑃2ሻ ไปทัว่ถึง ሼ1,2,3, … ,2𝑛ሽ 

ให้ 𝑦 ∈  ሼ1,2,3, … ,2𝑛ሽ 

กรณีที่ 1 มจี านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ቄ1,2,3, … , 𝑛+1
2

ቅ และ 𝑦 ൌ 𝑖 เลือก 𝑣 ൌ 𝑣1,2𝑖−1 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 3.1 (1) 

จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣1,2𝑖−1൯ ൌ 𝑖 

กรณีที่ 2 มจี านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ቄ1,2,3, … , 𝑛−1
2

ቅ และ 𝑦 ൌ 𝑛+1
2

൅ 𝑖 เลือก 𝑣 ൌ 𝑣1,2𝑖 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 3.1 

(2) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣1,2𝑖൯ ൌ 𝑛+1
2

൅ 𝑖  

กรณีที่ 3 มจี านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ቄ1,2,3, … , 𝑛−1
2

ቅ และ 𝑦 ൌ 𝑛 ൅ 𝑖 เลือก 𝑣 ൌ 𝑣2,2𝑖 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 3.1 (3) 

จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣2,2𝑖൯ ൌ 𝑛 ൅ 𝑖  

กรณีที่ 4 มจี านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ቄ1,2,3, … , 𝑛+1
2

ቅ และ 𝑦 ൌ 3𝑛−1
2

൅ 𝑖 เลือก 𝑣 ൌ 𝑣2,2𝑖−1 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 
3.1 (4) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣2,2𝑖−1൯ ൌ 3𝑛−1

2
൅ 𝑖 

ดงันั้น 𝑓 เป็นฟังก์ชนัจาก 𝑉ሺ𝐶𝑛�𝑃2ሻ ไปทัว่ถึง ሼ1,2,3, … ,2𝑛ሽ และเน่ืองจาก |𝑉ሺ𝐶𝑛�𝑃2ሻ| ൌ 2𝑛  

จึงไดว้่า 𝑓 เป็นฟังก์ชนัสมนยัหน่ึงต่อหน่ึงจาก 𝑉ሺ𝐶𝑛�𝑃2ሻ ไปทัว่ถึง ሼ1,2,3, … ,2𝑛ሽ 
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ข´Êนท¸É 2 จะแสดงว่า 𝑓 เป็นฟังก์ชนัสมนยัหน่ึงต่อหน่ึงจาก 𝐸ሺ𝐶𝑛�𝑃2ሻ ไปทัว่ถึง ሼ2𝑛 ൅ 1,2𝑛 ൅ 2,2𝑛 ൅
3, … ,5𝑛ሽ 

 ให้ 𝑦 ∈  ሼ2𝑛 ൅ 1,2𝑛 ൅ 2,2𝑛 ൅ 3, … ,5𝑛ሽ 

กรณีที่ 1 มจี านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ሼ0,1,2, … , 𝑛 െ 1ሽ และ 𝑦 ൌ 2𝑛 ൅ 1 ൅ 𝑖 เลือก 𝑢 ൌ 𝑣1,𝑖 และ 𝑣 ൌ 𝑣1,𝑖+1 

โดยขั้นตอนวิธีท่ี 3.1 (5) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣1,𝑖𝑣1,𝑖+1൯ ൌ 2𝑛 ൅ 1 ൅ 𝑖 

กรณีที่ 2 มจี านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ሼ1,2,3, … , 𝑛ሽ และ 𝑦 ൌ 3𝑛 ൅ 𝑖 เลือก 𝑢 ൌ 𝑣1,𝑖  และ 𝑣 ൌ 𝑣2,𝑖  โดยขั้นตอน

วิธีที่ 3.1 (6) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣1,𝑖𝑣2,𝑖൯ ൌ 3𝑛 ൅ 𝑖 

กรณีที่ 3 มจี านวนเต็ม 𝑖 ที่ 𝑖 ∈ ሼ1,2,3, … , 𝑛ሽ และ 𝑦 ൌ 4𝑛 ൅ 𝑖 เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2,𝑖  และ 𝑣 ൌ 𝑣2,𝑖+1 โดย

ขั้นตอนวิธีท่ี 3.1 (7) จะไดว้่า 𝑓ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ  𝑓൫𝑣2,𝑖𝑣2,𝑖+1൯ ൌ 4𝑛 ൅ 𝑖 

ดงันั้น 𝑓 เป็นฟังก์ชนัจาก 𝐸ሺ𝐶𝑛�𝑃2ሻ ไปทัว่ถึง ሼ2𝑛 ൅ 1,2𝑛 ൅ 2,2𝑛 ൅ 3, … ,5𝑛ሽ และเน่ืองจาก 

|𝐸ሺ𝐶𝑛�𝑃2ሻ| ൌ 3𝑛 จึงไดว้่า 𝑓 เป็นฟังก์ชนัสมนยัหน่ึงต่อหน่ึงจาก 𝐸ሺ𝐶𝑛�𝑃2ሻ ไปทัว่ถึง 

ሼ2𝑛 ൅ 1,2𝑛 ൅ 2,2𝑛 ൅ 3, … ,5𝑛ሽ 

 

ข´Êนท¸É 3 จะแสดงว่า 𝑤 เป็นฟังก์ชนัสมนยัหน่ึงต่อหน่ึงจาก 𝐸ሺ𝐶𝑛�𝑃2ሻ ไปทัว่ถึง ቄ5 ቀ𝑛+1
2

ቁ ൅ 2ሺ𝑚 െ

1ሻ| 1 ൑ 𝑚 ൑ 3𝑛ቅ 

ให้ 𝑦 ∈ ቄ5 ቀ𝑛൅1
2

ቁ ൅ 2ሺ𝑚 െ 1ሻ| 1 ൑ 𝑚 ൑ 3𝑛ቅ    

กรณีที่ 1 𝑚 เป็นจ านวนเต็มคี ่

กรณีที่ 1.1 1 ൑ 𝑚 ൑ 𝑛 เพราะฉะนั้น มีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ 0 ൑ 𝑘 ൑ 𝑛−1
2
 และ 𝑦 ൌ 5 ቀ𝑛+1

2
ቁ ൅

2ሺሺ2𝑘 ൅ 1ሻ െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣1,2𝑘 และ 𝑣 ൌ 𝑣1,2𝑘+1 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 3.1 (1), (2) และ (5) จะไดว้่า 
  𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑣1,2𝑘ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣1,2𝑘+1ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣1,2𝑘𝑣1,2𝑘+1ሻ  

  ൌ  ቀ𝑛+1
2

൅ 𝑘ቁ ൅ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ ൅ ሺ2𝑛 ൅ 1 ൅ 2𝑘ሻ       

  ൌ  5 ቀ𝑛+1
2

ቁ ൅ 2ሺሺ2𝑘 ൅ 1ሻ െ 1ሻ  

กรณีที่ 1.2 𝑛 ൏ 𝑚 ൑ 2𝑛 เพราะฉะนั้น มีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ 1 ൑ 𝑘 ൑ 𝑛−1
2
 และ 𝑦 ൌ 5 ቀ𝑛+1

2
ቁ ൅

2ሺሺ2𝑘 ൅ 𝑛ሻ െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣1,2𝑘  และ 𝑣 ൌ 𝑣2,2𝑘  โดยขั้นตอนวิธีท่ี 3.1 (2), (3) และ (6) จะไดว้่า 
  𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑣1,2𝑘ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2,2𝑘ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣1,2𝑘𝑣2,2𝑘ሻ  

  ൌ  ቀ𝑛+1
2

൅ 𝑘ቁ ൅ ሺ𝑛 ൅ 𝑘ሻ ൅ ሺ3𝑛 ൅ 2𝑘ሻ       

  ൌ  5 ቀ𝑛+1
2

ቁ ൅ 2ሺሺ2𝑘 ൅ 𝑛ሻ െ 1ሻ  

กรณีที่ 1.3 2𝑛 ൏ 𝑚 ൑ 3𝑛 เพราะฉะนั้น มีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ 1 ൑ 𝑘 ൑ 𝑛+1
2
 และ 𝑦 ൌ 5 ቀ𝑛+1

2
ቁ ൅

2ሺሺ2𝑘 ൅ 2𝑛 െ 1ሻ െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2,2𝑘−1 และ 𝑣 ൌ 𝑣2,2𝑘  โดยขั้นตอนวิธีท่ี 3.1 (3), (4) และ (7) จะได้

ว่า   
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𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑣2,2𝑘−1ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2,2𝑘ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2,2𝑘−1𝑣2,2𝑘ሻ         

  ൌ  ቀ3𝑛−1
2

൅ 𝑘ቁ ൅ ሺ𝑛 ൅ 𝑘ሻ ൅ ሺ4𝑛 ൅ 2𝑘 െ 1ሻ       

  ൌ  5 ቀ𝑛+1
2

ቁ ൅ 2ሺሺ2𝑘 ൅ 2𝑛 െ 1ሻ െ 1ሻ   

กรณีที่ 2 𝑚 เป็นจ านวนเต็มคู ่

กรณีที่ 2.1 1 ൑ 𝑚 ൑ 𝑛 เพราะฉะนั้น มีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ 1 ൑ 𝑘 ൑ 𝑛−1
2
 และ 𝑦 ൌ 5 ቀ𝑛+1

2
ቁ ൅

2ሺ2𝑘 െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣1,2𝑘−1 และ 𝑣 ൌ 𝑣1,2𝑘 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 3.1 (1), (2) และ (5) จะไดว้่า 
  𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑣1,2𝑘−1ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣1,2𝑘ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣1,2𝑘−1𝑣1,2𝑘ሻ         

  ൌ 𝑘 ൅ ቀ𝑛+1
2

൅ 𝑘ቁ ൅ ሺ2𝑛 ൅ 1 ൅ 2𝑘 െ 1ሻ       

  ൌ  5 ቀ𝑛+1
2

ቁ ൅ 2ሺ2𝑘 െ 1ሻ  

กรณีที่ 2.2 𝑛 ൏ 𝑚 ൑ 2𝑛 เพราะฉะนั้น มีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ 1 ൑ 𝑘 ൑ 𝑛+1
2
 และ 𝑦 ൌ 5 ቀ𝑛+1

2
ቁ ൅

2ሺሺ2𝑘 ൅ 𝑛 െ 1ሻ െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣1,2𝑘−1 และ 𝑣 ൌ 𝑣2,2𝑘−1 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 3.1 (1), (4) และ (6) จะ

ไดว้่า 𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑣1,2𝑘−1ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2,2𝑘−1ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣1,2𝑘−1𝑣2,2𝑘−1ሻ         

  ൌ 𝑘 ൅ ቀ3𝑛−1
2

൅ 𝑘ቁ ൅ ሺ3𝑛 ൅ 2𝑘 െ 1ሻ       

  ൌ  5 ቀ𝑛+1
2

ቁ ൅ 2ሺሺ2𝑘 ൅ 𝑛 െ 1ሻ െ 1ሻ  

กรณีที่ 2.3 2𝑛 ൏ 𝑚 ൑ 3𝑛 เพราะฉะนั้น มีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ 1 ൑ 𝑘 ൑ 𝑛−1
2
 และ 𝑦 ൌ 5 ቀ𝑛+1

2
ቁ ൅

2ሺሺ2𝑘 ൅ 2𝑛ሻ െ 1ሻ เลือก 𝑢 ൌ 𝑣2,2𝑘  และ 𝑣 ൌ 𝑣2,2𝑘+1 โดยขั้นตอนวิธีท่ี 3.1 (3), (4) และ (7) จะไดว้่า 

 𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑣2,2𝑘ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2,2𝑘+1ሻ ൅  𝑓ሺ𝑣2,2𝑘𝑣2,2𝑘+1ሻ         

  ൌ  ሺ𝑛 ൅ 𝑘ሻ ൅ ቀ3𝑛−1
2

൅ 𝑘 ൅ 1ቁ ൅ ሺ4𝑛 ൅ 2𝑘ሻ       

  ൌ  5 ቀ𝑛+1
2

ቁ ൅ 2ሺሺ2𝑘 ൅ 2𝑛ሻ െ 1ሻ        

ดงันั้น 𝑤 เป็นฟังก์ชนัจาก 𝐸ሺ𝐶𝑛�𝑃2ሻ ไปทัว่ถึง ቄ5 ቀ𝑛+1
2

ቁ ൅ 2ሺ𝑚 െ 1ሻ| 1 ൑ 𝑚 ൑ 3𝑛ቅ และ

เน่ืองจาก |𝐸ሺ𝐶𝑛�𝑃2ሻ| ൌ 3𝑛 ൌ ቚቄ5 ቀ𝑛+1
2

ቁ ൅ 2ሺ𝑚 െ 1ሻ| 1 ൑ 𝑚 ൑ 3𝑛ቅቚ จึงไดว้่า 𝑤 เป็นฟังก์ชนัสม

นยัหน่ึงต่อหน่ึงจาก 𝐸ሺ𝐶𝑛�𝑃2ሻ ไปทัว่ถึง ቄ5 ቀ𝑛+1
2

ቁ ൅ 2ሺ𝑚 െ 1ሻ| 1 ൑ 𝑚 ൑ 3𝑛ቅ      □ 
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บทท¸É 4 

บทสร»ปÂละข้อÁสนอÂนะ 

 

 ในโครงงานน้ีไดส้ร้างการก ากบัทั้งหมดของกราฟ 𝐶3�𝑃𝑛 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนบวกที่ 𝑛 ൒ 2 และ

พิสูจน์ว่าการก ากบัทั้งหมดน้ีเป็นการก ากบัทั้งหมดอย่างปฏิมหัศจรรยย์วดยิ่งแบบ ሺ3𝑛 ൅ 4, 2ሻ บนเส้นเช่ือม

ของกราฟ 𝐶3�𝑃𝑛  นอกจากน้ียงัไดส้ร้างการก ากบัทั้งหมดของกราฟ 𝐶𝑛�𝑃2 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ൒

3 และพิสูจน์ว่าการก ากบัทั้งหมดน้ีเป็นการก ากบัทั้งหมดอย่างปฏิมหัศจรรยย์วดยิ่งแบบ ቀ5 ቀ𝑛+1
2

ቁ , 2ቁบน

เส้นเช่ือมของกราฟ 𝐶𝑛�𝑃2 

ผูท้ีส่นใจอาจพยายามพิจารณาการมีอยูข่องการก ากบัทั้งหมดอย่างปฏิมหัศจรรยย์วดยิ่งแบบ ሺ𝑎, 𝑑ሻ 

บนเส้นเช่ือมของกราฟในลกัษณะคลา้ยคลึงกบัโครงงานน้ี เช่น กราฟ 𝐶𝑛�𝑃𝑚 เมื่อ 𝑛 ൒ 3 และ 𝑚 ൒ 2     
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Background and Rationale 
 

All graphs considred in this project are finite, undirected and simple. For a graph 𝐺, let 𝑉ሺ𝐺ሻ and 

𝐸ሺ𝐺ሻ denote the vertex set and the edge set of 𝐺, respectively such that |𝑉ሺ𝐺ሻ| ൌ 𝑝  and |𝐸ሺ𝐺ሻ| ൌ 𝑞 .  

A labeling of graph 𝐺 is any mapping that sends some set of graph elements to a set of non-negative 

integers. If the domain is the vertex set or the edge set, the labelings are called vertex or edge labelings, 

respectively. Moreover, if the domain is 𝑉ሺ𝐺ሻ ∪ 𝐸ሺ𝐺ሻ then the labling is called a total labeling.  

An (a,d)-edge antimagic total labeling of a graph 𝐺  is a bijective function 𝑓: 𝑉ሺ𝐺ሻ ∪ 𝐸ሺ𝐺ሻ →

ሼ1,2, … , 𝑝 ൅ 𝑞ሽ   such that the set of edge weights of all edges in 𝐺 , ሼ𝑤ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑢ሻ ൅ 𝑓ሺ𝑢𝑣ሻ ൅

𝑓ሺ𝑣ሻ, 𝑢𝑣 ∈ 𝐸ሺ𝐺ሻሽ , forms an arithmetic progression ሼ𝑎, 𝑎 ൅ 𝑑, 𝑎 ൅ 2𝑑, … , 𝑎 ൅ ሺ𝑞 െ 1ሻ𝑑ሽ, where 𝑎 ൒ 0 

and 𝑑 ൐ 0  are two fixed integers. Furthermore, 𝑓 is a super ሺ𝑎, 𝑑ሻ-edge antimagic total labeling of 𝐺 if 

𝑓൫𝑉ሺ𝐺ሻ൯ ൌ ሼ1,2,3, … , 𝑝ሽ. This labeling was first introduced by Simanjuntak et al. in [5] as a natural 

extension of edge-magic labeling defined by Kotzig and Roza [4] and the notion of super edgemagic labeling 

which was defined by Enomoto et al. in [3]. 
Many other researchers investigated different forms of super ሺ𝑎, 𝑑ሻ-edge antimagic total labeling 

graphs, for examples, friendship, wheel, fan, complete graph, complete bipartite graph in [1] and 

disconnected graph in [2]. 
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In this project, we study super ሺ𝑎, 𝑑ሻ-edge antimagic total labeling of some graphs such as the 

Cartesian product of path and cycle. 

 

Objectives  

  

Construct super ሺ𝑎, 𝑑ሻ-edge antimagic total labeling for some graphs such as the Cartesian product 

of path and cycle. 
 

Scope 

We study only super ሺ𝑎, 𝑑ሻ-edge antimagic total labeling of graph. 

 

Project Activities 
 

1. Study super ሺ𝑎, 𝑑ሻ-edge antimagic labeling. 

2. Construct total labeling of some graphs such as the Cartesian product of path and cycle. 

3. Prove that the total labeling constructed is super ሺ𝑎, 𝑑ሻ-edge antimagic total labeling. 

4. Conclude results and write a report.  
 

Research Plan 
 

Project Activities Month, 2019 Month, 2020 

Aug. Sep. Oct. Nov. Dec. Jan. Feb. Mar. Apr. 

1. Study super ሺ𝑎, 𝑑ሻ-edge 

antimagic labeling. 

         

2. Construct total labeling of some 

graphs such as the Cartesian 

product of path and cycle. 

         

3. Prove that the total labeling 

constructed is super ሺ𝑎, 𝑑ሻ-edge 

antimagic total labeling. 

         

4. Conclude results and write a 

report. 
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Benefits  

Obtain super ሺ𝑎, 𝑑ሻ-edge antimagic total labeling of some graphs such as the Cartesian product of 

path and cycle. 

Equipment 
 

1. Computer 

2. Paper 

3. Printer 

4. Microsoft Word 

Budget 

1. Paper A4  1,000 Bath 

2. Battery Notebook 1,500  Bath 

3. Wireless mouse   600 Bath 

4. Stationery    900 Bath 

5.  Storage device  1,000 Bath 
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