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บทคัดย่อภาษาไทย 
 อุทัย ประสพชิงชนะ : การประมาณค่าในช่วงเชิงพหุนามลากรานจ์ร่วมกับตัวประกอบ

ถ่วงน ้าหนักนอกช่วงแบบใหม่เพื่อแก้ปัญหาการไหลภายในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้า. ( 
A NEW LAGRANGE INTERPOLATING POLYNOMIAL SCHEME WITH EXTRAPOL
ATION WEIGHTING FACTORS FOR SOLVING FLUID FLOW IN RECTANGULAR C
AVITY) อ.ที่ปรึกษาหลัก : ผศ. ดร.ตุลย ์มณีวัฒนา 

  
งานวิจัยนี มีวัตถุประสงค์เพื่อน้าเสนอแผนแบบใหม่ที่มีชื่อว่าแผนแบบ LIP (Lagrange 

Interpolating Polynomial scheme) และการประมาณค่านอกช่วงแบบใหม่ที่มีชื่อว่าการ
ป ระ ม าณ ค่ าน อ ก ช่ ว งแ บ บ  WF-LIP (Weighting Factors with Lagrange Interpolating 
Polynomial extrapolation) โดยแผนแบบ LIP ถูกใช้ส้าหรับการประมาณค่าของตัวแปรและ
อนุพันธ์ของตัวแปรทั งเทียบกับระยะและเวลาในระเบียบวิธีไฟไนต์วอลู่ม ข้อดีของแผนแบบ LIP คือ 
เป็นแผนที่มีความแม่นย้าล้าดับสี่ เป็นแผนที่ง่ายต่อการพัฒนาโปรแกรมที่ใช้การแก้ปัญหาด้วยเม็สซ์
ที่ไม่สม่้าเสมอ และเป็นทั งแผนทางระยะและแผนทางเวลา ส้าหรับการประมาณค่านอกช่วงแบบ 
WF-LIP ถูกน้ามาใช้ในการหาค่าคาดเดาเริ่มต้นของตัวแปรในแต่ละช่วงเวลาย่อยของปัญหาที่
สภาวะไม่คงตัว ซึ่งใช้วิธีการหาค้าตอบของแต่ละช่วงเวลาย่อยด้วยวิธีการท้าซ ้า 

จากผลการตรวจสอบความถูกต้องของค้าตอบที่ค้านวณจากแผนแบบ LIP และการ
ทดสอบประสิทธิภาพของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP พบว่า ค้าตอบที่ค้านวณจากแผน
แบบ LIP มีความถูกต้องและมีความสอดคล้องกับค้าตอบที่น้ามาใช้ในการเปรียบเทียบความถูกต้อง 
ขณะที่การประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP สามารถช่วยลดระยะเวลาที่ใช้ในการค้านวณเพื่อหา
ค้าตอบของปัญหาได้สูงสุดถึงร้อยละ 49.69 เมื่อเทียบกับกรณีที่การค้านวณหาค้าตอบ โดยไม่ได้ใช้
การประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP 

 

สาขาวิชา วิศวกรรมเครื่องกล ลายมือช่ือนิสิต ................................................ 
ปีการศึกษา 2561 ลายมือช่ือ อ.ที่ปรึกษาหลัก .............................. 
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บทคัดย่อภาษาอังกฤษ 
# # 5771431521 : MAJOR MECHANICAL ENGINEERING 
KEYWORD: LIP scheme, WF-LIP extrapolation, finite volume method, initial 

guess value, iterative method 
 Uthai Prasopchingchana : 

A NEW LAGRANGE INTERPOLATING POLYNOMIAL SCHEME WITH EXTRAPOL
ATION WEIGHTING FACTORS FOR SOLVING FLUID FLOW IN RECTANGULAR C
AVITY. Advisor: Asst. Prof. Tul Manewattana, Ph.D. 

  
The objectives of this research are to propose a new scheme called the 

Lagrange Interpolating Polynomial (LIP) and a new extrapolation called the 
Weighting Factors with Lagrange Interpolating Polynomial (WF-LIP). The LIP scheme 
is used for approximation values and derivative values of variables with respect to 
space and time in the finite volume method. The advantages of the LIP scheme 
are: to be the fourth order scheme, to ease for code developing with the 
problems using the non-uniform meshes for solving and to be both the spatial and 
temporal schemes. The WF-LIP extrapolation is employed to determine initial 
guess values of variables in each time step of transient problems which determine 
solutions in each time step by using iterative methods. 

From the results of the LIP scheme verification and the performance test 
of the WF-LIP extrapolation, it was found that the solutions computed from the LIP 
scheme were correct and consistent with the analytical solutions, the benchmark 
numerical solutions, the published numerical solutions and the experimental 
solutions, and then the computational time of the problem solving by using the 
WF-LIP extrapolation could be reduced in the maximum value to be 49.69% 
compared with the problem solving without using the WF-LIP extrapolation. 

 Field of Study: Mechanical Engineering Student's Signature ............................... 
Academic Year: 2018 Advisor's Signature .............................. 
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อักษรย่อ (Abbreviation) 

AR อัตราส่วนของสูงต่อความกว้างของช่องว่าง (cavity aspect ratio) 

b ความกว้างของช่องว่าง (width of the cavity) (m) 

cp ความร้อนจ้าเพาะที่ความดันคงที่ (specific heat at constant pressure) (J/(kgK)) 

g ค่าความเร่งโน้มถ่วง (gravitational acceleration) (= 9.81 m/s2) 

h ความสูงของช่องว่าง (height of the cavity) (m) 

k ค่าสภาพการน้าความร้อน (thermal conductivity) (W/(mK)) 

Nu เลขนัสเซลต์ที่ต้าแหน่งต่างๆ (local Nusselt number) 

Nu  เลขนัสเซลต์เฉลี่ย (average Nusselt number) 

p ความดัน (pressure) (Pa) 

q   อัตราการถ่ายเทความร้อนต่อพื นที่ (heat flux) (W/m2) 

Ra เลขเรย์ลี (Rayleigh number) 

Re เลขเรย์โนลดส์ (Reynolds Number) 

T อุณหภูม ิ(temperature) (K) 

u ความเร็วย่อยในแนวราบ (velocity component in the horizontal direction) 

(m/s) 

v ความเร็วย่อยในแนวดิ่ง (velocity component in the vertical direction) (m/s) 

V ความเร็วลัพธ์ (total velocity) (m/s) 

x ต้าแหน่งในแนวราบในคาร์ทีเชียนโคออร์ดิเนตของช่องว่าง 

(Cartesian coordinate in the horizontal direction of the cavity) (m) 

y ต้าแหน่งในแนวดิ่งในคาร์ทีเชียนโคออร์ดิเนตของช่องว่าง 

(Cartesian coordinate in the vertical direction of the cavity) (m) 

  

สัญลักษณ์ทางคณิตศาสตร์ (Mathematical symbol) 
 เดลโอเปอร์เรเตอร์ (Del operator) 

  

  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ธ 

อักษรกรีก (Greek alphabet) 
 ค่าสมประสิทธิ์ของการขยายตัวทางความร้อนของปริมาตร 

(volumetric thermal expansion coefficient) (K-1) 
 ค่าความหนืด (viscosity) (kg/(sm)) 
 ค่าความหนาแน่น (density) (kg/m3) 
 ค่าตัวแปร (variable) 
 ค่าสตรีมฟังก์ชั่น (stream-function) 
 ค่าวอร์ทิซิที่ (Vorticity) 
  

ตัวห้อย (Subscript) 

C เซลล์ศูนย์กลาง (Central cell) 

e ผิวหน้าเซลล์ด้านตะวันออก (Eastern surface of cell) 

E เซลล์ด้านตะวันออก (Eastern cell) 

n ผิวหน้าเซลล์ด้านเหนือ (Northern surface of cell) 

N เซลล์ด้านเหนือ (Northern cell) 

ref ค่าอ้างอิง (reference) 

s ผิวหน้าเซลล์ด้านใต้ (Southern surface of cell) 

S เซลล์ด้านใต้ (Southern cell) 

w ผิวหน้าเซลล์ด้านตะวันตก (Western surface of cell) 

W เซลล์ด้านตะวันตก (Western cell) 

  

ตัวยก (Superscript) 

 ค่าแก้ไข (Correction value) 

* ค่าคาดเดา (Guess value) 

** ค่าไร้มิติ (Dimensionless value) 

  

 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.1 ความเป็นมาและความส าคัญของปัญหา 
ในปัจจุบันการหาค้าตอบในปัญหาทางวิศวกรรมโดยใช้ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเป็นที่นิยมมาก 

เนื่องจากประหยัดค่าใช้จ่าย ประหยัดเวลาและปลอดภัย ส้าหรับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่นิยมใช้ในการ
แก้ปัญหามีอยู่หลายระเบียบวิธี เช่น ระเบียบวิธีผลต่างสืบเนื่อง (Finite difference method) 
ระเบียบวิธีไฟไนต์วอลู่ม (Finite volume method) ระเบียบวิธีไฟไนต์อิเลเมนต์ (Finite element 
method) ระเบียบวิธีอิเลเมนต์ขอบเขต (Boundary element method) ระเบียบวิธีแลตติกโบลตซ์
มานน์ (Lattice Boltzmann method) เป็นต้น ระเบียบวิธีไฟไนต์วอลูมเป็นหนึ่งระเบียบวิธีที่มักถูก
น้ามาใช้ในโปรแกรมส้าเร็จรูปทางการค้า (Commercial code) เนื่องจากขั นตอนในการด้าเนินการ
แก้ปัญหาเพื่อหาค้าตอบไม่ซับซ้อน สามารถแก้ปัญหาที่มีลักษณะที่อยู่ในโดเมนที่รูปทรงซับซ้อนได้ดี 
โดยระเบียบวิธีไฟไนต์วอลูมมีแผน (Scheme) หลายแบบส้าหรับประมาณค่าของตัวแปรและค่า
อนุพันธ์ของตัวแปรเทียบกับระยะที่บริเวณผิวเซลล์ (Cell face) และประมาณค่าอนุพันธ์เทียบกับ
เวลาของเซลล์ศูนย์กลาง (Central Cell) เช่น แผนแบบผลต่างสืบเนื่องจากจุดศูนย์กลาง (Central 
differencing scheme) แผนแบบผลต่ างสืบ เนื่ องจากด้ าน เหนือลม (Upwind differencing 
scheme) แผนแบบผลต่างสืบเนื่องแบบผสม (Hybrid differencing scheme) แผนแบบเลขยก
ก้ า ลั ง  (Power-law scheme) แ ผ น แ บ บ ค วิ ก  (QUICK scheme: quadratic upstream 
interpolation for convective kinetics scheme) แ ผ น แ บ บ ที วี ดี  (TVD scheme: total 
variation diminishing scheme) เป็นต้น ส้าหรับแผนแบบที่มีความแม่นย้าล้าดับสอง (2nd order 
scheme) ขึ นไป หากใช้แก้ปัญหาทางวิศวกรรมที่เป็นแบบระบบเม็สช์ที่ไม่สม่้าเสมอ (Non-uniform 
mesh) การสร้างแบบจ้าลองทางคณิตศาสตร์เพ่ือหาค้าตอบของปัญหาก็จะมีความซับซ้อนมาก 

 วิธีการหาค้าตอบของปัญหาทางกลศาสตร์ของของไหลที่เป็นแบบเปลี่ยนแปลงตามเวลา ด้วย
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขนั น จะต้องมีขั นตอนในการหาค้าตอบของระบบสมการที่ได้จากแบบจ้าลองทาง
คณิตศาสตร ์ซึ่งมีหลายวิธีการเช่น วิธีเมตริกผกผันของเครมเมอร์ (Cramer’s rule matrix inversion 
method) วิธีก้าจัดของเกาส์ (Gaussian elimination method) วิธีการท้าซ ้าของเกาส์ -ไซเดล 
(Gauss-Seidel iterative method) เป็นต้น โดยวิธีที่ได้รับความนิยมใช้มากคือ วิธีการท้าซ ้าของ
เกาส์-ไซเดล เนื่องจากไม่ซับซ้อนในการพัฒนาโปรแกรม ให้ค้าตอบได้เร็วในการแก้ปัญหาที่มีระบบ
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สมการขนาดใหญ่ และใช้หน่วยความจ้าของคอมพิวเตอร์น้อยเมื่อเทียบกับวิธีการอื่น แต่ข้อด้อยของ
วิธีการท้าซ ้าของเกาส์-ไซเดลคือ ต้องมีการสมมติค่าเริ่มต้นของตัวแปรในการท้าซ ้าทุกช่วงเวลาย่อย 
เพื่อหาค้าตอบของช่วงเวลาปัจจุบันทุกครั ง โดยทั่วไปมักใช้ค้าตอบของช่วงเวลาก่อนหน้าเป็นค่า
เริ่มต้นในการท้าซ ้าของการหาค้าตอบในเวลาปัจจุบัน แต่หากก้าหนดช่วงเวลาย่อย (Time step) ให้มี
ค่ามาก ผลการหาค้าตอบอาจลู่ออกได้ง่าย ดังนั นการหาค้าตอบด้วยวิธีการท้าซ ้าของเกาส์-ไซเดล จึงมี
ข้อจ้ากัดในการก้าหนดช่วงเวลาย่อย ซึ่งหากต้องการหาค้าตอบของปัญหาทางกลศาสตร์ของของไหล
ที่เป็นแบบสภาวะคงตัว (Steady state flow) แต่ต้องใช้วิธีการทางอ้อมโดยการหาค้าตอบแบบการ
ไหลที่เปลี่ยนแปลงตามเวลาจนกว่าค้าตอบจะมีค่าคงที่นั น วิธีการท้าซ ้าของเกาส์ -ไซเดลอาจต้องใช้
เวลาในการหาค้าตอบมากกว่าวิธีการอื่น 

 

1.2 วัตถุประสงค์ของการวิจัย 
 จากที่กล่าวมาข้างต้นในหัวข้อ 1.1 นั น งานวิจัยนี จึงมีวัตถุประสงค์ 2 ประการ คือ ประการที่ 

1 เพื่อน้าเสนอแผนแบบ Lagrange Interpolating Polynomial (LIP) scheme ส้าหรับระเบียบวิธี
ไฟไนต์วอลู่มที่มีความสะดวกในการประมาณค่าของตัวแปรและค่าอนุพันธ์ของตัวแปรเทียบกับระยะที่
บริเวณผิวเซลล์ และประมาณค่าอนุพันธ์ของตัวแปรเทียบกับเวลาของเซลล์ศูนย์กลาง โดยมีค่าความ
แม่นย้าสูง (High order scheme) และไม่ซับซ้อนเมื่อใช้แก้ปัญหาทางวิศวกรรมที่เป็นแบบระบบ
เม็สช์ที่ไม่สม่้าเสมอ ประการที่ 2 เพื่อน้าเสนอเทคนิคในการประมาณค่านอกช่วงแบบ Weighting 
Factors with Lagrange Interpolating Polynomial (WF-LIP) extrapolation เพื่ อ ใช้ ใน ก าร
สมมติค่าเริ่มต้นของตัวแปรเพื่อใช้ในการค้านวณด้วยวิธีการท้าซ ้าของเกาส์-ไซเดลเพื่อหาค้าตอบของ
ช่วงเวลาปัจจุบัน ซึ่งการสมมติค่าเริ่มต้นของตัวแปรในแต่ละช่วงเวลาย่อยจะใช้วิธีการประมาณค่านอก
ช่วงจากค้าตอบของช่วงเวลาย่อยที่ได้จากการค้านวณมาแล้วก่อนหน้านี  แล้วประยุกต์ใช้วิธีพหุนาม
ของการประมาณค่าในช่วงของลากรานก์และการก้าหนดค่าของเวลาที่ต้องการหาค้าตอบให้มีค่าเป็น
ศูนย์พร้อมกับการหาค่าถ่วงน ้าหนัก (Weighting Factor) เพื่อหาค่าเริ่มต้นของตัวแปรส้าหรับใช้ใน
การท้าซ ้าเพ่ือหาค้าตอบในเวลาปัจจุบัน 

 

1.3 ขอบเขตของการวิจัย 
การตรวจสอบความถูกต้อง (Verification) ของแผนแบบ LIP ที่น้าเสนอ กระท้าโดยใช้วิธี

เปรียบเทียบค้าตอบที่ได้จากการค้านวณด้วยแผน กับค้าตอบที่ได้จากการวิเคราะห์ (Analytical 
solution) ค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ใช้ในการเปรียบเทียบความถูกต้อง (Benchmark numerical 
solution) ค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ได้รับการตีพิมพ์แล้ว (Published numerical solution) และ
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ค้าตอบที่ ได้จากการทดลอง (Experimental solution) จากปัญหา 4 ปัญหาที่ เป็นที่รู้จักกันดี 
ทางด้านการถ่ายเทความร้อนและการไหลของของไหล ได้แก่ 1. ปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุ
สี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต (Conduction in rectangular plates with boundary 
temperature specified) 2. ปัญหาการไหลของของไหลที่อัดตัวไม่ได้ในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัส
เนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน (Lid-driven cavity flow) 3. ปัญหาการไหลของอากาศ
เนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัส (Natural convection in a 
square cavity problem) ซึ่งเกิดจากความแตกต่างของอุณหภูมิที่ผนังในแนวดิ่ง 4. ปัญหาการไหล
ของอากาศเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีอัตราส่วนของความ
สูงต่อความกว้างมีค่ามาก (Natural convection in a tall cavity problem) ซึ่งเกิดจากความ
แตกต่างของอุณหภูมิที่ผนังในแนวด่ิง 

ส้าหรับการทดสอบประสิทธิภาพของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP ส้าหรับการหา
ค้าตอบด้วยระเบียบวิธีการท้าซ ้านั น ใช้วิธีเปรียบเทียบเวลา (Computational time) ในการท้างาน
ของโปรแกรม ระหว่างโปรแกรมที่ใช้เทคนิคในการประมาณค่านอกช่วงที่น้าเสนอกับโปรแกรมที่ไม่ใช้
การประมาณค่านอกช่วงที่น้าเสนอ โดยปัญหาที่ใช้ทดสอบเป็นปัญหาเดียวกันกับปัญหาที่ใช้ในการ
ทดสอบความถูกต้องของแผนแบบ LIP 

ซึ่งปัญหาที่ใช้ทดสอบความถูกต้องของแผนแบบ LIP และใช้ทดสอบประสิทธิภาพของการ
ประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP ที่น้าเสนอนั น หากมีการไหลของของไหลเกิดขึ น ขอบเขตของการ
ทดสอบให้อยู่ในช่วงของการไหลแบบราบเรียบ (Laminar flow) 
 

1.4 ขั้นตอนและการด าเนินงานการวิจัย 
- ศึกษาบทความวิจัยที่เกี่ยวข้อง ระยะเวลาประมาณ 6 เดือน 
- วิเคราะห์แบบจ้าลองทางคณิตศาตร์ที่เกี่ยวข้อง ระยะเวลาประมาณ 6 เดือน 
- พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร์เพื่อใช้ในการแก้ปัญหาที่ต้องการ ระยะเวลาประมาณ 12 เดือน 
- ทดสอบความถูกต้องของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที่พัฒนาขึ นมา ระยะเวลาประมาณ 2 เดือน 
- รันโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที่พัฒนาขึ นมาเพื่อหาค้าตอบของปัญหาที่ท้าวิจัย ระยะเวลา

ประมาณ 12 เดือน 
- วิเคราะห์ผลของค้าตอบที่ได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที่พัฒนาขึ นมา ระยะเวลาประมาณ 2 

เดือน 
- จัดท้าบทความวิจัยเพื่อตีพิมพ์เผยแพร่งานวิจัยในวารสารวิชาการ ระยะเวลาประมาณ 6 

เดือน 
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- จัดท้าวิทยานิพนธ์ ระยะเวลาประมาณ 4 เดือน 
 

1.5 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 
- ได้แผนแบบใหม่ส้าหรับระเบียบวิธีไฟไนต์วอลู่มที่มีล้าดับความแม่นย้าสูงทั งแผนทางระยะ

และแผนทางเวลา และสะดวกในการพัฒนาโปรแกรมส้าหรับการแก้ปัญหาด้วยวิธีการเชิง
ตัวเลข แบบที่ระบบเม็สช์ที่ไม่สม่้าเสมอ 
- ได้การประมาณค่านอกช่วงแบบใหม่ส้าหรับการหาค้าตอบด้วยระเบียบวิธีการท้าซ ้า โดย

สามารถลดเวลาที่ใช้ในการค้านวณเพื่อหาค้าตอบ เมื่อเทียบกับการหาค้าตอบด้วยระเบียบ
วิธีการท้าซ ้าแบบที่ไม่มีการประมาณค่านอกช่วง ส้าหรับปัญหาที่เปลี่ยนแปลงตามเวลา 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 ผู้วิจัยได้ท้าการทบทวนผลงานวิจัยอื่นๆ ที่มีความเกี่ยวข้องและได้รับการเผยแพร่แล้ว เพื่อให้

แน่ใจว่าวิทยานิพนธ์นี เป็นงานวิจัยใหม่และมีคุณค่าทางวิชาการ โดยผลงานวิจัยอื่นๆ ที่เกี่ยวข้อง ได้แก่ 
แผนแบบต่างๆ ซึ่งแบ่งเป็น แผนทางระยะและแผนทางเวลา และงานวิจัยที่น้าเสนอวิธีการประมาณ
ค่านอกช่วงที่ถูกน้ามาใช้กับการหาค่าเริ่มต้นของการหาค้าตอบในช่วงเวลาปัจจุบันในปัญหาที่สภาวะ
ไม่คงตัว นอกจากนั นผู้วิจัยยังได้น้าเสนอรายละเอียดของผลงานวิจัยอื่นๆ ที่น้ามาใช้ในการตรวจสอบ
ว่าผลงานวิจัยนี มีความถูกต้องและสามารถน้าไปใช้งานได้จริง 
 

2.1 แผนแบบต่างๆ (Existing schemes) 
แผนแบบต่างๆ ในระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบไฟไนต์วอลู่ม คือวิธีการประมาณค่าตัวแปรหรือ

อนุพันธ์ของตัวแปรทั งที่เทียบกับระยะหรือเวลา โดยแบ่งออกเป็นแผนทางระยะกับแผนทางเวลา ซึ่ง
แผนทางระยะเป็นการประมาณค่าตัวแปรในพจน์การพา (Convective term) และอนุพันธ์ของตัว
แปรเทียบกับระยะในพจนก์ารแพร่ (Diffusive term) ที่บริเวณผิวหน้าเซลล์ ส้าหรับแผนทางเวลาเป็น
การประมาณอนุพันธ์ของตัวแปรเทียบกับเวลาของเซลล์ศูนย์กลาง (Central cell) ซึ่งรายละเอียดของ
แผนแบบต่างๆ ที่นิยมใช้กันในปัจจุบันมีดังนี  
 

2.1.1 แผนทางระยะ (Spatial scheme) 
แผนทางระยะเป็นการประมาณค่าของตัวแปรและอนุพันธ์ของตัวแปรเทียบกับระยะที่ผิวของ

เซลล์ โดยรายละเอียดของแผนทางระยะมีดังนี  
 

2.1.1.1 Central differencing scheme 
เป็นแผนแบบที่ประมาณค่าของตัวแปรและอนุพันธ์ของตัวแปรที่ผิวหน้าเซลล์จากการเฉลี่ยค่า

ของตัวแปรและค่าความชันเชิงเส้นของตัวแปรที่ติดกับผิวหน้าเซลล์นั น จากรูปที่ 0.1 จะได้ว่า 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6 

 
รูปที่ 0.1 แผนผังของ Central differencing scheme 

 

 
1

2
e E C    ,  

1

2
w C W     

และ 

e E C

E

d

dx dx

  
 , w C W

W

d

dx dx

  
  

 
2.1.1.2 Upwind differencing scheme 

แผนแบบนี ประมาณค่าของตัวแปรของความเร็วในพจน์การพา โดยให้ค่าความเร็วที่ผิวเซลล์
เท่ากับความเร็วด้านเหนือลม (Upwind) ของเซลล์ที่อยู่ติดกับผิวเซลล์นั น จากรูปที่ 0.1 จะได้ว่า 

,e C w W      เมื่อ 0, 0e wu u   
หรือ 

,e E w C      เมื่อ 0, 0e wu u   
เมื่อ u คือความเร็วของของไหลในทิศแนวนอน 
 

2.1.1.3 Hybrid differencing scheme 
เป็นแผนแบบที่พิจารณาถึงอิทธิพลของการพาและการแพร่ หากการพามีผลต่อการไหลน้อย

กว่าหรือเท่ากับการแพร่ การประมาณค่าตัวแปรและอนุพันธ์ของตัวแปรคิดเป็นแบบ Central 
differencing scheme แต่หากการพามีผลต่อการไหลมากกว่าการแพร่ การประมาณค่าตัวแปรคิด
เป็นแบบ Upwind differencing scheme และอนุพันธ์ของตัวแปรที่ผิวเซลล์ให้มีค่าเป็นศูนย์ โดยผล
ของการพาและการแพร่พิจารณาจากค่า Peclet number ( Pe ) จากรูปที่ 0.1 จะได้ว่า 
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 
1

2
e E C    , e E C

E

d

dx dx

  
  เมื่อ  

2 2e
e

e e

u
Pe

dx


   

 
 
 

 

, 0e
e C

d

dx


    เมื่อ  

2e
e

e e

u
Pe

dx


 
 
 
 

 

, 0e
e E

d

dx


    เมื่อ  

2e
e

e e

u
Pe

dx


  
 
 
 

 

และ 

 
1

2
w C W    , w C W

W

d

dx dx

  
  เมื่อ  

2 2w
w

w w

u
Pe

dx


   

 
 
 

 

, 0w
w W

d

dx


    เมื่อ  

2w
w

w w

u
Pe

dx


 
 
 
 

 

, 0w
w C

d

dx


    เมื่อ  

2w
w

e w

u
Pe

dx


  
 
 
 

 

โดยที่ k   ส้าหรับสมการพลังงาน และ    ส้าหรับสมการโมเมนตัม 
 

2.1.1.4 Second-order upwind differencing scheme 
เป็นการปรับความแม่นย้าของ Upwind differencing scheme ให้มีความแม่นย้าล้าดับสอง 

โดยการหาค่าตัวแปรในพจน์การพาให้พิจารณาว่าอนุพันธ์ของตัวแปรที่ผิวด้านตะวันออกเท่ากับ
อนุพันธ์ของตัวแปรที่ผิวด้านตะวันตก จากรูปที่ 0.1 จะได้ว่า 

 e C C W e
e C C W

e W W

dx

dx dx dx

   
   

 
      

และ 

 C w E C w
w C E C

w E E

dx

dx dx dx

   
   

 
      

 
2.1.1.5 The power law scheme 

เป็นแผนแบบที่ประมาณค่าตัวแปรที่ผิวหน้าเซลล์ด้วยฟังก์ชั่นเอ็กโปเนนเชียล [1] จากรูปที่ 2.1 
จะได้ว่า 
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 
exp 1

exp 1

e

e C E C

E

u dx

u dx



   


 
 

   
 

 
 

 

และ 

 
exp 1

exp 1

w

w C C W

W

u dx

u dx



   


 
 

   
 

 
 

 

 
2.1.1.6 The quadratic upstream interpolation for convective kinetics 

scheme (QUICK scheme) 
เป็นแผนแบบที่ประมาณค่าตัวแปรที่ผิวเซลล์ด้วยการประมาณค่าในช่วงจากสามตัวแปร โดยให้

สองตัวแปรมาจากด้านเหนือลมและอีกหนึ่งตัวแปรมาจากด้านท้ายลม [1] จาก รูปที่ 0.2 หาก
ระยะห่างระหว่างจุดศูนย์กลางเซลล์มีค่าคงที่จะได้ว่า 
 

 
รูปที่ 0.2 แผนผังของ QUICK scheme 

 
6 3 1

8 8 8
e C E W       เมื่อ 0e  , 6 3 1

8 8 8
e E C EE       เมื่อ 0e   

และ 
6 3 1

8 8 8
w W C WW       เมื่อ 0w  , 6 3 1

8 8 8
w C W E       เมื่อ 0w   

 
2.1.1.7 Total variation diminishing scheme (TVD scheme) 

เป็นแผนแบบที่ประมาณค่าตัวแปรที่ผิวเซลล์ โดยมีค่า Flux limiter function มาเกี่ยวข้อง 
[2] จากรูปที่ 0.1 จะได้ว่า 
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  
1

2
e C E Cr        เมื่อ 0e  ,   

1

2
e E E Cr        เมื่อ 0e   

  
1

2
w W C Wr        เมื่อ 0w  ,   

1

2
w C C Wr        เมื่อ 0w   

โดยที่ค่า  r  เป็นค่า Flux limiter function ซึ่งมีค่าดังตารางที่ 0.1 [2] 
 
ตารางที่ 0.1 คา่ Flux limiter function 

Name  Flux limiter function  Source 
     

Van Leer  
 

1

r r
r

r






  Van Leer 

(1974) 
     

Van Albada  
 

2

21

r r
r

r






  Van Albada 

et al. (1982) 
     

Min-Mod  
 

 min ,1 if 0

0 if 0

r r
r

r


 
 



  Roe (1985) 

     
SUPERBEE       max 0,min 2 ,1 ,min ,2r r r       Roe (1985) 

     
Sweby       max 0,min ,1 ,min ,r r r        Sweby 

(1984) 
     

QUICK      max 0,min 2 , 3 / 4,2r r r    
  Leonard 

(1988) 
     

UMIST        max 0,min 2 , 1 3 / 4, 3 / 4,2r r r r     
  Lien and 

Leschziner 
(1993) 

     

เมื่อค่า r  และ   เป็นค่าคงที ่
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2.1.1.8 Monotone Upstream-centered Schemes for Conservation Laws 
scheme (MUSCL Scheme) 

MUSCL scheme ได้รับการพัฒนาขึ นโดย Leer [3] ในปี ค.ศ.1978 เป็นแผนแบบที่ประมาณ
ค่าตัวแปรที่ผิวเซลล์ โดยใช้การประมาณค่านอกช่วงจากตัวแปรของเซลล์ที่ก้าหนด [4] จากรูปที่ 0.3 
ซึ่งเป็นเม็สช์แบบสม่้าเสมอจะได้ว่า 

 

 
รูปที่ 0.3 แผนผังแสดงค่าตัวแปรที่ผิวหน้าเซลลข์อง MUSCL (a) ค่าตัวแปรที่ผิวหน้าเซลล์ด้าน

ตะวันออก (b) ค่าตัวแปรที่ผิวหน้าเซลล์ด้านตะวันตก 
 

     1/2 1 1

1
1 1

4

L

i i i i i i                 

     1/2 1 1 2 1

1
1 1

4

R

i i i i i i                   

และ 
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     1/2 1 1 2 1

1
1 1

4

L

i i i i i i                   

     1/2 1 1

1
1 1

4

R

i i i i i i                 

เมื่อ 1, 0,1    
 

2.1.1.9 Weighted Essentially Non-Oscillatory scheme (WENO scheme) 
WENO scheme ถูกพัฒนาขึ นโดย Liu [5] ในปี ค.ศ. 1994 นิยมใช้กับกรณีการไหลแบบไม่

ต่อเนื่อง (Discontinuous flow) จากรูปที่ 0.4 ซึ่งเป็นเม็สช์แบบสม่้าเสมอจะได้ว่า 
 

 
รูปที่ 0.4 แผนผังแสดงค่าตัวแปรที่ผิวหน้าเซลล์ด้านตะวันออกของ WENO scheme 

 

 
1

1/2 1/21
0

0

ir
k

i k ir i
k ll

p x








 







 

เมื่อ 

 
, 0, , 1

i
i k
k r

k

C
k r

IS



  


 

โดยที่   เป็นค่าคงที่ มีค่าประมาณ 510   หากก้าหนดให้ 3r   จะได้ว่า การประมาณค่าในช่วง
ที่จุด 1/2ix   ของสามเสต็นซิล (Stencil) คือ 0 1 2, ,S S S  มีค่าเป็น 

 
 

 
 

 
21 2 2 1 2

0 1/2 1/2 1 1/2 1 12

2 2

2 242

i i i i i i i i
i i i i i ip x x x x x

xx

       
    

     

    
      


 

 
 

 
 

 
21 1 1 1 1 1

1 1/2 1/2 1/22

2 2

2 242

i i i i i i i i
i i i i i ip x x x x x

xx

       
     

  

    
      


 

 
 

 
 

 
22 1 2 2 1

2 1/2 1/2 1 1/2 1 12

2 2

2 242

i i i i i i i i
i i i i i ip x x x x x

xx

       
    

     

    
      


 

และ 

   
 

2 2

21 2 1

0 1 22
2

i i i i

i i iIS
   

    

 

  
     
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   
 

2 2

21 1

1 1 12
2

i i i i

i i iIS
   

   

 

  
     

   
 

2 2

21 2 1

2 2 12
2

i i i i

i i iIS
   

    

 

  
     

และถ้า 0i   จะได้ว่า 
 

0 3

0

1

12

i

IS






, 

 
1 3

1

1

2

i

IS






 และ 

 
2 3

2

1

4

i

IS






 

และถ้า 0i   จะได้ว่า 
 

0 3

0

1

4

i

IS






, 

 
1 3

1

1

2

i

IS






 และ 

 
2 3

2

1

12

i

IS






 

 
2.1.1.10 Moving Least Square scheme (MLS scheme) 

MLS scheme เป็นแผนแบบที่มีระดับความแม่นย้าสูง (>2) ได้รับการพัฒนาขึ นโดย Ramirez 
et al. [6] เป็นแผนแบบที่ใช้ประมาณค่าตัวแปรและอนุพันธ์ของตัวแปรที่ผิวเซลล์ โดยใช้ระเบียบวิธี 
Moving Least Square method ซึ่งเป็นการประมาณค่าจากค่าของตัวแปรของเซลล์ที่อยู่โดยรอบ
จ้านวนมากค่า ซึ่งแผนแบบนี เหมาะกับกริดแบบไม่เป็นรูปแบบ (Unstructured grid) 
 

2.1.1.11 Local Oscillation-Damping Algorithm scheme (LODA scheme) 
LODA scheme เป็นแผนแบบที่พัฒนาจาก QUICK scheme โดยเพิ่มค่า Blending factor 

เข้าไปในพจนข์องการแพร่ (Diffusive term) เพื่อปรับค่าระดับความแม่นย้าเป็นล้าดับสอง (Second-
order scheme) แผนแบบนี ได้รับการพัฒนาขึ นโดย Zhu [7] 
 

2.1.1.12 Weighted-Average Coefficient Ensuring Boundedness scheme 
(WACEB scheme) 

WACEB scheme เป็นแผนแบบที่พัฒนาขึ นเพื่อใช้ประมาณค่าตัวแปรในพจน์การพา 
(Convective term) โดยใช้หลักการประมาณค่าในช่วงร่วมกับค่าสัมประสิทธิ์ที่ได้จากการถ่วงน ้าหนัก 
(Weighted-average coefficient) แผนแบบนี ได้รับการพัฒนาขึ นโดย Song et al. [8] 
 

2.1.2 แผนทางเวลา (Temporal scheme) 
แผนทางเวลาเป็นการประมาณค่าของอนุพันธ์ของตัวแปรเทียบกับเวลาของเซลล์ศูนย์กลาง ซึ่ง

แผนแบบหลักๆ ที่ใช้กันในปัจจุบันมีดังนี  
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2.1.2.1 Euler scheme 
Euler scheme เป็นแผนแบบที่มีความแม่นย้าล้าดับหนึ่ง (First order scheme) และเป็น 

Explicit scheme หากก้าหนดให ้

 ,F t
t








                   (2.1) 

จะได้ว่า 

 ,t t t tF t t       
 

2.1.2.2 Crank-Nicolson scheme 
Crank-Nicolson scheme เป็นแผนแบบที่ มี ความแม่นย้ าล้ าดับสอง (Second order 

accuracy) จากสมการ (2.1) จะได้ว่า 

    
1

, ,
2

t t t t t tF t F t t t          

 
2.1.2.3 Fully implicit scheme 

Fully implicit scheme เป็นแผนแบบที่มีความแม่นย้าล้าดับหนึ่ง (First order scheme) 
จากสมการ (2.1) จะได้ว่า 

 ,t t t t tF t t t         
 

2.1.2.4 Adams-Bashforth scheme 
Adams-Bashforth scheme เป็นแผนแบบที่มีความแม่นย้าล้าดับสอง (Second order 

scheme) จากสมการ (2.1) จะได้ว่า 

   
3 1

, ,
2 2

t t t t t tF t t F t t    

 
      

 
 

Quang [9] ใ ช้  Adams-Bashforth scheme กั บ  Convective term แ ล ะ  Crank-Nicolson 
scheme กับ Diffusive term ในการแก้ปัญหา Navier-Stokes equation 
 

2.1.2.5 Runge-Kutta scheme 
ส้ าหรับ  Runge-Kutta scheme ที่ ได้ รับความนิ ยมได้แก่  Fourth-order Runge-Kutta 

scheme ซึ่งเป็นแผนแบบที่มีความแม่นย้าล้าดับสี่ (Fourth order scheme) จากสมการ (2.1) จะได้
ว่า 

 1 2 3 4

1
2 2

6
t t t k k k k t         
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เมื่อ 

 1 , tk F t   

2 1

1 1
,

2 2
tk F t t t k

 
     

 
 

3 2

1 1
,

2 2
tk F t t t k

 
     

 
 

 4 3, tk F t t t k      
Kamyab et al. [10] ได้วิเคราะห์และประยุกต์ใช้ Runge-Kutta scheme ในการแก้ปัญหา Navier-
Stokes equation 
 

2.2 การประมาณค่านอกช่วงเพื่อหาค่าของตัวแปรส าหรับเป็นค่าเริ่มต้นในการ
หาค าตอบของช่วงเวลาถัดไป (Extrapolation of variables for initial 
guess values for solving in the next time step) 

ในการหาค้าตอบของระบบสมการของปัญหาที่สภาวะไม่คงตัว (Transient condition) ด้วย
การใช้วิธีท้าซ ้า (Iterative method) นั น ต้องมีการหาค้าตอบเป็นช่วงเวลา (Time step) โดยทุก
ช่วงเวลาของการหาค้าตอบจะต้องมีการสมมุติค่าคาดเดาเริ่มต้น (Initial guess value) ให้กับตัวแปร
เพื่อใช้ในการท้าซ ้าแต่ละช่วงเวลา โดยทั่วไปมักใช้ค้าตอบของช่วงเวลาก่อนหน้าเป็นค่าคาดเดาเริ่มต้น
ในช่วงเวลาปัจจุบันเนื่องจากสะดวกและง่ายต่อการพัฒนาโปรแกรม แต่หากค่าของช่วงเวลาย่อยมีค่า
มาก การหาค้าตอบอาจเกิดการลู่ออก (Divergence) หรือจ้านวนครั งของการท้าซ ้ามีค่ามากท้าให้ใช้
เวลาในการหาค้าตอบนาน จึงมีนักวิจัยบางส่วนได้ประยุกต์การประมาณค่านอกช่วง (Extrapolation) 
ของค้าตอบในช่วงเวลาที่ผ่านมาแล้ว มาใช้ในการก้าหนดค่าคาดเดาเริ่มต้นเพื่อใช้ในการหาค้าตอบ
ด้วยวิธีการท้าซ ้าในช่วงเวลาปัจจุบัน ซึ่งเทคนิคของการประมาณค่านอกช่วงมีด้วยกันหลายวิธี ดัง
รายละเอียดต่อไปนี  
 

2.2.1 Polynomial extrapolation function 
การประมาณค่านอกช่วงด้วย Polynomial extrapolation function เป็นการประยุกต์จาก

วิธีการพหุนามของการประมาณค่าในช่วงของลากรานก์ (Lagrange interpolating polynomial)  
Sachs et al. [11] ได้ใช้เทคนิคดังกล่าวในการประมาณค่าเริ่มต้นของแรงที่กระท้ากับ

โครงสร้างในแต่ละช่วงเวลาในการหาค้าตอบด้วยวิธีการท้าซ ้าของปัญหาที่ไม่คงตัวแบบ Fluid-
structure interaction ซึ่งผลลัพธ์ที่ได้แสดงให้เห็นว่า การใช้เทคนิคการประมาณค่านอกช่วงช่วยลด
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เวลาการค้านวณเพื่อหาค้าตอบในแต่ละช่วงเวลา และยังสามารถก้าหนดค่าของช่วงเวลาให้มีค่ามาก
ขึ นกว่าการไม่ใช้เทคนิคการประมาณค่านอกช่วง 

ส้าหรับการประมาณค่านอกช่วงด้วย Polynomial extrapolation function โดยใช้ค้าตอบ
ในช่วงเวลาที่ผ่านมาแล้วสามระดับช่วงเวลา อาจเรียกว่าเป็นการประมาณค่านอกช่วงแบบ Parabolic 
extrapolation ห รื อ  Quadratic extrapolation โด ย  Malevsky and Yuen [12] ได้ ใช้ ก า ร
ประมาณค่านอกช่วงแบบ Parabolic extrapolation เพื่อประมาณค่าเริ่มต้นของค่า Stream 
function ในแต่ละช่วงเวลาในปัญหาการพาความร้อนแบบปั่นป่วนและของไหลเป็นแบบ Non-
Newtonian 

Leemput et al. [13] ได้ศึกษาถึงการลู่เข้าของค้าตอบ ความเสถียร และความแม่นย้าของ
ค้าตอบ จากการใช้การประมาณค่านอกช่วง แบบ  Polynomial backward extrapolation กับ
ปัญหา One-dimensional advection โดยใช้ระเบียบวิธี Lattice Boltzmann method ซึ่งจากผล
การศึกษายังสรุปไม่ได้อย่างแน่ชัดถึงขอ้ดีของการใช้การประมาณค่านอกช่วงกับปัญหาดังกล่าว 

Hu et al. [14] ใช้การประมาณค่านอกช่วงแบบ Time-extrapolation Algorithm กับปัญหา 
Nonlinear parabolic พบว่ามีประสิทธิผลด ี

Merrill et al. [15] ใช้การประมาณค่านอกช่วงแบบ Temporal interface extrapolation 
กับปัญหา Incompressible Navier-Stokes equations พบว่าการใช้การประมาณค่านอกช่วงแบบ
ดังกล่าว ให้ความแม่นย้าของค้าตอบและความเสถียรใกล้เคียงกับการไม่ใช้การประมาณค่านอกช่วง 
 

2.2.2 Time-adaptive single diagonally implicit Runge-Kutta method 
(SDIRK) 

Birken et al. [16] .ใช้การประมาณค่านอกช่วงแบบ SDIRK ในการประมาณค่าของอุณหภูมิ
กับปัญหาที่ไม่คงตัวแบบ Thermal fluid structure interaction โดยมีรายละเอียดของเทคนิคดังนี  

จากรูปที่ 0.5 ก้าหนดให้ในค่าของช่วงเวลาก่อนหน้านี เป็น 1nt   ที่เวลาเป็น 1nt   และมีค่า
อุณหภูมิเป็น 1nT   ขณะที่ค่าของช่วงเวลาปัจจุบันเป็น nt  ที่เวลาเป็น nt  และมีค่าอุณหภูมิเป็น nT  
โดยต้องการประมาณค่าอุณหภูมิ 1nT  ที่เวลาอนาคต 1n n nt t t     หากก้าหนดให้อุณหภูมิระหว่าง
ช่วงเวลาเป็น 1

1nT 
ที่เวลาเป็น 1

1 1 1 1n n nt t c t      และ 1

nT ที่เวลาเป็น 1

1n n nt t c t    โดยค้านวณ
ค่า 1

1nT 
 จากการประมาณค่าในช่วงแบบเชิงเส้น (Linear interpolation) 

 11 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1

1
n n n n

n n n n n

n n n

T T c t c t
T T c t T T

t t t

  
   

  

   
      

   
 

หากประมาณค่านอกช่วงของอุณหภูมิ 1

nT จากค่า 1nT  , 1

1nT 
 และ nT โดยค้านวณจากการ

ประมาณค่านอกช่วงแบบควอดราติก (Quadratic extrapolation) 
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    

 

    
 

1 1 1 1 1 1 11 1

1 12 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

2

1 1

1

1

1

1

n n n n n n

n n n

n n

n n n n

n

n

c t c t c t c t t c t
T T T

c t c t c

c t t c t c t
T

c t

 

 

 

 



        
 

  

      


 

 

ดังนั นการประมาณค่านอกช่วงของอุณหภูมิ 1nT   จากค่า 1nT  , nT  และ 1

nT  โดยค้านวณจาก
การประมาณค่านอกช่วงแบบควอดราติก (Quadratic extrapolation) 

 

 

  

 

 

2

1 1 1

1 1

1 1 1 1 1

11

1 1 1

1 1n n n n

n n n

n n n n n

n n n

n

n n n

t c t t c t
T T T

t t c t t c t

t t t
T

c t t c t



 

  





     
 

     

  


  

 

 
รูปที่ 0.5 แผนผังการประมาณค่านอกช่วงแบบ Time-adaptive singly diagonally implicit 

Runge-Kutta method 
 

2.2.3 Deformation gradient extrapolation method 
Rashid [17] ใช้การประมาณค่านอกช่วงแบบ  Deformation gradient extrapolation 

method เพื่อประมาณค่าอัตราการเสียรูปของวัตถุในปัญหาสภาวะไม่คงตัว ซึ่งการประมาณค่านอก
ช่วงนี ใช้หลักการของ Taylor series expansion ในการประมาณค่า 
 

2.2.4 Reduced-order models 
Reduced-order models เป็นวิธีการประมาณค่าเริ่มต้นส้าหรับการค้านวณหาค้าตอบในแต่

ละช่วงเวลา โดยการจัดสมการให้อยู่ในรูปของฟังชั่นแบบง่ายๆ จากค้าตอบของช่วงเวลาที่ผ่านมาแล้ว 
แล้วใช้สมการดังกล่าวในการประมาณค่าเริ่มต้นของตัวแปรในช่วงเวลาปัจจุบัน โดย Markovinovic 
[18] ได้ใช้การประมาณค่านอกช่วงแบบ Reduced-order models ในการแก้ปัญหา Two-phase 
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flow through heterogeneous porous media และพบว่าวิธีการดังกล่าวช่วยลดเวลาในการ
ค้านวณถึง 67% 

Grinberg and Karniadakis [19] ศึกษาถึงประสิทธิผลของการประมาณค่าแบบ Reduced-
order models และ Polynomial extrapolation function กับปัญหาการไหลในสามมิติ พบว่า
การประมาณค่าแบบ Reduced-order models มีประสิทธิผลดีกว่า ในกรณีที่ค่าของช่วงเวลามีค่า
น้อยๆ 

 

2.3 การตรวจสอบความถูกต้องของแผนแบบ LIP (Verification of the LIP 
scheme) 

เนื่องจากวิทยานิพนธ์นี น้าเสนอแผนแบบใหม่ ซึ่งน้ามาใช้ประมาณค่าตัวแปรและอนุพันธ์ของ
ตัวแปรทั งที่เทียบกับระยะและเวลาในสมการเชิงอนุพันธ์หลายตัวแปรซึ่งใช้นิยามการถ่ายเทความร้อน 
และการไหลของของไหล เพื่อให้แน่ใจว่าแผนแบบใหม่ที่น้าเสนอมีความถูกต้องและให้ค้าตอบที่
ถูกตอ้ง จึงต้องมีการตรวจสอบความถูกต้องของแผนแบบใหม่ 

การตรวจสอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical verification) ส้าหรับ ระเบียบวิธีการ
ใหม่ ออกอริทึมใหม่ หรือแผนแบบใหม่ ท้าได้หลายวิธีดังนี  [20] 

 Analytical solutions for simplified physics 

 Method of manufactured solutions 

 ODE benchmark solutions 

 PDE benchmark solutions 

 Conservation tests 

 Alternate coordinate system tests 

 Symmetry tests 

 Iterative convergence tests 
โดยงานวิจัยนี เลือกใช้การเปรียบเทียบค้าตอบที่ได้จากแผนแบบ LIP เปรียบเทียบค่ากับค้าตอบ

ที่ได้จากการวิเคราะห์ส้าหรับปัญหาอย่างง่ายทางฟิสิกส์ (Analytical solutions for simplified 
physics) และการเปรียบเทียบค่ากับค้าตอบที่ใช้ส้าหรับเปรียบเทียบ (PDE benchmark solutions) 
อีกทั งยังเพิ่มเติมด้วยการเปรียบเทียบค่าที่ได้จากแผนแบบ LIP กับค้าตอบที่ได้รับการเผยแพร่แล้วทั ง
ที่เป็นค้าตอบเชิงตัวเลข (Numerical solutions) และผลลัพธ์ที่ได้จากการทดลอง (Experimental 
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solutions) ซึ่งการเปรียบเทียบกระท้ากับค้าตอบของปัญหาที่ได้รับการยอมรับในแวดวงวิชาการ
ทางการค้านวณ (Computational Sciences) ได้แก ่

 ปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต 
(Conduction in rectangular plates with boundary temperature 
specified) 

 ปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนัง
ด้านบน (Lid-driven cavity flow) 

 ปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบ
ธรรมชาต ิ(Natural convection in a square cavity) 

 ปัญหาการไหลของอากาศเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่าง
สี่ เหลี่ยมผืนผ้าที่ มีอัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่ ามาก (Natural 
convection in a tall cavity) 

โดยทั งสี่ปัญหาได้ครอบคลุมการตรวจสอบความถูกต้องทั งทางการถ่ายเทความร้อน  (Heat 
transfer) และกลศาสตร์ของไหล (Fluid mechanics) 

ส้าหรับการตรวจสอบความถูกต้องเชิงตัวเลขต้องอาศัยระบบกริด (Grid system) เข้ามาเกี่ยว
ของกับการค้านวณ ซึ่งความละเอียดของกริดมีผลต่อความถูกต้องของค้าตอบขณะเดียวกันก็มีผลต่อ
ทรัพยากรที่ ใช้ในการค้านวณ ดังนั นเพื่อลดปัญหาดังกล่าวงานวิจัยนี ได้ใช้วิธีการ Richardson 
extrapolation [21-23] ในการหาค้าตอบจากระบบกริดที่มีความละเอียดแตกต่างกันเป็นสองเท่า 
โดยค้านวณจากสูตร 

  1 2

4 1
exact

3 3
f f f                   (2.2) 

เมื่อ  exactf  เป็นค้าตอบที่ไม่มีผลของความละเอียดของระบบกริดมาเกี่ยวข้อง และ 1f  เป็น
ค้าตอบที่ได้จากการค้านวณที่ระบบกริดมีความละเอียดเป็นสองเท่าของ 2f  
 

2.3.1 ค าตอบของปัญหาการน าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุ
อุณหภูมิของขอบเขต (Solutions of conduction in rectangular plates with 
boundary temperature specified) 

ค้าตอบของปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขตที่ได้
จากการวิเคราะห์  (Analytical solution) ถือว่าเป็นค้าตอบแม่นตรง (Exact solution) ซึ่งได้มี
นักวิจัย Beck et al. [24] ได้น้าเสนอค้าตอบของปัญหานี โดยใช้วิธีการแก้ปัญหาและหาค้าตอบด้วย 
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การวิเคราะห์แบบฟังก์ชั่นของกรีน (Green’s function) ค้าตอบที่ได้แสดงในลักษณะค่าไร้มิติ 
(Dimensionless value) ของค่าการกระจายตัวของอุณหภูมิ (Temperature distribution) และ
ค่าฟลักซ์ของการน้าความร้อน (Heat flux) ที่จุดต่างๆ ในแผ่นวัสดุ 
 

2.3.2 ค าตอบของปัญหาการไหลของของไหลในชอ่งว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจาก
การเคลื่อนที่ของผนังด้านบน (Solutions of a lid-driven cavity flow) 

การไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบนเป็นปัญหา
ที่ ใช้ในการทดสอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ ได้รับการยอมรับ (Classical problem) อย่าง
กว้างขวางในแวดวงของ พลศาสตร์ของของไหลเชิงค้านวณ (Computational Fluid Dynamics, 
CFD) โดยมีนักวิจัย [25-32] จ้านวนมากศึกษาถึงแนวทางในการแก้ปัญหา และมีนักวิจัยบางท่าน 
[27, 28] ได้แสดงค้าตอบของปัญหาเพื่อใช้เป็นค้าตอบเปรียบเทียบ (Benchmark solution) ถึงความ
ถูกต้องของระเบียบวิธีใหม่เชิงตัวเลขต่างๆ ทางด้านกลศาสตร์ของของไหล หลังจากนั นค้าตอบ
เปรียบเทียบดังกล่าวได้ถูกน้ามาใช้ในการประเมินความถูกต้องของระเบียบวิธีใหม่เชิงตัวเลขจาก
นักวิจัย [33-40] จ้านวนมาก 

Botella and Peyret [27] ได้ ใช้ระเบียบวิธี เชิ งตัวเลขแบบ Spectral method ในการ
แก้ปัญหาและแสดงค้าตอบเพื่อใช้ในการเปรียบเทียบเชิงตัวเลข ที่ค่า  Re = 1,000 ในขณะที่ 
Bruneau and Saad [28] ใช้ระเบียบวิธีผลต่างสืบเนื่องและ Euler scheme และ Gear scheme 
ในการกระจายพจนอ์นุพันธ์ของตัวแปรเทียบกับเวลา และใช้ Murman scheme ในการกระจายพจน์
การพา (Convective term) โดยค้าตอบที่ ได้ก็ ได้รับการยอมรับว่าเป็นค้าตอบส้าหรับการ
เปรียบเทียบความถูกต้องเชิงตัวเลขเช่นกัน รายละเอียดดังแสดงในตารางที่ 0.2 
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ตารางที่ 0.2 รายละเอียดของงานวิจัยที่ค้าตอบถูกใช้ส้าหรับการเปรียบเทียบเชิงตัวเลขของปัญหาการ
ไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรสัเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน 

Detail 
 Authors 
 Botella and Peyret [27]  Bruneau and Saad [28] 

Method  Spectral method  Finite difference method 
     
Scheme 

 

- 

 

- Euler scheme and Gear 
scheme for temporal 
discretization 

- Murman scheme for 
convective term 
discretization 

     
Grid size  N = 160  512×512 
     
Range  Re = 100, 1,000  Re = 1,000, 5,000, 10,000 
     

 

2.3.3 ค าตอบของปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้าเนื่องจาก
การพาความร้อนแบบธรรมชาติ (Solutions of natural convection in a square 
cavity) 

ปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติ
เป็นอีกปัญหาหนึ่งที่ผู้วิจัยจ้านวนมากนิยมใช้ในการตรวจสอบความถูกต้องของ ระเบียบวิธีใหม่ หรือ
แผนแบบใหม่ ได้มีนักวิจัย Davis [41] และ Saitoh and Hirose [42] ได้น้าเสนอค้าตอบเชิงตัวเลข
เพื่อใช้เป็นค้าตอบเปรียบเทียบ โดยค้านวณจากการใช้ระเบียบวิธีผลต่างสืบเนื่อง ต่อมาได้มีนักวิจัยอีก
จ้านวนหนึ่ง ได้แก่ Markatos and Pericleous [43], Barakos et al. [44], Dixit and Babu [45] 
และ Baïri [46] ได้น้าเสนอค้าตอบของปัญหาดังกล่าวในวารสารทางวิชาการ โดยใช้ระเบียบวิธีเชิงตัว
เลขที่แตกต่างกัน รายละเอียดดังแสดงในตารางที่ 0.3 
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ตารางที่ 0.3 รายละเอียดของงานวิจัยที่ค้าตอบถูกใช้ส้าหรับการเปรียบเทียบของปัญหาการไหลของ
อากาศในช่องว่างที่เป็นรูปทรงสี่เหลี่ยมจัตรุัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติ 

Author  Implementation  Method  Scheme  Range 
         

Davis [41]  Numerical  Finite 
difference 
method 

 Second-
order 
central 
difference 

 Ra = 103 – 
106 

         
Saitoh and 
Hirose [42] 

 Numerical  Finite 
difference 
method 

 Four 
multi-
point 

 Ra = 104, 
106 

         
Markatos 
and 
Pericleous 
[43] 

 Numerical  Finite 
volume 
method 

 Upwind  Ra = 103 – 
1016 

         
Barakos et 
al. [44] 

 Numerical  Finite 
volume 
method 

 Upwind  Ra = 103 – 
1011 

         
Dixit and 
Babu [45] 

 Numerical  Lattice 
Boltzmann 
method 

 -  Ra = 103 - 
1010 

         
Baïri [46]  Numerical  Finite 

volume 
method 

 -  Ra = 103 - 
1010 
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2.3.4 ค าตอบของปัญหาการไหลของอากาศเนื่องจากการพาความร้อนแบบ
ธรรมชาตใินช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีอัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่ามาก 
(Solutions of natural convection in a tall cavity) 

การไหลของอากาศในช่องว่างที่เป็นรูปทรงสี่เหลี่ยมผืนผ้าสูงเนื่องจากการพาความร้อนแบบ
ธรรมชาติเป็นการไหลที่มีรูปแบบเฉพาะคือที่ค่าเลขเรย์ลีประมาณ 104 และค่าสัดส่วนของความสูงต่อ
ความกว้าง (Aspect ratio) มากกว่า 15 ขึ นไป ซึ่งจะเกิดปรากฎการณ์การไหลวนในช่องว่าง (Multi-
cellular) โดยการแก้ปัญหาเพื่อหาค้าตอบด้วยวิธีการแบบเชิงตัวเลขต้องใช้แผนแบบที่มีความแม่นย้า
ล้าดับสาม (Third order scheme) ขึ นไป ซึ่งค้าตอบของปัญหานี ที่ได้จากการแก้ปัญหาโดยวิธีการ
เชิงตัวเลขและได้รับการเผยแพร่ทางวารสารวิชาการแล้ว และได้รับการยอมรับโดยค้าตอบจาก
ผลงานวิจัยถูกน้าไปใช้เปรียบเทียบเพื่อยืนยันความถูกต้องของค้าตอบของนักวิจัยท่านอื่นๆ  ใน
ภายหลัง ได้แก่ผลงานวิจัยของ Quere [47] Zhu and Yang [48] และ Báez and Nicolás [49] 
นอกจากค้าตอบเชิงตัวเลขที่ได้จากปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างที่เป็นรูปทรงสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มี
อัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่ามากแล้ว EISherbiny et al. [50] ได้เผยแพร่ค้าตอบที่ได้
จากการทดลองของปัญหาดังกล่าวในรูปของสหสัมพันธ์ (Correlation) ระหว่างค่าเลขนัสเซลต์ 
(Nusselt number) กับค่าเลขเรย์ลี (Rayleigh number) ซึ่งรายละเอียดของงานวิจัยของแต่ละท่าน
ได้ถูกแสดงไวใ้นตารางที่ 0.4 
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ตารางที่ 0.4 รายละเอียดของงานวิจัยที่ค้าตอบถูกใช้ส้าหรับการเปรียบเทียบของปัญหาการไหลของ
อากาศในช่องว่างที่เป็นรูปทรงสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีอัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่ามาก
เนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาต ิ

Author  Implementation  Method  Scheme  Range 
Quere 
[47] 

 Numerical  Finite 
difference 
method 

 - Chebyshev 
polynomial 
scheme for 
spatial 
discretization 

- Adams-
Bashforth/Crank-
Nicolson 
schemes for 
temporal 
discretization 

 Ra = 
8×103 – 
3.6×104 
AR = 16 

         

Zhu and 
Yang [48] 

 Numerical  Accurate 
project 
method 

 Second-order 
central difference 

 Ra = 
103 - 
6×105 

AR = 16 
         

Báez and 
Nicolás 
[49] 

 Numerical  Finite 
difference 
method 

 Second order  Ra = 
1.1×104 
AR = 12 
- 20 

         

Eisherbiny 
et al. [50] 

 Experimental  -  -  Ra = 
102 - 
2×107 

AR = 5 
- 110 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
แบบจ้าลองทางคณิตศาสตร์ของงานวิทยานิพนธ์นี เป็นการแสดงรายละเอียดให้เห็นถึงที่มาและ

การประยุกต์ใช้งานของแผนแบบ LIP และเทคนิคการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP กับปัญหา
การน้าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต ปัญหาการไหลของของไหลใน
ช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน ปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่าง
สี่เหลี่ยมผืนผ้าเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติ และปัญหาการไหลของอากาศเนื่องจากการ
พาความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีอัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่ามาก 
นอกจากนี ยังแสดงถึงวิธีการหาต้าแหน่งของแนวเม็สช์ (Mesh system) ที่มีลักษณะเป็นแบบขนาด
ของเม็สช์ไม่สม่้าเสมอ (Non-uniform mesh) โดยระบบเม็สช์นี ถูกใช้ในการจ้าลองปัญหาที่กล่าวมา
ข้างต้น 
 

3.1 แผนแบบ LIP (LIP scheme) 
แผนแบบ LIP เป็นการประยุกต์พหุนามของการประมาณค่าในช่วงของลากรานก์ (Lagrange 

interpolating polynomial) และการก้ าหนดให้ ค่ าของระยะ (Spatial domain) และเวลา 
(Temporal domain) ที่บริเวณที่พิจารณามีค่าเป็นศูนย์ เพื่อใช้ในการประมาณค่าของตัวแปรและ
อนุพันธ์ของตัวแปรเทียบกับระยะที่ผิวหน้าเซลล์ และการประมาณค่าอนุพันธ์ของตัวแปรเทียบกับ
เวลาของเซลล์ศูนย์กลาง 
 

3.1.1 แผนแบบ LIP ทางระยะ (Spatial LIP scheme) 
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รูปที่ 0.1 ค่าของตัวแปรตามระยะโดยจุดที่พิจารณาอยู่ที่ผิวของเซลล์ด้านตะวันตก 

 
จากรูปที่ 0.1 ค่าของตัวแปรที่ต้าแหน่งผิวเซลล์ด้านตะวันตก ( w ) สามารถประมาณค่าได้ โดย

ใช้พหุนามของการประมาณค่าในช่วงของลากรานก์ ซึ่งมีค่าเป็น 

 
4

1

w nx i nxwi nx

nx

LXW   



                  (3.1) 

 

 

4

1

w ii

nx

ii nx ii
ii nx

X X
LXW

X X






                  (3.2) 

โดยที่ก้าหนดให้ 0wX   เพื่อความสะดวกในการค้านวณ ดังนั นจะได้ว่า 0w w wX x x   , 

ii i nxwi ii wX x x    และ nx i nxwi nx wX x x    โดยที่ค่า nxwi เป็นค่าปรับต้าแหน่งเซลล์ที่ผิวเซลล์
ด้านตะวันตก และค่า icmin และ icmax เป็นค่าโคออร์ดิเนตในแนวแกน x ที่ต้าแหน่งขอบเขต 
(Boundary) ของโดเมน 

ส้าหรับค่าอนุพันธ์ของตัวแปรเทียบกับค่าระยะในแนวแกน x ที่ต้าแหน่งผิวเซลล์ด้านตะวันตก ( wd

dx

 ) 

สามารถค้านวณได้จาก 

 
4

1

w
nx i nxwi nx

nx

d
DLXW

dx


  



                  (3.3) 

 

 

4

1

w ii

nx

iiw nx ii
ii nx

X Xd
DLXW

dX X X


 
 

  
 

                 (3.4) 

เมื่อ 1nx  จะได้ว่า 

   

   
2 3 4

1

1 2 1 3 1 4

   
      

w w w

w

X X X X X Xd
DLXW

dX X X X X X X
 

   

   

3 2

2 3 4 3 4 2 4 2 3 2 3 4

1

1 2 1 3 1 4

       
      

w w w

w

X X X X X X X X X X X X X X Xd
DLXW

dX X X X X X X
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   

   

2

2 3 4 3 4 2 4 2 3

1

1 2 1 3 1 4

3 2     


  

w wX X X X X X X X X X X
DLXW

X X X X X X
 

เนื่องจาก 0wX  ดังนั นจะได้ว่า 
         

   
3 4 2 4 2 3

1

1 2 1 3 1 4

       


  

X X X X X X
DLXW

X X X X X X
 

จัดรูปสมการใหม่ได้เป็น 

 

 

44

2 2
1

1

1 4

1

2
1

 
 






 
 
 
 
 
 



 



iii

ii iii
ii iii ii

iii

ii

ii
ii

X

DLXW

X X

 

จากหลักการเดียวกันจะได้ว่า 
เมื่อ 2nx  

 

 

44

1 1
2

2

2 4

1

1
2

 
 






 
 
 
 
 
 



 



iii

ii iii
ii iii ii

iii

ii

ii
ii

X

DLXW

X X

 

เมื่อ 3nx  

 

 

44

1 1
3

3

3 4

1

1
3

 
 






 
 
 
 
 
 



 



iii

ii iii
ii iii ii

iii

ii

ii
ii

X

DLXW

X X

 

เมื่อ 4nx  

 

 

44

1 1
4

4

4 4

1

1
4

 
 






 
 
 
 
 
 



 



iii

ii iii
ii iii ii

iii

ii

ii
ii

X

DLXW

X X
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ดังนั นจึงสรุปได้ว่าสมการ (3.4) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของสมการพีชคณิตได้เป็น 

 

 

44

1 1

4

1

iii

ii iii
ii nx iii ii

iii nx

nx

nx ii

ii
ii nx

X

DLXW

X X

 
 






 
 
 
 
 
 



 


                 (3.5) 

เมื่อ iii i nxwi iii wX x x    
ส้าหรับค่าตัวแปรและค่าอนุพันธ์เทียบกับค่าระยะในแนวแกน x ที่ต้าแหน่งผิวเซลล์ด้าน

ตะวันออก และค่าตัวแปรและค่าอนุพันธ์เทียบกับค่าระยะในแนวแกน y ที่ต้าแหน่งผิวเซลล์ด้านใต้
และด้านเหนือ ก็สามารถประมาณค่าโดยใช้หลักการเดียวกัน 

ส้าหรับค่าของตัวแปรที่ต้าแหน่งจุดศูนย์กลางเซลล์ ก็สามารถประมาณค่าได้ดังนี  

 

 

 

4

1

1

1

4

1

if or

if 1 1

nx i nxci nx

nx

nxci

C nx i nxci nx

nx

nx i nxci nx

nx nxci

LXC i icmin i icmax

LXC

icmin i icmax

LXC



 



 





 



  




 




 

  
     
 
 
 









            (3.6) 

โดยที่ nxci เป็นค่าปรับต้าแหน่งเซลล์ที่จุดศูนย์กลางเซลล์ และค่า nxLXC  ค้านวณได้จาก 
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 

 

 

 

 

 

 

4

1

1

1

5

1

1

if or

if 1 1

and

C ii

ii nx ii
ii nx

nxci
C ii

ii nx ii
ii nx

C ii

ii nxci nx iinx
ii nx

C ii

nx i

X X
i icmin i icmax

X X

X X

X X
icmin i icmax

nx nxci
X X

X XLXC

X X

X X









 




 
   

  
 

  
  

         
 

    
     
  











 

 

 

1

1
1

5

1 1
1

if 1 1

and

nxci

ii i
ii nx

C ii

ii nxci nx ii
ii nx

icmin i icmax

nx nxci
X X

X X




 

  
 



















   
  
  
        
 

      
     
  






             (3.7) 

ส้าหรับอนุพันธ์ของตัวแปรเทียบกับระยะในแนวแกน x ที่จุดศูนย์กลางเซลล์ค้านวณได้จาก 

 

 

 

4

1

1

1

4

1

if or

if 1 1

nx i nxci nx

nx

nxci
C

nx i nxci nx

nx

nx i nxci nx

nx nxci

DLXC i icmin i icmax

d
DLXC

dx
icmin i icmax

DLXC








 





 



  




 




 

  
     
 
 
 









            (3.8) 

โดยที่ค่า nxDLXC  มีค่าเป็น 
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 

 

 

 

 

 

4

1

1

1

5

1

if or

if 1 1

and

C ii

iiC nx ii
ii nx

nxci
C ii

ii nx ii
ii nx

C

C ii

ii nxci nx iinx
ii nx

C

X Xd
i icmin i icmax

dX X X

X X

X X
icmin i icmaxd

nx nxcidX
X X

X XDLXC

X

d

dX









 


 
   

  
 

  
  

         
 

    
     
  







 

 

 

 

1

1 1
1

5

1 1
1

if 1 1

and

nxci
C ii

ii nx ii
ii nx

C ii

ii nxci nx ii
ii nx

X

X X
icmin i icmax

nx nxci
X X

X X



 
 

  
 




















   
  

           
 

      
     
  






            (3.9) 

โดยที่ก้าหนดให้ 0CX   เพื่อความสะดวกในการค้านวณ ดังนั นจะได้ว่า 0C C CX x x   , 

ii i nxci ii CX x x   , nx i nxci nx CX x x    แ ล ะ  1 1nx i nxci nx CX x x      ซึ่ ง ส ม ก า ร  (3.9) 
สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของสมการพีชคณิตได้เป็น 
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 

 

 

 

44

1 1

4

1

11

1 1

1

1

if or

iii

ii iii
ii nx iii ii

iii nx

nx ii

ii
ii nx

nxcinxci

iii

ii iii
ii nx iii ii

iii nx

nxci

nx ii

ii
ii nx

nx

X

i icmin i icmax

X X

X

X X

DLXC

 
 








 
 








  
  
  
  

  
    

 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 






 



 

  

 

   

5

1

55

1 1

1 5

1 1

nx ii

ii nxci
ii nx

iii

ii nxci iii nxci
ii nx iii ii

iii nx

nxci

nx ii nx ii

ii ii nxci
ii nx ii nx

X X

X

X X X X

 


   
 





  
 

 
 
 
 
 
 

  
    
   
  

   
 
 

  
  
  
  

 
 

   
      
   
   

    





 

 

 

   
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1 1
1

1

1

1 1

1
1

if 1 1

and

nxcinxci

iii

ii iii
ii nx iii ii

iii nx

nxci

nx ii nx ii

ii ii n
ii nx

icmin i icmax

nx nxci

X

X X X X



 
  

 



 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
   
 
 
 

 



 

   

5

1
1
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1 1

1 5

1 1

1 1
1 1

xci
ii nx

iii

ii nxci iii nxci
ii nx iii ii

iii nx

nxci

nx ii nx ii

ii ii nxci
ii nx ii nx

X

X X X X


 

   
 





 

  
   

 
 
 
 
 
 

  
  
  
 

  
 
 

  
  
  
  

  
  

   
      
   
   

    

 



 

 

if 1 1

and

icmin i icmax

nx nxci









































 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
    



   (3.10) 

เมื่อ iii i nxci iii CX x x     
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โดยค่าปรับต้าแหน่งเซลล์ที่ผิวเซลล์ด้านตะวันตก (nxwi) ค่าปรับต้าแหน่งเซลล์ที่ผิวเซลล์ด้าน
ตะวันออก (nxei) ) ค่าปรับต้าแหน่งเซลล์ที่จุดศูนย์กลางเซลล์ในแนวนอน (nxci) ค่าปรับต้าแหน่ง
เซลล์ที่ผิวเซลล์ด้านใต้ (nysj) ค่าปรับต้าแหน่งเซลล์ที่ผิวเซลล์ด้านเหนือ (nynj) และค่าปรับต้าแหน่ง
เซลล์ที่จุดศูนย์กลางเซลล์ในแนวดิ่ง (nycj) มีค่าแสดงในตารางที่ 0.1 
 
ตารางที่ 0.1 ค่า nxwi, nxei, nxci, nysj, nynj, nycj 

Coordinate  Values 
i icmin

j jcmin




  

1, 1, 1

1, 1, 1

nxwi nxei nxci

nysj nynj nycj

  

  
 

1

1

i icmin

j jcmin

 

 
  

2, 2, 2

2, 2, 2

nxwi nxei nxci

nysj nynj nycj

  

  
 

2 2

2 2

icmin i icmax

jcmin j jcmax

   

   
  

3, 2, 3

3, 2, 3

nxwi nxei nxci

nysj nynj nycj

  

  
 

1

1

i icmax

j jcmax

 

 
  

3, 3, 4

3, 3, 4

nxwi nxei nxci

nysj nynj nycj

  

  
 

i icmax

j jcmax




  

4, 4, 4

4, 4, 4

nxwi nxei nxci

nysj nynj nycj

  

  
 

 

3.1.2 แผนแบบ LIP ทางเวลา (Temporal LIP scheme) 
 

 
รูปที่ 0.2 ค่าของตัวแปรตามเวลาโดยจุดที่พิจารณาอยู่ที่เวลาปัจจุบัน (Present time, 4time t ) 

 
จากรูปที่ 0.2 ค่าอนุพันธ์ของตัวแปรเทียบกับเวลาสามารถประมาณได้จากพหุนามของการ

ประมาณค่าในช่วงของลากรานก์ ซึ่งมีค่าเป็น 

 
4

1

nt nt

nt

d
DLT

dt






                 (3.11) 
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โดยที่ค่า ntDLT  ค้านวณได้จาก 

 

 

4
4

14

m

nt

m nt m
m nt

TT TTd
DLT

dTT TT TT


 
 

  
 

               (3.12) 

สมการ (3.12) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของสมการพีชคณิตได้เป็น 

 

 

44

1 1

4

1

mm

m mm
m nt mm m

mm nt

nt

nt m

m
m nt

TT

DLT

TT TT

 
 






 
 
 
 
 
 



 


               (3.13) 

โดยที่ก้าหนดให้  4 0TT   เพื่อความสะดวกในการค้านวณ ดังนั นจะได้ว่า  4 4 4 0TT t t   , 

4m mTT t t  , 4nt ntTT t t   และ 4mm mmTT t t   
 

3.2 การประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP (WF-LIP extrapolation) 
เทคนิคการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP เป็นการประมาณค่าของตัวแปรของช่วงเวลา

ปัจจุบัน จากค้าตอบของช่วงเวลาที่ผ่านไปแล้ว เพื่อก้าหนดเป็นค่าคาดเดาเริ่มต้นส้าหรับใช้ค้านวณหา
ค้าตอบในช่วงเวลาปัจจุบันด้วยวิธีการท้าซ ้า โดยวิธีการประมาณค่านอกช่วงใช้การประยุกต์วิธีพหุนาม
ของการประมาณค่าในช่วงของลากรานก์และการก้าหนดค่าของเวลาที่ต้องการหาค้าตอบให้มีค่าเป็น
ศูนย์พร้อมกับการค้านวณหาค่าถ่วงน ้าหนัก (Extrapolation weighting factor) โดยการประมาณค่า
นอกช่วงค้านวณได้จาก 

 
3

1

n n

n

EV EWF DEV 


                (3.14) 

ค่า 
nEWF  เป็นค่าถ่วงน ้าหนัก (Weighting factor) และ 

nDEV  เป็นค่าจากการประมาณค่านอก
ช่วงโดยตรง (Direct extrapolation value) จากค้าตอบของช่วงเวลาที่ผ่านมาแล้วจ้านวน n ค่า 
จากรูปที่ 0.3 ค่าถ่วงน ้าหนักค้านวณได้จาก 

n
n

EWF
EWF

SUMEWFN
                 (3.15) 

 
3

1

n

n

SUMEWFN EWFN


                (3.16) 

n
n

WDN
EWFN

SUMWD
                 (3.17) 

 
3

1

1 1

n

n ntd

n ntd

SUMWD WD  

 

 
  

 
                (3.18) 
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 1

1

n

n n ntd

ntd

WDN SUMWD WD  



                (3.19) 

1 4 4 ( 1)n ntd n ntdWD t t                     (3.20) 
 

 
รูปที่ 0.3 แผนผังการประมาณค่านอกช่วงจากค้าตอบของช่วงเวลาที่ผ่านไปแล้ว เพื่อก้าหนดเป็นค่า

เริ่มต้นส้าหรับใช้ค้านวณหาค้าตอบในช่วงเวลาถัดไปด้วยวิธีการท้าซ ้า 
 
ส้าหรับการประมาณค่านอกช่วงโดยตรง ค้านวณได้จาก 

, 3

1

n

n n ntd n ntd

ntd

DEV LTP   



                (3.21) 

เมื่อ 

1,1 1LTP   ส้าหรับ 1n                 (3.22) 

 
 

,

,

1 , ,

n
n ntt

n ntd

ntt n ntd n ntt
ntt ntd

TT
LTP

TT TT






  ส้าหรับ 2 3n              (3.23) 

โดยที่ 
, 3 4n ntt n nttTT t t   , 

, 3 4n ntd n ntdTT t t    
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3.3 แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ส าหรับปัญหาการน าความร้อนในแผ่นวัสดุ
สี่ เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต (Mathematical model for 
conduction in rectangular plates with boundary temperature 
specified problem) 

ปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขตเป็นปัญหา 2 มิติ 
ที่แผ่นวัสดุมีขนาดในแนวแกน x เป็น L และขนาดในแนวแกน y เป็น W โดยก้าหนดให้อุณหภูมิที่
ขอบที่ 0x   มีค่าอุณหภูมิเป็น 0T  และที่ขอบด้านอื่นๆ มีค่าอุณหภูมิเป็น 0 รายละเอียดดังแสดงใน
รูปที่ 0.4  
 

 
รูปที่ 0.4 ปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต 

 
ส้าหรับสมการที่ใช้ในการหาค่าอุณหภูมิที่จุดต่างในแผ่นวัสดุเป็นดังนี  

  0
T

c k T
t




  


               (3.24) 

เมื่อ  , c  และ k  เป็นค่าความหนาแน่น (Density) ค่าควมจคุวามร้อนจ้าเพาะ (Specific heat) 

และค่าสภาพน้าความร้อน (Thermal conductivity)ของแผ่นวัสดุตามลา้ดับ ซึ่ง 
x y

  
   

  

T

เป็นสัญลักษณข์องเดลโอเปอร์เรเตอร์ (Del operator) แล้วท้าการอินทิเกรตสมการ (3.24) จะได้ว่า 

   0
CV CV

T
c d k T d

t


 
    

 
               (3.25) 

ประยุกต์ทฤษฎีไดเวอร์เจนซ์ของเกาส์ (Gauss’s divergence theorem) กับสมการ (3.25) 

   0
CV CS

T
c d k T dA

t


 
   

 
  n              (3.26) 
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เมื่อ n  เป็นเวคเตอร์หนึ่งหน่วย (Unit vector) มีทิศตั งฉากและพุ่งออกจากผิวเซลล์ ส้าหรับปริมาตร
ควบคุม (Control volume, CV) และผิวควบคุม (Control surface, CS) ของเซลล์ของวัสดุที่เป็นรูป
สี่เหลี่ยมผืนผ้าในระบบแกนคาร์ทีเซียนโคออร์ดิเนต (Cartesian coordinate axis) ดังรูปที่ 0.5 
สามารถกระจายสมการ (3.26) ได้เป็น 
 

 
รูปที่ 0.5 เซลล์ของของไหลที่เป็นรูปสี่เหลีย่มผืนผ้าในระบบแกนคาร์ทีเซียนโคร์ออดิเนต 

 

0C C C C C C

e w n s

T T T T T
c dx dy k dy dy dx dx

t x x y y


           
                        

      (3.27) 

ใช้แผนแบบ LIP ประมาณค่าของอนุพันธ์ของตัวแปรที่เทียบกับระยะที่บริเวณผิวเซลล ์ และอนุพันธ์
ของตัวแปรที่เทียบกับเวลาของเซลล์ศูนย์กลางกับสมการ (3.27) จะได้ว่า 
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
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

 


        (3.28) 

จัดรูปสมการ (3.28) จะได้ว่า 
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          (3.29) 

ส้าหรับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary condition) สามารถเขียนเป็นสมการได้ดังนี  
- ที ่ 0x   จะได้ว่า 

0T T                 (3.30a) 
- ที ่ x L  จะได้ว่า 

0T                  (3.30b) 
- ที ่0 x L   และ 0y  จะได้ว่า 

0T                 (3.30c) 
- ที ่0 x L   และ y W จะได้ว่า 

0T                 (3.30d) 
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3.4 แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ส าหรับปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่าง
สี่ เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน  (Mathematical 
model for a lid-driven cavity flow problem) 
 

 
รูปที่ 0.6 ปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน 

 
ปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบนเป็น

ปัญหา 2 มิติ ซึ่งมีลักษณะการไหลแบบอัดตัวไม่ได้ (Incompressible flow) และมีความหนืด 
(Viscous flow) โดยไม่คิดค่าความเร่งโน้มถ่วงของโลก ( 0g  ) มีความเร็วของผนังด้านบนเป็น –U 
และมีขนาดของแต่ละด้านของช่องว่างเป็น b ดังแสดงในรูปที่ 0.6  

สมการที่ใช้ในการหาค้าตอบของปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจาก
การเคลื่อนที่ของผนังด้านบน ได้แก่ สมการความต่อเนื่อง (Continuity equation) และ สมการ
โมเมนตัม (Momentum equation) ในแนวแกน x และแกน y 

0 V                  (3.31) 

  2p
t

 
 

      
 

V
V V V               (3.32) 
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เมื่อ t ,  , p  และ   เป็น เวลา (Time) ค่าความหนาแน่น (Density) ค่าควมดัน (Pressure) และ

ค่าความหนืด (Viscosity) ตามล้าดับ ขณะที่  u v
T

V  คือเวคเตอร์ของความเร็ว (Velocity 
vector) อินทิเกรตสมการ (3.32) 

      2

CV CV CV CV

d d p d d
t

  


        
   
V

V V V           (3.33) 

ประยุกต์ทฤษฎีไดเวอร์เจนซ์ของเกาส์ กับสมการ (3.33) เฉพาะพจน์ของการพา (Convective term) 
และ พจนข์องการแพร่ (Diffusive term) จะได้ว่า 

       
CV CS CV CS

d dA p d dA
t

  


      
   
V

V n V n V           (3.34) 

กระจายสมการ (3.34) จะได้ว่า 
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
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          
                             

         (3.35) 

เมื่ อ  u  , C C

p
S dx dy

x






, และ  v  , C C

p
S dx dy

y






ส้ าหรับสมการโม เมนตัม ใน

แนวแกน x และแกน y ตามล้าดับ ใช้แผนแบบ LIP ประมาณค่าของตัวแปรและอนุพันธ์ของตัวแปรที่
เทียบกับระยะที่บริเวณผิวเซลล์ และอนุพันธ์ของตัวแปรที่เทียบกับเวลาของเซลล์ศูนย์กลางกับสมการ 
(3.35) จะได้ว่า 
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  

  

  

  

4

, ,

1

4

, 4, ,
1

4

, 4, ,
1

4

, 4,
1

4

, 4,
1

nt nt i j C C

nt

nx i Ci nxei i nx j
nx e

nx i Ci nxwi i nx j
nx w

ny j Ci, j nynj j ny
ny n

ny j Ci, j nysj j ny
ny s

DLT dx dy

u LXE dy

u LXW dy

v LYN dx

v LYS dx

 

 

 

 

 



 


 


 


 


 
 
 

 
 
 
  
 
 


 

 
 

 
 
 











  

  

  

  

4

, 4, ,
1

4

, 4, ,
1

4

, 4,
1

4

, 4,
1

nx i Ci nxei i nx j
nx e

nx i Ci nxwi i nx j
nx w

ny j Ci, j nynj j ny
ny n

ny j Ci, j nynj j ny
ny s

DLXE dy

DLXW dy

DLYN dx

DLYS dx

 

 

 

 

 


 


 


 







 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
  
 
  


  
 


  
  
 









S














 


 

             (3.36) 

จัดรูปสมการ (3.36) ได้เป็น 
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 (3.37) 
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ส้าหรับเงื่อนไขขอบเขตของความเร็วของปัญหานี  ซึ่งใช้ในการค้านวณนั นได้แก่ ค่าของความเร็วของ
ของไหลที่บริเวณผิวของผนังช่องว่างมีค่าเป็นศูนย์ ยกเว้นของไหลที่บริเวณผิวของผนังช่องว่างด้านบน
มีความเร็วเท่ากับความเร็วของผนังที่เคลื่อนที่ในแนวราบส่วนความเร็วในทิศตั งฉากกับผนังช่องว่าง
ด้านบนก็มีค่าความเร็วเท่ากับศูนย์ ซึ่งสามารถเขียนเป็นสมการได้ดังนี  

- ที ่ 0x   จะได้ว่า 
0u v                 (3.38a) 

- ที ่ x b  จะได้ว่า 
0u v                 (3.38b) 

- ที ่ 0y   จะได้ว่า 
0u v                 (3.38c) 

- ที ่0 x b  และ y b  จะได้ว่า 
u U  , 0v                (3.38d) 

ส้าหรับการหาค่าความดันของของไหลเลือกใช้ซิมเปิลอัลกอริทึม (Semi-Implicit Method for 
Pressure Linked Equations algorithm, SIMPLE algorithm) สมการ (3.37) สามารถจัดรูปแบบ
สมการใหม่ได้เป็น 

4, ,u i j C C uP C C uNB

p
a u dx dy S dx dy S

x


   


           (3.39a) 

4, ,v i j C C vP C C vNB

p
a v dx dy S dx dy S

y


   


           (3.39b) 

เมื่อ 

 

 

 

 

when
, , ( )

when
, , ( )

when
, , ( )

when
, , ( )

ntmax c c

nx i nx i nx nxei ie

u v nx i nx i nx nxwi iw

ny j ny j ny nynj jn

ny j ny j ny nysj js

DLT dx dy

u LXE dy DLXE dy

a a u LXW dy DLXW dy

v LYN dx DLYN dx

v LYS dx DLYS dx



 

 

 

 









 
 
  
 
    
 
 
 
 
 
   

 

3

, ,

1

uP nt nt i j

nt

S DLT u


 
  
 
  

3

, ,

1

vP nt nt i j

nt

S DLT v


 
 
 
  
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     

     

 

4 4

when
, , ( )4, , 4, ,

1 1

4 4

when
, , ( )4, , 4, ,

1 1

, 4,

nx i nx i nx nxei ii nxei i nx j i nxei i nx j
nx nx e

nx i nx i nx nxwi ii nxwi i nx j i nxwi i nx j
nx nx w

uNB

ny j i, j nynj j

u LXE u dy DLXE u dy

u LXW u dy DLXW u dy

S

v LYN u

 

 



   
 

   
 



 
 

 

 
  
 





 

 

    

     

4 4

when
, ( )4,

1 1

4 4

when
, , ( )4, 4,

1 1

ny j ny nynj jny i, j nynj j ny
ny ny n

ny j ny j ny nysj ji, j nysj j ny i, j nysj j ny
ny ny s

dx DLYN u dx

v LYS u dx DLYS u dx



 

  
 

   
 

 
 
 
 
 
 
 
    
  

  
   
   

 

 

 

     

     

 

4 4

when
, , ( )4, , 4, ,

1 1

4 4

when
, , ( )4, , 4, ,

1 1

, 4,

nx i nx i nx nxei ii nxei i nx j i nxei i nx j
nx nx e

nx i nx i nx nxwi ii nxwi i nx j i nxwi i nx j
nx nx w

vNB

ny j i, j nynj j

u LXE v dy DLXE v dy

u LXW v dy DLXW v dy

S

v LYN v

 

 



   
 

   
 



 
 

 

 
  
 





 

 

    

     

4 4

when
, ( )4,

1 1

4 4

when
, , ( )4, 4,

1 1

ny j ny nynj jny i, j nynj j ny
ny ny n

ny j ny j ny nysj ji, j nysj j ny i, j nysj j ny
ny ny s

dx DLYN v dx

v LYS v dx DLYS v dx



 

  
 

   
 

 
 
 
 
 
 
 
    
  

  
   
   

 

 

 

โดยก้าหนดให้ค่าคาดเดา (Guess value) ของความเร็วมีค่าเป็น 

*

*
* *

,u i j C C uP C C u NB

p
a u dx dy S dx dy S

x


   


           (3.40a) 

*

*
* *

,v i j C C vP C C v NB

p
a v dx dy S dx dy S

y


   


           (3.40b) 

และก้าหนดให้ค่าของค้าตอบ (Correct value: u , v , p ) เท่ากับผลบวกของค่าคาดเดา (Guess 
value: *u , *v , *p ) กับ ค่าแก้ไข (Correction value: u , v , p ) 

*

4, , , ,i j i j i ju u u                (3.41a) 
*

4, , , ,i j i j i jv v v                (3.41b) 
*

, , ,i j i j i jp p p                (3.41c) 
*

, , ,i j i j i jp p p

x x x

  
 

  
              (3.41d) 

*

, , ,i j i j i jp p p

y y y

  
 

  
              (3.41e) 

ลบสมการ (3.39) ด้วยสมการ (3.40) จะได้ว่า 

 *

*
* *

4, , ,u i j u i j C C uNB u NB

p p
a u a u dx dy S S

x x

  
      

  
         (3.42a) 

 *

*
* *

4, , ,v i j v i j C C vNB v NB

p p
a v a v dx dy S S

y y

  
      

  
         (3.42b) 
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แทนค่าจากสมการ (3.41d) และ (3.41e) ลงในสมการ (3.42) จะได้ว่า 

 *

* *

4, , ,u i j u i j C C uNB u NB

p
a u a u dx dy S S

x


    


          (3.43a) 

 *

* *

4, , ,v i j v i j C C vNB v NB

p
a v a v dx dy S S

y


    


          (3.43b) 

เนื่องจาก *

u ua a  และ *

v va a และหากไมค่ิดค่า  *uNB u NB
S S  และ  *vNB v NB

S S  สมการ 
(3.43) จัดรูปใหม่ได้เป็น 

*

4, , ,
C C

i j i j

u

dx dyp
u u

x a


 


             (3.44a) 

*

4, , ,
C C

i j i j

v

dx dyp
v v

y a


 


             (3.44b) 

อินทิเกรตสมการ (3.24) 

  0
CV

d   V                 (3.45) 

ประยุกต์ทฤษฎีไดเวอร์เจนซ์ของเกาส์ กับสมการ (3.45) จะได้ว่า 

  0
CS

dA  n V                 (3.46) 

กระจายสมการ (3.46) ได้เป็น 
0e C w C n C s Cu dy u dy v dx v dx                  (3.47) 

ใช้แผนแบบ LIP ประมาณค่าของความเร็วที่บริเวณผิวเซลล์ของสมการ (3.47) จะได้ว่า 

   

   

4 4

, 4, ( ) , , 4, ( ) ,

1 1

4 4

, 4, , ( ) , 4, , ( )

1 1

0

nx i i nxei i nx j C nx i i nxwi i nx j C

nx nx

ny j i j nynj j ny C ny j i j nysj j ny C

ny ny

LXE u dy LXW u dy

LYN v dx LYS v dx

   

 

   

 

   
   

   

   
    
   



 

            (3.48) 

แทนค่าความเร็ว u  และ v  จากสมการ (3.44a) และ (3.44b) ลงในสมการ (3.48) ดังนั นจะได้ว่า 
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4
*

,

1 ( ) ,

4
*

,

1 ( ) ,

4
*

,

1 , ( )

C C
nx i C

nx u i nxei i nx j

C C
nx i C

nx u i nxwi i nx j

C C
ny j

ny v i j nynj j ny

dx dyp
LXE u dy

x a

dx dyp
LXW u dy

x a

dx dyp
LYN v

y a

  

  

  

   
        

   
         

   
        







4
*

,

1 , ( )

0

C

C C
ny j C

ny v i j nysj j ny

dx

dx dyp
LYS v dx

y a  





   
         





            (3.49) 

ก้าหนดให้ 
( )ipe i nxei i nx   , ( )ipw i nxwi i nx   , 

( )jpn j nynj j ny   , ( )jps j nysj j ny    
ใช้แผนแบบ LIP ประมาณค่าของอนุพันธ์ของความดันของสมการ (3.41) จะได้ว่า 

  

  

( ) 1

, ,4
1*

, , 4
1

, 1,
( )

,

, ,

nxci ipe

nxp ipe ipe nxci ipe nxp j
nxp

nx i ipe j C

nx u

nxp ipe ipe nxci ipe nxp j
nxp nxci ipe

ipe j

nx i ipw j

DLXC p
dx dy

LXE u dy
a

DLXC p

LXW u



 




  


    
    
        
            








  

  

( ) 1

, ,4
1*

4
1

, , 1,
( )

,

,

*

, ,

nxci ipw

nxp ipw ipw nxci ipw nxp j
nxp

C

nx u

nxp ipw j ipw nxci ipw nxp j
nxp nxci ipw

ipw j

nyp j

ny j i jpn

DLXC p
dx dy

dy
a

DLXC p

DLYC

LYN v



 




  


    
    
        
            

 






  

  

( ) 1

,4
1

4
1

, , , , 1
( )

,

, , ,

*

, ,

nycj jpn

pn i jpn nycj jpn nyp
nyp

C

ny v

nyp i jpn i jpn nycj i jpn nyp
nyp nycj jpn

i jpn

nyp i jps i j

ny j i jps

p
dx dy

dx
a

DLYC p

DLYC p

LYS v



 




  


    
    
    
    
            



 






  

  

( ) 1

,4
1

4
1

, , 1
( )

,

0

nycj jps

ps nycj i jps nyp
nyp

C

ny v

nyp jps i jps nycj jps nyp
nyp nycj jps

i jps

dx dy
dx

a
DLYC p



 




  


    
    
    
    
            








  (3.50) 
จัดรูปแบบสมการ (3.50) ใหม่ จะได้ว่า 
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    

    

( ) 1

when
, ,

1*

, , 4

when
, 11,

( )
,

,

nxci ipe

nxp ipe ipe nxci ipe nxp iipe nxci ipe nxp j
nxp

nx i ipe j

u

nxp ipe ipe nxci ipe nxp iipe nxci ipe nxp j
nxp nxci ipe

ipe j

i j

DLXC p
dxdy

LXE u
a

DLXC p

p



   


     


   
  

  
  
    

  

 





    

    

4

1

( ) 1

when
, ,

1*

, , 4

when
, 11,

( )

C

nx

nxci ipw

nxp ipw ipw nxci ipw nxp iipw nxci ipw nxp j
nxp

nx i ipw j

u

nxp ipw ipw nxci ipw nxp iipw nxci ipw nxp j
nxp nxci ipw

dy

DLXC p
dxdy

LXW u
a

DLXC p





   


     



 
 
 
 
 
 

  
  

  
 

  
 







    

    

4

1

,

( ) 1

when
, ,

1*

, , 4

when
, 1, 1

( )

C

nx

ipw j

nycj jpn

nyp jpn jpn nycj jpn nyp ji jpn nycj jpn nyp
nyp

ny j i jpn

nyp jpn jpn nycj jpn nyp ji jpn nycj jpn nyp
nyp nycj jpn

dy

DLYC p

LYN v

DLYC p





   


     


 
 
  
  
  

  
 




 











    

    

4

1

,

( ) 1

when
, ,

1*

, ,

when
, 1, 1

C

ny v

i jpn

nycj jps

nyp jps jps nycj jps nyp ji jps nycj jps nyp
nyp

ny j i jps

nyp jps jps nycj jps nyp ji jps nycj jps nyp
nyp

dxdy
dx

a

DLYC p

LYS v

DLYC p





   


     


  
  
  
  
     

  



 







 

 

4

4
1

( )
,

when
, ( )

, , or

C

ny v

nycj jps
i jps

ipe nxci ipe nxp i nxp nxci ipe
nx i nxp ipe

ipe nxci ipe

dxdy
dx

a

LXE DLXC



   

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                             




 

 

4

1 , ( )1
,

4 when
, ( )

, , or
1 , ( )1

,

C

nxp i nxp nxci ipenx u
ipe j

ipw nxci ipw nxp i nxp nxci ipw
nx i nxp ipw C

ipw nxci ipw nxp i nxp nxci ipwnx u
ipw j

dxdy
dy

a

dxdy
LXW DLXC dy

a

L

  

   

    

   
   

   
   

   
    

   
   







 

 

 

 

4 when
, ( )

, , or
1 , ( )1

,

when
, ( )

, , or

jpn nycj jpn nyp j nyp nycj jpn
ny j nyp jpn C

jpn nycj jpn nyp j nyp nycj jpnny v
i jpn

jps nycj jps nyp j nyp nycj jps
ny j nyp jps

jps nycj jps n

dxdy
YN DLYC dx

a

LYS DLYC

   

    

   

 

   
   

   
   





4

1 , ( )1
,

C

yp j nyp nycj jpsny v
i jps

dxdy
dx

a  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            

     


 (3.51) 

ส้าหรับเงื่อนไขขอบเขตของค่าแก้ไขความดัน (Correction pressure) ของปัญหา ค้านวณได้จาก
สมการ (3.44) โดยแทนค่าเงื่อนไขขอบเขตของความเร็วในทิศตั งฉากกับผิวของผนังช่องว่าง ซึ่งมีค่า
เป็นศูนย์  * *

4, , , 4, , ,0, 0i j i j i j i ju u v v     ดังนั นจะได้ว่า 

0 0 C C

u

dx dyp

x a


 


              (3.52a) 

0 0 C C

v

dx dyp

y a


 


              (3.52b) 

เนื่องจาก 0C C

u

dx dy

a
  และ 0C C

v

dx dy

a
  ดังนั นจากสมการ (3.52a) และ (3.52b) จะได้ว่าค่า

อนุพันธ์ของค่าแก้ไขความดันในทิศตั งฉากกับผิวของผนังช่องว่างมีค่าเป็นศูนย ์

0
p

x





              (3.53a) 

0
p

y





              (3.53b) 
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น้าแผนแบบ LIP มาประมาณค่าอนุพันธ์ของค่าแก้ไขความดันในสมการ (3.53a) และ (3.53b) จะได้
ว่าค่าแก้ไขความดันในทิศตั งฉากกับผิวของผนังช่องว่างมีค่าเป็น 

- ที ่ 0x   และ 0y  จะได้ว่า 

,
2

x y

icmin jcmin

p p
p

 
                (3.54a) 

     
 

4

, ,
2

1,

nx icmin icmin nxci icmin nx jcmin
nx

x

icmin

DLXC p

p
DLXC

 




 


 

  
4

, ,
2

1,

ny jcmin icmin jcmin nycj jcmin ny
ny

y

jcmin

DLYC p

p
DLYC

 




 


 

- ที ่ x b  และ 0y  จะได้ว่า 

,
2

x y

icmax jcmin

p p
p

 
                (3.54b) 

  
3

, ,
1

4,

nx icmax icmax nxci icmax nx jcmin
nx

x

icmax

DLXC p

p
DLXC

 




 


 

  
4

, ,
2

1,

ny jcmin icmin jcmin nycj jcmin ny
ny

y

jcnim

DLYC p

p
DLYC

 




 


 

- ที ่ 0x   และ y b จะได้ว่า 

,
2

x y

icmin jcmin

p p
p

 
                (3.54c) 

  
4

, ,
2

1,

nx icmin icmin nxci icmin nx jcmin
nx

x

icmin

DLXC p

p
DLXC

 




 


 

  
3

, ,
1

4,

ny jcmax icmin jcmax nycj jcmax ny
ny

y

jcmax

DLYC p

p
DLYC

 




 


 

- ที ่ x b  และ y b จะได้ว่า 

,
2

x y

icmax jcmin

p p
p

 
                (3.54d) 

  
3

, ,
1

4,

nx icmax icmax nxci icmax nx jcmax
nx

x

icmax

DLXC p

p
DLXC

 




 

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  
3

, ,
1

4,

ny jcmax icmax jcmax nycj jcmax ny
ny

y

jcmax

DLYC p

p
DLYC

 




 


 

- ที ่ 0x   และ 0 y b  จะได้ว่า 

  
4

, ,
2

,

1,

nx icmin icmin nxci icmin nx j
nx

icmin j

icmin

DLXC p

p
DLXC

 




 


          (3.54e) 

- ที ่ x b  และ 0 y b  จะได้ว่า 

  
3

, ,
1

,

4,

nx icmax icmax nxci icmax nx j
nx

icmax j

icmax

DLXC p

p
DLXC

 




 


          (3.54f) 

- ที ่0 x b   และ 0y  จะได้ว่า 

  
4

, ,
2

,

1,

ny jcmin i jcmin nycj jcmin ny
ny

i jcmin

jcmin

DLYC p

p
DLYC

 




 


          (3.54g) 

- ที ่0 x b   และ y b จะได้ว่า 

  
3

, ,
1

,

4,

ny jcmax i jcmax nycj jcmax ny
ny

i jcmin

jcmax

DLYC p

p
DLYC

 




 


          (3.54h) 

ขณะที่ค่าคาดเดาของความเร็ว (Guess velocity) ในแนวแกน x  *

,i ju และ y  *

,i jv ถูกค้านวณได้
โดยประยุกต์สมการ (3.37) ซึ่งจะได้ว่า 

     
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i j
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v LYN dx DLYN dx
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nx i C nx i C nx nxwi iw

ny j C ny j C ny nynj jn
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DLT dx dy
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     (3.55) 
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เมื่อ * *

, ,i j i ju   และ * *

, ,i j i jv   เป็นค่าคาดเดาของความเร็วในแนวแกน x และ y ตามล้าดับ ส้าหรับ
เงื่อนไขของขอบเขตของค่าคาดเดาของความเร็วมีค่าตามสมการ (3.38) 
 

3.5 แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ส าหรับปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่าง
สี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติ  (Mathematical 
model of natural convection in a square cavity problem) 

ปัญหาการไหลของของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบ
ธรรมชาติเป็นปัญหา 2 มิติ เนื่องจากการไหลของอากาศในช่องว่างมีควาเร็วต่้ามาก ดังนั นจึงสามารถ
สมมุติให้การไหลเป็นแบบอัดตัวไม่ได้ (Incompressible flow) และมีความหนืด (Viscous flow) 
โดยก้าหนดให้ของไหลในช่องว่างเป็นอากาศ ซึ่งค่าของความหนาแน่นของอากาศถูกสมมติให้มีค่าคงที่ 
ยกเว้นค่าของความหนาแน่นของอากาศในพจน์ของแรงเนื่องจากความโน้มถ่วง (Body force) ซึ่งเป็น
สาเหตุให้เกิดแรงลอยตัว (Buoyancy force) ของอากาศ แล้วท้าให้เกิดการไหลวนของอากาศใน
ช่องว่าง โดยค่าความหนาแน่นของอากาศในพจน์ของแรงเนื่องจากความโน้มถ่วงเป็นฟังก์ชั่นของ
อุณหภูมิของอากาศที่จุดต่างๆ โดยที่ช่องว่างมีความกว้างเป็น b ดังแสดงในรูปที่ 0.7 

สมการที่ใช้ในการหาค้าตอบของปัญหาการไหลของของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัส
เนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติ ได้แก่ สมการพลังงาน (Energy equation) สมการความ
ต่อเนื่อง (Continuity equation) และ สมการโมเมนตัม (Momentum equation) ในแนวแกน x 
และแกน y 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

48 

 
รูปที่ 0.7 ปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติ 
 

  2

p

T
c T k T

t


 
    

 
V               (3.56) 

0 V                  (3.57) 

  2

BFp S
t

 
 

       
 

V
V V V              (3.58) 

เมื่อ 
pc เป็นค่าความจุความร้อนจ้าเพาะที่ความดันคงที่  (Specific heat at constant pressure) 

ขณะที่ 0BFS   และ 
,BF i jS g    คือพจน์ของแรงเนื่องจากความเร่งโน้มถ่วง (Body force 

term) ในสมการโมเมนตัมในแนวแกน x และ y ตามล้าดับ โดยที่ค่าความหนาแน่นของอากาศในพจน์
ของแรงเนื่องจากความเร่งโน้มถ่วงในแนวแกน y ค้านวณได้จากสมการการประมาณค่าของบัวส์สิ
เน็ส์ค (Boussinesq approximation) ซึ่งมีรูปสมการดังนี  

  , 0 01i j T T                    (3.59) 
โดยที่ค่า 0 , และ 0T  เป็นค่าความหนาแน่นและอุณหภูมิของอากาศที่จุดอ้างอิง และ   เป็นค่า 
สัมประสิทธิ์ของการขยายตัวทางความร้อนของปริมาตร (Volumetric thermal expansion 
coefficient) ส้าหรับอุณหภูมิของอากาศที่จุดอ้างอิงมีค่าเป็น 

0
2

hot coldT T
T


                 (3.60) 

ขณะที่ค่าสัมประสิทธิ์ของการขยายตัวทางความร้อนของปริมาตรค้านวณได้จาก 
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0

1

T
                   (3.61) 

ส้าหรับค่า 0  ซึ่งเป็นฟังก์ชันของ 0T  ค้านวณจากวิธีการถดถอย (Regression) จากข้อมูลของ The 
National Institute of Standards and Technology (NIST) Standard Reference Database 
23, Version 9.0 

 
6

1

0 0

1

n

n

n

a T 



                 (3.62) 

เมื่อ na  เป็นค่าสัมประสิทธิ์ของสมการ โดยที่ค่าสัมประสิทธิ์ของการตัดสินใจ (Determination 
coefficient, R2) ของสมการ (3.62) มีค่ามากกว่า 0.99 

ส้าหรับการค้านวณหาค่าอุณหภูมิ ค่าคาดเดาของความเร็ว และค่าแก้ไขความดัน ท้าได้โดยใช้
หลักการเดียวกันกับแบบจ้าลองทางศณิตศาสตร์ส้าหรับปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างจัตุรัส
เนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน หัวข้อ 3.3 ซึ่งจะได้ว่า ค่าอุณหภูมิของอากาศถูกค้านวณได้จาก 

     

     

3

, ,

1

4 4

when
, , ( )4, , 4, ,

1 1

4 4

, ,4, , 4, ,
1 1

4, ,

p nt nt i j C C

nt

p nx i C nx i C nx nxei ii nxei i nx j i nxei i nx j
nx nx e

p nx i C nx ii nxwi i nx j i nxwi i nx j
nx nx

i j

c DLT T dx dy

c u LXE T dy k DLXE T dy

c u LXW T dy k DLXW T d

T









   
 

   
 

 
 
 

 
 

 

 







 

 

     

     

when
( )

4 4

when
, , ( )4, 4,

1 1

4 4

when
, ,4, 4,

1 1

C nx nxwi i

w

p ny j C ny i C ny nynj ji, j nynj j ny i, j nynj j ny
ny ny n

p ny j C ny i C ny nyi, j nysj j ny i, j nysj j ny
ny ny s

y

c v LYN T dx k DLYN T dx

c v LYS T dx k DLYS T dx







   
 

   
 

 
 
 

 
  
 

 
  
 

 

 

 

 

 

( )

4

when
, , ( )

when
, , ( )

when
, ,

sj j

p C C

p nx i C nx i C nx nxei ie

p nx i C nx i C nx nxwi iw

p ny j C ny j C nn

c DLT dx dy

c u LXE dy k DLXE dy

c u LXW dy k DLXW dy

c v LYN dx k DLYN dx













 
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

 

 

 

 

( )

when
, , ( )

y nynj j

p ny j C ny j C ny nysj js
c v LYS dx k DLYS dx





 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

          (3.63) 

ส้าหรับเงื่อนไขขอบเขตของอุณหภูมิ ได้แก่ อุณหภูมิที่ผนังด้านข้างเป็นค่าคงที่เป็น Thot และ Tcold 

โดยผนังด้านล่างและด้านบนเป็นฉนวน ( 0
T

y





) ซึ่งสามารถเขียนเป็นสมการได้ดังนี  

- ที ่ 0x   จะได้ว่า 

hotT T                (3.64a) 
- ที ่ x b  จะได้ว่า 

coldT T                (3.64b) 
- ที ่0 x b   และ 0y  จะได้ว่า 
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  
4

, ,
2

,

1,

ny jcmin i jcmin nycj jcmin ny
ny

i jcmin

jcmin

DLYC T

T
DLYC

 







            (3.64c) 

- ที ่0 x b   และ y b จะได้ว่า 

  
3

, ,
1

,

4,

ny jcmax i jcmax nycj jcmax ny
ny

i jcmin

jcmax

DLYC T

T
DLYC

 







            (3.64d) 

ขณะที่ค่าคาดเดาของความเร็วในแนวแกน x และ y ถูกค้านวณได้จาก 

     

     

3

, ,

1

4 4
* * when

, , ( ), ,
1 1

4 4
* *

, ,, ,
1 1

*

,

nt nt i j C C

nt

nx i C nx i C nx nxei ii nxei i nx j i nxei i nx j
nx nx e

nx i C nx i Ci nxwi i nx j i nxwi i nx j
nx nx

i j

S DLT dx dy

u LXE dy DLXE dy

u LXW dy DLXW dy

  

   

   





   
 

   
 

 
   

 

 
 

 

 
  
 







 

 

     

     

when
( )

4 4
* * when

, , ( )
1 1

4 4
* * when

, , ( )
1 1

nx nxwi i

w

ny j C ny j C ny nynj ji, j nynj j ny i, j nynj j ny
ny ny n

ny j C ny j C ny nysj ji, j nysj j ny i, j nysj j ny
ny ny s

v LYN dx DLYN dx

v LYS dx DLYS dx

   

   



   
 

   
 









   
 

 
  
 

 

 

 

 

 

4

when
, , ( )

when
, , ( )

when
, , ( )

,

C C

nx i C nx i C nx nxei ie

nx i C nx i C nx nxwi iw

ny j C ny j C ny nynj jn

ny j C

DLT dx dy

u LXE dy DLXE dy

u LXW dy DLXW dy

v LYN dx DLYN dx

v LYS dx



 

 

 

 







 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  

  
 

 

 

 

   when
, ( )ny j C ny nysj js

DLYS dx


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     (3.65) 

เมื่ อ  
C C

p
S dx dy

x


 
  

 
 และ  

,i j C C

p
S g dx dy

y
 

 
  

 
เป็ น ค่ า ใน แน วแกน  x และ  y 

ตามล้าดับ ส้าหรับเง่ือนไขของขอบเขตของค่าคาดเดาของความเร็วมีค่าดังนี  
- ที ่ 0x   จะได้ว่า 

0u v                 (3.66a) 
- ที ่ x b  จะได้ว่า 

0u v                 (3.66b) 
- ที ่ 0y   จะได้ว่า 

0u v                 (3.66c) 
- ที ่ y b  จะได้ว่า 

0u v                 (3.66d) 
ส้าหรับค่าแก้ไขความดันสามารถค้านวณได้จากสมการ (3.51) และค่าเงื่อนไขขอบเขตของค่า

แก้ไขความดันสามารถค้านวณได้จากสมการ (3.54) 
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3.6 แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ส าหรับปัญหาการไหลของอากาศเนื่องจาก
การพาความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีอัตราส่วนของ
ความสู งต่ อความกว้างมี ค่ ามาก (Mathematical model of natural 
convection in a tall cavity problem) 

ปัญหาการไหลของอากาศเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่
มีอัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่ามากเป็นปัญหาที่มีแบบจ้าลองทางคณิตศาสตร์เหมือนกับ
ปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติ แต่
ต่างกันที่ โดเมนของปัญหา โดยก้าหนดให้ b เป็นความกว้างและ h เป็นความสูงของช่องว่าง
สี่เหลี่ยมผืนผ้าดังแสดงในรูปที่ 0.8 ส้าหรับค่าอัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่าเป็น AR 

(Aspect Ratio), h
AR

b
  โดยการค้านวณต้องใช้แผนแบบที่มีความแม่นย้าล้าดับสามขึ นไป 

 

 
รูปที่ 0.8 ปัญหาการไหลของอากาศเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้า
ที่มีอัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่ามาก 
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3.7 การหาต าแหน่งของเม็สช์แบบไม่สม่ าเสมอบนแกนคาร์ทีเซียนโคร์ออดิเนต 
(Location determination of non-uniform mesh on Cartesian 
coordinate axis) 

งานวิจัยนี ใช้ระบบแกนแบบคาร์ทีเซียนโคร์ออดิเนต และเป็นเม็สช์แบบไม่สม่้าเสมอ คือ
ระยะห่างของเม็สช์บริเวณใกล้ผนังของช่องว่างมีค่าน้อย ซึ่งเรียกว่าเม็สช์ละเอียด (Fine mesh) 
ขณะที่ระยะห่างของเม็สช์บริเวณพื นที่ส่วนกลางของช่องว่างมีค่ามาก ซึ่งเรียกว่าเม็สช์หยาบ (Coarse 
mesh) เนื่องจากอัตราการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิ (Temperature gradient) และอัตราการ
เปลี่ยนแปลงของความเร็ว (Velocity gradient) ที่บริเวณใกล้ผนังของช่องว่างมีค่าสูงกว่าบริเวณพื นที่
ส่วนกลางของช่องว่าง ซึ่งการค้านวณหาต้าแหน่งของเม็สช์กระท้าได้ โดยก้าหนดให้เม็สช์เริ่มต้นด้าน
ซ้ายมือในแนวแกน x มีค่าเป็น IGMIN และเม็สช์สุดท้ายด้านขวามือเป็น IGMAX ระยะความยาว
ทั งหมดในแนวแกน x เป็น XX และอัตราส่วนของระยะระหว่างเม็สช์หยาบต่อระยะระหว่างเม็สช์
ละเอียดเป็น RX ดังนั นจ้านวนเม็สช์ทั งหมดในแนวแกน x มีค่าเป็น 

1NN IGMAX IGMIN                  (3.67) 
โดยการค้านวณหาต้าแหน่งของเม็สช์ท้าได้ 2 กรณีดังนี  
 

3.6.1 กรณีค่า NN เป็นเลขคู ่

ก้าหนดให้ N เป็นจ้านวนเม็สช์ทั งหมดในระยะ 
2

XX  ดังแสดงในรูปที่ 0.9 ซึ่งจะได้ว่า 

2

NN
N                   (3.68) 
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รูปที่ 0.9 การหาต้าแหน่งเม็สช์ กรณี NN เป็นเลขคู ่

 

ระยะ 
2

XX  ค้านวณได้จาก 
1

2

2 2

N
NXX dxMIN RX

dxMIN dxMIN RX dxMIN RX


 
                (3.69) 

คูณสมการ (3.69) ด้วย RX 

2 1

2 2

N
NXX dxMIN RX

RX dxMIN RX dxMIN RX dxMIN RX  
              (3.70) 

ลบสมการ (3.70) ด้วยสมการ (3.69) จะได้ว่า 
1

2 2 2 2

N NXX XX dxMIN RX dxMIN RX
RX dxMIN

 
                (3.71) 

จัดสมการ (3.71) ใหม่ได้เป็น 
 

1

1

2
1

2 2

N N

RXXX
dxMIN

RX RX 

 
  

  
  

 

             (3.72) 

 

3.6.2 กรณีค่า NN เป็นเลขคี ่

ก้าหนดให้ N เป็นจ้านวนเม็สช์ทั งหมดในระยะ 
2

XX  ดังแสดงในรูปที่ 0.10 ซึ่งจะได้ว่า 

1
2

NN
N                    (3.73) 
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รูปที่ 0.10 การหาต้าแหน่งเม็สช์ กรณ ีNN เป็นเลขคี ่

 

ระยะ 
2

XX  ค้านวณได้จาก 

2

2

NXX
dxMIN dxMIN RX dxMIN RX                   (3.74) 

คูณสมการ (3.74) ด้วย RX 
2 1

2

NXX
RX dxMIN RX dxMIN RX dxMIN RX                   (3.75) 

ลบสมการ (3.75) ด้วยสมการ (3.74) จะได้ว่า 
1

2 2

NXX XX
RX dxMIN RX dxMIN                  (3.76) 

จัดสมการ (3.76) ใหม่ได้เป็น 
 

 1

1

2 1N

RXXX
dxMIN

RX 

 
  

 
               (3.77) 

ดังนั นต้าแหน่งของเม็สช์จาก 0x   ถึง 
2

XX
x  มีค่าดังนี  

0igminxg                 (3.78a) 

1 0igminxg dxMIN                 (3.78b) 

 1 1 2i i i ixg xg xg xg RX                  (3.78c) 

และต้าแหน่งของเม็สช์จาก 
2

XX
x   ถึง x XX มีค่าดังนี  

igmaxxg XX                (3.78d) 

1igmaxxg XX dxMIN                (3.78e) 

 1 2 1i i i ixg xg xg xg RX                  (3.78f) 
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ส้าหรับต้าแหน่งเม็สช์ในแนวแกน y ใช้หลักการค้านวณเดียวกัน ซึ่งมีค่าดังนี  

ต้าแหน่งของเม็สช์จาก 0y   ถึง 
2

YY
y  มีค่าดังนี  

0jgminyg                 (3.79a) 

1 0jgminyg dyMIN                 (3.79b) 

 1 1 2j j j jyg yg yg yg RY                  (3.79c) 

และต้าแหน่งของเม็สช์จาก 
2

YY
y   ถึง y YY มีค่าดังนี  

jgmaxyg YY                (3.79d) 

1jgmaxyg YY dyMIN                (3.79e) 

 1 2 1j j j jyg yg yg yg RY                  (3.79f) 
ส้าหรับต้าแหน่งของจุดศูนย์กลางเซลล์ในแนวแกน x มีค่าดังนี  

icmin igminxc xg               (3.80a) 

icmax igmaxxc xg               (3.80b) 
 1

2

i i

i

xg xg
xc


               (3.80c) 

และต้าแหน่งของจุดศูนย์กลางเซลล์ในแนวแกน y มีค่าดังนี  

jcmin jgminyc yg               (3.81a) 

jcmax jgmaxyc yg               (3.81b) 

 1

2

j j

j

yg yg
yc


               (3.81c) 

รูปที่ 3.11 แสดงตัวอย่างการตีเม็สช์บนโดเมนสี่เหลี่ยมจัตุรัส ที่มีค่า 40 40NN    และค่า 

1.05RX RY   
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

56 

 

รูปที่ 0.11 ตัวอย่างการตเีม็สชบ์นโดเมนสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
 
 

3.8 ค่าระดับความแม่นย าทางระยะและทางเวลาของแผนแบบ LIP (Spatial 
and temporal order accuracy of the LIP scheme) 

การหาค่าระดับความแม่นย้าทางระยะของแผนแบบ LIP สามารถหาได้โดยการใช้อนุกรมของ
เทเลอร์ (Taylor series expansion) จากรูปที่ 3.12 ค่า 2i  , 1i  , i  และ 1i   เป็นค่าตัวแปรที่
ต้าแหน่งต่างๆ ซึ่งสามารถหาค่าโดยประมาณได้จากการใช้อนุกรมของเทเลอร์ประมาณค่าจากค่าของ 

w  ซึ่งเป็นค่าตัวแปรที่ผิวหน้าเซลล์ด้านตะวันตก (Western cell face) ค่า X  เป็นค่าระยะห่าง
ระหว่างกริด 1ix   และ ix  และค่า R  เป็นค่าอัตราส่วนของระยะห่างระหว่างกริดหยาบต่อระยะห่าง
ระหว่างกริดละเอียด 
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รูปที่ 0.12 ระยะห่างระหว่างกริด 
 
ค่าโดยประมาณของค่า 2i   มีค่าเป็น 

2 3

2 3

2 2 3

4

4

4

2 2

2 2! 3!

2

4!

w w w
i w

w

X X X X

X X R R

R x x x

X X

R

x

  
 





   
                

   

 
    



          (3.82) 

ค่าโดยประมาณของค่า 1i   มีค่าเป็น 
2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

2 2 2

2 2! 3! 4!

w w w w
i w

X X X

X

x x x x

   
 

     
                     

    
          (3.83) 

ค่าโดยประมาณของค่า i  มีค่าเป็น 
2 3 4

2 3 4

2 3 4

2 2 2

2 2! 3! 4!

w w w w
i w

X X X

X

x x x x

   
 

     
                     

    
          (3.84) 

ค่าโดยประมาณของค่า 1i   มีค่าเป็น 
2 3

2 3

1 2 3

4

4

4

2 2

2 2! 3!

2

4!

w w w
i w

w

X X
RX RX

X
RX

x x x

X
RX

x

  
 





   
                

   

 
    



          (3.85) 
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คูณสมการ (3.82), (3.83), (3.84) และ (3.85) ด้วย  

  

3

2

1 2

8 1 1

R R

R R R

 

  
,   

 

2 1 2

8 1

R R

R

 


,

  

 

2 1 2

8 1

R R

R R

 


 และ  

  2

2

8 1 1

R

R R R R

 

  
 ตามล้าดบั แล้วบวกทั งสี่สมการเข้าด้วยกันและจัด

รูปสมการใหม่ได้เป็น 
 

  
  

 

  

 

 

  
 

3

2 12

5

12

1 2 2 1 2 2 1 2

8 1 8 18 1 1

2

8 1 1

w i i i

i

R R R R R R

R R RR R R

R
E x

R R R R

   



 



     
  

   

 
  

  

         (3.86) 

เมื่อ  5E x  คือค่าความคาดเคลื่อนจากเศษเหลือ (Truncation error) ที่ระดับความแม่นย้าระดับ 5 
ส้าหรับค่า w  หากใช้การประมาณค่าด้วยวิธีพหุนามของการประมาณค่าในช่วงของลากรานก์ 
(Lagrange interpolation polynomial) จะได้ว่า 

   

   

   

   

   

   

   

   

1 1

2

2 1 2 2 1

2 1

1

1 2 1 1 1

2 1 1

2 1 1

2 1

1

1 2 1 1 1

w i w i w i

w i

i i i i i i

w i w i w i

i

i i i i i i

w i w i w i

i

i i i i i i

w i w i w i

i

i i i i i i

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

 







 



    

 



    

  

  

 



    

  


  

  


  

  


  

  


  

             (3.87) 

หากก้าหนดให้ที่ต้าแหน่ง wx  มีค่าเป็นศูนย์  0wx   ดังนั นที่ต้าแหน่ง 2ix  , 1ix  , ix  และ 1ix   มี

ค่าเป็น 
2

X X

R

 
  
 

,
2

X
 ,

2

X  และ 
2

X
RX

 
 

 
 ตามล้าดับ แทนค่า 2ix  , 1ix  , ix  และ 1ix   

ลงในสมการ (3.87) จะได้ว่า 
 

  
  

 

  

 

 

  

3

2 12

12

1 2 2 1 2 2 1 2

8 1 8 18 1 1

2

8 1 1

w i i i

i

R R R R R R

R R RR R R

R

R R R R

   



 



     
  

   

 


  

         (3.88) 

 ค่าความคาดเคลื่อนของการประมาณค่าทางระยะด้วยวิธีพหุนามของการประมาณค่าในช่วง
ของลากรานกส์ามารถค้านวณได้จาก 

   LIP w wTaylor LIP
ERROR                  (3.89) 
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แทนค่า  w Taylor
  และ  w LIP

  จากสมการ (3.86) และ (3.88) ตามล้าดับ ลงในสมการ (3.89) จะ

ได้ว่า 

 5

LIPERROR E x                 (3.90) 
จากสมการ (3.90) จะได้ว่าค่าความคาดเคลื่อนของการประมาณค่าด้วยวิธีพหุนามของการประมาณ
ค่าในช่วงของลากรานก์มีค่าเป็นค่าความคาดเคลื่อนจากเศษเหลือของอนุกรมของเทเลอร์ ที่ระดับ
ความแม่นย้าระดับ 5 ขึ นไป ดังนั นจึงได้ว่าค่าระดับความแม่นย้าทางระยะของแผนแบบ LIP ซึ่งใช้วิธี
พหุนามของการประมาณค่าในช่วงของลากรานก์ในการประมาณค่าของตัวแปรมีค่าเป็นระดับ 4 (4th 
order scheme) ซึ่งนับว่าเป็นแผนที่มีความแม่นย้าสูง (Order > 2) 

การหาค่าระดับความแม่นย้าทางทางเวลาของแผนแบบ LIP สามารถหาได้โดยการใช้อนุกรม
ของเทเลอร์เช่นกัน จากรูปที่ 3.13 ค่า, 1 , 2  และ 3  เป็นค่าตัวแปรที่เวลาต่างๆ ซึ่งสามารถหาค่า
โดยประมาณได้จากการใช้อนุกรมของเทเลอร์ประมาณค่าจากค่าของ 4  ซึ่งเป็นค่าตัวแปรที่เวลา
ปัจจุบัน ค่า TT  เป็นค่าระยะห่างระหว่างช่วงเวลาต่างๆ โดยที่ค่าโดยประมาณของค่า 1  มีค่าเป็น 

 
   

2 32 3

4 4 4
1 4 2 3

3 3
3

2! 3!

TT TT
TT

t t t

  
 

  
    

  
           (3.91) 

ค่าโดยประมาณของค่า 2  มีค่าเป็น 

 
   

2 32 3

4 4 4
2 4 2 3

2 2
2

2! 3!

TT TT
TT

t t t

  
 

  
    

  
           (3.92) 

ค่าโดยประมาณของค่า 3  มีค่าเป็น 

 
   

2 32 3

4 4 4
3 4 2 32! 3!

TT TT
TT

t t t

  
 

  
    

  
            (3.93) 

 

 

รูปที่ 0.13 ระยะห่างระหว่างช่วงเวลา 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

60 

คูณสมการ (3.91), (3.91) และ (3.93) ด้วย 1

3
 , 3

2
 และ 3  ตามล้าดับ แล้วบวกทั งสามสมการเข้า

ด้วยกันและจัดรูปสมการใหม่ได้เป็น 

 44
1 2 3 4

1 3 11
3

3 2 6

d
E t

dt


                      (3.94) 

ส้าหรับค่าอนุพันธ์ของตัวแปรในช่วงเวลาย่อยปัจจุบันเทียบกับเวลา 4d

dt

 
 
 

 หากใช้การประมาณค่า

ด้วยวิธีพหุนามของการประมาณค่าในช่วงของลากรานก ์จะได้ว่า 
   

   

   

   

   

   

   

   

2 3 4 1 3 4

1 2

1 2 1 3 1 4 2 1 2 3 2 44

1 2 4 1 2 3

3 4

3 1 3 2 3 4 4 1 4 2 4 3

t t t t t t t t t t t t

t t t t t t t t t t t td d

dt dt t t t t t t t t t t t t

t t t t t t t t t t t t

 


 

      
 

      
       

  
       

 

   

   

   

   

   

   

   

   

2 3 4 2 3 2 4 3 44
1

1 2 1 3 1 4

1 3 4 1 3 1 4 3 4

2

2 1 2 3 2 4

1 2 4 1 2 1 4 2 4

3

3 1 3 2 3 4

1 2 3 1 2 1 3 2 3

4

4 1 4 2 4 3

3 2 2 2

3 2 2 2

3 2 2 2

3 2 2 2

t t t t t t t t t t td

dt t t t t t t

t t t t t t t t t t t

t t t t t t

t t t t t t t t t t t

t t t t t t

t t t t t t t t t t t

t t t t t t










     


  

     


  

     


  

     


  

            (3.95) 

หากก้าหนดให้ที่เวลาปัจจุบัน 4t t  มีค่าเป็นศูนย์  4 0t   ดังนั นที่เวลา 1t , 2t  และ 3t  มีค่าเป็น 
3TT , 2TT  และ TT  ตามล้าดับ แทนค่า 1t , 2t  และ 3t  ลงในสมการ (3.95) จะได้ว่า 

4
1 2 3 4

1 3 11
3

3 2 6

d

dt


                      (3.96) 

 ค่าความคาดเคลื่อนของการประมาณค่าอนุพันธ์ทางเวลาด้วยวิธีพหุนามของการประมาณค่า
ในช่วงของลากรานกส์ามารถค้านวณได้จาก 

   4 4LIP Taylor LIP
ERROR                  (3.97) 

แทนค่า  4 Taylor
  และ  4 LIP

  จากสมการ (3.86) และ (3.88) ตามล้าดับ ลงในสมการ (3.97) จะ

ได้ว่า 

 4

LIPERROR E t                 (3.98) 
จากสมการ (3.98) จะได้ว่าค่าความคาดเคลื่อนของการประมาณค่าอนุพันธ์ทางเวลาด้วยวิธีพหุนาม
ของการประมาณค่าในช่วงของลากรานก์มีค่าเป็นค่าความคาดเคลื่อนจากเศษเหลือของอนุกรมของเท
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เลอร์ ที่ระดับความแม่นย้าระดับ 4 ขึ นไป ดังนั นจึงได้ว่าค่าระดับความแม่นย้าทางเวลาของแผนแบบ 
LIP ซึ่งใช้วิธีพหุนามของการประมาณค่าในช่วงของลากรานก์ในการประมาณค่าของอนุพันธ์ของตัว
แปรมีค่าเป็นระดับ 3 (3rd order scheme) ซึ่งนับว่าเป็นแผนที่มีความแม่นย้าสูง (Order > 2) 
เช่นกัน 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
งานวิจัยนี ได้พัฒนาโปรมแกรมขึ น เองจากภาษาฟอร์แทรน (Fortran programming 

language) เพื่อใช้หาค้าตอบของปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของ
ขอบเขต ปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน 
และปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้าเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติ โดย
ใชแ้ผนแบบ LIP ร่วมกับเทคนิคการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP ในการค้านวณ  

ส้าหรับค้าตอบของปัญหาที่ต้องการเป็นค้าตอบที่สภาวะคงตัว (Steady state) แต่ในทาง
ปฏิบัติการหาค้าตอบที่สภาวะคงตัวโดยตรงท้าได้ยาก ดังนั นโดยทั่วไปนักวิจัยมักใช้การหาค้าตอบแบบ
เปลี่ยนแปลงตามเวลา (Transient condition) แล้วใช้ค้าตอบที่ลู่เข้าสู่สภาวะคงตัวเป็นค้าตอบที่
ต้องการ โดยงานวิจัยนี ได้ใช้หลักการนี ในการพัฒนาโปรแกรมเช่นกัน ซึ่งการหาค้าตอบของระบบ
สมการจากแบบจ้าลองทางคณิตศาสตร์ในบทที่ 3 ด้วยวิธีการท้าซ ้าของเกาส์-ไซเดล (Gauss-Seidel 
iterative method) ส้าหรับเงื่อนไขในการลู่เข้าของโปรแกรมในแต่ละช่วงเวลา และการลู่เข้าสู่
สภาวะคงตัว ใช้ค่าความแตกต่างของค้าตอบของตัวแปรรอบปัจจุบันกับรอบก่อนหรือในช่วงเวลาย่อย
ที่ผ่านมาแล้วหารด้วยผลบวกของค่าตัวแปรกับค่าความผิดพลาดที่ยอมรับได้ โดยค่าที่ได้ต้องมีค่าน้อย
กว่าหรือเท่ากับค่าความผิดผลาดที่ยอมรับได้ ซึ่งสามารถแสดงในรูปของอสมการได้ดังนี  

1

max
k k

k
ERROR

ERROR

 







                (4.1) 

ส้าหรับช่วงเวลาย่อยที่ใช้ในโปรแกรมที่พัฒนาขึ นนั นมีค่าไม่คงที่ โดยช่วงเริ่มต้นการท้างานของ

โปรแกรมค่าของช่วงเวลาย่อยมีค่าน้อย โดยก้าหนดให้ค่าของช่วงเวลาย่อยเริ่มต้นมีค่าเป็น 1

100
ของ

ค่าช่วงเวลาย่อยที่คงที่ และเพ่ิมขึ นเป็นแบบเชิงเส้นเมื่อเทียบกับเวลาของโปรแกรม จนการท้างานของ
โปรแกรมครบ 100 ครั งของช่วงเวลาย่อย ซึ่งรายละเอียดดังแสดงในError! Reference source 
not found. หลังจากนั นค่าของช่วงเวลาย่อยก็จะก้าหนดให้มีค่าคงที่เป็น **t  
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รูปที่ 0.1 การเปลี่ยนแปลงของช่วงเวลาย่อยในโปรแกรมที่พัฒนาขึ น 
 

การท้างานของโปรแกรมที่พัฒนาขึ นมีขั นตอนดังรายละเอียดและแผนผังโปรแกรม (Flow 
chart) ที่แสดงต่อไปนี  

 

4.1 ปัญหาการน าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของ
ขอบเขต 

การท้างานของโปรแกรมแบ่งเป็นโปรแกรมหลักและโปรแกรมย่อยดังนี  

 โปรแกรมหลัก A1 (Main program A1) มีรายละเอียดดังแสดงในรูปที่ 0.2 
1. เริ่มการท้างานของโปรแกรม 
2. ป้อนข้อมูลให้กับโปรแกรมเพื่อใช้ในการค้านวณ ได้แก่ อุณหภูมิที่ขอบเขต (T0) 

ช่วงเวลาย่อยไร้มิติ (t**) ค่าความผิดพลาดของโปรแกรม (ERROR) จ้านวนเซลล์ 
(ICMIN, ICMAX, JCMIN, JCMAX) ค่าสัดส่วนของขนาดเม็สช์ของเม็สช์หยาบต่อเม็สช์

ละเอียด (RX, RY) ค่าคุณสมบัติของแผ่นวัสดุ (ρ, c, k) ค่าเริ่มต้นของตัวแปร (T) 
3. เรียกโปรแกรมย่อย B (Subroutine B) ซึ่งเป็นโปรแกรมย่อยส้าหรับหาต้าแหน่งของ
เม็สช ์
4. เรียกโปรแกรมย่อย C (Subroutine C) ซึ่ งเป็นโปรแกรมย่อยส้าหรับหาค่า
สัมประสิทธิ์ของแผนแบบ LIP 
5. ค้านวณเวลาของโปรแกรม 
6. สลับค่าของตัวแปรเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงเวลา 
7. เรียกโปรแกรมย่อย D (Subroutine D) ซึ่งเป็นโปรแกรมย่อยส้าหรับการประมาณ
ค่านอกช่วงเพ่ือหาค่าเริ่มต้นของตัวแปรส้าหรับใช้ในการค้านวณในช่วงเวลาย่อยถัดไป 
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8. เรียกโปรแกรมย่อย E1 (Subroutine E1) ซึ่ งเป็นโปรแกรมย่อยส้าหรับการ
ค้านวณหาค่าของตัวแปรในช่วงเวลาย่อยปัจจุบัน 
9. ตรวจสอบการลู่เข้าสู่สภาวะคงตัวของค้าตอบ โดยใช้สมการ (4.1) หากเป็นจริงให้
ด้าเนินการต่อตามข้อ 9. หากเป็นเท็จย้อนกลับไปด้าเนินการที่ข้อ 5. 
10. บันทึกค่าของค้าตอบของโปรแกรม 
11. หยุดการท้างานของโปรแกรม 
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รูปที่ 0.2 โปรแกรมหลัก A1 
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 โปรแกรมย่อย B (Subroutine B) มีรายละเอียดดังแสดงในรูปที่ 0.3 
1. เริ่มการท้างานของโปรแกรม 
2. หาค่า dxMIN, dyMIN จากสมการ (3.72) หรือ (3.77) 
3. หาค่า xg, yg จากสมการ (3.78) และ (3.79) 
4. หาค่า xc, yc จากสมการ (3.80) และ (3.81) 
5. ส่งข้อมูลกลับไปที่โปรแกรมหลัก 

 

 
รูปที่ 0.3 โปรแกรมย่อย B 

 

 โปรแกรมย่อย C (Subroutine C) มีรายละเอียดดังแสดงในรูปที่ 0.4 
1.  เริ่มการท้างานของโปรแกรม 
2. หาค่า LXW, LXE, LYS, LYN จากสมการ (3.2) 
3. หาค่า DLXW, DLXE, DLXC, DLYS, DLYN, DLYC จากสมการ (3.5) และ (3.10) 
4. หาค่า DLT จากสมการ (3.13) 
5. ส่งข้อมูลกลับไปที่โปรแกรมหลัก 
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รูปที่ 0.4 โปรแกรมย่อย C 

 

 โปรแกรมย่อย D (Subroutine D) มีรายละเอียดดังแสดงในรูปที่ 0.5 
1. เริ่มการท้างานของโปรแกรม 
2. ถ้า KAG = 1 ค่าเริ่มต้นของตัวแปรมีค่าเท่ากับค้าตอบของช่วงเวลาก่อนหน้านั น 
ถ้า KAG = 2 ค่าเริ่มต้นของตัวแปรค้านวณจากสมการ (3.21) 
ถ้า KAG = 3 ค่าเริ่มต้นของตัวแปรค้านวณจากสมการ (3.14) 
3. ส่งข้อมูลกลับไปที่โปรแกรมหลัก 
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รูปที่ 0.5 โปรแกรมย่อย D 

 

 โปรแกรมย่อย E1 (Subroutine E1) มีรายละเอียดดังแสดงในรูปที่ 0.6 
1. เริ่มการท้างานของโปรแกรม 
2. หาค่าสภาวะขอบเขตจากสมการ (3.30) 
3. หาค่า T จากสมการ (3.29) 
4. ตรวจสอบการลู่เข้าของค้าตอบ โดยใช้สมการ (4.1) หากเป็นจริงให้ด้าเนินการต่อ
ตามข้อ 5. หากเป็นเท็จย้อนกลับไปด้าเนินการที่ข้อ 3. 
5. ส่งข้อมูลกลับไปที่โปรแกรมหลัก 
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รูปที่ 0.6 โปรแกรมย่อย E1 

 

4.2 ปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่ เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการ
เคลื่อนที่ของผนังด้านบน การท างานของโปรแกรมแบ่งเป็นโปรแกรมหลักและ
โปรแกรมย่อยดังนี้ 

 โปรแกรมหลัก A2 (Main program A2) มีรายละเอียดดังแสดงในรูปที่ 0.7 
1. เริ่มการท้างานของโปรแกรม 
2. ป้อนข้อมูลให้กับโปรแกรมเพื่อใช้ในการค้านวณ ได้แก่ เลขเรย์โนลดส์ (Re) ช่วงเวลา

ย่อยไร้มิติ (t**) ค่าความผิดพลาดของโปรแกรม (ERROR) จ้านวนเซลล์ (ICMIN, 
ICMAX, JCMIN, JCMAX) ค่าสัดส่วนของขนาดเม็สช์ของเม็สช์หยาบต่อเม็สช์ละเอียด 

(RX, RY) ค่าคุณสมบัติของของไหล (ρ, ) ค่าความเร็วของผิวด้านบนของช่องว่าง (U) 
ค่าเริ่มต้นของตัวแปร (u, v, P) 
3. หาค่าความกว้างของช่องว่าง (b) จาก 

Re
b

U




                   (4.2) 
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4. เรียกโปรแกรมย่อย B (Subroutine B) ซึ่งเป็นโปรแกรมย่อยส้าหรับหาต้าแหน่งของ
เม็สช ์
5. เรียกโปรแกรมย่อย C (Subroutine C) ซึ่ งเป็นโปรแกรมย่อยส้าหรับหาค่า
สัมประสิทธิ์ของแผนแบบ LIP 
6. ค้านวณเวลาของโปรแกรม 
7. สลับค่าของตัวแปรเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงเวลา 
8. เรียกโปรแกรมย่อย D (Subroutine D) ซึ่งเป็นโปรแกรมย่อยส้าหรับการประมาณ
ค่านอกช่วงเพ่ือหาค่าเริ่มต้นของตัวแปรส้าหรับใช้ในการค้านวณในช่วงเวลาย่อยถัดไป 
9. เรียกโปรแกรมย่อย E2 (Subroutine E2) ซึ่ งเป็นโปรแกรมย่อยส้าหรับการ
ค้านวณหาค่าของตัวแปรในช่วงเวลาย่อยปัจจุบัน 
10. ตรวจสอบการลู่เข้าสู่สภาวะคงตัวของค้าตอบ โดยใช้สมการ (4.1) หากเป็นจริงให้
ด้าเนินการต่อตามข้อ 11. หากเป็นเท็จย้อนกลับไปด้าเนินการที่ข้อ 6. 
11. บันทึกค่าของค้าตอบของโปรแกรม 
12. หยุดการท้างานของโปรแกรม 
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รูปที่ 0.7 โปรแกรมหลัก A2 
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 โปรแกรมย่อย E2 (Subroutine E2) มีรายละเอียดดังแสดงในรูปที่ 0.8 
1. เริ่มการท้างานของโปรแกรม 
2. ก้าหนดค่า *

, 4, ,i j i ju u , *

, 4, ,i j i jv v  
3. หาค่าสภาวะขอบเขตของ u*i, j, v*i, j จากสมการ (3.38) 
4. หาค่า u*i, j, v*i, j จากสมการ (3.37) 
5. ตรวจสอบการลู่เข้าของค้าตอบ โดยใช้สมการ (4.1) หากเป็นจริงให้ด้าเนินการต่อ
ตามข้อ 6. หากเป็นเท็จย้อนกลับไปด้าเนินการที่ข้อ 4. 
6. ก้าหนดค่า 

, 0i jp   
7. หาค่าสภาวะขอบเขตของ 

,i jp  จากสมการ (3.54) 
8. หาค่า 

,i jp  จากสมการ (3.51) 
9. ตรวจสอบการลู่เข้าของค้าตอบ โดยใช้สมการ (4.1) หากเป็นจริงให้ด้าเนินการต่อ
ตามข้อ 10. หากเป็นเท็จย้อนกลับไปด้าเนินการที่ข้อ 7. 
10. หาค่า pi, j จากสมการ (3.41c) 
11. หาค่า u4,i, j, v4,i, j จากสมการ (3.44) 
12. ตรวจสอบการลู่เข้าของค้าตอบ โดยใช้สมการ (4.1) หากเป็นจริงให้ด้าเนินการต่อ
ตามข้อ 13. หากเป็นเท็จย้อนกลับไปด้าเนินการที่ข้อ 2. 
13. ส่งข้อมูลกลับไปที่โปรแกรมหลัก 
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รูปที่ 0.8 โปรแกรมย่อย E2 
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4.3 ปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการพาความ
ร้อนแบบธรรมชาติ 
การท้างานของโปรแกรมแบ่งเป็นโปรแกรมหลักและโปรแกรมย่อยดังนี  

 โปรแกรมหลัก A3 (Main program A3) มีรายละเอียดดังแสดงในรูปที่ 0.9 
1. เริ่มการท้างานของโปรแกรม 
2. ป้อนข้อมูลให้กับโปรแกรมเพื่อใช้ในการค้านวณ ได้แก่ เลขเรย์ลี (Ra) ช่วงเวลาย่อย
ไร้มิติ(t**) ค่าความผิดพลาดของโปรแกรม (ERROR) จ้านวนเซลล์ (ICMIN, ICMAX, 
JCMIN, JCMAX) ค่าสัดส่วนของขนาดเม็สช์ของเม็สช์หยาบต่อเม็สช์ละเอียด (RX, RY) 

ค่าคุณสมบัติของของไหล (ρ, , cp) ค่าอุณหภูมิที่ขอบเขต (Thot, Tcold) ค่าเริ่มต้นของ
ตัวแปร (u, v, P, T) 
3. หาค่าความกว้างของช่องว่าง (b) จาก 

 

1

3

hot cold

Ra
b

g T T

 



 
    

                (4.3) 

4. เรียกโปรแกรมย่อย B (Subroutine B) ซึ่งเป็นโปรแกรมย่อยส้าหรับหาต้าแหน่งของ
เม็สช ์
5. เรียกโปรแกรมย่อย C (Subroutine C) ซึ่ งเป็นโปรแกรมย่อยส้าหรับหาค่า
สัมประสิทธิ์ของแผนแบบ LIP 
6. ค้านวณเวลาของโปรแกรม 
7. สลับค่าของตัวแปรเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงเวลา 
8. เรียกโปรแกรมย่อย D (Subroutine D) ซึ่งเป็นโปรแกรมย่อยส้าหรับการประมาณ
ค่านอกช่วงเพ่ือหาค่าเริ่มต้นของตัวแปรส้าหรับใช้ในการค้านวณในช่วงเวลาย่อยถัดไป 
9. เรียกโปรแกรมย่อย E3 (Subroutine E3) ซึ่ งเป็นโปรแกรมย่อยส้าหรับการ
ค้านวณหาค่าของตัวแปรในช่วงเวลาย่อยปัจจุบัน 
10. ตรวจสอบการลู่เข้าสู่สภาวะคงตัวของค้าตอบ โดยใช้สมการ (4.1) หากเป็นจริงให้
ด้าเนินการต่อตามข้อ 11. หากเป็นเท็จย้อนกลับไปด้าเนินการที่ข้อ 6. 
11. บันทึกค่าของค้าตอบของโปรแกรม 
12. หยุดการท้างานของโปรแกรม 
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รูปที่ 0.9 โปรแกรมหลัก A3 
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 โปรแกรมย่อย E3 (Subroutine E3) มีรายละเอียดดังแสดงในรูปที่ 0.10 
1. เริ่มการท้างานของโปรแกรม 
2. หาค่าสภาวะขอบเขตของ T4,i, j จากสมการ (3.64) 
3. หาค่า T4,i, j จากสมการ (3.63) 
4. หาค่า 

,i j  จากสมการ (3.59) 
5. ก้าหนดค่า *

, 4, ,i j i ju u , *

, 4, ,i j i jv v  
6. หาค่าสภาวะขอบเขตของ u*i, j, v*i, j จากสมการ (3.38) 
7. หาค่า u*i, j, v*i, j จากสมการ (3.37) 
8. ตรวจสอบการลู่เข้าของค้าตอบ โดยใช้สมการ (4.1) หากเป็นจริงให้ด้าเนินการต่อ
ตามข้อ 9. หากเป็นเท็จย้อนกลับไปด้าเนินการที่ข้อ 7. 
9. ก้าหนดค่า 

, 0i jp   
10. หาค่าสภาวะขอบเขตของ 

,i jp  จากสมการ (3.54) 
11. หาค่า 

,i jp  จากสมการ (3.51) 
12. ตรวจสอบการลู่เข้าของค้าตอบ โดยใช้สมการ (4.1) หากเป็นจริงให้ด้าเนินการต่อ
ตามข้อ 13. หากเป็นเท็จย้อนกลับไปด้าเนินการที่ข้อ 11. 
13. หาค่า pi, j จากสมการ (3.41c) 
14. หาค่า u4,i, j, v4,i, j จากสมการ (3.44) 
15. ตรวจสอบการลู่เข้าของค้าตอบ โดยใช้สมการ (4.1) หากเป็นจริงให้ด้าเนินการต่อ
ตามข้อ 16. หากเป็นเท็จย้อนกลับไปด้าเนินการที่ข้อ 2. 
16. ส่งข้อมูลกลับไปที่โปรแกรมหลัก 
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(a) 
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(b) 

รูปที่ 0.10 โปรแกรมย่อย E3 (a) ส่วนที่ 1 (b) ส่วนที่ 2 
 

4.4 ปัญหาการไหลของอากาศเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติใน
ช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีอัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่ามาก 
การท้างานของโปรแกรมแบ่งเป็นโปรแกรมหลักและโปรแกรมย่อยดังนี  

 โปรแกรมหลัก A4 (Main program A4) มีรายละเอียดดังแสดงในรูปที่ 0.11 
1. เริ่มการท้างานของโปรแกรม 
2. ป้อนข้อมูลให้กับโปรแกรมเพื่อใช้ในการค้านวณ ได้แก่ เลขเรย์ลี (Ra) ช่วงเวลาย่อย
ไร้มิติ(t**) ค่าความผิดพลาดของโปรแกรม (ERROR) จ้านวนเซลล์ (ICMIN, ICMAX, 
JCMIN, JCMAX) ค่าสัดส่วนของขนาดเม็สช์ของเม็สช์หยาบต่อเม็สช์ละเอียด (RX, RY) 

ค่าคุณสมบัติของของไหล (ρ, , cp) ค่าอุณหภูมิที่ขอบเขต (Thot, Tcold) ค่าเริ่มต้นของ
ตัวแปร (u, v, P, T) ค่าอัตราส่วนความสูงต่อความกว่างของช่องว่าง (AR) 
3. หาค่าความกว้างของช่องว่าง (b) จากสมการ (4.3) และค่าความสูงของช่องว่าง (h) 
จาก 
h b AR                   (4.4) 
4. เรียกโปรแกรมย่อย B (Subroutine B) ซึ่งเป็นโปรแกรมย่อยส้าหรับหาต้าแหน่งของ
เม็สช ์
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5. เรียกโปรแกรมย่อย C (Subroutine C) ซึ่ งเป็นโปรแกรมย่อยส้าหรับหาค่า
สัมประสิทธิ์ของแผนแบบ LIP 
6. ค้านวณเวลาของโปรแกรม 
7. สลับค่าของตัวแปรเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงเวลา 
8. เรียกโปรแกรมย่อย D (Subroutine D) ซึ่งเป็นโปรแกรมย่อยส้าหรับการประมาณ
ค่านอกช่วงเพ่ือหาค่าเริ่มต้นของตัวแปรส้าหรับใช้ในการค้านวณในช่วงเวลาย่อยถัดไป 
9. เรียกโปรแกรมย่อย E3 (Subroutine E3) ซึ่ งเป็นโปรแกรมย่อยส้าหรับการ
ค้านวณหาค่าของตัวแปรในช่วงเวลาย่อยปัจจุบัน 
10. ตรวจสอบการลู่เข้าสู่สภาวะคงตัวของค้าตอบ โดยใช้สมการ (4.1) หากเป็นจริงให้
ด้าเนินการต่อตามข้อ 11. หากเป็นเท็จย้อนกลับไปด้าเนินการที่ข้อ 6. 
11. บันทึกค่าของค้าตอบของโปรแกรม 
12. หยุดการท้างานของโปรแกรม 
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รูปที่ 0.11 โปรแกรมหลัก A4 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
โดยทั่วไปเมื่อมีการน้าเสนอแผนหรือระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบใหม่ การตรวจสอบความถูกต้อง

ของแผนหรือระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบนั นเป็นสิ่งส้าคัญอย่างยิ่ง เพื่อให้แน่ใจว่าค้าตอบที่ได้จากการ
ค้านวณด้วยแผนหรือระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบใหม่นั นมีความถูกต้อง ดังนั นเนื อหาในบทนี จึงเป็นการ
แสดงการตรวจสอบความถูกต้องของแผนแบบ LIP ซึ่งเป็นแผนแบบใหม่ที่งานวิจัยนี มุ่งน้าเสนอ 
ขณะเดียวกันการทดสอบประสิทธิภาพของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP ก็ได้ถูกด้าเนินการ 
เพื่อให้เกิดความมั่นใจว่าการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP ซึ่งเป็นการประมาณค่านอกช่วงแบบ
ใหม่เช่นกัน มีประสิทธิภาพในการช่วยลดระยะเวลาในการค้านวณของปัญหาแบบไม่คงตัวที่ลู่เข้าสู่
ค้าตอบแบบสภาวะคงตัวได้จริงตามวัตถุประสงค์ของการพัฒนาการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-
LIP 
 

5.1 การตรวจสอบความถูกต้องของแผนแบบ LIP 
การตรวจสอบความถูกต้องของแผนแบบ LIP ได้ถูกกระท้าโดยการเปรียบเทียบค้าตอบที่

ค้านวณได้แผนแบบ LIP กับค้าตอบที่ได้จากทั งการวิเคราะห์ (Analytical solution) ค้าตอบแบบเชิง
ตัวเลขที่ใช้ในการเปรียบเทียบความถูกต้อง (Benchmark numerical solution) ค้าตอบแบบเชิงตัว
เลขที่ได้รับการตีพิมพ์แล้ว (Published numerical solution) และค้าตอบที่ได้จากการทดลอง 
(Experimental solution) จากปัญหาการน้ าความร้อน(Conduction heat transfer) ปัญหา
ทางการค้านวณทางพลศาสตร์ของของไหล (Computational Fluid Dynamics) และปัญหาการพา
ความร้อน (Convection heat transfer) ซึ่งได้แก ่ 

 ปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต 

 ปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน 

 ปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติ 
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 ปัญหาการไหลของอากาศเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้า
ที่มีอัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่ามาก 

โดยปัญหาต่างๆ ที่น้ามาใช้ในการตรวจสอบความถูกต้องของแผนแบบ LIP ล้วนเป็นปัญหาที่เปน็ที่
รู้จักกันดีในแวดวงวิชาการในแขนงนี  
 

5.1.1 การตรวจสอบความถูกต้องของแผนแบบ LIP ด้วยปัญหาการน าความร้อน
ในแผ่นวัสดสุี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต 
 การตรวจสอบความถูกต้องของแผนแบบ LIP ด้วยปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุ
สี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขตนั น ใช้วิธีการเปรียบเทียบค้าตอบที่ค้านวณได้จากแผนแบบ 
LIP กับค้าตอบที่ได้จากการวิเคราะห์ (Analytical solution) ของ Beck et al. [24] ซึ่งถือได้ว่าเป็น
ค้าตอบแบบแม่นตรง (Exact solution) ซึ่งค้าตอบมี 5 กรณี (Case) คือ 

 กรณีที่ 1 ** 0.10
x

x
W

  , ** 0.25
y

y
W

  , และ ** 0.20
L

L
W

   

 กรณีที่ 2 ** 0.25x  , ** 0.25y  , และ ** 0.50L   

 กรณีที่ 3 ** 0.50x  , ** 0.25y  , และ ** 1.00L   

 กรณีที่ 4 ** 1.00x  , ** 0.25y  , และ ** 2.00L   

 กรณีที่ 5 ** 2.50x  , ** 0.25y  , และ ** 5.00L   
โดยรูปที่ 5.1 แสดงต้าแหน่งของการหาค้าตอบของปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้า
ที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขตทั ง 5 กรณี 

ส้าหรับการค้านวณด้วยแผนแบบ LIP เพื่อหาค้าตอบของปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุ
สี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต โดยใช้โปรแกรมที่พัฒนาขึ นซึ่งมีรายละเอียดตามที่แสดงใน

บทที่ 4 นั น ก้าหนดให้ค่า 1010ERROR   และค่าช่วงเวลาย่อยไร้มิติ **

2
0.001

t k
t

cW


    

ซึ่งการหาค้าตอบของปัญหาได้กระท้าที่ค่าของจ้านวนเม็สซ์ที่แตกต่างกัน ซึ่งเป็นการทดสอบความเป็น
อิสระของค้าตอบเนื่องจากขนาดของจ้านวนเม็สซ์ (Mesh independence test) โดยตารางที่ 5.1 
เป็นการทดสอบความเป็นอิสระของค้าตอบเนื่องจากขนาดของจ้านวนเม็สซ์ที่กรณีต่างๆ ซึ่งเปอร์เซ็นต์

ของการเปลี่ยนแปลงของค้าตอบ ( Change (%))ที่เป็นค่าของอุณหภูมิไร้มิติ  ** **

0

,T x y

T

 
 
 
 

 ค้านวณ
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ไ ด้ จ า ก  

   

 

** ** ** **

0 0
Fine mesh Coarse mesh

** **

0
Fine mesh

, ,
100

Change(%)
,

fT x y T x y

T T

T x y

T

    
     
    
    

 
 
 
 

 โ ด ย

เปอร์เซ็นต์การเปลี่ยนแปลงของค้าตอบที่ขนาดของจ้านวนเม็สซ์สูงสุดมีค่ามากที่สุดที่ 0.0126885915 
ในกรณีที่ 5 ซึ่งถือว่ามีค่าน้อยเพียงพอที่จะใช้ส้าหรับค้านวณเพื่อหาค้าตอบส้าหรับการตรวจสอบ
ความถูกต้องของแผนแบบ LIP ด้วยปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิ
ของขอบเขต 

ตารางที่ 5.2, 5.3 และ 5.4 แสดงการเปรียบเทียบค้าตอบของค่าอุณหภูมิไร้มิติ  ค่าปริมาณ

ความร้อนไร้มิติที่ถ่ายเทในแนวราบ  ** **

0

,xq x y L

kT

 
 
 
 

 และค่าปริมาณความร้อนไร้มิติที่ถ่ายเทใน

แนวดิง่  ** **

0

,yq x y L

kT

 
 
 
 

 ที่ค้านวณได้จากแผนแบบ LIP กับค้าตอบที่ได้จากการวิเคราะห์ [24] ของ

ปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต โดยที่ค่าเปอร์เซ็นต์
ค ว า ม แ ต ก ต่ า ง  (Difference (%)) นั น  ส า ม า ร ถ ค้ า น ว ณ ไ ด้ จ า ก ส ม ก า ร 

 
  

 

Present work24

24

Solution Solution 100
Difference %

Solution

 
  ซึ่ งค่าเปอร์เซ็นต์ความแตกต่าง

ระหว่างค้าตอบของค่าอุณหภูมิไร้มิติที่ค้านวณได้จากแผนแบบ LIP กับค้าตอบที่ได้จากการวิเคราะห์มี
ค่าสูงสุดเป็น 2.783160689 โดยเกิดขึ นในกรณีที่ 5 ขณะที่ค่าเปอร์เซ็นต์ความแตกต่างระหว่าง
ค้าตอบของค่าปริมาณความร้อนไร้มิติที่ถ่ายเทในแนวราบและค่าปริมาณความร้อนไร้มิติที่ถ่ายเทใน
แนวดิ่งที่ค้านวณได้จากแผนแบบ LIP กับค้าตอบที่ได้จากการวิเคราะห์มีค่าสูงสุดเป็น 0.700988048 
และ 2.77073007 ตามล้าดับ และเกิดขึ นในกรณีที่ 5 เช่นกัน 
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(a) (b) 
  

  
(c) (d) 
  

 
(e) 

  

รูปที่ 0.1 ต้าแหน่งของการหาค้าตอบของปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุ
อุณหภูมิของขอบเขตทั ง 5 กรณี (a) กรณีที่ 1 (b) กรณีที่ 2 (c) กรณีที่ 3 (d) กรณีที่ 4 และ (e) กรณี
ที่ 5 
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ตารางที่ 5.1 การทดสอบความเป็นอิสระของค้าตอบเนื่องจากขนาดของจ้านวนเม็สซ์ ของแผนแบบ 
LIP กับปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดสุี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต 

Case Mesh size  ** **

0

,T x y

T
 Change (%) 

1 

20×100 0.4874510881 - 
22×110 0.4874059672 0.0092573478 
24×120 0.4873980937 0.0016154291 
26×130 0.4874263446 0.0057959308 
28×140 0.4874567861 0.0062449709 

2 

50×100 0.3641794148 - 
55×110 0.3639419464 0.0652489774 
60×120 0.3640810304 0.0382013768 
65×130 0.3639803404 0.0276635780 
70×140 0.3641639212 0.0504115814 

3 

100×100 0.1822001029 - 
110×110 0.1821680750 0.0175815057 
120×120 0.1821572031 0.0059684021 
130×130 0.1821722014 0.0082330381 
140×140 0.1821914603 0.0105706710 

4 

200×100 0.0389957320 - 
220×110 0.0389901064 0.0144282729 
240×120 0.0389884851 0.0041585827 
260×130 0.0389918524 0.0086360703 
280×140 0.0389960208 0.0106891383 

5 

500×100 0.0003591952 - 
550×110 0.0003591542 0.0113940423 
600×120 0.0003591484 0.0016297542 
650×130 0.0003591873 0.0108371355 
700×140 0.0003592329 0.0126885915 
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ตารางที่ 5.2 การเปรียบเทียบค้าตอบของค่าอุณหภูมิไร้มิติที่ค้านวณได้จากแผนแบบ LIP กับค้าตอบที่
ได้จากการวิเคราะห์ของปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต 

Case **x  **y  **L  Author  ** **

0

,T x y

T
 Difference (%) 

1 0.10 0.25 0.20 
Beck et al. [24] 0.4874535168 - 
Present work 0.4874567861 0.000670687 

2 0.25 0.25 0.50 
Beck et al. [24] 0.3640566638 - 
Present work 0.3641639212 0.029461721 

3 0.50 0.25 1.00 
Beck et al. [24] 0.1820283319 - 
Present work 0.1821914603 0.089617033 

4 1.00 0.25 2.00 
Beck et al. [24] 0.0388578672 - 
Present work 0.0389960208 0.355535624 

5 2.50 0.25 5.00 
Beck et al. [24] 0.0003495056 - 
Present work 0.0003592329 2.783160689 

 
 
ตารางที่ 5.3 การเปรียบเทียบค้าตอบของค่าปริมาณความร้อนไร้มิติที่ถ่ายเทในแนวราบที่ค้านวณได้
จากแผนแบบ LIP กับค้าตอบที่ ได้จากการวิเคราะห์ของปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุ
สี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต 

Case **x  **y  **L  Author  ** **

0

,xq x y L

kT
 Difference (%) 

1 0.10 0.25 0.20 
Beck et al. [24] 0.9992238948 - 
Present work 0.9992073312 0.001657647 

2 0.25 0.25 0.50 
Beck et al. [24] 0.9169912516 - 
Present work 0.9168943630 0.01056592 

3 0.50 0.25 1.00 
Beck et al. [24] 0.6387957290 - 
Present work 0.6387880929 0.001195383 

4 1.00 0.25 2.00 
Beck et al. [24] 0.2453678480 - 
Present work 0.2454465296 0.032066795 

5 2.50 0.25 5.00 
Beck et al. [24] 0.0054900240 - 
Present work 0.0055285084 0.700988048 
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ตารางที่ 5.4 การเปรียบเทียบค้าตอบของค่าปริมาณความร้อนไร้มิติที่ถ่ายเทในแนวดิ่งที่ค้านวณได้
จากแผนแบบ LIP กับค้าตอบที่ ได้จากการวิเคราะห์ของปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุ
สี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต 

Case **x  **y  **L  Author  ** **

0

,yq x y L

kT
 Difference (%) 

1 0.10 0.25 0.20 
Beck et al. [24] -0.0393751511 - 
Present work -0.0392607555 0.290527299 

2 0.25 0.25 0.50 
Beck et al. [24] -0.3798302130 - 
Present work -0.3794173529 0.108695954 

3 0.50 0.25 1.00 
Beck et al. [24] -0.5371610386 - 

Present work -0.5373411203 0.033524706 

4 1.00 0.25 2.00 
Beck et al. [24] -0.2435418264 - 
Present work -0.2443942353 0.350005146 

5 2.50 0.25 5.00 
Beck et al. [24] -0.0054900207 - 
Present work -0.0056421344 2.77073007 

 
 

รูปที่ 5.2 แสดงการเปรียบเทียบเส้นคอนทัวร์ (Contour) ของการกระจายตัวของอุณหภูมิไร้
มิติภายในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้า ของปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุ
อุณหภูมิของขอบเขต ซึ่งเส้นคอนทัวรม์ีความคล้ายคลึงกันอย่างยิ่ง 

 
 

 

 

 
(a)  (b) 

รูปที่ 0.2 การเปรียบเทียบเส้นคอนทัวร์ของการกระจายตัวของอุณหภูมิ ไร้มิติภายในแผ่นวัสดุ
สี่เหลี่ยมผืนผ้า ของปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต (a) 
Present work และ (b) Beck et al. [24]   
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รูปที่ 5.3 แสดงการเปรียบเทียบค่าอุณหภูมิไร้มิติ  ** **

**

0

,T x y
T

T

 
 
 
 

 ที่เกิดขึ นบนเส้นแนว

นอนและแนวดิ่งที่ผ่านจุดกึ่งกลางของแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าในกรณีที่ 5 ระหว่างค้าตอบขอบ Beck 
et al. [24] กับค้าตอบที่ได้จากการค้านวณด้วยแผนแบบ LIP (Present work) 
 

 
(a) 

 

 
(b) 

รูปที่ 0.3 การเปรียบเทียบค่าอุณหภูมิไร้มิติที่เกิดขึ นบนเส้นแนวนอนและแนวดิ่งที่ผ่านจุดกึ่งกลางของ
แผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าในกรณีที่ 5 (a) ค่าอุณหภูมิไร้มิติที่เกิดขึ นบนเส้นแนวนอน (b) ค่าอุณหภูมิไร้
มิติที่เกิดขึ นบนเส้นแนวด่ิง  
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5.1.2 การตรวจสอบความถูกต้องของแผนแบบ LIP ด้วยปัญหาการไหลของของ
ไหลในช่องวา่งสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน 

ส้าหรับการตรวจสอบความถูกต้องของแผนแบบ LIP ด้วยปัญหาการไหลของของไหลใน
ช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน ใช้วิธีการเปรียบเทียบค้าตอบที่ได้จาก
การค้านวณด้วยแผนแบบ LIP กับค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ใช้ในการเปรียบเทียบความถูกต้อง 
(Benchmark numerical solution) ข อ ง  Botella and Peyret [27] ที่ เ ล ข เ ร ย์ โ น ล ด ส์ 

1,000Re   และค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ได้รับการตีพิมพ์แล้ว (Published numerical solution) 
ของ Bruneau and Saad [28] ที่เลขเรย์โนลดส ์ 5,000Re   

การหาค้าตอบส้าหรับปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการ
เคลื่อนที่ของผนังด้านบนด้วยแผนแบบ LIP นั น รายละเอียดของโปรแกรมที่พัฒนาขึ นส้าหรับหา
ค้าตอบในปัญหานี ได้แสดงไว้ในบทที่  4 โดยค่า 410ERROR   และค่าช่วงเวลาย่อยไร้มิติ 

** 0.001
t U

t
b


    และใช้สมการ (2.2) ซึ่งเป็นวิธีการ Richardson extrapolation [21] ใน

การปรับแก้ค้าตอบให้เป็นอิสระจากจ้านวนเม็สช์ (Mesh refinement) ซึ่งค้าตอบที่ได้จากการปรับแก้
ก็จะถูกน้าไปใช้ในการเปรียบเทียบค้าตอบเพื่อตรวจสอบความถูกต้องของแผนแบบ LIP ส้าหรับ
ค้ าตอบที่ ถูกปรับแก้ที่ เลขเรย์ โนลดส์  1,000Re   ได้แก่  ค่ าความเร็วไร้มิติ ในทิศแนวดิ่ ง 

** u
u

U

 
  

 

 และแนวราบ ** v
v

U

 
  

 

 ค่าความดันไร้มิติ  **

2

p
p

U

 
 

 
 และค่าวอร์ทิซิที่ 

(Vorticity) 
** **

** **

dv du

dx dy

 

  
 

 ที่อยู่บนเส้นแนวนอน ** x
x

b

 
 

 
 และแนวด่ิง ** y

y
b

 
 

 
 ที่ผ่าน

จุดกึ่งกลางของช่องว่างดังแสดงในตารางที่ 5.5 ถึง 5.10 โดยที่จ้านวนเม็สช์ละเอียด (Fine mesh) 
และเม็สช์หยาบ (Coarse mesh) มีค่าเป็น 120×120 และ 60×60 ตามล้าดับ ขณะที่ค้าตอบที่ถูก
ปรับแก้ที่เลขเรย์โนลดส์ 5,000Re   ได้แก่ ค่าสูงสุดของสตรีมฟังก์ชั่น (Stream-function  max

) ค่าวอร์ทิซิที่ และค่าแสดงต้าแหน่งในแนวราบและแนวดิ่งที่เกิดขึ นในการไหลวนส่วนหลัก (Primary 
vortex) ดังแสดงในตารางที่ 5.11 และ ค่าต่้าสุดของสตรีมฟังก์ชั่น  min  ค่าวอร์ทิซิที่ และค่าแสดง
ต้าแหน่งในแนวราบและแนวดิ่งที่ เกิดขึ นในการไหลวนส่วนรองที่อยู่ด้านซ้ายล่าง (Lower left 
secondary vortex) ดังแสดงในตารางที่ 5.12 โดยมีจ้านวนเม็สช์ละเอียดและเม็สช์หยาบมีค่าเป็น 
120×120 และ 60×60 ตามล้าดับ  ส้าหรับค่าสตรีมฟั งก์ชั่นสามารถค้านวณได้จากสมการ 

      
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ตารางที่ 5.5 การปรับแก้ค่าค้าตอบของค่าความเร็วไร้มิติในทิศแนวดิ่งที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP 
ของปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน โดยค่า
ความเร็วอยู่บนเส้นแนวนอนที่ผ่านจุดกึ่งกลางของช่องว่าง ที่เลขเรย์โนลดส ์ 1,000Re   

**x  
**v  

(Fine mesh) (Coarse mesh) (Mesh refinement) 
0.0000 0.0000000 0.0000000 0.0000000 
0.0312 -0.2222248 -0.2183621 -0.2235124 
0.0391 -0.2870275 -0.2820009 -0.2887030 
0.0469 -0.3481284 -0.3420307 -0.3501610 
0.0547 -0.4027478 -0.3960935 -0.4049659 
0.0937 -0.5186229 -0.5147733 -0.5199061 
0.1406 -0.4212574 -0.4173759 -0.4225512 
0.1953 -0.3147320 -0.3110215 -0.3159688 
0.5000 0.0264451 0.0306936 0.0250289 
0.7656 0.3214952 0.3233172 0.3208879 
0.7734 0.3296611 0.3307770 0.3292891 
0.8437 0.3685142 0.3582677 0.3719297 
0.9062 0.3235506 0.3055327 0.3295566 
0.9219 0.3009611 0.2826392 0.3070684 
0.9297 0.2875031 0.2694755 0.2935123 
0.9375 0.2724083 0.2546618 0.2783238 
1.0000 0.0000000 0.0000000 0.0000000 
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ตารางที่ 5.6 การปรับแก้ค่าค้าตอบของค่าความดันไร้มิติที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP ของปัญหาการ
ไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน โดยค่าความดันอยู่
บนเส้นแนวนอนที่ผ่านจุดกึ่งกลางของช่องว่าง ที่เลขเรย์โนลดส ์ 1,000Re   

**x  
**p  

(Fine mesh) (Coarse mesh) (Mesh refinement) 
0.0000 0.079687 0.075546 0.081067 
0.0312 0.074807 0.076395 0.074278 
0.0391 0.076893 0.075711 0.077287 
0.0469 0.077204 0.075625 0.077730 
0.0547 0.076183 0.074565 0.076722 
0.0937 0.064429 0.063842 0.064625 
0.1406 0.048521 0.047330 0.048918 
0.1953 0.034656 0.033260 0.035121 
0.5000 0.000000 0.000000 0.000000 
0.7656 0.046401 0.043787 0.047272 
0.7734 0.048808 0.046293 0.049646 
0.8437 0.069951 0.067782 0.070674 
0.9062 0.082868 0.082007 0.083155 
0.9219 0.084549 0.083967 0.084743 
0.9297 0.085403 0.085094 0.085506 
0.9375 0.086273 0.085484 0.086536 
1.0000 0.088764 0.088135 0.088974 
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ตารางที่ 5.7 การปรับแก้ค่าค้าตอบของค่าวอร์ทิซิที่ที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP ของปัญหาการไหล
ของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน โดยค่าวอร์ทิซิที่อยู่บน
เส้นแนวนอนที่ผ่านจุดกึ่งกลางของช่องว่าง ที่เลขเรย์โนลดส ์ 1,000Re   

**x  
  

(Fine mesh) (Coarse mesh) (Mesh refinement) 
0.0000 -5.25753 -5.20065 -5.27649 
0.0312 -8.31054 -8.15209 -8.36336 
0.0391 -8.15539 -8.01075 -8.20360 
0.0469 -7.52426 -7.42708 -7.55665 
0.0547 -6.47012 -6.43880 -6.48056 
0.0937 0.86518 0.76524 0.89849 
0.1406 3.39229 3.44586 3.37443 
0.1953 2.21335 2.16698 2.22881 
0.5000 2.04783 2.12703 2.02143 
0.7656 2.00907 1.91309 2.04106 
0.7734 1.94252 1.83201 1.97936 
0.8437 0.67269 0.46604 0.74157 
0.9062 -0.81914 -0.88690 -0.79655 
0.9219 -1.21860 -1.23290 -1.21383 
0.9297 -1.47611 -1.45965 -1.48160 
0.9375 -1.79546 -1.74772 -1.81137 
1.0000 -7.40630 -6.88593 -7.57976 
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ตารางที่ 5.8 การปรับแก้ค่าค้าตอบของค่าความเร็วไร้มิติในทิศแนวนอนที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP 
ของปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน โดยค่า
ความเร็วอยู่บนเส้นแนวดิ่งที่ผ่านจุดกึ่งกลางของช่องว่าง ที่เลขเรย์โนลดส ์ 1,000Re   

**y  
**u  

(Fine mesh) (Coarse mesh) (Mesh refinement) 
1.0000 -1.0000000 -1.0000000 -1.0000000 
0.9766 -0.6594463 -0.6541219 -0.6612211 
0.9688 -0.5751134 -0.5680367 -0.5774723 
0.9609 -0.5107311 -0.5019718 -0.5136509 
0.9531 -0.4655694 -0.4556580 -0.4688732 
0.8516 -0.3301472 -0.3265102 -0.3313595 
0.7344 -0.1854616 -0.1876604 -0.1847287 
0.6172 -0.0558307 -0.0564395 -0.0556278 
0.5000 0.0621284 0.0665416 0.0606573 
0.4531 0.1075885 0.1132873 0.1056889 
0.2813 0.2769385 0.2802207 0.2758444 
0.1719 0.3808553 0.3748220 0.3828664 
0.1016 0.2916345 0.2747606 0.2972591 
0.0703 0.2165971 0.1999512 0.2221457 
0.0625 0.1967495 0.1806929 0.2021017 
0.0547 0.1763524 0.1611898 0.1814066 
0.0000 0.0000000 0.0000000 0.0000000 
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ตารางที่ 5.9 การปรับแก้ค่าค้าตอบของค่าความดันไร้มิติที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP ของปัญหาการ
ไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน โดยค่าความดันอยู่
บนเส้นแนวดิ่งที่ผ่านจุดกึ่งกลางของช่องว่าง ที่เลขเรย์โนลดส ์ 1,000Re   

**y  
**p  

(Fine mesh) (Coarse mesh) (Mesh refinement) 
1.0000 0.053649 0.058255 0.052114 
0.9766 0.049668 0.052173 0.048833 
0.9688 0.050645 0.048929 0.051217 
0.9609 0.048306 0.051112 0.047371 
0.9531 0.049110 0.051491 0.048316 
0.8516 0.034295 0.033944 0.034412 
0.7344 0.011766 0.012253 0.011604 
0.6172 -0.000917 -0.000924 -0.000915 
0.5000 0.000000 0.000000 0.000000 
0.4531 0.004262 0.004757 0.004097 
0.2813 0.039518 0.041281 0.038930 
0.1719 0.079957 0.081532 0.079432 
0.1016 0.101034 0.101491 0.100882 
0.0703 0.104955 0.104965 0.104952 
0.0625 0.105854 0.105297 0.106040 
0.0547 0.106182 0.105595 0.106378 
0.0000 0.106664 0.106094 0.106854 
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ตารางที่ 5.10 การปรับแก้ค่าค้าตอบของค่าวอร์ทิซิที่ที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP ของปัญหาการไหล
ของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน โดยค่าวอร์ทิซิที่อยู่บน
เส้นแนวนอนที่ผ่านจุดกึ่งกลางของช่องว่าง ที่เลขเรย์โนลดส ์ 1,000Re   

**y  
  

(Fine mesh) (Coarse mesh) (Mesh refinement) 
1.0000 15.08452 15.28528 15.01760 
0.9766 12.16047 12.41083 12.07702 
0.9688 9.56696 9.78799 9.49328 
0.9609 7.03228 7.20118 6.97598 
0.9531 4.93954 5.04296 4.90507 
0.8516 1.71443 1.63199 1.74191 
0.7344 2.06007 2.07052 2.05659 
0.6172 2.04830 2.12917 2.02134 
0.5000 2.04783 2.12703 2.02143 
0.4531 2.03443 2.08710 2.01687 
0.2813 2.25689 2.24866 2.25963 
0.1719 0.94931 0.73778 1.01982 
0.1016 -1.58450 -1.67758 -1.55347 
0.0703 -2.12630 -2.09018 -2.13834 
0.0625 -2.24203 -2.17312 -2.26500 
0.0547 -2.37502 -2.26936 -2.41024 
0.0000 -4.05606 -3.62510 -4.19971 
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ตารางที่ 5.11 การปรับแก้ค่าค้าตอบของค่าสูงสุดของสตรีมฟังก์ชั่น ค่าวอร์ทิซิที่ และค่าแสดงต้าแหน่ง
ในแนวราบและแนวด่ิงที่เกิดขึ นในการไหลวนส่วนหลักที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP ของปัญหาการไหล
ของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน  ที่ เลขเรย์โนลดส์ 

5,000Re   
Solution Fine mesh Coarse mesh Mesh refinement 

max  0.11929 0.11561 0.12052 

  1.73975 1.69509 1.75463 
**x  0.48427 0.48739 0.48324 
**y  0.54643 0.53724 0.54949 

 
 
ตารางที่ 5.12 การปรับแก้ค่าค้าตอบของค่าต่้าสุดของสตรีมฟังก์ชั่น  ค่าวอร์ทิซิที่  และค่าแสดง
ต้าแหน่งในแนวราบและแนวดิ่งที่เกิดขึ นในการไหลวนส่วนรองที่อยู่ด้านซ้ายล่างที่ค้านวณด้วยแผน
แบบ LIP ของปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนัง
ด้านบน ที่เลขเรย์โนลดส ์ 5,000Re   

Solution Fine mesh Coarse mesh Mesh refinement 

min  -0.0032971 -0.0029831 -0.0034018 

  -2.69576 -2.48237 -2.76689 
**x  0.19855 0.18511 0.20304 
**y  0.07097 0.07876 0.06837 

 
 

ตารางที่ 5.13 ถึง 5.18 แสดงการเปรียบเทียบค้าตอบของค่าความเร็วไร้มิติในทิศแนวดิ่งและ
แนวนอน ค่าความดันไร้มิติ และค่าวอร์ทิซิที่ที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP กับค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่
ใช้ในการเปรียบเทียบความถูกต้องของปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจาก
การเคลื่อนที่ของผนังด้านบน โดยค่าความเร็ว ค่าความดัน และค่าวอร์ทิซิที่อยู่บนเส้นแนวนอนและ
แนวดิ่งที่ผ่านจุดกึ่งกลางของช่องว่าง ที่เลขเรย์โนลดส์ 1,000Re   โดยค่าความแตกต่างระหว่าง
ค้าตอบที่ค้านวณจากแผนแบบ LIP กับค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ใช้ในการเปรียบเทียบความถูกต้องนั น 

สามารถค้านวณได้จาก  
  

 

Present work25

25

Solution Solution 100
Difference %

Solution

 
  ซึ่งจากการ
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เปรียบเทียบพบว่าค่าเปอร์เซ็นต์ความแตกต่างสูงสุดของค่าความเร็วไร้มิติ ค่าความดันไร้มิติ และค่า
วอร์ทิซิที่มีค่าเป็น 2.4378937, 10.6005643 และ 4.9491340 ตามล้าดับ ทั งนี ค่าเปอร์เซ็นต์ความ
แตกต่างสูงสุดมีค่าค่อนข้างสูงเนื่องมาจากค่าความคลาดเคลื่อนของค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ใช้ในการ
เปรียบเทียบความถูกต้อง Botella and Peyret [27] มีค่าสูงถึง 1010ERROR   
 
ตารางที่ 5.13 การเปรียบเทียบค้าตอบของค่าความเร็วไร้มิติในทิศแนวดิ่งที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP 
กับค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ใช้ในการเปรียบเทียบความถูกต้องของปัญหาการไหลของของไหลใน
ช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน โดยค่าความเร็วอยู่บนเส้นแนวนอนที่
ผ่านจุดกึ่งกลางของช่องว่าง ที่เลขเรย์โนลดส ์ 1,000Re   

**x  

**v  
Difference (%) 

Present work 
Botella and Peyret 

[27] 
0.0000 0.0000000 0.0000000 0.0000000 
0.0312 -0.2235124 -0.22792250 1.9349267 
0.0391 -0.2887030 -0.29368690 1.6970000 
0.0469 -0.3501610 -0.35532130 1.4523006 
0.0547 -0.4049659 -0.41037540 1.3181833 
0.0937 -0.5199061 -0.52643920 1.2409980 
0.1406 -0.4225512 -0.42645450 0.9152833 
0.1953 -0.3159688 -0.32021370 1.3256356 
0.5000 0.0250289 0.0257995 2.9867504 
0.7656 0.3208879 0.3253592 1.3742760 
0.7734 0.3292891 0.3339924 1.4081957 
0.8437 0.3719297 0.3769189 1.3236800 
0.9062 0.3295566 0.3330442 1.0471983 
0.9219 0.3070684 0.3099097 0.9168154 
0.9297 0.2935123 0.2962703 0.9309067 
0.9375 0.2783238 0.2807056 0.8485046 
1.0000 0.0000000 0.0000000 0.0000000 
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ตารางที่ 5.14 การเปรียบเทียบค้าตอบของค่าความดันไร้มิติที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP กับค้าตอบ
แบบเชิงตัวเลขที่ใช้ในการเปรียบเทียบความถูกต้องของปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยม
จัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน โดยค่าความดันอยู่บนเส้นแนวนอนที่ผ่านจุดกึ่งกลางของ
ช่องว่าง ที่เลขเรย์โนลดส ์ 1,000Re   

**x  

**p  
Difference (%) 

Present work 
Botella and Peyret 

[27] 
0.0000 0.079687 0.077455 2.8816732 
0.0312 0.074807 0.078837 5.1118130 
0.0391 0.076893 0.078685 2.2774353 
0.0469 0.077204 0.077148 0.0725878 
0.0547 0.076183 0.077154 1.2585219 
0.0937 0.064429 0.065816 2.1073903 
0.1406 0.048521 0.049029 1.0361215 
0.1953 0.034656 0.034552 0.3009956 
0.5000 0.000000 0.000000 0.0000000 
0.7656 0.046401 0.044848 3.4628077 
0.7734 0.048808 0.047260 3.2754972 
0.8437 0.069951 0.069511 0.6329933 
0.9062 0.082868 0.084386 1.7988766 
0.9219 0.084549 0.086716 2.4989621 
0.9297 0.085403 0.087653 2.5669401 
0.9375 0.086273 0.088445 2.4557635 
1.0000 0.088764 0.090477 1.8932988 
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ตารางที่ 5.15 การเปรียบเทียบค้าตอบของค่าวอร์ทิซิที่ที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP กับค้าตอบแบบ
เชิงตัวเลขที่ใช้ในการเปรียบเทียบความถูกต้องของปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยม
จัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน โดยค่าวอร์ทิซิที่อยู่บนเส้นแนวนอนที่ผ่านจุดกึ่งกลางของ
ช่องว่าง ที่เลขเรย์โนลดส ์ 1,000Re   

**x  
  

Difference (%) 
Present work 

Botella and Peyret 
[27] 

0.0000 -5.27649 -5.462170 3.3993816 
0.0312 -8.36336 -8.443500 0.9491719 
0.0391 -8.20360 -8.246160 0.5160786 
0.0469 -7.55665 -7.585240 0.3768723 
0.0547 -6.48056 -6.508670 0.4318855 
0.0937 0.89849 0.92291 2.6456173 
0.1406 3.37443 3.43016 1.6246084 
0.1953 2.22881 2.21171 0.7730067 
0.5000 2.02143 2.06722 2.2150521 
0.7656 2.04106 2.06122 0.9778998 
0.7734 1.97936 2.00174 1.1181938 
0.8437 0.74157 0.74207 0.0669299 
0.9062 -0.79655 -0.823980 3.3285598 
0.9219 -1.21383 -1.239910 2.1031096 
0.9297 -1.48160 -1.503060 1.4279758 
0.9375 -1.81137 -1.833080 1.1841636 
1.0000 -7.57976 -7.663690 1.0952078 
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ตารางที่ 5.16 การเปรียบเทียบค้าตอบของค่าความเร็วไร้มิติในทิศแนวนอนที่ค้านวณด้วยแผนแบบ 
LIP กับค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ใช้ในการเปรียบเทียบความถูกต้องของปัญหาการไหลของของไหลใน
ช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน โดยค่าความเร็วอยู่บนเส้นแนวดิ่งที่ผ่าน
จุดกึ่งกลางของช่องว่าง ที่เลขเรย์โนลดส ์ 1,000Re   

**y  

**u  
Difference (%) 

Present work 
Botella and Peyret 

[27] 
1.0000 -1.0000000 -1.0000000 0.0000000 
0.9766 -0.6612211 -0.6644227 0.4818619 
0.9688 -0.5774723 -0.5808359 0.5790964 
0.9609 -0.5136509 -0.5169277 0.6339055 
0.9531 -0.4688732 -0.4723329 0.7324707 
0.8516 -0.3313595 -0.3372212 1.7382260 
0.7344 -0.1847287 -0.1886747 2.0914480 
0.6172 -0.0556278 -0.0570178 2.4378937 
0.5000 0.0606573 0.0620561 2.2540357 
0.4531 0.1056889 0.1081999 2.3207045 
0.2813 0.2758444 0.2803696 1.6140005 
0.1719 0.3828664 0.3885691 1.4676154 
0.1016 0.2972591 0.3004561 1.0640379 
0.0703 0.2221457 0.2228955 0.3363759 
0.0625 0.2021017 0.2023300 0.1128355 
0.0547 0.1814066 0.1812881 0.0653656 
0.0000 0.0000000 0.0000000 0.0000000 
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ตารางที่ 5.17 การเปรียบเทียบค้าตอบของค่าความดันไร้มิติที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP กับค้าตอบ
แบบเชิงตัวเลขที่ใช้ในการเปรียบเทียบความถูกต้องของปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยม
จัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน โดยค่าความดันอยู่บนเส้นแนวดิ่งที่ผ่านจุดกึ่งกลางของ
ช่องว่าง ที่เลขเรย์โนลดส ์ 1,000Re   

**y  

**p  
Difference (%) 

Present work 
Botella and Peyret 

[27] 
1.0000 0.052114 0.052987 1.6482030 
0.9766 0.048833 0.052009 6.1066354 
0.9688 0.051217 0.051514 0.5765423 
0.9609 0.047371 0.050949 7.0233632 
0.9531 0.048316 0.050329 3.9990198 
0.8516 0.034412 0.034910 1.4265254 
0.7344 0.011604 0.012122 4.2759721 
0.6172 -0.000915 -0.0008270 10.6005643 
0.5000 0.000000 0.000000 0.0000000 
0.4531 0.004097 0.004434 7.6003608 
0.2813 0.038930 0.040377 3.5828979 
0.1719 0.079432 0.081925 3.0430272 
0.1016 0.100882 0.104187 3.1725007 
0.0703 0.104952 0.108566 3.3291577 
0.0625 0.106040 0.109200 2.8940781 
0.0547 0.106378 0.109689 3.0188381 
0.0000 0.106854 0.110591 3.3791176 
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ตารางที่ 5.18 การเปรียบเทียบค้าตอบของค่าวอร์ทิซิที่ที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP กับค้าตอบแบบ
เชิงตัวเลขที่ใช้ในการเปรียบเทียบความถูกต้องของปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยม
จัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน โดยค่าวอร์ทิซิที่อยู่บนเส้นแนวดิ่งที่ผ่านจุดกึ่งกลางของ
ช่องว่าง ที่เลขเรย์โนลดส ์ 1,000Re   

**y  
  

Difference (%) 
Present work 

Botella and Peyret 
[27] 

1.0000 15.01760 14.753400 1.7907737 
0.9766 12.07702 12.067000 0.0830088 
0.9688 9.49328 9.49496 0.0176585 
0.9609 6.97598 6.95968 0.2342062 
0.9531 4.90507 4.85754 0.9784102 
0.8516 1.74191 1.76200 1.1401816 
0.7344 2.05659 2.09121 1.6556603 
0.6172 2.02134 2.06539 2.1326077 
0.5000 2.02143 2.06722 2.2150521 
0.4531 2.01687 2.06215 2.1956049 
0.2813 2.25963 2.26772 0.3565990 
0.1719 1.01982 1.05467 3.3043511 
0.1016 -1.55347 -1.634360 4.9491340 
0.0703 -2.13834 -2.201750 2.8799818 
0.0625 -2.26500 -2.317860 2.2805519 
0.0547 -2.41024 -2.449600 1.6067929 
0.0000 -4.19971 -4.166480 0.7976357 
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ตารางที่ 5.19 และ 5.20 แสดงการเปรียบเทียบค้าตอบของค่าสูงสุดของสตรีมฟังก์ชั่น ค่า
ต่้าสุดของสตรีมฟังก์ช่ัน ค่าวอร์ทิซิที ่ และค่าแสดงต้าแหน่งในแนวราบและแนวด่ิงที่เกิดขึ นในการ
ไหลวนส่วนหลกัและส่วนรองที่อยู่ด้านซ้ายล่างตามล้าดับ ที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP กับค้าตอบแบบ
เชิงตัวเลขที่ได้รับการตีพิมพ์แล้วของปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการ
เคลื่อนที่ของผนังด้านบน ที่เลขเรย์โนลดส์ 5,000Re   โดยค่าความแตกต่างระหว่างค้าตอบที่
ค้านวณจากแผนแบบ LIP กับค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ใช้ในการเปรียบเทียบความถูกต้องนั น สามารถ

ค้านวณได้จาก  
  

 

Present work28

28

Solution Solution 100
Difference %

Solution

 
  ซึ่งค่าเปอร์เซ็นต์

ความแตกต่างสูงสุดมีค่าเป็น 10.82821652 ซึ่งเกิดขึ นที่ค้าตอบของค่าต่้าสุดของสตรีมฟังก์ช่ัน ทั งนี 
ค่าเปอร์เซ็นต์ความแตกต่างสูงสุดมีค่าค่อนข้างสูงเนื่องมาจากค่าความคลาดเคลื่อนของค้าตอบแบบ
เชิงตัวเลขที่ใชใ้นการเปรียบเทียบความถูกต้องของ Bruneau and Saad [28] มีค่าสูงถึง 

1210ERROR   
 
 
ตารางที่ 5.19 การเปรียบเทียบค้าตอบของค่าสูงสุดของสตรีมฟังก์ชั่น ค่าวอร์ทิซิที่ และค่าแสดง
ต้าแหน่งในแนวราบและแนวดิ่งที่เกิดขึ นในการไหลวนส่วนหลักที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP กับ
ค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ได้รับการตีพิมพ์แล้วของปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัส
เนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน ที่เลขเรย์โนลดส ์ 5,000Re   

Solution Present work 
Bruneau and Saad 

[28] 
Difference (%) 

max  0.12052 0.12193 1.156503016 

  1.75463 1.9322 9.189975927 
**x  0.48324 0.48535 0.435194937 
**y  0.54949 0.53516 2.677415299 
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ตารางที่ 5.20 การเปรียบเทียบค้าตอบของค่าต่้าสุดของสตรีมฟังก์ชั่น ค่าวอร์ทิซิที่ และค่าแสดง
ต้าแหน่งในแนวราบและแนวดิ่งที่เกิดขึ นในการไหลวนส่วนรองที่อยู่ด้านซ้ายล่างที่ค้านวณด้วยแผน
แบบ LIP กับค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ได้รับการตีพิมพ์แล้วของปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่าง
สี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน ที่เลขเรย์โนลดส ์ 5,000Re   

Solution Present work 
Bruneau and Saad 

[28] 
Difference (%) 

min  -0.0034018 -0.0030694 10.82821652 

  -2.76689 -2.7245 1.555961196 
**x  0.20304 0.19434 4.47422977 
**y  0.06837 0.07324 6.653007161 

 
 
 รูปที่ 5.4 แสดงการเปรียบเทียบเส้นคอนทัวร์ของค่าสตรีมฟังก์ชั่น และค่าวอร์ทิซิที่ ของ
ปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน ที่เลขเรย์
โนลดส์ 1,000Re   ระหว่างค้าตอบที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP (Present work) กับค้าตอบแบบ
เชิงตัวเลขที่ใช้ในการเปรียบเทียบความถูกต้องของ Botella and Peyret [27] ซึ่งค่า (Value) ของ
เส้นคอนทัวร์ ส้าหรับแต่ละสลาก (Label) ได้ถูกแสดงไว้ในตารางที่ 5.21 โดยรูปแบบของเส้นคอน
ทัวร์มีความคล้ายคลึงกันอย่างมาก แต่มีข้อแตกต่างกันบ้าง โดยเส้นคอนทัวร์ของค่าสตรีมฟังก์ชั่นของ 
Present work ไม่ปรากฎสลาก (Label) a และเส้นคอนทัวร์ของค่าวอร์ทิซิที่ของ Present work กับ
ของ Botella and Peyret [27] ที่สลาก d มีรูปร่างที่แตกต่างกันเล็กน้อย ทั งเนื่องมาจากการรัน
โปรแกรมที่มีค่าความคลาดเคลื่อน  ERROR ที่แตกต่างกัน 
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(a)  (b) 
   

 

 

 
(c)  (d) 
   

รูปที่ 0.4 การเปรียบเทียบเส้นคอนทัวร์ของค่าสตรีมฟังก์ชั่น และค่าวอร์ทิซิที่ ของปัญหาการไหลของ
ของไหลในช่องว่างสี่ เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน  ที่ เลขเรย์โนลดส์ 

1,000Re   (a) เส้นคอนทัวร์ของค่าสตรีมฟังก์ชั่นของ Present work (b) เส้นคอนทัวร์ของค่า
สตรีมฟังก์ชั่นของ Botella and Peyret [27] (c) เส้นคอนทัวร์ของค่าวอร์ทิซิที่ของ Present work 
และ (d) เส้นคอนทัวร์ของค่าวอร์ทิซิที่ของ Botella and Peyret [27] 
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ตารางที่ 5.21 ค่าสตรีมฟังก์ชั่น และค่าวอร์ทิซิที่ ของเส้นคอนทัวร์ที่แสดงในรูปที่ 5.2 และ 5.3 

Label 
Values 

    
a 0.1175 5.0 

 
0.115 

 b 0.11 4.0 

 
0.1 

 c 9x10-2 3.0 

 
7x10-2 

 d 5x10-2 2.0 

 
3x10-2 

 e 1x10-2 1.0 
f 1x10-4 0.5 

 
1x10-5 

 
 

1x10-10 
 

 
0.0 

 
 

-1x10-6 
 g -1x10-5 0.0 

 
-5x10-5 

 h -1x10-4 -0.5 

 
-2.5x10-4 

 i -5x10-4 -1.0 

 
-1x10-3 

 j -1.5x10-3 -2.0 
k 

 
-3.0 
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(a)  (b) 
   

 

 

 
(c)  (d) 
   

รูปที่ 0.5 การเปรียบเทียบเส้นคอนทัวร์ของค่าสตรีมฟังก์ชั่น และค่าวอร์ทิซิที่ ของปัญหาการไหลของ
ของไหลในช่องว่างสี่ เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน  ที่ เลขเรย์โนลดส์ 

5,000Re   (a) เส้นคอนทัวร์ของค่าสตรีมฟังก์ชั่นของ Present work (b) เส้นคอนทัวร์ของค่า
สตรีมฟังก์ชั่นของ Bruneau ans Saad [28] (c) เส้นคอนทัวร์ของค่าวอร์ทิซิที่ของ Present work 
และ (d) เส้นคอนทัวร์ของค่าวอร์ทิซิที่ของ Bruneau and Saad [28] 
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รูปที่ 5.5 แสดงการเปรียบเทียบเส้นคอนทัวร์ของค่าสตรีมฟังก์ชั่น และค่าวอร์ทิซิที่ ของปัญหา
การไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน ที่เลขเรย์โนลดส์ 

5,000Re   ระหว่างค้าตอบที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP (Present work) กับค้าตอบแบบเชิงตัว
เลขที่ใช้ในการเปรียบเทียบความถูกต้องของ Bruneau and Saad [28] ซึ่งค่าของเส้นคอนทัวร์ได้ถูก
แสดงไว้ในตารางที่ 5.21 โดยลักษณะทั่วไปของเส้นคอนทัวร์มีความคล้ายคลึงกันอย่างมาก แต่มีข้อ
แตกต่างกันบ้าง โดยเส้นคอนทัวร์ของค่าวอร์ทิซิที่บริเวณใจกลางของช่องว่างของ Present work มี
ลักษณะเป็นเส้นหยักไปมาเนื่องจากค่าความคลาดเคลื่อน  ERROR  ในการรันของโปรแกรมมีค่าไม่
น้อยพอ 
 

5.1.3 การตรวจสอบความถูกต้องของแผนแบบ LIP ด้วยปัญหาการไหลของ
อากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาต ิ

การตรวจสอบความถูกต้องของแผนแบบ LIP ด้วยปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่าง
สี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติ  ใช้วิธีการเปรียบเทียบค้าตอบที่ได้จากการ
ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP กับค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ ใช้ ในการเปรียบเทียบความถูกต้อง 
(Benchmark numerical solution) ของ Davis [41] ที่ เลขเรย์ลี  310Ra   ถึง 610Ra   และ
ค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ได้รับการตีพิมพ์แล้ว (Published numerical solution) ของ Saitoh and 
Hirose [42] Markatos and Pericleous [43] Barakos et al. [44] Dixit and Babu [45] Baïri 
[46] Le Quéré [51] และ Zhao and Tian [52] ที่เลขเรย์ลี 310Ra   ถึง 810Ra   

การหาค้าตอบด้วยแผนแบบ LIP ส้าหรับปัญหานี  โปรแกรมที่พัฒนาขึ นได้ก้าหนดให้ค่าความ
ค ล า ด เ ค ลื่ อ น เ ป็ น  410ERROR   แ ล ะ ค่ า ช่ ว ง เ ว ล า ย่ อ ย ไ ร้ มิ ติ เ ป็ น 

 
** 0.001

hot coldt g b T T
t

b

 
    และปรับแก้ค้าตอบให้เป็นอิสระจากจ้านวนเม็สซ์ (Mesh 

refinement) โดยใช้สมการ (2.2) แล้วจึงน้าค้าตอบที่ได้รับการปรับแก้แล้วไปใช้ในการเปรียบเทียบ
เพื่อตรวจสอบความถูกต้องของแผนแบบ LIP โดยค้าตอบที่ถูกปรับแก้ส้าหรับปัญหานี  ได้แก่ เลขนัส

เซลต์เฉลี่ย (Average Nusselt number) 
 

 

0

01

2

b

x x b

hot cold

q q dy

Nu
k T T

 

 
  

 
 
  
 


 ค่าความเร็วไร้มิติสูงสุด 

 
** max p

max

u c b
u

k

 
 
 
 

 ในทิศแนวนอน ค่าความเร็วไร้มิติสูงสุด 
 

** max p

max

v c b
v

k

 
 
 
 

 ในทิศ

แนวดิ่ง และค่าต้าแหน่งที่เกิดความเร็วสูงสุด  **, 0.5x  และ  **0.5, y  ตามล้าดับ ซึ่งค่าระยะไร้
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มิติมีค่าเป็น ** x
x

b
  และ ** y

y
b

  โดยค่าค้าตอบที่แสดงในตารางที่ 5.22 ถึง 5.26 ถูกค้านวณที่

จ้านวนเม็สซ์ดังนี  

 ที่เลขเรย์ลี 310Ra   และ 410Ra   จ้านวนเม็สซ์ละเอียด (Fine mesh) เป็น 40×40 
และจ้านวนเม็สซ์หยาบ (Coarse mesh) เป็น 20×20 

 ที่เลขเรย์ลี 510Ra   และ 610Ra   จ้านวนเม็สซ์ละเอียด (Fine mesh) เป็น 60×60 
และจ้านวนเม็สซ์หยาบ (Coarse mesh) เป็น 30×30 

 ที่เลขเรย์ลี 710Ra   และ 810Ra   จ้านวนเม็สซ์ละเอียด (Fine mesh) เป็น 120×120 
และจ้านวนเม็สซ์หยาบ (Coarse mesh) เป็น 60×60 

 
 
ตารางที่ 5.22 การปรับแก้ค่าค้าตอบของเลขนัสเซลต์เฉลี่ยที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP ของปัญหาการ
ไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนือ่งจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติ 

Ra  
Nu  

(Fine mesh) (Coarse mesh) (Mesh refinement) 
103 1.1114 1.1091 1.1122 
104 2.2348 2.2383 2.2336 
105 4.5192 4.5304 4.5155 
106 8.8281 8.9350 8.7925 
107 16.5224 16.5739 16.5052 
108 30.2369 30.6719 30.0919 
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ตารางที่ 5.23 การปรับแก้ค่าค้าตอบของค่าความเร็วไร้มิติสูงสุดในทิศแนวนอนที่ค้านวณด้วยแผน
แบบ LIP ของปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบ
ธรรมชาต ิโดยค่าความเร็วอยู่บนเส้นแนวด่ิงที่ผ่านจุดกึ่งกลางของช่องว่าง 

Ra  
**

maxu  
(Fine mesh) (Coarse mesh) (Mesh refinement) 

103 3.6572 3.6065 3.6741 
104 16.1812 15.9940 16.2436 
105 34.8408 34.4893 34.9580 
106 65.1916 63.9388 65.6092 
107 148.1112 146.1776 148.7557 
108 313.6128 311.5559 314.2984 

 
 
ตารางที่ 5.24 การปรับแก้ค่าระยะไร้มิติในทิศแนวดิ่งที่แสดงต้าแหน่งของค่าความเร็วสูงสุดในทิศ
แนวนอนที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP ของปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัส
เนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาต ิ

Ra  
**y  

(Fine mesh) (Coarse mesh) (Mesh refinement) 
103 0.8067 0.8308 0.7987 
104 0.8315 0.8308 0.8317 
105 0.8503 0.8427 0.8528 
106 0.8503 0.8427 0.8528 
107 0.8843 0.8791 0.8860 
108 0.9313 0.9290 0.9321 
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ตารางที่ 5.25 การปรับแก้ค่าค้าตอบของค่าความเร็วไร้มิติสูงสุดในทิศแนวด่ิงที่ค้านวณด้วยแผนแบบ 
LIP ของปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรสัเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติ 
โดยค่าความเร็วอยู่บนเส้นแนวนอนที่ผ่านจุดกึ่งกลางของช่องว่าง 

Ra  
**

maxv  
(Fine mesh) (Coarse mesh) (Mesh refinement) 

103 3.6982 3.6743 3.7062 
104 19.5772 19.3565 19.6508 
105 68.3364 67.9268 68.4729 
106 219.7230 215.3919 221.1667 
107 697.8479 693.4655 699.3087 
108 2211.7514 2182.1186 2221.6290 

 
 
ตารางที่ 5.26 การปรับแก้ค่าระยะไร้มิติในทิศแนวนอนทีแ่สดงต้าแหน่งของค่าความเร็วสูงสุดในทิศ
แนวดิ่งที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP ของปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจาก
การพาความร้อนแบบธรรมชาติ 

Ra  
**x  

(Fine mesh) (Coarse mesh) (Mesh refinement) 
103 0.1684 0.1691 0.1682 
104 0.1223 0.1179 0.1238 
105 0.0709 0.0663 0.0724 
106 0.0394 0.0389 0.0396 
107 0.0224 0.0208 0.0229 
108 0.0111 0.0122 0.0107 
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ตารางที่ 5.27 และ 5.28 แสดงการเปรียบเทียบค้าตอบของเลขนัสเซลต์เฉลี่ย ค่าความเร็วไร้
มิติสูงสุดในทิศแนวนอนและแนวดิ่งที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP กับค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ใช้ในการ
เปรียบเทียบความถูกต้องและค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ได้รับการตีพิมพ์แล้ว ของปัญหาการไหลของ
อากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติ ที่ เลขเรย์ลี 310Ra   ถึง 

810Ra   โดยค้าตอบที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP (Present work) มีค่าใกล้เคียงกับค้าตอบแบบเชิง
ตัวเลขที่ใช้ในการเปรียบเทียบความถูกต้อง (Benchmark numerical solution) และค้าตอบแบบ
เชิงตัวเลขที่ได้รับการตีพิมพ์แล้ว (Published numerical solution) 

รูปที่ 5.6 และ 5.7 แสดงการเปรียบเทียบเส้นคอนทัวร์ของค่าอุณหภูมิไร้มิติ และค่าสตรีม
ฟั งก์ชั่นที่ค้ านวณด้วยแผนแบบ LIP (Present work) กับค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ ใช้ ในการ
เปรียบเทียบความถูกต้องของ David [41] และค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ได้รับการตีพิมพ์แล้วของ Le 
Quéré [51] ของปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบ
ธรรมชาติ ที่เลขเรย์ลี 310Ra   ถึง 810Ra   โดยค่าของเส้นคอนทัวร์ของค่าอุณหภูมิไร้มิติในรูปที่ 
5.4 มีค่าเป็น 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8 และ 0.9 ขณะที่ค่าของเส้นคอนทัวร์ของค่าสตรีม
ฟังก์ชั่น (Values of stream-function) ในรูปที่ 5.5 ที่เลขเรย์ลีต่างๆ นั น ถูกแสดงค่าอยู่ในตารางที่ 
5.29 โดยเส้นคอนทัวร์ของค่าอุณหภูมิไร้มิติของ Present work กับเส้นคอนทัวร์ของค่าอุณหภูมิไร้มิติ
ของ David [41] และ Le Quéré [51] มีรูปร่างเหมือนกันทุกประการ ส้าหรับเส้นคอนทัวร์ของค่า
สตรีมฟังก์ชั่นของ Present work กับเส้นคอนทัวร์ของค่าสตรีมฟังก์ชั่นของ David [41] และ Le 
Quéré [51] มีรูปร่างใกล้เคียงกันแต่มีความแตกต่างกันบ้างที่บริเวณใจกลางของช่องว่างที่เลขเรย์ลี 

3 4 6 710 ,10 ,10 ,10Ra   ทั งนี เนื่องมาจากการใช้ค่าจ้านวนกริดและค่าความคลาดเคลื่อนของ
โปรแกรมที่แตกต่างกันในการค้านวณ 
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ตารางที่ 5.27 การเปรียบเทียบค้าตอบของเลขนัสเซลต์เฉลี่ย ค่าความเร็วไร้มิติสูงสุดในทิศแนวนอน
และแนวดิ่งที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP กับค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ใช้ในการเปรียบเทียบความถูกต้อง
และค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ได้รับการตีพิมพ์แล้ว ของปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยม
จัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาต ิที่เลขเรย์ลี 310Ra   ถึง 610Ra   

Ra  Author Nu   ** **0.5,maxu y   ** ** , 0.5maxv x  

103 

Present work 1.1122 3.6741 (0.5, 0.7987)  3.7062 (0.1682, 0.5) 
Davis [41] 1.118 3.649 (0.5, 0.813) 3.697 (0.178, 0.5) 
Markatos and Pericleous [43] 1.108 3.544 (0.5, 0.832) 3.593 (0.168, 0.5) 
Barakos et al. [44] 1.114 - - 
Dixit and Babu [45] 1.121 3.6529 (0.5, 0.8125) 3.682 (0.17183, 0.5) 
Baïri [46] 1.112 - - 

104 

Present work 2.2336 16.2436 (0.5, 0.8317)  19.6508 (0.1238, 0.5) 
Davis [41] 2.243 16.178 (0.5, 0.823) 19.617 (0.119, 0.5) 
Saitoh and Hirose [42] 2.2415 16.1838 (0.5, 0.8232) 19.6165 (0.1191, 0.5) 
Markatos and Pericleous [43] 2.201 16.18 (0.5, 0.832) 19.44 (0.113, 0.5) 
Barakos et al. [44] 2.245 - - 
Dixit and Babu [45] 2.286 16.163 (0.5, 0.828) 19.569 (0.125, 0.5) 
Baïri [46] 2.168 - - 
Zhao and Tian [52] 2.2448 16.1799 19.6254 

105 

Present work 4.5155 34.9580 (0.5, 0.8528) 68.4729 (0.0724, 0.5) 
Davis [41] 4.519 34.73 (0.5, 0.855) 68.59 (0.066, 0.5) 
Markatos and Pericleous [43] 4.430 35.73 (0.5, 0.857) 69.08 (0.067, 0.5) 
Barakos et al. [44] 4.510 - - 
Dixit and Babu [45] 4.546 35.521 (0.5, 0.8554) 68.655 (0.0664, 0.5) 
Baïri [46] 4.228 - - 
Zhao and Tian [52] 4.5218 34.7223 68.5094 

106 

Present work 8.7925 65.6092 (0.5, 0.8525) 221.1667 (0.0396, 0.5) 
Davis [41] 8.800 64.63 (0.5, 0.850) 219.36 (0.0379, 0.5) 
Saitoh and Hirose [42] 8.7126 64.389 (0.5, 0.8512) 216.76 (0.03943, 0.5) 
Markatos and Pericleous [43] 8.754 68.81 (0.5, 0.872) 221.8 (0.0135, 0.5) 
Le Quéré [51] 8.825 - - 
Barakos et al. [44] 8.806 - - 
Dixit and Babu [45] 8.652 64.186 (0.5, 0.8496) 219.866 (0.0371, 0.5) 
Baïri [46] 8.243 - - 
Zhao and Tian [52] 8.8267 64.7889 220.3715 
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ตารางที่ 5.28 การเปรียบเทียบค้าตอบของเลขนัสเซลต์เฉลี่ย ค่าความเร็วไร้มิติสูงสุดในทิศแนวนอน
และแนวดิ่งที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP กับค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ได้รับการตีพิมพ์แล้ว ของปัญหา
การไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรสัเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติ ที่เลขเรย์ลี 

710Ra   และ 810Ra   

Ra  Author Nu   ** **0.5,maxu y   ** ** , 0.5maxv x  

107 

Present work 16.5052 148.7557 (0.5, 0.8860) 699.3087 (0.0229, 0.5) 
Le Quéré [51] 16.523 - - 
Dixit and Babu [45] 16.790 164.236 (0.5, 0.851) 701.922 (0.020, 0.5) 
Baïri [46] 16.073 - - 
Zhao and Tian [52] 16.5371 148.2929 698.8831 

108 

Present work 30.0919 314.2984 (0.5, 0.9321) 2221.629 (0.0107, 0.5) 
Markatos and Pericleous [43] 32.045 514.3 (0.5, 0.941) 1812 (0.0135, 0.5) 
Le Quéré [51] 30.225 - - 
Barakos et al. [44] 30.100 - - 
Dixit and Babu [45] 30.506 389.877 (0.5, 0.937) 2241.374 (0.0112, 0.5) 
Baïri [46] 31.339 - - 
Zhao and Tian [52] 30.2787 316.8832 2224.25 
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(a)  (b) 
   

 

 

 
(c)  (d) 
   

 

 

 
(e)  (f) 
   

 

 

 
(g)  (h) 
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(i)  (j) 
   

 

 

 
(k)  (l) 
   

รูปที่ 0.6 การเปรียบเทียบเส้นคอนทัวร์ของค่าอุณหภูมิไร้มิติ ของปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่าง
สี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติ (a) Present work ที่เลขเรย์ลี 310Ra   (b) 
Davis [41] ที่เลขเรย์ลี 310Ra   (c) Present work ที่เลขเรย์ลี 410Ra   (d) Davis [41] ที่เลข
เรย์ลี 410Ra   (e) Present work ที่เลขเรย์ลี 510Ra   (f) Davis [41] ที่เลขเรย์ลี 610Ra   (g) 
Present work ที่เลขเรย์ลี 310Ra   (h) Davis [41] ที่เลขเรย์ลี 610Ra   (i) Present work ที่
เลขเรย์ลี  710Ra   (j) Le Quéré [51] ที่ เลขเรย์ลี  710Ra   (k) Present work ที่ เลขเรย์ลี 

810Ra   และ (l) Le Quéré [51] ที่เลขเรย์ลี 810Ra   
  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

117 

 

 

 
(a)  (b) 
   

 

 

 
(c)  (d) 
   

 

 

 
(e)  (f) 
   

 

 

 
(g)  (h) 
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(i)  (j) 
   

 

 

 
(k)  (l) 
   

รูปที่ 0.7 การเปรียบเทียบเส้นคอนทัวร์ของค่าสตรีมฟังก์ชั่น ของปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่าง
สี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติ (a) Present work ที่เลขเรย์ลี 310Ra   (b) 
Davis [41] ที่เลขเรย์ลี 310Ra   (c) Present work ที่เลขเรย์ลี 410Ra   (d) Davis [41] ที่เลข
เรย์ลี 410Ra   (e) Present work ที่เลขเรย์ลี 510Ra   (f) Davis [41] ที่เลขเรย์ลี 610Ra   (g) 
Present work ที่เลขเรย์ลี 310Ra   (h) Davis [41] ที่เลขเรย์ลี 610Ra   (i) Present work ที่
เลขเรย์ลี  710Ra   (j) Le Quéré [51] ที่ เลขเรย์ลี  710Ra   (k) Present work ที่ เลขเรย์ลี 

810Ra   และ (l) Le Quéré [51] ที่เลขเรย์ลี 810Ra   
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ตารางที่ 5.29 ค่าของค่าสตรีมฟังก์ชั่น ที่แสดงในรูปที่ 5.5 

Ra  Values of stream-function 

103 
-1.174, -1.0566, -0.9392, -0.8218, -0.7044, 

 -0.5870, -0.4696, -0.3522, -0.2348, -1174, 0 

  
104 

-5.071, -4.5639, -4.0568, -3.5497, -3.0426, 
 -2.5355, -2.0284, -1.5213, -1.0142, -0.5071, 0 

  
105 

-9.507, -8.646, -7.6853, -6.7246, -5.7639, 
 -4.8032, -3.8425, -2.8818, -1.9211, -0.9604, 0 

  
106 

-16.27, -15.07, -13.395, -11.72, -10.045, 
 -8.37, -6.695, -5.02, -3.345, -1.67, 0 

  
107 

-31.3, -30.6, -29.3, -27.6, -26.3, 
-25, -23.3, -20, -13.3, -6.6, -1.6, 0 

  108 -53, 52, 50, 48, 44, 40, 37, 35, 30, 20, 10, 5, 0 

 
 

5.1.4 การตรวจสอบความถูกต้องของแผนแบบ LIP ด้วยปัญหาการไหลของ
อากาศเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีอัตราส่วน
ของความสูงต่อความกวา้งมีค่ามาก 

การตรวจสอบความถูกต้องของแผนแบบ LIP ด้วยปัญหาการไหลของอากาศเนื่องจากการพา
ความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีอัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่ามาก ใช้
วิธีการเปรียบเทียบค้าตอบที่ได้จากการค้านวณด้วยแผนแบบ LIP กับค้าตอบที่ได้จากการทดลอง 
(Experimental solution) ของ ElSherbiny et al. [50] และค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ได้รับการ
ตีพิมพ์แล้ว (Published numerical solution) ของ zhu and Yang [48] และ Báez and Nicolás 
[49] ที่ เลขเรย์ลี 41.1 10Ra    และค่าอัตราส่วนความสูงต่อความกว้างของช่องว่าง (Aspect 
Ratio) เป็น 16AR   

การหาค้าตอบด้วยแผนแบบ LIP ส้าหรับปัญหานี  โปรแกรมที่พัฒนาขึ นได้ก้าหนดให้ค่าความ
ค ล า ด เ ค ลื่ อ น เ ป็ น  410ERROR   แ ล ะ ค่ า ช่ ว ง เ ว ล า ย่ อ ย ไ ร้ มิ ติ เ ป็ น 
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 
** 0.001

hot coldt g b T T
t

b

 
    และใช้การทดสอบความเป็นอิสระของค้าตอบจากจ้านวน

จ้านวนเม็สซ์ (Mesh independence test) แล้วจึงน้าค้าตอบที่ได้รับการปรับแก้แล้วไปใช้ในการ
เปรียบเทียบเพื่อตรวจสอบความถูกต้องของแผนแบบ LIP โดยค้าตอบที่ถูกปรับแก้ส้าหรับปัญหานี  

ได้แก่ เลขนัสเซลต์เฉลี่ย (Average Nusselt number) 
 

 

0

0

2

h

x x b

hot cold

q q dy
b

Nu
h k T T

 

 
  

 
 
  
 


 โดย

ตารางที่ 5.30 เป็นการทดสอบความเป็นอิสระของค้าตอบเนื่องจากขนาดของจ้านวนเม็สซ์ที่กรณี
ต่างๆ ซึ่งเปอร์เซ็นต์ของการเปลี่ยนแปลงของค้าตอบ (Change (%))ที่ เป็นค่าเลขนัสเซลต์เฉลี่ย 

ค้านวณได้จาก  Fine mesh Coarse mesh

Fine mesh

100
Change(%)

Nu Nu

Nu

 
  

 ตารางที่ 5.31 แสดงการเปรียบเทียบค้าตอบของเลขนัสเซลต์เฉลี่ยที่ค้านวณด้วยแผนแบบ 
LIP (Present work) กับค้าตอบที่ได้จากการทดลองและค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ได้รับการตีพิมพ์แล้ว 
ของปัญหาการไหลของอากาศเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มี
อัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่ามาก ที่เลขเรย์ลี 41.1 10Ra    และค่าอัตราส่วนความสูง
ต่ อ ค ว า ม ก ว้ า ง ข อ ง ช่ อ ง ว่ า ง เป็ น  16AR   โ ด ย ที่ ค่ า เป อ ร์ เซ็ น ต์ ค ว า ม แ ต ก ต่ า ง

 
 Present work Other author

Present work

Solution Solution 100
Difference %

Solution

  
 
 
 

 ของเลขนัสเซลต์เฉลี่ยของ 

Present work มีค่าใกล้ เคียงกับ เลขนัสเซลต์ เฉลี่ยของ zhu and Yang [48] และ Báez and 
Nicolás [49] ซึ่งเป็นค้าตอบที่ได้จากการค้านวณแบบเชิงตัวเลขเหมือนกัน แต่เลขนัสเซลต์เฉลี่ยของ 
Present work มีค่าค่อนข้างแตกต่างกับเลขนัสเซลต์เฉลี่ยของ ElSherbiny et al. [50] ซึ่งเป็น
ค้าตอบที่ได้จากการทดลอง 
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ตารางที่ 5.30 การทดสอบความเป็นอิสระของค้าตอบเนื่องจากขนาดของจ้านวนเม็สซ์ ของแผนแบบ 
LIP กับปัญหาการไหลของอากาศเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่
มีอัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่ามาก ที่เลขเรย์ลี 41.1 10Ra    และค่าอัตราส่วนความสูง
ต่อความกว้างของช่องว่างเป็น 16AR   

Mesh size Nu  Change (%) 
25×100 1.5236 - 
30×135 1.5232 0.0263 
35×170 1.5231 0.0066 
40×200 1.5231 0.0000 

 
 
ตารางที่ 5.31 แสดงการเปรียบเทียบค้าตอบของเลขนัสเซลต์เฉลี่ยที่ค้านวณด้วยแผนแบบ LIP กับ
ค้าตอบที่ได้จากการทดลองและค้าตอบแบบเชิงตัวเลขที่ได้รับการตีพิมพ์แล้ว ของปัญหาการไหลของ
อากาศเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีอัตราส่วนของความสูงต่อ
ความกว้างมีค่ามาก ที่เลขเรย์ลี 41.1 10Ra    และค่าอัตราส่วนความสูงต่อความกว้างของช่องว่าง
เป็น 16AR   

Author Nu  Difference (%) Implementation 
Present work 1.5231 - Numerical 
EISherbiny et al. [50] 1.4307 6.0666 Experimental 
Zhu and Yang [48] 1.5250 0.1247 Numerical 
Báez and Nicolás [49] 1.5351 0.7879 Numerical 

 
 

รูปที่ 5.8 และ 5.9 แสดงการเปรียบเทียบเส้นคอนทัวร์ของค่าอุณหภูมิไร้มิติ และค่าสตรีม
ฟังก์ชั่น ของปัญหาการไหลของอากาศเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่าง
สี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีอัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่ามาก ที่เลขเรย์ลี 41.1 10Ra    และค่า
อัตราส่วนความสูงต่อความกว้างของช่องว่างเป็น 16AR   โดยค่าของเส้นคอนทัวร์ของอุณหภูมิที่
แสดงในรูปที่ 5.6 มีค่าเป็น 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8 และ 0.9 ส้าหรับค่าของเส้นคอน
ทัวร์ของสตรีมฟังก์ชั่นที่แสดงในรูปที่ 5.7 มีค่าเป็น -5, -10, -15, -20, -25, -30 และ -35 โดยเส้น
คอนทัวร์ของอุณหภูมิของ Present work กับเส้นคอนทัวร์ของอุณหภูมิของ zhu and Yang [48] ไม่
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มีความแตกต่างกัน ขณะที่เส้นคอนทัวร์ของสตรีมฟังก์ชั่นของ Present work กับเส้นคอนทัวร์ของ
สตรีมฟังก์ชั่นของ zhu and Yang [48] มีควาแตกต่างกันเล็กน้อยที่จ้านวนของเส้นคอนทัวร์ที่ปรากฎ
ในรูป 

 
 

 

 

 
(a)  (b) 
   

รูปที่ 0.8 การเปรียบเทียบเส้นคอนทัวร์ของค่าอุณหภูมิไร้มิติ ของปัญหาการไหลของอากาศเนื่องจาก
การพาความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีอัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่า
มาก ที่เลขเรย์ลี 41.1 10Ra    และค่าอัตราส่วนความสูงต่อความกว้างของช่องว่างเป็น 16AR   
(a) Present work และ (b) zhu and Yang [48] 
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(a)  (b) 
   

รูปที่ 0.9 การเปรียบเทียบเส้นคอนทัวร์ของค่าอุณหภูมิไร้มิติ และค่าสตรีมฟังก์ชั่น ของปัญหาการไหล
ของอากาศเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีอัตราส่วนของความ
สูงต่อความกว้างมีค่ามาก ที่เลขเรย์ลี 41.1 10Ra    และค่าอัตราส่วนความสูงต่อความกว้างของ
ช่องว่างเป็น 16AR   (a) Present work และ (b) zhu and Yang [48] 
 
 

5.2 การทดสอบประสิทธิภาพของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP 
การทดสอบประสิทธิภาพของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP ได้ถูกกระท้าโดยการ

เปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค้านวณ (Computational time) ของปัญหาที่อยู่ในสภาวะไม่คงตัว 
(Transient condition) จนลู่เข้าสู่สภาวะคงตัว (Steady state condition) โดยปัญหาที่ใช้ในการ
ทดสอบ ได้แก ่ 
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 ปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต 

 ปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน 

 ปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรสัเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาต ิ

 ปัญหาการไหลของอากาศเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้า
ที่มีอัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่ามาก 

ซึ่งเวลาที่ใช้ในการค้านวณเวลาได้จากเวลาของหน่วยประมวลผล (CPU time) ของคอมพิวเตอร์ที่ใช้
ประมวลผล โดยการทดสอบประสิทธิภาพของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP ใช้คอมพิวเตอร์
แบบตั งโต๊ะ (Desktop computer) ในการรันโปรแกรมที่พัฒนาขึ นมา ซึ่งมีรายละเอียดของหน่วย
ป ระ ม วล ผ ล  (CPU) ดั งนี  Intel ® Core TM i5-4460 CPU @ 3.20 GHz โด ย ก ารท ด ส อ บ
ประสิทธิภาพของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP ซึ่งใช้การเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการ
ค้านวณของปัญหาของการประมาณค่านอกช่วงในสี่แบบ (Category) ซึ่งการประมาณค่านอกช่วงใช้
ส้าหรับการก้าหนดค่าคาดเดาเริ่มต้น (Initial guess value) ส้าหรับการค้านวณในเวลาย่อยปัจุบัน 
ของปัญหาที่อยู่ในสภาวะไม่คงตัวที่ใช้การแก้ปัญหาด้วยระเบียบวิธีการท้าซ ้า (Iterative method) 
โดยรายละเอียดของของการประมาณค่านอกช่วงในสี่แบบนั น ได้ถูกแสดงในตารางที่ 5.32 
 
 
ตารางที่  5.32 รายละเอียดของแบบต่างในการประมาณค่านอกช่วงที่ ใช้ในการการทดสอบ
ประสิทธิภาพของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP 

Category Number of time steps  ntmax  Extrapolation technique 
A 2 Conventional method 
B 4 Conventional method 
C 4 LIP 
D 4 WF-LIP 

 
 
โดยการประมาณค่านอกช่วงแบบ A และ B ซึ่งเป็นการประมาณค่านองช่วงแบบ “Conventional 
method” หมายถึงการก้าหนดค่าคาดเดาเริ่มต้นส้าหรับการค้านวณในเวลาย่อยปัจจุบัน ให้มีค่า
เท่ากับค้าตอบของช่วงเวลาย่อย (Time step) ในช่วงก่อนหน้านี  ขณะที่การประมาณค่านอกช่วงแบบ 
C ซึ่งเป็นการประมาณค่านองช่วงแบบ “LIP” หมายถึงการก้าหนดค่าคาดเดาเริ่มต้นส้าหรับการ
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ค้านวณในเวลาย่อยปัจจุบัน ได้จากการค้านวณด้วยวิธีที่ประยุกต์มาจากการประมาณค่าในช่วงของ
ลากรานก ์(Lagrange Interpolating Polynomial (LIP)) 
 

5.2.1 การทดสอบประสทิธิภาพของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP ด้วย
ปัญหาการน าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต 
 การทดสอบประสิทธิภาพของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP (แบบ D) ด้วยปัญหา
การน้าความร้อนในแผ่นวัสดุสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต กระท้าที่ Case 5 ดังที่แสดง
ในหัวข้อการ 5.1.1 ซึ่งผลการทดสอบได้ถูกแสดงในรูปที่ 5.10.และ 5.11 ที่จ้านวนเม็สช์ 700×140 
และ 800×160 ตามล้าดับ โดยที่เวลาย่อย (Time step  **t ) 0.001 การประมาณค่านอกช่วง
แบบ D ใช้เวลาในการค้านวณน้อยกว่าประมาณค่านอกช่วงแบบอื่นๆ แต่ที่เวลาย่อย 0.002 และ 
0.003 การประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP ใช้เวลาในการค้านวณน้อยกว่าประมาณค่านอกช่วง
แบบ A และ B แต่มากกว่าแบบ C 
 
 

 

รูปที่  0.10 การเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค้านวณ ของปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุ
สี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต (Case 5) ที่จ้านวนเม็สช์ 700×140 
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รูปที่  0.11 การเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค้านวณ ของปัญหาการน้าความร้อนในแผ่นวัสดุ
สี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ระบุอุณหภูมิของขอบเขต (Case 5) ที่จ้านวนเม็สช์ 800×160 
 
 

5.2.2 การทดสอบประสทิธิภาพของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP ด้วย
ปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนัง
ด้านบน 

การทดสอบประสิทธิภาพของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP (แบบ D) ด้วยปัญหาการ
ไหลของของไหลในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบน กระท้าที่เลขเรย์โน
ลดส์ 1,000Re   ซึ่งผลการทดสอบได้ถูกแสดงในรูปที่ 5.12.และ 5.13 ที่จ้านวนเม็สช์ 60×60 และ 
90×90 ตามล้าดับ โดยที่จ้านวนเม็สช์ 60×60 การประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP ใช้เวลาในการ
ค้านวณน้อยกว่าประมาณค่านอกช่วงแบบ A และ B แต่มากกว่าแบบ C แต่ที่จ้านวนเม็สช์ 90×90 
การประมาณค่านอกช่วงแบบ D ใช้เวลาในการค้านวณน้อยกว่าการประมาณค่านอกช่วงแบบอื่นๆ 
ทั งหมด ซึ่งแสดงให้เห็นถึงประสิทธิภาพของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP กับปัญหานี ที่
สามารถลดระยะเวลาในการค้านวณได้ตามวัตถุประสงค์และดีกว่าการประมาณค่านอกช่วงแบบอื่นๆ 
ที่ใช้ในการทดสอบเปรียบเทียบ โดยการประมาณค่านอกช่วงแบบ A ที่จ้านวนเม็สช์ 90×90 และที่
เวลาย่อย (Time step  **t ) เป็น 0.003 ผลของค้าตอบของการรันโปรแกรมมีลักษณะลู่ออก 
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(Divergence) ไม่สามารถหาค้าตอบได้ ส้าหรับการประมาณค่านอกช่วงแบบ D ที่จ้านวนเม็สช์ 
90×90 และที่เวลาย่อยเป็น 0.003 .ใช้เวลาในการค้านวณ (Computational time) น้อยกว่ากรณีที่
ใช้การประมาณค่านอกช่วงแบบ B ถึง 49.69 เปอร์เซ็นต์ของเวลาที่ใช้ในการค้านวณโดยการใช้การ
ประมาณค่านอกช่วงแบบ B 
 

 

รูปที่ 0.12 การเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค้านวณ ของปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่าง
สี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบนกระท้าที่เลขเรย์โนลดส์ 1,000Re   ที่จ้านวน
เม็สช์ 60×60 
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รูปที่ 0.13 การเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค้านวณ ของปัญหาการไหลของของไหลในช่องว่าง
สี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผนังด้านบนกระท้าที่เลขเรย์โนลดส์ 1,000Re   ที่จ้านวน
เม็สช์ 90×90 
 
 

5.2.3 การทดสอบประสทิธิภาพของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP ด้วย
ปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบ
ธรรมชาต ิ

การทดสอบประสิทธิภาพของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP (แบบ D) ด้วยปัญหาการ
ไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยมจัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติ  กระท้าที่เลขเรย์ลี 

610Ra   ซึ่ งผลการทดสอบได้ถูกแสดงในรูปที่  5.14.และ 5.15 ที่จ้านวนเม็สช์ 30×30 และ 
100×100 ตามล้าดับ โดยการประมาณค่านอกช่วงแบบ D ใช้เวลาในการค้านวณน้อยกว่าการ
ประมาณค่านอกช่วงแบบ A และ B แต่มากกว่าประมาณค่านอกช่วงแบบ C 
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รูปที่ 0.14 การเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค้านวณ ของปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยม
จัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาต ิกระท้าทีเ่ลขเรย์ลี 610Ra   ที่จ้านวนเม็สช์ 30×30 
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รูปที่ 0.15 การเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค้านวณ ของปัญหาการไหลของอากาศในช่องว่างสี่เหลี่ยม
จัตุรัสเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติ  กระท้าที่ เลขเรย์ลี 610Ra   ที่จ้านวนเม็สช์ 
100×100 
 
 

5.2.4 การทดสอบประสทิธิภาพของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP ด้วย
ปัญหาการไหลของอากาศเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่าง
สี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีอัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่ามาก 

การทดสอบประสิทธิภาพของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP (แบบ D) ด้วยปัญหาการ
ไหลของอากาศเนื่องจากการพาความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีอัตราส่วนของ
ความสูงต่อความกว้างมีค่ามาก กระท้าทีเ่ลขเรย์ลี 41.1 10Ra    และค่าอัตราส่วนความสูงต่อความ
กว้างของช่องว่างเป็น 16AR   ซึ่งผลการทดสอบได้ถูกแสดงในรูปที่ 5.16.และ 5.17 ที่จ้านวนเม็สช์ 
40×200 และ 50×300 ตามล้าดับ โดยการประมาณค่านอกช่วงแบบ D ใช้เวลาในการค้านวณน้อย
กว่าการประมาณค่านอกช่วงแบบ A และ B แต่มากกว่าประมาณค่านอกช่วงแบบ C 
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รูปที่ 0.16 การเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค้านวณ ของปัญหาการไหลของอากาศเนื่องจากการพา
ความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีอัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่ามาก 
กระท้าที่ เลขเรย์ลี  41.1 10Ra    และค่าอัตราส่วนความสูงต่อความกว้างของช่องว่างเป็น 

16AR   ที่จ้านวนเม็สช์ 40×200 
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รูปที่ 0.17 การเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค้านวณ ของปัญหาการไหลของอากาศเนื่องจากการพา
ความร้อนแบบธรรมชาติในช่องว่างสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีอัตราส่วนของความสูงต่อความกว้างมีค่ามาก 
กระท้าที่ เลขเรย์ลี  41.1 10Ra    และค่าอัตราส่วนความสูงต่อความกว้างของช่องว่างเป็น 

16AR   ที่จ้านวนเมส็ช์ 50×300 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
งานวิจัยนี มีวัตถุประสงค์คือการน้าเสนอแผนแบบใหม่ที่ใช้กับระเบียบวิธีไฟไนต์วอลุ่ม ซึ่ง

เรียกว่าแผนแบบ LIP และการประมาณค่านอกช่วงแบบใหม่ที่ใช้ส้าหรับประมาณค่าคาดเดาเริ่มต้น
ของการค้านวณเพื่อหาค้าตอบด้วยวิธีท้าซ ้าของปัญหาแบบสภาวะไม่คงตัวโดยค้าตอบลู่เข้าสู่สภาวะคง
ตัว ซึ่งการประมาณค่านอกช่วงแบบใหม่เรียกว่าการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP ซึ่งจากผลของ
การตรวจสอบความถูกต้องของค้าตอบของแผนแบบ LIP และการทดสอบประสิทธิภาพของการ
ประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP สามารถสรุปได้ว่า ค้าตอบที่ได้จากการค้านวณด้วยแผนแบบ LIP 
มีความถูกต้องแม่นย้า และการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP ช่วยลดระยะเวลาที่ใช้ในการ
ค้านวณได้จริงเมื่อเปรียบเทียบกับการก้าหนดให้ค่าคาดเดาเริ่มต้นมีค่าเท่ากับค้าตอบของช่วงเวลาย่อย
ก่อนหน้า โดยข้อดีและข้อด้อยของแผนแบบ LIP และการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP มีดังนี  
 

6.1 ข้อดีและข้อด้อยของแผนแบบ LIP 
ข้อดีของแผนแบบ LIP 

 เป็นแผนแบบที่มีความแม่นย้าสูง (High order scheme) 

 ง่ายต่อการพัฒนาโปรแกรมที่ใช้การแก้ปัญหาด้วยเม็สช์ที่ไม่สม่้าเสมอ  (Non-uniform 
mesh) 

 ง่ายต่อการพัฒนาให้เป็นแผนที่มีความแม่นย้าสูงมาก (Very high order scheme) 

 เป็นทั งแผนทางระยะ (spatial scheme) และแผนทางเวลา (temporal scheme) 
ข้อด้อยของแผนแบบ LIP 

 ใช้ ได้ เฉพาะกับระบบแกนที่ ตั งฉาก  (Ortho-axes) และเซลล์ แบบสี่ เหลี่ ยมผืนผ้ า 
(Rectangular cell) 

 

6.2 ข้อดีและข้อด้อยของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP 
ข้อดีของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP 

 ช่วยลดระยะเวลาในการค้านวณเพื่อหาค้าตอบของปัญหาที่สภาวะคงตัวลู่เข้าสู่สภาวะคงตัว 
เมื่อเทียบกับการใช้วิธีก้าหนดให้ค่าคาดเดาเริ่มต้นของช่วงเวลาย่อยปัจจุบันมีค่าเท่ากับ
ค้าตอบของช่วงเวลาย่อยก่อนหน้านี  
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ข้อด้อยของการประมาณค่านอกช่วงแบบ WF-LIP 

 มีซับซ้อนในการเขียนโปรแกรม 

 ยังไม่สามารถสรุปได้อย่างแน่ชัดว่าสามารถช่วยลดระยะเวลาในการค้านวณเพื่อหาค้าตอบ
ของปัญหาที่สภาวะไม่คงตัวลู่เข้าสู่สภาวะคงตัว เมื่อเทียบกับการใช้วิธีประยุกต์การประมาณ
ค่านอกช่วงด้วยวิธีการประมาณค่าในช่วงของลากรานก์ในการค้านวณหาค่าคาดเดาเริ่มต้น
ของช่วงเวลาย่อยปัจจุบัน 
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