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บทที่  1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

เน่ืองจากในปจจุบันโปรแกรมประยุกตคอมพิวเตอรมีความซับซอนเพ่ิมมากขึ้น ทํา
ใหการประมวลผลหาผลลัพธที่ถูกตองแมนยําเปนปญหาที่สําคัญในการคํานวณ โดยทั่วไป
ปญหานี้สามารถแกไขไดโดยการเพิ่มจํานวนหลักของเลขทศนิยมที่ใชในการคํานวณ แตวาวิธีนี้
จะทําใหคอมพิวเตอรตองประมวลผลมากขึ้น ทําใหในบางครั้งตองมีการปดเศษทศนิยมทิ้งเพื่อ
ลดภาระงานและเวลาที่ใชในการทํางาน ซึ่งตรงจุดนี้อาจทําใหเกิดปญหาในการคํานวณขึ้นได
เพราะการปดเศษทศนิยมอาจทําใหคาตัวเลขมีความผิดเพี้ยนไปและเมื่อนําคาดังกลาวไป
คํานวณตอ อาจเปนสาเหตุใหผลลัพธจากการคํานวณมีความผิดเพ้ียนไปได [1] โดยปญหาน้ี
สามารถแกไขไดโดยการใชเลขคณิตแบบชวง (interval arithmetic) เพราะเลขคณิตแบบชวงจะ
แสดงตัวเลขเปนชวงดวยจํานวนสองจํานวนนั่นคือ ขอบเขตลาง (lower endpoint) และขอบเขต
บน (upper endpoint) [2] ทําใหการคํานวณแบบชวงมีความสามารถในการควบคุมและ
ตรวจสอบปญหาที่เกิดจากคาคลาดเคลื่อนการปดเศษ (round-off error) ได อีกทั้งยังสามารถ
รับประกันไดวาคําตอบที่ถูกตองจะอยูในชวงคําตอบที่คํานวณไดอยางแนนอน [3] โดย
ประสิทธิภาพของการคํานวณแบบชวงจะวัดจากระยะหางระหวางขอบเขตลางกับขอบเขตบน 
ซึ่งอัลกอริทึมการคํานวณแบบชวงที่มีประสิทธิภาพจะสามารถทําใหระยะหางระหวางขอบเขต
ลางกับขอบเขตบนลดลงได แตในทางตรงกันขามอัลกอริทึมการคํานวณแบบชวงที่ไมมี
ประสิทธิภาพจะทําใหระยะหางระหวางขอบเขตบนกับขอบเขตลางขยายออกไป [4] โดย
สามารถศึกษาเพิ่มเติมไดจาก [5] 

การเพิ่มความเร็วในการทํางานของคอมพิวเตอรในปจจุบันสามารถทําไดหลายวิธี 
ยกตัวอยางเชน การเพิ่มความเร็วของสัญญาณนาฬิกา หรือการเรงการทํางานของฮารดแวร 
เปนตน แตจริงๆ แลวการเพิ่มความเร็วในการทํางานยังสามารถทําไดอีกวิธีหน่ึง คือ การพัฒนา
อัลกอริทึมที่ใชในการคํานวณ ซึ่งงานวิจัยในดานนี้สวนใหญจะมุงเนนไปที่การพัฒนาอัลกอริทึม
การคํานวณบนระบบดิจิทัล (digital) และแอนะล็อก (analog) สําหรับงานวิจัยน้ีไดมุงเนนไปที่
การพัฒนาอัลกอริทึมการคํานวณบนระบบแอนะล็อก โดยขอดีของการทํางานบนระบบแอ
นะล็อก คือ การคํานวณบนระบบแอนะล็อกสามารถกระทําไดแบบทันกาล (real-time) ดวย
ความสามารถในระดับวงจรของระบบแอนะล็อกเอง [6, 7] ซึ่งคุณสมบัตินี้สามารถเปรียบเทียบ
ไดกับระบบจํานวนแบบมีเครื่องหมาย (Signed digit number system) ของการทํางานบน
ระบบดิจิทัล [8, 9, 10] แตปญหาที่สําคัญของการทํางานบนระบบแอนะล็อก คือ สัญญาณ
รบกวน (noise) ที่เกิดขึ้นภายในวงจรอาจจะกลายมาเปนคาความผิดพลาด (error) ในระบบ
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จํานวนได [11] ทําใหในป 1997 ซาเอ็ด (Saed) อาหมาดี (Ahmadi) จูเลียน (Jullien) และ มิล
เลอร (Miller) ไดนําเสนอระบบจํานวนคาซอนทับ (Overlap resolution number system) ขึ้นมา 
[11, 12] และหลังจากนั้นในป 2002 ระบบจํานวนคาซอนทับไดถูกเปลี่ยนชื่อเปน ระบบจํานวน
คาตอเน่ือง (Continuous valued number system) [13, 14] โดยระบบจํานวนนี้อาศัยหลักการ
ในการเพิ่มสัญญาณซ้ําซอนเพ่ิมเขาไปเพื่อการแทนคาจํานวนเพียงจํานวนเดียว โดยที่สัญญาณ
ที่ไดเพ่ิมขึ้นไปเหลานี้จะเรียกวา ดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน (redundancy analog digit) และดิจิต
แรกเทานั้นที่มีหนาที่ในการแทนคาแอนะล็อกที่เราตองการจะแสดงทั้งหมด สวนในดิจิตอ่ืนๆ จะ
บอกคาในสวนของรายละเอียดที่ลดลงไปเรื่อยๆ หนาที่ของดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอนที่เพ่ิมเขามา 
คือ การปรับปรุงคา (refine) ของดิจิตที่มีลําดับสูงกวาที่อยูติดกัน โดยวิธีการลดคาความ
ผิดพลาด (ในที่นี้จะเรียกแทนวา วิธีการกูคาความผิดพลาด) (error recovery) นั้นจะเริ่มจาก
ดิจิตที่นัยสําคัญนอยที่สุด ทําการปรับปรุงคาของดิจิตที่อยูติดกันไปเรื่อยๆ จนถึงการปรับปรุงคา
ของดิจิตที่นัยสําคัญมากที่สุด ทําใหคาความซับซอนของเวลา (time complexity) ในการลดคา
ความผิดพลาดเปนเชิงเสนตรง Θ(n) ซึ่ง n คือ จํานวนของดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน ถัดมาในป 
2004 สิร ศรีวนาสณฑ และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ไดนําเสนอระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 
(Redundant analog number system) ขึ้นมา [15] เปนระบบที่พัฒนาขึ้นมาจากระบบจํานวนคา
ตอเนื่อง [16] โดยที่ระบบนี้จะใชเพียงสองสัญญาณในการนําเสนอจํานวนแตละจํานวน อีกทั้ง
ระบบนี้ยังสามารถกูคาความผิดพลาดไดอยางสมบูรณและคาความซับซอนของการกูคาความ
ผิดพลาดยังเปนคาคงที่อีกดวย แตวาระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนดังกลาวจะสามารถทํางาน
ไดจริงภายใตขอกําหนดที่วา สัญญาณรบกวนที่เกิดขึ้นในแตละดิจิตตองมีความสัมพันธกันใน
เชิงของการสงผลตอคาความผิดพลาดที่เทากัน (equal error factor) [15, 17, 18] นั่นคือ ในแต
ละสัญญาณตองมีคาความผิดพลาดเทากัน ซึ่งในความเปนจริงเราไมสามารถกําหนดใหคาความ
ผิดพลาดเทากันได จึงยังคงเปนปญหาที่นาสนใจอยู 

งานวิจัยน้ีนําเสนอระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบใหม โดยมุงเนนไปที่การ
ปรับปรุงและพัฒนาระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบเดิมใหมีคุณภาพที่ดีขึ้น โดยการนําขอดี
ของเลขคณิตแบบชวงและความสามารถในการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนมาปรับปรุงใหสามารถทํางานรวมกันได พรอมทั้งนําเสนออัลกอริทึมสําหรับการคํานวณ
ทางคณิตศาสตรพ้ืนฐาน ซึ่งประกอบดวยการบวก ลบ คูณ และหาร สําหรับระบบจํานวนที่ได
ออกแบบมานี้ 
 
1.2 วัตถุประสงคของงานวิจัย 

ออกแบบระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่มีความสามารถในการควบคุม
และตรวจสอบปญหาที่เกิดจากความผิดพลาดจากขอมูลขาเขาหรือคาคลาดเคลื่อนการปดเศษ 
และออกแบบอัลกอริทึมการประมาณชวงใกลเคียง พรอมทั้งออกแบบอัลกอริทึมสําหรับการ
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คํานวณของตัวดําเนินการทางคณิตศาสตรพ้ืนฐาน คือ การบวก ลบ คูณ และหาร ของระบบ
จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงนี้ดวย 
 
1.3 ขอบเขตของงานวิจัย 

1) เสนออัลกอริทึมการคํานวณทางคณิตศาสตรพ้ืนฐานสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบใหม เฉพาะการบวก ลบ คูณ และหารเทานั้น 

2) คาความผิดพลาดในระบบจะอยูในรูปของเปอรเซ็นตท่ีไมทราบคา ซึ่งคาความ
ผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบตองอยูในขอบเขตที่ระบบจํานวนสามารถจะทนไดเทานัน้ 
จึงจะสามารถทําการกูคาออกมาได 

3) ตัวถูกดําเนินการที่จะทําการคํานวณทางคณิตศาสตรจะตองถูกกูคาความผิดพลาด
กอน เพ่ือใหเปนคาที่ถูกตองปราศจากคาความผิดพลาดกอนที่จะทําเริ่มการคํานวณ
ผลลัพธ 

4) คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นจะไมเกิดระหวางดําเนินการกูคาความผิดพลาด และ
ดําเนินการทางคณิตศาสตรอีก 

5) การกูคาความผิดพลาดเปนการทํางานบนระบบจํานวน ไมไดเปนการขจัดสัญญาณ
รบกวนในวงจรแตอยางใด 

6) ทําการออกแบบระบบจํานวน อัลกอริทึมการประมาณชวงใกลเคียง อัลกอริทึมการ
คํานวณทางคณิตศาสตรพ้ืนฐาน และเสนอวิธีการพิสูจนอัลกอริทึมเหลานี้เทานั้น 
ไมไดมีการสรางออกมาเปนวงจร 

 
1.4 ข้ันตอนและวิธีดําเนินงานวิจัย 

1) ศึกษางานวิจัยเลขคณิตแบบชวง ระบบจํานวนคาตอเน่ือง และระบบจํานวนแอนะ 
ล็อกซ้ําซอน 

2) วิเคราะหปญหาที่มีความสอดคลองกันจากงานวิจัยเหลานั้น 
3) ออกแบบระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบใหม 
4) ออกแบบอัลกอริทึมการประมาณชวงใกลเคียงและอัลกอริทึมการคํานวณทาง

คณิตศาสตรพ้ืนฐาน 
5) พิสูจนอัลกอริทึมที่ไดออกแบบไว 
6) จัดทํารายงานวิทยานิพนธ 

 
1.5 ประโยชนทีค่าดวาจะไดรบัจากงานวิจยั 

1) ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบใหมที่รองรับการทํางานแบบชวงได เพ่ือการ
ตรวจสอบและควบคุมปญหาที่เกิดจากคาคลาดเคลื่อนการปดเศษ อีกทั้งยังสามารถ
ประมาณชวงใกลเคียงไดในกรณีที่ไมทราบคาความผิดพลาด 
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2) อัลกอริทึมการคํานวณทางคณิตศาสตรพ้ืนฐานซึ่งประกอบดวยการบวก ลบ คูณ 
และหาร สําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบใหม 

 
1.6 ผลงานทีต่ีพมิพจากวิทยานิพนธ 
 สวนหนึ่งของวิทยานิพนธนี้ไดรับการตีพิมพเปนผลงานวิชาการในหัวขอเรื่องดังตอไปน้ี 

1) “On-Line multiplication in compressed Signed Digit Representation Using 
On-the-fly Technique” โดย นพคุณ ศรีมโนธรรม สิร ศรีวนาสณฑ และอรรถสิทธิ์ 
สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ National Computer Science and Engineering 
Conference (NCSEC2004) 

2) “On-Line Arithmetic in Compressed Signed Digit Representation” โดย นพคุณ 
ศรีมโนธรรม และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ 9th Annual National 
Symposium on Computational Science and Engineering (ANSCSE9) 

3) “Interval Number Representation in Analog System” โดย นพคุณ ศรีมโนธรรม 
และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ The 3th Joint Conference on 
Computer Science and Software Engineering (JCSSE2005) 

4) “Interval Redundant Analog Number System” โดย นพคุณ ศรีมโนธรรม และ
อรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการนานาชาติ IADIS International 
Conference Applied Computing 2006 (IADIS2006) 

5) “Interval Arithmetic for Analog Computing” โดย นพคุณ ศรีมโนธรรม และอรรถ
สิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ 10th Annual National Symposium on 
Computational Science and Engineering (ANSCSE10) 

6) “A Redundant Analog Interval System” โดย นพคุณ ศรีมโนธรรม และอรรถสิทธิ์ 
สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการนานาชาติ The 4th International Joint Conference 
on Computer Science and Software Engineering (JCSSE2007) 



บทที่  2 
 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เก่ียวของ 
 
2.1 เลขคณติแบบชวง 

ในการคํานวณเลขทศนิยม (floating point number) แบบทั่วไปที่มีจํานวนเลข
ทศนิยมหลายตําแหนง ทําใหคอมพิวเตอรตองมีภาระในการประมวลผลมากตามไปดวย ซึ่งจะ
ทําใหสูญเสียเวลาไปโดยเปลาประโยชนและในบางครั้งระบบของเราไมสามารถแสดงเลข
ทศนิยมไดครบทุกตําแหนง ดังนั้นจึงจําเปนตองมีการปดเศษทิ้งในบางตําแหนงเพ่ือใหระบบ
ทํางานตอไปไดและลดเวลาที่ใชในการทํางานของคอมพิวเตอรลง แตทวาการกระทําเชนน้ี
อาจจะไดรับผลกระทบจากปญหาที่เกิดจากคาคลาดเคลื่อนการปดเศษได ทําใหผลลัพธที่ไดจาก
การคํานวณมีความความคลาดเคลื่อนไป ซึ่งแนวทางการแกไขปญหาสามารถทําไดโดยการ
นําเสนอจํานวนแบบชวงใหครอบคลุมตัวเลขนั้น [1] โดยจะทําใหผลลัพธที่ไดจากการคํานวณ
ปรากฏอยูในชวงที่เราครอบคลุมไวนั้นอยางแนนอน 

การทํางานของเลขคณิตแบบชวงจะแสดงตัวเลขดวยจํานวนสองจํานวน นั่นคือ 
ขอบเขตลาง (xl) และขอบเขตบน (xu) แตบางครั้งในระหวางการคํานวณอาจทําใหขอบเขตบน 
ขอบเขตลาง หรือทั้งขอบเขตบนและขอบเขตลางไมสามารถแสดงคาได ซึ่งปญหานี้อาจเกิดจาก
การแทนคาขอบเขตลางกับขอบเขตบนผิดตําแหนง โดยเปนที่ทราบกันวาคาที่ถูกตองตองอยู
ระหวางขอบเขตทั้งสอง ดังนั้นจึงมีความจําเปนตองกําหนดขอบเขตที่ใหญขึ้นและครอบคลุม
คําตอบที่ถูกตองได จึงอาจทําใหชวงที่เปนคําตอบใหญกวาความเปนจริงที่คํานวณได 

กําหนดให X เปนคาเชิงตัวเลข (numerical value) ใดๆ ในเลขคณิตแบบชวง 
รูปแบบการแทนชวงของ X ในเลขคณิตแบบชวงเปนดังสมการดานลางนี้ 

 X = [xl, xu] (2.1) 
 
2.2 ตัวดําเนินการทางคณติศาสตรพื้นฐานของเลขคณิตแบบชวง 

กําหนดให X = [xl, xu] และ Y = [yl, yu] เปนชวงจํานวนสองชวงจํานวนในเลข
คณิตแบบชวง โดยที่ตัวดําเนินการทางคณิตศาสตรพ้ืนฐานของเลขคณิตแบบชวงเปนการ
คํานวณที่เกิดจากการบวก ลบ คูณ และหารกันของขอบเขตลางและขอบเขตบน โดยที่ตัว
ดําเนินการทางคณิตศาสตรพ้ืนฐานของเลขคณิตแบบชวงสามารถแสดงไดดังนี้ 

 
 [ ],l l u uX Y x y x y+ = + +  (2.2) 
 
 [ ],l u u lX Y x y x y− = − −  (2.3) 
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 ( ) ( )min , , , ,max , , ,l l l u u l u u l l l u u l u uX Y x y x y x y x y x y x y x y x y× = ⎡ ⎤⎣ ⎦  (2.4) 

 

 min , , , ,max , , ,l l u u l l u u

l u l u l u l u

x x x x x x x xX Y
y y y y y y y y

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
÷ = ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
  โดยที่ yl, yu > 0 (2.5) 

 
ตัวอยางที่ 2.1 กําหนดให X = [4.85, 5.15], Y = [6.9, 7.1] การคํานวณพื้นฐานของตัว
ดําเนินการบวก ลบ คูณ และหารของเลขคณิตแบบชวงสามารถแสดงไดดังนี้ 

 
 X + Y = [11.25, 12.75] 
 
 X – Y = [–2.25, –1.75] 
 
 X × Y = [min(33.465, 34.435, 35.535, 36.565), 
    max(33.465, 34.435, 35.535, 36.565)] 
           = [33.465, 36.565] 
 
 X ÷ Y = [min(0.7029, 0.6831, 0.7464, 0.7254), 
    max(0.7029, 0.6831, 0.7464, 0.7254)] 
           = [0.6831, 0.7464] � 

 
2.3 ระบบจํานวนคาตอเน่ือง 

ระบบจํานวนคาตอเน่ืองถูกคิดคนขึ้นในป 1997 โดยในตอนแรกระบบจํานวนคา
ตอเน่ืองนั้นมีชื่อเรียกวา ระบบจํานวนคาซอนทับ (Overlap resolution number system) ซึ่งใน
ภายหลังถูกเปลี่ยนชื่อเปน ระบบจํานวนคาตอเน่ือง (Continuous valued number system) ใน
ป 2002 โดยกลุมผูวิจัยไดนําเสนอระบบจํานวนที่ทํางานบนระบบแอนะล็อกและกลาวถึงขอดี
และขอเสียของระบบจํานวนแอนะล็อก ซึ่งขอดี คือ ความสามารถในการคํานวณแบบปราศจาก
ตัวทด (carry-free) ของระบบจํานวนแอนะล็อก ทําใหระบบจํานวนแอนะล็อกสามารถทํางานได
แบบทันกาล ดวยความสามารถในระดับวงจรของระบบแอนะล็อกเอง สวนขอเสียของระบบ
จํานวนแอนะล็อก คือ สัญญาณรบกวนในวงจรอาจจะกลายมาเปนคาความผิดพลาดในระบบ
จํานวนได ซึ่งถือเปนจุดประสงคของงานวิจัยน้ีดวยที่จะทําการลดคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นใน
ระบบ 

ระบบจํานวนคาตอเนื่องน้ันถูกนําเสนอขึ้นมาสําหรับการคํานวณทางคณิตศาสตรที่
มีสัญญาณรบกวนนอย (low noise arithmetic) โดยใชรูปแบบการแทนคา (representation) 
และการดําเนินการ (operation) แบบแอนะล็อก ซึ่งการคํานวณสําหรับระบบจํานวนนี้จะสามารถ
คํานวณแบบไมมีตวัทด (carry free arithmetic) ไดโดยการใชคุณสมบัติของการทํางานของวงจร
แอนะล็อก ระบบจํานวนคาตอเนื่องจะใชจํานวนสัญญาณหลายสัญญาณในการแทนคาจํานวน
เพียงจํานวนเดียว โดยที่สัญญาณที่เพ่ิมเขาไปเหลานี้จะถูกเรียกวา ดิจิตซํ้าซอน (redundancy 
digit) ซึ่งจะถูกนําไปใชในการลดคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในแตละดิจิต โดยที่ดิจิตที่มีลําดับ
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สูงสุดเทานั้นที่เปนดิจิตที่แสดงถึงคาทั้งหมดที่เราตองการ สวนดิจิตอ่ืนๆ จะเปนดิจิตที่ถูกสราง
ขึ้นมาเพื่อบอกรายละเอียดที่ลดลงไปเรื่อยๆ ของแตละดิจิต โดยวิธีการการกูคาความผิดพลาด
ของระบบจํานวนนี้ จะใชคุณสมบัติของดิจิตซ้ําซอนเหลานั้นนํามาทําการปรับปรุงคาของดิจิตที่มี
ลําดับสูงกวาที่อยูติดกันเพ่ือเพิ่มคาความถูกตองใหสูงขึ้นเร่ือยๆ จนกวาจะถึงดิจิตตัวแรกสุด 
โดยขบวนการที่ใชในการเพิ่มคาความถูกตองนั้นจะเริ่มจากดิจิตที่มีนัยสําคัญนอยที่สุด ไปยัง
ดิจิตที่มีนัยสําคัญมากที่สุด ทําใหเวลาที่ถูกใชในการเพิ่มคาความถูกตองนี้ขึ้นกับจํานวนของดิจิต
ซ้ําซอน หรือสามารถบอกไดวาคาความซับซอนของเวลา (time complexity) สําหรับการกูคา
ความผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเน่ืองเปน Θ(n) โดยที่ n คือ จํานวนของดิจิตซํ้าซอน โดย
ที่ในระบบที่คํานึงถึงความถูกตองที่มากขึ้นก็จะตองการจํานวนดิจิตซ้ําซอนที่มากขึ้นดวยเชนกัน 

สําหรับฐาน β ที่เปนจํานวนจริงใดๆ ที่ β ≥ 2 กําหนดใหจํานวนจริง X โดยคาสูงสุด
ของ X จะถูกจํากัดดวยคา M ซึ่ง |X| < M และคาจํานวนจริง X นั้นจะประกอบไปดวยดิจิตคา
ตอเน่ือง (continuous valued digit) xn หลายดิจิต ซึ่ง K ≤ n ≤ L โดยที่ K และ L เปนจํานวน
เต็มที่ K > 0 และ 0 ≤ L คาระยะสูงสุดแบบพลวัต (maximum dynamic range) สามารถ
คํานวณไดจาก 

 M = βL+1
 (2.6) 

รูปแบบการแสดงคาของ X สามารถเขียนออกมาไดเปน 

(xL, xL-1, …, x0 | x-1, …, xK+1, xK) 

เครื่องหมาย | ใชในการแยกสวนที่เปนจํานวนเต็มทางดานขวาออกจากสวนที่เปนทศนิยมทาง
ดานซาย ในการสรางดิจิตคาตอเนื่องนั้นจะถูกสรางเริ่มตนจากดิจิตที่มีคาลําดับมากที่สุด หรือ xL 
ซึ่งสามารถคํานวณไดจาก 

 
M
XxL ×= β  (2.7) 

และดิจิตอ่ืนทีเ่หลือสามารถทําการคํานวณไดดวย 

 ⎣ ⎦( )β11 ++ −= nnn xxx  (2.8) 

จากสมการที่ 2.7 และ 2.8 เราสามารถทําการสรุปไดวา |xn| < β และ 

⎣ ⎦ 1−≤ βnx และจากสมการที่ 2.6 นั้นเราก็สามารถทําการหาคาของ L ในกรณีที่เราทราบ M 
ไดโดย βL+1

 ≥ |M| นอกจากนั้นยังสามารถทําการคํานวณดิจิต n > L ไดโดยจะเรียกดิจิตที่มีเลข
ลําดับมากกวาคา L นี้วา ดิจิตที่ถูกสรางเกิน (Excessively evolved digits, EEDs) โดยยังคงใช
สมการเดิมคือสมการที่ 2.8 ซึ่งสามารถทําใหงายขึ้นไดวา xn = xn-1 / β โดยดิจิตที่ถูกสรางเกินน้ี
จะใชในการคํานวณที่คําตอบของการดําเนินการนั้นเกินกวาคา M ทําใหตองมีการเพิ่มคาของ L 
ซึ่งนั่นก็คือเพ่ิมคาระยะสูงสุดแบบพลวัต 

ดังที่กลาวมาขางตนวาในขณะที่ดําเนินการคํานวณของระบบจํานวนแอนะล็อกนั้น 
อาจมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้นได ซึ่งคาความผิดพลาดที่เราสนใจในระบบนี้จะอยูในรูป 
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n n nx x ε′ = +  
ซึ่ง x'n หมายถึงคาของ xn ที่รวมกับคาของความผิดพลาดเขาไวดวยกัน 
วิธีการกูคาความผิดพลาดของดิจิตลําดับที่ n (x'n = xn + εn) ของระบบจํานวนคา

ตอเนื่องนั้น สามารถทําไดโดยการกําหนดใหดิจิตที่มีลําดับต่ํากวาที่อยูติดกันน้ันเปนคาที่ถูกตอง
หรือไมมีคาความผิดพลาด x'n-1 = xn-1 และดวยเง่ือนไขเพ่ิมเติมอีกหนึ่งเง่ือนไข คือ 
 n nx x′ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (2.9) 
ดวยเง่ือนไขเหลานี้เองทําใหเราสามารถทําการกูคืนคาของ x'n ออกมาเปน x''n ที่มีคาเทากับ xn 
ดังสมการที่ 2.10 

 ( )1 /n n
n

K

x x n K
x

x n K
β−′ ′⎧ +      >⎢ ⎥⎣ ⎦′′ = ⎨ ′                          =⎩

 (2.10) 

ซึ่งจะเรียกวิธีการกูคืนขอมูลน้ีวา ขบวนการวิวัฒนาการยอนกลับ (reverse evolution process) 
ซึ่งขบวนการนี้จะสามารถกูคืนไดอยางถูกตองก็เม่ือทําการคํานวณฟงกชันพื้น (floor function) 
ตามสมการที่ 2.9 ไดอยางถูกตอง ซึ่งเทคนิคการกูคาความผิดพลาดนี้จะไมสามารถทําไดใน
กรณีที่ n n nx xε+ >⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  หรือ n n nx xε+ <⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  จึงไดมีการปรับปรุงโดยการเปลี่ยนฟงกชัน
พ้ืนใหเปนฟงกชันการถูกปดเศษ (rounded function) แทน nx′⎢ ⎥⎣ ⎦  ไดดังนี้ 
 ( )1 /n n nR Rounded

x x x β−′ ′ ′= −⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

และดวยเง่ือนไขที่วา  

 ( )1
1/
2n nε ε β−− <  (2.11) 

และเม่ือเอาไปแทนในสมการที่ 2.10 แลวเราจะไดสมการในการกูคาความผิดพลาดออกมาดังน้ี 
 ( )1 /n n nR Rounded

x x x β−′ ′ ′′= −⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 [ ] ( )1 /n nR
n R

K

x x n K
x

x n K
β−′ ′′⎧ +      >⎢ ⎥⎣ ⎦′′ = ⎨ ′                            =⎩

 (2.12) 

ซึ่งเทคนิคที่ใชในการกูคาความผิดพลาดนั้นจะทําการปรับปรุงคาความแมนยําของดิจิตที่มีลําดับ
สูงกวาที่อยูติดกันทีละดิจิตในหนึ่งรอบ นั่นก็หมายความวา คาความซับซอนของเวลาในการกูคา
ความผิดพลาดนั้นมีคาเทากับ Θ(n) โดยที่ n เทากับจํานวนของดิจิตซ้ําซอน ซึ่งคาความ
ซับซอนนี้มีคาเทากับการแพรกระจายของตัวทดในระบบดิจิทัล 

และจากสมการที่ 2.12 แสดงใหเห็นวาการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนคา
ตอเน่ืองน้ันไมสามารถทําการกูคาความผิดพลาดสําหรับดิจิตที่มีลําดับต่ําที่สุด (xK) ซึ่งเปนดิจิต
ตัวขวาสุดได ทําใหคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิตน้ันจะเกิดการแพรกระจายไปยังดิจิตอ่ืนๆ 
ของรูปแบบการแทนคาซึ่งเหตุการณนี้จะเรียกวา การแพรกระจายของความผิดพลาดที่เกิดจาก
ดิจิตที่มีคาความสําคัญนอยที่สุด (least significant digit error propagation) โดยที่คาความ
ผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xK นั้นไดสงผลกระทบไปยังดิจิต xL ดวยคาความผิดพลาดที่สามารถ
จะคํานวณไดดังสมการที่ 2.13 
 εL = εK / βL-K (2.13) 
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จะเห็นไดวาการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเนื่องนั้นจะเริ่มจากดิจิตที่
มีนัยสําคัญนอยที่สุดกอนเร่ือยไปยังดิจิตที่มีนัยสําคัญมากที่สุดโดยที่ขอดอยของระบบจํานวนคา
ตอเนื่อง คือ ระบบนี้จะยังมีคาความผิดพลาดติดอยูในระบบ อันเนื่องมาจากอัลกอริทึมในการกู
คาความผิดพลาดจะเริ่มตนจากดิจิตที่มีนัยสําคัญนอยที่สุดกอน ทําใหคาความผิดพลาดที่ติดอยู
ที่ดิจิตที่มีนัยสําคัญนอยที่สุดสงผลกระทบไปยังดิจิตที่มีนัยสําคัญสูงกวา ทําใหระบบจํานวนคา
ตอเน่ืองจึงทําไดเพียงลดคาความผิดพลาดลงเทานั้น ไมสามารถกําจัดคาความผิดพลาดไดหมด
อยางสมบูรณ 

 
ตัวอยางที่ 2.2 กําหนดใหระบบจํานวนคาตอเนื่องที่มีคาฐาน β = 10 และระยะสูงสุดแบบพลวัต 
M = 100 ที่มีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น 4% รูปแบบการแทนคาของ X = 78.459 ในระบบ
จํานวนคาตอเนื่องและผลลัพธที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดสามารถแสดงไดดังตารางที่ 2.1 
 

ตารางที่ 2.1 แสดงถึงการทํางานของระบบจํานวนคาตอเนื่องและการกูคาความผดิพลาด 
โดยที่ระบบมีคาความผิดพลาดเทากับ 4% 

n 1 0 -1 -2 -3 

xn 7.8459 8.459 4.59 5.9 9 

x′n 8.159736 8.79736 4.7736 6.136 9.36 

[x′′n]R 7.845936 8.45936 4.5936 5.936 9.36 

 
 จากตารางที่ 2.1 จะเห็นไดวาผลลัพธจากการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวน
คาตอเนื่องน้ันยังคงไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาดจากดิจิตที่มีนัยสําคัญนอยที่สุดอยูซึ่ง
จะสงผลกระทบไปยังทุกๆ คา ทําใหคําตอบที่ไดไมตรงคําตอบที่แทจริงอีกทั้งคาความซับซอน
ของเวลาที่ใชในการกูคาความผิดพลาดยังเปนเชิงพหุนาม ซึ่งขึ้นอยูกับจํานวนดิจิตแอนะล็อก
ซ้ําซอนที่ใชในการแทนจํานวน � 
 
2.4 ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

สืบเนื่องจากระบบจํานวนคาตอเนื่องที่วา คาความผิดพลาดไมสามารถกําจัดออกไป
ไดหมด ทําใหระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนไดถูกคิดคนขึ้นมาในป 2004 ซึ่งเปนระบบจํานวน
แอนะล็อกที่พัฒนาตอมาจากระบบจํานวนคาตอเนื่อง โดยขอดีของระบบน้ีคือ ระบบสามารถกูคา
ความผิดพลาดไดอยางถูกตอง ทําใหผลลัพธที่ไดจากการคํานวณมีความถูกตองแมนยํา
ปราศจากคาความผิดพลาดจากดิจิตที่มีนัยสําคัญนอยที่สุด แตวาขอจํากัดของระบบจํานวนแอ
นะล็อกซ้ําซอนคือ คาความผิดพลาดที่อยูในรูปของตัวประกอบจําเปนจะตองมีคาเทากันทั้ง
ระบบจึงจะสามารถทําการกูคาความผิดพลาดไดอยางถูกตอง สําหรับคาความซับซอนของเวลา
ในการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนจะเปนคาคงที่ ซึ่งมีคาความ
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ซับซอนของเวลานอยกวาระบบจํานวนคาตอเนื่องที่มีคาความซับซอนของเวลาเปนเชิงพหุนาม 
Θ(n) โดยที่ n เปนจํานวนของดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน 

กําหนดให M เปนคาระยะสูงสุดแบบพลวัต โดยที่คา M เปนคาที่กําหนดวาถา
ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณมีคามากกวา M จะพิจารณาวาระบบเกิดปญหาสวนลน (overflow) 
และกําหนดให β เปนจํานวนจริงซ่ึงเรียกวาฐาน (base) โดยที่ β ≥ 2 การนําเสนอคา X บน
ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนสําหรับทุกๆ คาเชิงตัวเลขของ X ใดๆ ที่ |X| ≤ M สามารถแสดง
ไดดังนี้ 

 ( , )v rX x x=  
โดยที่ xv คือ ดิจิตแอนะล็อกคา และ xr คือ ดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน ซึ่งคาของ xv 

และ xr สามารถคํานวณไดจาก 
 ( )/vx X Mβ= ×  (2.14) 

 
( )
( )

0

0
v v v

r
v v v

x x x
x

x x x

β

β

⎧ − ×      ≥⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥= ⎨
− ×      <⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎩

 (2.15) 

สมการที่ 2.15 สามารถเขียนใหอยูรูปของสมการ 2.16 ไดดังนี้ 

 ( ) ( )( )r v v vx sign x x x β= × ⎡ ⎤ − ×⎢ ⎥  (2.16) 

ผลกระทบของคาความผิดพลาด (ε) ที่มีตอระบบ สามารถเขียนใหอยูในรูปของการ
คูณกันของตัวประกอบไดดังนี้ 

 v vx x ε′ = ×  
 r rx x ε′ = ×  

สําหรับการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนสามารถคํานวณ
ไดจากสมการขางลางนี้ 

 
( )/

r v

v r Rounded

x x
x x

βε
β β

′ ′+
=

′ ′+ ×⎡ ⎤⎣ ⎦
 

 * /v vx x ε′=  
 * /r rx x ε′=  

โดยที่ *
vx  คือ ดิจิตแอนะล็อกคาที่ปราศจากคาความผิดพลาด และ *

rx  คือ ดิจิตแอ
นะล็อกซ้ําซอนที่ปราศจากคาความผิดพลาด 

 
ตัวอยางที่ 2.3  กําหนดให β = 2 และใหคาระยะสูงสุดแบบพลวัต M = 32 ซึ่งมีคาความ
ผิดพลาดเกิดขึ้นในระบบเทากับ 25% รูปแบบการแทนคาของ X = 12.315 ในระบบจํานวนแอ
นะล็อกซ้ําซอนและผลลัพธที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดสามารถแสดงไดดังตารางที่ 2.2 
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ตารางที่ 2.2 แสดงถึงการทํางานของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนและ 
การกูคาความผิดพลาดโดยที่ระบบมีคาความผิดพลาดเทากับ 25% 

 xv xr 

xn 0.7696875 0.460625 

nx′  0.962109375 0.57578125 
*
nx  0.7696875 0.460625 

 
 จากตารางที่ 2.2 จะเห็นไดวาระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนสามารถกูคาความ
ผิดพลาดไดอยางถูกตองสําหรับกรณีที่คาความผิดพลาดเทากันทั้งระบบ และคาความซับซอน
ของเวลาในการกูคาความผดิพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนยังเปนคาคงที่อีกดวย � 



บทที่  3 
 

ระบบจํานวนแอนะล็อกซํ้าซอนแบบชวง 
 

จุดประสงคหลักของงานวิจัยนี้ คือ การนําเสนอรูปแบบการแทนจํานวนแบบชวงบน
ระบบจํานวนแอนะล็อก ที่มีชื่อเรียกวา ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง (Interval 
redundant analog number system, IRANS) โดยที่ระบบการแทนจํานวนแบบใหมนี้สามารถ
รองรับปญหาที่เกิดจากความผิดพลาดของขอมูลขาเขาและปญหาที่เกิดจากคาคลาดเคลื่อนการ
ปดเศษสําหรับระบบจํานวนแอนะลอ็กได โดยคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบนั้นสามารถกู
คาไดโดยการนําอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนมา
ประยุกตใชกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงได 

สําหรับเน้ือหาในบทนี้จะกลาวถึงแรงจูงในการนําเสนอรูปแบบการแทนจํานวนแบบ
ใหม พรอมทั้งไดนําเสนอระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง อัลกอริทึมการกูคาความ
ผิดพลาด คาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอม การประมาณชวงใกลเคียง และตัวดําเนินการ
ทางคณิตศาสตรพ้ืนฐาน (บวก ลบ คูณ และหาร) สําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบ
ใหมนี้ 
 
3.1 บทกลาวนํา 

ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงเปนระบบจํานวนที่ถูกพัฒนามาจากระบบ
จํานวนคาตอเนื่องและระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน ระบบจํานวนคาตอเน่ืองเปนระบบจํานวน
ที่ถูกนําเสนอขึ้นมาเพื่อลดคาความผิดพลาดในระบบที่เกิดขึ้นจากสัญญาณรบกวนในวงจร 
ในขณะที่ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนเปนระบบที่พัฒนามาจากระบบจํานวนคาตอเน่ืองเพ่ือ
ลดคาความซับซอนของเวลาในการกูคาความผิดพลาดลงจาก Θ(n) เหลือเปนคาคงที่ เม่ือ n คือ 
จํานวนดิจิตซํ้าซอนที่ใชในระบบ สําหรับคาความซับซอนของเวลาสามารถลดลงไดเน่ืองจาก
ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนจะใชดิจิตซ้ําซอนเพียงสองดิจิตในการนําเสนอจํานวนแตละ
จํานวน โดยที่ยังคงรักษาความถูกตองของขอมูลไว ซึ่งตางจากระบบจํานวนคาตอเน่ืองท่ี
จําเปนตองใชจํานวนดิจิตซ้ําซอนหลายดิจิตเพ่ือความถูกตองของขอมูล อีกทั้งระบบจํานวนแอ
นะล็อกซ้ําซอนยังสามารถทําการกูคาความผิดพลาดไดอยางถูกตอง โดยปราศจากการ
แพรกระจายของขอผิดพลาดจากดิจิตที่มีนัยสําคัญนอยที่สุดอีกดวย ซึ่งระบบจํานวนคาตอเน่ือง
ไมสามารถกําจัดขอผิดพลาดนี้ได 

แตทวาในระหวางที่มีการคํานวณทางคณิตศาสตร บางครั้งอาจมีความจําเปนตอง
ปดเศษทิ้งในบางตําแหนงเพื่อลดเวลาที่ใชในการคํานวณ หรือในบางกรณีที่ระบบไมสามารถ
รองรับการคํานวณไดครบทุกดิจิต ทําใหมีความจําเปนตองปดเศษทิ้งในบางตําแหนงเพ่ือให
ระบบสามารถทํางานตอไปได อีกทั้งในบางครั้งความผิดพลาดของขอมูลอาจเกิดขึ้นไดจากความ
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คลาดเคลื่อนของอุปกรณการวัด หรือจากขอมูลขาเขา ซึ่งปญหาตางๆ เหลานี้อาจทําใหการ
คํานวณผิดพลาดคลาดเคลื่อนไปได ดังน้ันแทนที่จะคํานวณจากขอมูลที่ไดรับมาโดยตรง 
สามารถใชการคํานวณจากการแทนชวงแทน ทําใหสามารถมั่นใจไดวาคําตอบจริงที่ไดจะตองอยู
ในชวงที่ไดจากการคํานวณอยางแนนอน สําหรับอัลกอริทึมในการแทนชวงนั้นสามารถศึกษา
เพ่ิมเติมไดที่ [5] 

จากที่ไดกลาวมาขางตน ทําใหผูวิจัยใหความสนใจกับการนําการแทนจํานวนแบบ
ชวงมาประยุกตใชบนระบบจํานวนแอนะล็อกที่ใชพ้ืนฐานในการทํางานของระบบจํานวนแอนะ 
ล็อกซ้ําซอน ทําใหระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบใหมนี้สามารถรองรับปญหาที่เกิดขึ้นจาก
ความผิดพลาดของอุปกรณการวัด ความผิดพลาดจากขอมูลขาเขา และคาคลาดเคลื่อนการปด
เศษได อีกทั้งยังมีความสามารถในการกูคาความผิดพลาดไดอีกดวย ระบบจํานวนที่ไดนําเสนอ
ขึ้นมานี้มีชื่อเรียกวา ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง โดยท่ีระบบนี้จะใชสามแอนะล็อก
ดิจิตในการแทนจํานวนแตละจํานวน พรอมทั้งนําเสนออัลกอริทึมสําหรับตัวดําเนินการพื้นฐาน
ทางคณิตศาสตร ไดแก บวก ลบ คูณ และหาร สําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกแบบใหมนี้อีกดวย 
 
3.2 ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง (Interval redundant analog number 
system) 

กําหนดให X เปนคาเชิงตัวเลขแบบชวง (interval numerical value) สําหรับจํานวน
จริงใดๆ บนฐาน β ที่ β ≥ 2 ซึ่งประกอบไปดวย XL (จํานวนขอบเขตลาง, lower endpoint 
value) และ XU (จํานวนขอบเขตบน, upper endpoint value) ที่เปนจํานวนจริง โดยที่ |XL| < M 
และ |XU| < M โดยที่ M เปนคาระยะสูงสุดแบบพลวัต (maximum dynamic range) รูปแบบ
การแทนจํานวนในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงจะใชดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน 
(redundant analog digit) จํานวนสามดิจิต ในการแทนชวง X ซึ่งประกอบดวย xL (ดิจิตแอนะ 
ล็อกขอบเขตลาง, lower endpoint analog digit) คือ ดิจิตที่ทําหนาที่แทนคาขอบเขตลางของ
ชวง X โดยที่ xU (ดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบน, upper endpoint analog digit) คือ ดิจิตที่ทํา
หนาที่แทนคาขอบเขตบนของชวง X และ xR (ดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน, redundancy analog 
digit) คือ ดิจิตที่เปนดิจิตซํ้าซอนของ xL และ xU โดยที่รูปแบบการแทนคาของ X ในระบบ
จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่ประกอบไปดวย xL xU และ xR สามารถแสดงไดดังนี้ 

( , , )L U RX x x x=  
ซึ่งคาของ xL xU และ xR สามารถคํานวณไดจากสมการดังตอไปน้ี 
 ( )/L Lx X Mβ= ×  (3.1) 
 ( )/U Ux X Mβ= ×  (3.2) 

 
( )( )
( )( )

, ( ) 0

, ( ) 0
L U L U L U

R
L U L U L U

x x x x x x
x

x x x x x x

β

β

⎧ + − + ×      + ≥⎡ ⎤⎢ ⎥⎪= ⎨
+ − + ×      + <⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

 (3.3) 
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จากสมการที่ 3.3 สามารถเขียนใหมใหอยูในรูปของสมการที่ 3.4 ไดดังนี้ 

 ( ) ( )( )R L U L U L Ux sign x x x x x x β= + × ⎡ + ⎤ − + ×⎢ ⎥  (3.4) 

โดยที่ 

 ( ) ( )
( )

1 0
1 0

L U
L U

L U

x x
sign x x

x x
             + ≥⎧⎪+ = ⎨−           + <⎪⎩

 

 
เน่ืองจากการนําเสนอระบบจํานวนแบบใหมนั้นตองการความสมบูรณของระบบใน

การนําเสนอ ซึ่งความสมบูรณของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงนั้นสามารถแสดงได
ดังทฤษฎีบทที่ 3.1 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.1 จํานวนจริงแบบชวงทุกจํานวนที่คาขอบเขตลางและคาขอบเขตบนมีคาไมเกิน 
M สามารถแปลงใหอยูในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงไดเสมอ ในระบบที่มีคาฐาน β 
ที่ซึ่ง β ≥ 2 โดยที่คาสัมบูรณของดิจิตแอนะล็อกขอบเขตลาง (xL) คาสัมบูรณของดิจิตแอนะล็อก
ขอบเขตบน (xU) และคาสัมบูรณของดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน (xR) สําหรับระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงจะมีคาไมเกินคาของ β 
 
พิสูจน 
การพิสูจนทฤษฎีบทที่ 3.1 จะเปนการพิสูจนใหเห็นวาคาสัมบูรณของคาขอบเขตบนและคา
ขอบเขตลางที่แปลงใหอยูในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง จะมีคาไมเกิน β 
 
กําหนดให X เปนจํานวนจริงแบบชวงใดๆ ที่มีรูปแบบการแทนจํานวน คือ [XL, XU] 
 
กรณีที่ 1 การพิสูจน xL 
จากขอกําหนดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่วา 
 |XL| < M 
ซึ่งสามารถเขียนใหมไดวา 

 1LX
M

<  

 1 1LX
M

− < <  

เม่ือนํา β มาคูณทั้งสมการจะสามารถสรุปไดอีกทีวา 

 LX
M

β β β− < × <  
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กรณีที่ 2 การพิสูจน xU 
จากขอกําหนดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่วา 
 |XU| < M 
 
ซึ่งสามารถเขียนใหมไดวา 

 1UX
M

<  

 1 1UX
M

− < <  

เม่ือนํา β มาคูณทั้งสมการจะสามารถสรุปไดอีกทีวา 

 UX
M

β β β− < × <  

 
กรณีที่ 3 การพิสูจน xR 
จากสมการที่ 3.4 

 ( ) ( ) 1L U L U L Usign x x x x x x+ × ⎡ + ⎤ − + <⎢ ⎥  

ซึ่งสามารถเขียนใหมไดวา 

 ( ) ( )( )1 1L U L U L Usign x x x x x x− < + × ⎡ + ⎤ − + <⎢ ⎥  

เม่ือนํา β มาคูณทั้งสมการจะสามารถสรุปไดอีกทีวา 

 ( ) ( )( )L U L U L Usign x x x x x xβ β β− < + × ⎡ + ⎤ − + × <⎢ ⎥  

 จากการพิสูจนทฤษฎีบทที่ 3.1 ทําใหสามารถสรุปไดวาจํานวนจริงแบบชวงทุก
จํานวนสามารถแปลงใหอยูในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงไดเสมอ โดยคาสัมบูรณ
ของดิจิตแอนะล็อกขอบเขตลาง ดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบน และดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน สําหรับ
ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงนั้นจะมีคาไมเกิน β ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.1 กําหนดใหจํานวนจริงแบบชวง X = [11.73, 14.86] ในระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงที่มีคาฐาน β = 2 และ 10 ที่มีคา M = 32 และ 100 ตามลําดับ รูปแบบการแทน
จํานวนของ X ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงสามารถแสดงไดดังตารางที่ 3.1 
 

ตารางที่ 3.1 แสดงรูปแบบการแทนจํานวนของ X = [11.73, 14.86] 
บนระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

β xL xU xR 

2 0.733125 0.92875 0.67625 

10 1.173 1.486 3.41 

 � 
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ในการทํางานของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงนั้น ดิจิตแอนะล็อก
ขอบเขตลาง ดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบน และดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน อาจไดรับผลกระทบจาก
สัญญาณรบกวนในวงจรที่อยูในรูปของคาความผิดพลาดได ดังน้ันสมมุติใหคาความผิดพลาดที่
เกิดขึ้นในชวงเวลาเดียวกันน้ัน อยูในรปูของการคูณกันของตัวประกอบใดๆ สําหรับดิจิต xL xU 
และ xR หลังจากที่ไดทําการใสตัวประกอบของคาความผิดพลาดแลว สามารถแสดงออกมาไดดัง
สมการ 3.5 3.6 และ 3.7 ตามลําดับ 
 L Lx x ε′ = ×  (3.5) 
 U Ux x ε′ = ×  (3.6) 
 R Rx x ε′ = ×  (3.7) 
โดยที่ ε คือ คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับสัญญาณ xL xU และ xR 

 จากสมการที่ 3.5 3.6 และ 3.7 คาความผิดพลาด ε ที่เกิดขึ้นในระบบจํานวนแอ
นะล็อกซ้ําซอนแบบชวงนั้น จะอยูในรูปของจํานวนเทาดังนี้ 
 ε = 1 + ( เปอรเซ็นตของคาความผิดพลาด / 100 ) 
 
ตัวอยางที่ 3.2 กําหนดใหจํานวนจริงแบบชวง X = [5.38, 18.63] ในระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงที่มีคาฐาน β = 2 และมีคา M = 32 โดยที่รูปแบบการแทนจํานวนของ X 
ประกอบไปดวย (xL, xU, xR) ไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาดในแตละดิจิตเปน 25% 
เทากันทั้งระบบ ผลลัพธของจํานวนจริงแบบชวง X หลังไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาด
สามารถแสดงไดดังตารางที่ 3.2 
 

ตารางที่ 3.2 แสดงผลลัพธของจํานวนจริงแบบชวง X หลังไดรับผลกระทบจาก 
คาความผิดพลาดในแตละดจิิตเปน 25% เทากันทั้งระบบ 

 xL xU xR 

xn 0.33625 1.164375 0.99875 

x′n 0.4203125 1.45546875 1.2484375 

 � 
 
3.3 การกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

 ในขณะที่ดําเนินการทางคณิตศาสตรตางๆ อาจมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้นไดใน
ระบบ ดังนั้นเนื้อหาในสวนน้ีจะกลาวถึงอัลกอริทึมในการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอ
นะล็อกซ้ําซอนแบบชวง เน่ืองจากระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงไดนําความรูในการกู
คาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนมาใช ดังน้ันผลลพัธจากอัลกอริทึมการกูคา
ความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงจะถูกตองแมนยําก็ตอเม่ือคาความ
ผิดพลาดที่เกิดขึ้นน้ันมีคาเทากันทั้งระบบเชนเดียวกันกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน สําหรบั
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กรณีที่คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นมีคาไมเทากัน อัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดจะไมสามารถ
ทํางานไดอยางถูกตอง ซึ่งจะกลาวถึงบทวิเคราะหของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง
ในกรณีที่คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นมีคาไมเทากันในแตละสัญญาณในภายหลัง คาความ
ผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบสามารถกูคาไดจากอัลกอริทึมที่ 3.1 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.2 อัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนที่ใชดิจิต
แอนะล็อกสองดิจิต สามารถนํามาประยุกตใชกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่ใช
ดิจิตแอนะล็อกสามดิจิตซึ่งประกอบไปดวย xL xU และ xR ไดอยางถูกตองตามอัลกอริทึมที่ 3.1 
 
อัลกอริทึมที่ 3.1 อัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 
 
 Input: ( ),v rx x′ ′  
 Output: ( ),v rx x∗ ∗  

 
 Begin 
  if vx′  = 0 and rx′  = 0 then 
   vx∗  ← 0, rx∗  ← 0 
  else 

 
[ ]( / )

r v

v r Rounded

x x
x x

βε
β β

′ ′+
=

′ ′+ ×
 (3.8) 

   /v vx x ε∗ ′= , /r rx x ε∗ ′=  
  end if 
 End 
 
โดยที่ฟงกชัน Rounded ในอัลกอริทึมสามารถนิยามไดวา 

 [ ] 0
( / )

0
v v

v r Rounded
v v

x x
x x

x x
β

⎧      ≥⎡ ⎤⎪⎢ ⎥′ ′+ = ⎨      <⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎩
 (3.9) 

 
พิสูจน 
การพิสูจนจะแสดงใหเห็นวาอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนสามารถนํามาประยุกตใชกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงไดอยางถูกตอง 
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 กําหนดใหดิจิต xv และ xr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนสามารถคํานวณได
จาก (xL + xU) จากสมการที่ 3.1 และ 3.2 และ xR จากสมการที่ 3.3 ในระบบจํานวนแอนะ
ซ้ําซอนแบบชวง 
 
กําหนดให ε คือ คาความผดิพลาดที่ถูกตองและจากสมการที่ 3.1 3.2 3.3 และ 3.8 จะไดวา 

 
[ ]

( )
( ) ( / )

R L U

L U R Rounded

x x x
x x x

βε
β β

′ ′ ′+ +
=

′ ′ ′+ + ×
 (3.10) 

กําหนดให ε′ คือ คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xL xU และ xR ทําใหสามารถเขียนใหมได
วา 

 
( )( )

( )( ) ( / )
R L U

L U R Rounded

x x x
x x x

ε β
ε

ε β β

′ + +
=

′ + + ×⎡ ⎤⎣ ⎦
 (3.11) 

โดยจะแบงการพิจารณาออกเปนสองกรณี คือ 
 
กรณีที่ 1 คือ (xL + xU) ≥ 0 และจากสมการที่ 3.11 จะไดวา 

 ( )L U

L U

x x
x x

ε β
ε

β

′ +⎡ ⎤⎢ ⎥=
+⎡ ⎤⎢ ⎥

 

 ε ′   =  
 
กรณีที่ 2 คือ (xL + xU) < 0 และจากสมการที่ 3.11 จะไดวา 

 ( )L U

L U

x x
x x

ε β
ε

β

′ +⎢ ⎥⎣ ⎦=
+⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 ε ′   =  
 จากการพิสูจนจะเห็นไดวา คาความผิดพลาด ε′ ที่คํานวณไดจะมีคาเทากับ ε ที่เปน
ตัวประกอบของระบบจริง ■ 
 
หมายเหตุ ฟงกชัน Rounded ที่ใชในอัลกอริทึมที่ 3.1 นั้นคือฟงกชันการปดเศษใกลเคียงลง 
(rounded floor function) กําหนดใหจํานวนจริง X = Y + Z โดยที่ Y เปนภาคจํานวนเต็ม 
(integer part) และ Z เปนภาคเศษสวน (fractional part) ของ X ซึ่ง 0 ≤ Z < 1 ฟงกชันการปด
เศษใกลเคียงลงสามารถนิยามไดดังสมการที่ 3.12 

 [ ] 1 0.5 1
0 0.5Rounded

Y Z
X

Y Z
+      < <⎧

= ⎨           ≤ ≤⎩
 (3.12) 
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ตัวอยางที่ 3.3 กําหนดให X = [23.655, 36.921] ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่
มีคาฐาน β = 10 และคาระยะสูงสุดแบบพลวัต M = 100 โดยมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น 3% 
เทากันทั้งระบบ ผลลัพธจากการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง
สามารถแสดงไดดังตารางที่ 3.3 
 

ตารางที่ 3.3 แสดงผลลัพธจากการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 
แบบชวงในระบบที่มีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น 3% เทากันทั้งระบบ 

 xL xU xR 

xn 2.3655 3.6921 9.424 

x′n 2.436465 3.802863 9.70672 

x*
n 2.3655 3.6921 9.424 

 � 
 
3.4 คาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน
แบบชวง 

เน่ืองจากระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงไดนําความรูในการกูคาความ
ผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนมาใช ทําใหมีการพิจารณาคาความผิดพลาด
คลาดเคลื่อนที่ยินยอมไดในเชิงเดียวกัน นั่นคือ เนื่องจากสมการที่ 3.10 ในอัลกอริทึมการกูคา
ความผิดพลาดไดมีการใชฟงกชัน Rounded เกิดขึ้น ซึ่งคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอม
ไดนั้นหมายถึง ขอบเขตของคาความผิดพลาดสูงสุดที่เกิดขึ้นไดในระบบ ถาคาความผิดพลาดที่
เกิดขึ้นน้ันเกินขอบเขตน้ีจะทําใหอัลกอริทึมกูคาความผิดพลาดนั้นไมสามารถคํานวณผลลัพธ
ออกมาได โดยคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมไดสามารถคํานวณออกมาไดดังทฤษฎี
บทที่ 3.3 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.3 กําหนดให ε เปนคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบและ β เปนคาฐาน โดยที่ β 

≥ 2 คาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงใน
การกูคาความผิดพลาดสามารถคํานวณไดจากอสมการขางลางนี้ 
 

 1 11 1
2 2

ε
β β

− ≤ ≤ +  (3.13) 

 
 
 
 



 

 

20 

พิสูจน 
จากสมการที่ 3.1 3.2 และ 3.3 และจากเงื่อนไขของสมการที่ 3.9 ในกรณีที่ (xL + xU) ≥ 0 
 [ ]( ) ( / )L U L U R Rounded

x x x x x β′ ′ ′+ = + +⎡ ⎤⎢ ⎥  
 ( )( ) ( / )L U R Rounded

x x xε β                = + +⎡ ⎤⎣ ⎦  

 L U Rounded
x xε                = ⎡ + ⎤⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦  

ซึ่ง ε จะสงผลใหฟงกชัน Rounded เปนไปไดสองอยางนั่นคือ 

 ( ) 11
2

β ε× − ≤  

 ( ) 11
2

β ε× − ≥ −  

ซึ่งสามารถเขียนใหมไดดังนี้ 

 ( )1 11
2 2

β ε− ≤ × − ≤  

โดยสามารถสรุปไดวา 

 1 11 1
2 2

ε
β β

− ≤ ≤ +  

สวนการพิจารณาสมการที่ 3.9 ในสวนของเง่ือนไขที่วา (xL + xU) < 0 จะไดผลลัพธที่เหมือนกัน 
 จากการพิสูจนจะเห็นไดวาอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดจะสามารถกูคาได
อยางถูกตองก็ตอเม่ือคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบมีคาอยูในชวงของอสมการที่ 3.13 ■ 

จากอสมการที่ 3.13 และบทพิสูจนจะเห็นไดวาคาฐานจะมีผลตอคาความผิดพลาด
คลาดเคลื่อนที่ยินยอมสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบ โดยคาความผิดพลาด
คลาดเคลื่อนที่ยินยอมจะลดลงเม่ือคาของฐานนั้นมีคาเพิ่มขึ้น ยกตัวอยางเชน บนฐาน β = 2 คา
ความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมเทากับ 25% และจะมีคาเทากับ 5% สําหรับฐาน β = 10 
 
3.5 การประมาณชวงใกลเคียงสําหรับกรณีที่คาความผิดพลาดไมเทากันของระบบ
จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

ในขณะที่ระบบกําลังดําเนินการคํานวณทางคณิตศาสตร สัญญาณรบกวนที่เกิดขึ้น
ในวงจรอาจสงผลกระทบตอระบบการคํานวณได ซึ่งในความเปนจริงแลวคาความผิดพลาดที่
เกิดขึ้นในแตละสัญญาณเหลานี้ไมสามารถควบคุมใหเทากันได ทําใหผลลัพธที่ไดจากการการกู
คาความผิดพลาดในอัลกอริทึมที่ 3.1 มีความผิดเพี้ยนไป ในสวนนี้เราจึงไดทําการพิจารณาถึง
กรณีที่คาความผิดพลาดที่ไมทราบคาเกิดขึ้นในระบบอยูในรูปของตัวประกอบที่คาไมเทากัน 
การประมาณชวงใกลเคียงสําหรับกรณีที่คาความผิดพลาดไมเทากันของระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงสามารถคํานวณไดดังอสมการที่ 3.14 และ 3.15 
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ทฤษฎีบทที่ 3.4 กําหนดให xLest เปนคาดิจิตแอนะล็อกขอบเขตลางที่ไดจากการประมาณชวง
ใกลเคียง xUest เปนคาดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบนที่ไดจากการประมาณชวงใกลเคียง xL เปนคา
จริงของดิจิตแอนะล็อกขอบเขตลาง xU เปนคาจริงของดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบน ระบบจํานวน
แอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่คาความผิดพลาดที่ไมทราบคาในแตละสัญญาณมีคาไมเทากัน ชวง
คําตอบที่ถูกตองจะมีคาเปนไปตามอสมการขางลางนี้ 
 L Lestx x≥  (3.14) 
 U Uestx x≤  (3.15) 
โดยที่คาของ xLest และ xUest สามารถคํานวณไดจากสมการขางลางนี้ 

 
1

L
Lest

L

xx
e
′

=
+

 

 
1

U
Uest

U

xx
e
′

=
+

 

ซึ่งคาของ eL และ eU สามารถคํานวณไดจากสมการขางลางนี้ 

 

11 [ ]
21

Rounded

L

T
e

T
β

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠= − ,

1 1 [ ]
21

Rounded

U

T
e

T
β

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠= −  

และ 
( ) ( )/L U RT x x x β′ ′ ′= + +  

 
พิสูจน 
การพิสูจนจะเริ่มจากการสรุปความสัมพันธระหวางสมการที่ 3.10 ในอัลกอริทึมการกูคาความ
ผิดพลาด 

[ ]
( )

( ) ( / )
R L U

L U R Rounded

x x x
x x x

βε
β β

′ ′ ′+ +
=

′ ′ ′+ + ×
 

และสมการ 
( ) ( )/L U RT x x x β′ ′ ′= + +  

ซึ่งจะไดวา 

 
[ ]Rounded

T
T

ε =  (3.16) 

จากนั้นจะนําความสัมพันธของสมการที่ 3.16 ไปใชในการพิสูจนสมการที่ 3.14 และ 3.15 
 
กรณีที่ 1 การพิสูจนสมการที่ 3.14 เปนการพิสูจนการประมาณคาขอบเขตลางที่นอยที่สุดที่จะ
เกิดขึ้นกับดิจิต xL 
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กําหนดให εL เปนคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xL และ errL เปนผลกระทบของคาความ
ผิดพลาดตอดิจิต xL หลังจากมีการกูคาความผิดพลาดแลว (ในกรณีที่คาความผิดพลาดไม
เทากัน) ซึ่ง errL นั้นจะคํานวณไดจาก 
 ( )/L L Lerr x x ε′= −  

 

[ ]

L L
L

Rounded

xx T
T

ε
       = −  

 [ ]1 L Rounded
L

Tx
T

ε⎛ ⎞       = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

จากสมการนี้จะเห็นวา [ ]1 L RoundedT
T

ε⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 คือ อัตราสวนที่เปนผลกระทบของคาความผิดพลาด

ที่มีตอดิจิต xL ซึ่งอัตราสวนของผลกระทบจะมีคาขึ้นอยูกับ εL โดย εL จะมีคานอยที่สุดที่เปนได
และมากที่สุดที่เปนไดตามสมการที่ 3.13 นั่นคือ 

 1 11 1
2 2

ε
β β

− ≤ ≤ +  

ซึ่งคาที่นอยที่สุดที่เปนไปไดของ εL คือ 2 1
2
β

β
−  ดังสมการนี้ 

 

2 1[ ]
21

Rounded

L L

T
err x

T

β
β
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
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⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

11 [ ]
21

Rounded

L L

T
err x

T
β

⎛ ⎞⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 L Lx e       =  
ทําใหเราสรุปความสัมพันธของ xL x′L และ eL ไดวา 
 L L L Lx x e x′+ ≥  
สามารถเขียนใหมไดวา 

 
1

L
L

L

xx
e
′

≥
+

 

ซึ่งก็คือ 
 L Lestx x≥  
 
กรณีที่ 2 การพิสูจนสมการที่ 3.15 เปนการพิสูจนการประมาณคาขอบเขตบนที่มากที่สุดที่จะ
เกิดขึ้นกับดิจิต xU 
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กําหนดให εU เปนคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xU และ errU เปนผลกระทบของคาความ
ผิดพลาดตอดิจิต xU หลังจากมีการกูคาความผิดพลาดแลว (ในกรณีที่คาความผิดพลาดไม
เทากัน) ซึ่ง errU นั้นจะคํานวณไดจาก 
 ( )/U U Uerr x x ε′= −  

 

[ ]

U U
U

Rounded

xx T
T

ε
       = −  

 [ ]1 U Rounded
U

Tx
T

ε⎛ ⎞       = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

จากสมการนี้จะเห็นวา [ ]1 U RoundedT
T

ε⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 คือ อัตราสวนที่เปนผลกระทบของคาความผิดพลาด

ที่มีตอดิจิต xU ซึ่งอัตราสวนของผลกระทบจะมีคาขึ้นอยูกับ εU โดย εU จะมีคานอยที่สุดที่เปนได
และมากที่สุดที่เปนไดตามสมการที่ 3.13 นั่นคือ 

 1 11 1
2 2

ε
β β

− ≤ ≤ +  

ซึ่งคาที่มากที่สุดที่เปนไปไดของ εU คือ 2 1
2
β

β
+  ดังสมการนี้ 

 

2 1[ ]
21

Rounded

U U

T
err x

T

β
β
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

1 1 [ ]
21

Rounded

U U

T
err x

T
β

⎛ ⎞⎛ ⎞
+⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 U Ux e       =  
ทําใหเราสรุปความสัมพันธของ xU x′U และ eU ไดวา 
 U U U Ux x e x′+ ≤  
สามารถเขียนใหมไดวา 

 
1

U
U

U

xx
e
′

≤
+

 

ซึ่งก็คือ 
 U Uestx x≤  
 จากอสมการที่ 3.14 3.15 และบทพิสูจน ทําใหเราสามารถสรุปไดวาการประมาณ
ชวงใกลเคียงของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่ไดจากอสมการที่ 3.14 และ 3.15 จะ
ครอบคลุมคําตอบจริงอยางแนนอน ■ 
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ตัวอยางที่ 3.4 กําหนดใหจํานวนจริงแบบชวง X = [14.83, 16.27] ในระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงที่มีคาฐาน β = 10 และคาระยะสูงสุดแบบพลวัต M = 100 โดยมีคาความ
ผิดพลาดเกิดขึ้นกับดิจิต xL xU และ xR เปน 3% 4% และ 5% ตามลําดับ ผลลัพธจากการ
ประมาณคาใกลเคียงของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงสามารถแสดงไดดังตารางที่ 
3.4 
 
ตารางที่ 3.4 แสดงผลลัพธจากการประมาณชวงใกลเคยีงของระบบจํานวนแอนะลอ็กซ้ําซอน 

แบบชวงที่มีคาความผิดพลาดเปน 3% 4% และ 5% ตามลําดับ 

 xL xU xR 

xn 1.483 1.627 8.9 

x′n 1.52749 1.69208 9.345 

x*
n 1.470837035 1.629322568 8.998403975 

 
จากตารางที่ 3.4 จะเห็นวาคําตอบจากอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดไมสามารถ

คํานวณผลลัพธออกมาไดอยางถูกตอง อันเนื่องมาจากคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบมีคา
ไมเทากันในแตละสัญญาณ แตระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงก็สามารถประมาณชวง
ใกลเคียงไดจากทฤษฎีบทที่ 3.4 ซึ่งผลลัพธจากการประมาณชวงแสดงใหเห็นวา คําตอบที่
แทจริงจะตองอยูในชวงของ 
 xL ≥ 1.407340822, xU ≤ 1.710732656 
โดยจะเห็นไดชัดวา คําตอบที่แทจริงจะอยูภายในชวงที่เกิดจากการประมาณชวงใกลเคียงของ
ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงจริง � 
 
3.6 การแปลงดิจิตเซตดวยคาฐานที่มีคาไมเทากันของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน
แบบชวง 

ในสวนนี้เราจะกลาวถึงวิธีการในการแปลงรูปแบบการแทนคาบนฐานหนึ่งๆ ไปยัง
รูปแบบการแทนคาอีกรูปแบบบนฐานที่มีคาที่แตกตางกัน เน่ืองจากในวงจรนั้นไมมีความ
จําเปนตองใหคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมในแตละสวนของวงจรจะตองมีคาเทากัน 
และเนื่องจากการศึกษาถึงระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงไดแสดงใหเห็นถึงคาความ
ผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมกับคาฐานที่ไดเลือกใชดังในอสมการที่ 3.11 ดังน้ันเนื้อหาในสวน
นี้จึงไดนําเสนออัลกอริทึมที่ใชในการแปลงรูปแบบการแทนคาระหวางคาฐานตางๆ สําหรับระบบ
จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
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ทฤษฎีบทที่ 3.5 กําหนดให (xL1, xU1, xR1) เปนรูปแบบการแทนคาของระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงสําหรับคาฐาน β1 และ (xL2, xU2, xR2) เปนรูปแบบการแทนคาของระบบจํานวน
แอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงสําหรับคาฐาน β2 รูปแบบการแทนคาของ (xL2, xU2, xR2) บนคาฐาน 
β2 สามารถคํานวณไดจาก (xL1, xU1, xR1) บนฐาน β1 ดังสมการดังตอไปน้ี 
 ( )2 1 2 1/L Lx x β β= ×  (3.17) 
 ( )2 1 2 1/U Ux x β β= ×  (3.18) 

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 1 2 2 1 2

2 1 1 1 12
1 1 1

2 2 2
1 1 2 2 1 2

2 1 1 1 12
1 1 1

0

0

L U R
L U L U

R

L U R
L U L U

x x xx x x x

x
x x xx x x x

β β ββ
β β β

β β ββ
β β β

⎧ ⎛ ⎞+⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + +      + ≥⎡ ⎤⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎢ ⎥⎝ ⎠= ⎨

⎛ ⎞+⎢ ⎥ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ − + +      + <⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎪ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠⎩

 (3.19) 

 
พิสูจน 
การพิสูจนจะแยกพิจารณาออกเปนสองสวน คือ xL2 xU2 และ xR2 
 
การพิสูจนสวนแรก การพิสูจน xL2 และ xU2 จะอางอิงจากสมการที่ 3.1 และ 3.2 โดยจะ
พิจารณาพรอมกันดังนี้ 
 
 ( )/L Lx X Mβ= ×  ( )/U Ux X Mβ= ×  
 ( )1 /L LX x M β= ×  ( )1 /U UX x M β= ×  
 ( )2 /L LX x M β= ×  ( )2 /U UX x M β= ×  
 ( )2 1 2 1/L Lx x β β= ×  ( )2 1 2 1/U Ux x β β= ×  
 
การพิสูจนสวนที่สอง การพิสูจน xR2 ในกรณีที่ (xL1 + xU1) ≥ 0 จะเร่ิมจากสมการที่ 3.4 นั่นคือ 

( ) ( )( )R L U L U L Ux sign x x x x x x β= + × ⎡ + ⎤ − + ×⎢ ⎥  

สามารถเขียนใหอยูในรูปของ xL + xU ไดวา 
( )/L U L U Rx x x x x β+ = + −⎡ ⎤⎢ ⎥  

จากสมการที่ 3.1 และ 3.2 สามารถสรุปไดวา 
 ( )( ) ( )/ /L U L U RX X x x x Mβ β+ = + − ×⎡ ⎤⎢ ⎥  (3.20) 

เม่ือนําสมการที่ 3.20 มาเปรียบเทียบกันระหวาง β1 กับ β2 จะไดวา 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 2 2 2 2 2/ / / /L U R L U Rx x x M x x x Mβ β β β+ − × = + − ×⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥  

ซึ่งก็คือ 

( ) ( )( ) ( )( )2 2 2
2 2 2 2 1 1 2 1 1 2 1/R L U L U Rx x x x x xβ β β β β= + − + + ×⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥  

 



 

 

26 

และจากสมการที่ 3.17 และ 3.18 จะได 

( ) 2 2
1 1 2 2 1 2

2 2 1 1 2
1 1 1

L U R
R L U

x x xx x x
β β ββ

β β β
⎛ ⎞+⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + +⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠
 

สวนการพิสูจน xR2 ในกรณีที่ (xL1 + xU1) < 0 นั้น จะใชวิธีพิสูจนในเชิงเดียวกันโดยเปลี่ยนจาก
การพิจารณา 1 1L Ux x+⎡ ⎤⎢ ⎥ เปน 1 1L Ux x+⎢ ⎥⎣ ⎦ซึ่งจะไดผลลัพธดังสมการขางลางนี้ 

  ( ) 2 2
1 1 2 2 1 2

2 2 1 1 2
1 1 1

L U R
R L U

x x xx x x
β β ββ

β β β
⎛ ⎞+⎢ ⎥ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠
 ■ 

 
ตัวอยางที่ 3.5 กําหนดให X = [19.6, 25.7] บนคาฐาน β = 10 และ M = 100 ทําการแปลงคา
ฐานไปยังฐานอ่ืนๆ รูปแบบการแทนจํานวนของ X บนฐาน 10 ไปยังฐานอื่นๆ สามารถแสดงได
ดังตารางที่ 3.5 
 

ตารางที่ 3.5 แสดงการแปลงคาฐานของ X = [43.61, 45.18] บนฐาน 10 ไปยังฐานอ่ืนๆ 
β xL xU xR 
10 1.96 2.57 4.7 
9 1.764 2.313 8.307 
8 1.568 2.056 3.008 
7 1.372 1.799 5.803 
6 1.176 1.542 1.692 
5 0.98 1.285 3.675 
4 0.784 1.028 0.752 
3 0.588 0.771 1.923 
2 0.392 0.514 0.188 

 � 
 
3.7 ตัวดําเนินการทางคณิตศาสตรพื้นฐานของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

 การคํานวณทางคณิตศาสตรของงานวิจัยนี้ จะมุงเนนไปที่ตัวดําเนินการพื้นฐาน
ทางคณิตศาสตร (fundamental arithmetic operations) ซึ่งประกอบไปดวยการบวก ลบ คูณ 
และหาร เนื่องจากระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงไดนําความรูเรื่องเลขคณิตแบบชวง
มาประยุกตใช ดังน้ันจึงไมสามารถทําการคํานวณแบบทั่วไปได แตตองนําความรูเรื่องการ
คํานวณทางคณิตศาสตรพ้ืนฐานของระบบแทนจํานวนแบบชวงมาประยุกตใชกับระบบจํานวน
แอนะล็อกแบบใหมนี้ดวย [19, 20, 21, 22] 

 ลําดับขั้นตอนการทํางานของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงเริ่มตน
จากการกูคาความผิดพลาดของขอมูลขาเขาเปนอันดับแรก หลังจากนั้นจึงนําขอมูลที่กูคาความ
ผิดพลาดแลวมาทําการคํานวณทางคณิตศาสตรตอไปโดยแสดงดังรูปที่ 3.1 
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รูปที่ 3.1 แบบจําลองการคํานวณทางคณิตศาสตรของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

 
3.7.1 ตัวดําเนินการบวกของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
ทฤษฎีบทที่ 3.6 การบวกของจํานวนจริงแบบชวงสองจํานวนที่มีคาไมเกิน M และมีรูปแบบการ
แทนจํานวน คือ X = (xL, xU, xR) และ Y = (yL, yU, yR) ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบ
ชวงที่มีคาฐาน β ที่ซึ่ง β ≥ 2 รูปแบบการแทนจํานวนของผลลัพธสามารถแทนไดดวย (zL, zU, 

zR) ผลลัพธจากการบวกสามารถคํานวณไดจากสมการดังตอไปน้ี 
 ( , )L L Lz f x y β= +  (3.21) 
 ( , )U U Uz f x y β= +  (3.22) 

 
( , ) )
( , ) )

R R L U
R

R R L U

f x y z z
z

f x y z z
β β
β β

+ +           ( + ≥ 0⎧
= ⎨ + −           ( + < 0⎩

 (3.23) 

โดยที่ 

 
/ 0

( , )
/ 0

a b a b a
f a b

a b a b a
⎧ −      ≥⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦= ⎨ −      <⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥⎩

 

 
พิสูจน 
การพิสูจนจะแสดงใหเห็นวา คาของดิจิตผลลัพธ คือ (zL, zU, zR) ที่ไดจากการคํานวณจะยังคง
คุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู เพ่ือที่จะทําใหดิจิตเหลานี้สามารถทํา
การกูคาจากอัลกอริทึมที่ 3.1 ได หลังจากที่ดําเนินการบวกแลวมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น 
 

กําหนดให [ZL, ZU] เปนคาจํานวนจริงแบบชวงของ (zL, zU, zR) ซึ่งคาของดิจิต
เหลานี้สามารถนิยามไดตามสมการที่ 3.1 3.2 และ 3.3 ดังตอไปน้ี 
 ( )/L Lz Z Mβ= ×  
 ( )/U Uz Z Mβ= ×  

 
( )( )
( )( )

, ( ) 0

, ( ) 0
L U L U L U

R
L U L U L U

z z z z z z
z

z z z z z z

β

β

⎧ + − + ×      + ≥⎡ ⎤⎢ ⎥⎪= ⎨
+ − + ×      + <⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

 

IRANS Arithmetic Operation Model 

ly′ uy′ ry′  

lx′ ux′ rx′  

Error 
Recovery 
Module

Error 
Recovery 
Module

ly uy ry  

lx ux rx

Arithmetic 
Operation 
Module 

lz′ uz′ rz′  
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ทําใหการพิสูจนถูกแบงออกเปนสามกรณี คือ 
 
กรณีที่ 1 การพิสูจน zL 
จากสมการ 3.21 
 ( ),L L Lz f x y β= +  

 ( )( ) ( )( )( )/ / ,L Lf X M Y Mβ β β= × + ×  

 ( ) ( )( )/ ,L Lf X Y Mβ β= + ×  
 ( )( )/ ,Lf Z Mβ β= ×  
 ( )/LZ Mβ= ×  

จากการพิสูจนจะเห็นวาดิจิต zL ที่ไดจากการบวกกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู 
 
กรณีที่ 2 การพิสูจน zU 
จากสมการที่ 3.22 
 ( ),U U Uz f x y β= +  

 ( )( ) ( )( )( )/ / ,U Uf X M Y Mβ β β= × + ×  

 ( ) ( )( )/ ,U Uf X Y Mβ β= + ×  
 ( )( )/ ,Uf Z Mβ β= ×  
 ( )/UZ Mβ= ×  

จากการพิสูจนจะเห็นวาดิจิต zU ที่ไดจากการบวกกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู 
 
กรณีที่ 3 การพิสูจน zU 
จากสมการที่ 3.23 

( , ) )
( , ) )

R R L U
R

R R L U

f x y z z
z

f x y z z
β β
β β

+ +           ( + ≥ 0⎧
= ⎨ + −           ( + < 0⎩

 

เน่ืองจาก zR เปนไดทั้งคาบวกและคาลบ ดังน้ันการพิสูจน zR จะสามารถแบงออกไดเปนอีกสอง
กรณียอย คือ 
 
กรณีที่ 3.1 คือ ผลลัพธของชวงมีคาเปนบวกหรือ (zL + zU) ≥ 0 
กําหนดใหจํานวนจริงแบบชวง X และ Y มีคาเปนบวกทั้งคูและจากสมการที่ 3.23 
 ( ),R R Rz f x y β β= + +  

 ( )( ) ( )( )( ),L U L U L U L Uf x x x x y y y yβ β β β= + − + + + − + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥  

 ( ) ( )( )( )( ),L U L U L U L Uf x x y y x x y y β β β= + + + − + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥  (3.24) 
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จากสมการที่ 3.24 สามารถวิเคราะหไดวา 
ถา L U L U L U L Ux x y y x x y y+ + + = + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ จะสามารถสรุปไดวา 

 ( )( )( ),R L U L U L U L Uz f x x y y x x y y β β β= + + + − + + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( )( )L U L U L U L Ux x y y x x y y β= + + + − + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( )( )L U L Uz z z z β= + − +⎡ ⎤⎢ ⎥  (3.25) 

แตถา 1L U L U L U L Ux x y y x x y y+ + + = + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ จะสามารถสรุปไดวา 

 ( )( )( )1 ,R L U L U L U L Uz f x x y y x x y y β β β= + + + + − + + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( )( )( )2 ,L U L U L U L Uf x x y y x x y y β β β= + + + − + + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( )( )L U L U L U L Ux x y y x x y y β= + + + − + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( )( )L U L Uz z z z β= + − +⎡ ⎤⎢ ⎥  (3.26) 

 
กรณีที่ 3.2 คือ ผลลัพธของชวงมีคาเปนลบหรือ (zL + zU) < 0 
กําหนดใหจํานวนจริงแบบชวง X และ Y มีคาเปนลบทั้งคูและจากสมการที่ 3.23 
 ( ),R R Rz f x y β β= + −  

 ( )( ) ( )( )( ),L U L U L U L Uf x x x x y y y yβ β β β= + − + + + − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 ( ) ( )( )( )( ),L U L U L U L Uf x x y y x x y y β β β= + + + − + + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (3.27) 

จากสมการที่ 3.27 สามารถวิเคราะหไดวา 
ถา L U L U L U L Ux x y y x x y y+ + + = + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ จะสามารถสรุปไดวา 

 ( )( )( ),R L U L U L U L Uz f x x y y x x y y β β β= + + + − + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( )( )L U L U L U L Ux x y y x x y y β= + + + − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( )( )L U L Uz z z z β= + − +⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.28) 

แตถา 1L U L U L U L Ux x y y x x y y+ + + = + + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ จะสามารถสรุปไดวา 

 ( )( )( )1 ,R L U L U L U L Uz f x x y y x x y y β β β= + + + − − + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( )( )( )2 ,L U L U L U L Uf x x y y x x y y β β β= + + + − + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( )( )L U L U L U L Ux x y y x x y y β= + + + − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( )( )L U L Uz z z z β= + − +⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.29) 

 จากสมการที่ 3.25 3.26 3.28 และ 3.29 แสดงใหเห็นวา zR ที่ไดจากการบวกกัน
ของชวงจํานวนสองจํานวน ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู
เหมือนเดิม  ■ 
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ตัวอยางที่ 3.6 การบวกของ X = [13.39, 16.84] และ Y = [-4.16, 5.29] ในระบบทีมี่คาฐาน β 

= 2 และ M = 32 ซึ่งมีคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบเทากับ 18% เทากันทั้งระบบ การ
ดําเนินการบวกในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงสามารถแสดงไดดังตารางที่ 3.6 
 

ตารางที่ 3.6 แสดงการดําเนินการบวกของ X = [13.39, 16.84] และ Y = [-4.16, 5.29] 
ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

n L U R 
xn 0.836875 1.0525 0.22125 
yn -0.26 0.330625 1.85875 
zn 0.576875 1.383125 0.08 
z′n 0.6807125 1.6320875 0.0944 
z*

n 0.576875 1.383125 0.08 
 
คําตอบที่ได คือ (0.576875, 1.383125, 0.08) ซึ่งมีคาเทากับ [9.23, 22.13] � 
 
3.7.2 ตัวดําเนินการลบของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
ทฤษฎีบทที่ 3.7 การลบของจํานวนจริงแบบชวงสองจํานวนที่มีคาไมเกิน M และมีรูปแบบการ
แทนจํานวน คือ X = (xL, xU, xR) และ Y = (yL, yU, yR) ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบ
ชวงที่มีคาฐาน β ที่ซึ่ง β ≥ 2 รูปแบบการแทนจํานวนของผลลัพธสามารถแทนไดดวย (zL, zU, 

zR) ผลลัพธจากการลบสามารถคํานวณไดจากสมการดังตอไปน้ี 
 ( , )L L Uz f x y β= −  (3.30) 
 ( , )U U Lz f x y β= −  (3.31) 

 
( , ) )
( , ) )

R R L U
R

R R L U

f x y z z
z

f x y z z
β β
β β

− +           ( + ≥ 0⎧
= ⎨ − −           ( + < 0⎩

 (3.32) 

โดยที่ 

 
/ 0

( , )
/ 0

a b a b a
f a b

a b a b a
⎧ −      ≥⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦= ⎨ −      <⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥⎩

 

 
พิสูจน 
การพิสูจนจะแสดงใหเห็นวา คาของดิจิตผลลัพธ คือ (zL, zU, zR) ที่ไดจากการคํานวณจะยังคง
คุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู เพ่ือที่จะทําใหดิจิตเหลานี้สามารถทํา
การกูคาจากอัลกอริทึมที่ 3.1 ได หลังจากที่ดําเนินการลบแลวมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น 
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กําหนดให [ZL, ZU] เปนคาจํานวนจริงแบบชวงของ (zL, zU, zR) ซึ่งคาของดิจิต
เหลานี้สามารถนิยามไดตามสมการที่ 3.1 3.2 และ 3.3 ดังตอไปน้ี 
 ( )/L Lz Z Mβ= ×  
 ( )/U Uz Z Mβ= ×  

 
( )( )
( )( )

, ( ) 0

, ( ) 0
L U L U L U

R
L U L U L U

z z z z z z
z

z z z z z z

β

β

⎧ + − + ×      + ≥⎡ ⎤⎢ ⎥⎪= ⎨
+ − + ×      + <⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

 

ทําใหการพิสูจนถูกแบงออกเปนสามกรณี คือ 
 
กรณีที่ 1 การพิสูจน zL 
จากสมการ 3.30 
 ( ),L L Uz f x y β= −  

 ( )( ) ( )( )( )/ / ,L Uf X M Y Mβ β β= × − ×  

 ( ) ( )( )/ ,L Uf X Y Mβ β= − ×  
 ( )( )/ ,Lf Z Mβ β= ×  
 ( )/LZ Mβ= ×  

จากการพิสูจนจะเห็นวาดิจิต zL ที่ไดจากการลบกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู 
 
กรณีที่ 2 การพิสูจน zU 
จากสมการที่ 3.31 
 ( ),U U Lz f x y β= −  

 ( )( ) ( )( )( )/ / ,U Lf X M Y Mβ β β= × − ×  

 ( ) ( )( )/ ,U Lf X Y Mβ β= − ×  
 ( )( )/ ,Uf Z Mβ β= ×  
 ( )/UZ Mβ= ×  

จากการพิสูจนจะเห็นวาดิจิต zU ที่ไดจากการลบกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู 
 
กรณีที่ 3 การพิสูจน zU 
จากสมการที่ 3.32 

( , ) )
( , ) )

R R L U
R

R R L U

f x y z z
z

f x y z z
β β
β β

− +           ( + ≥ 0⎧
= ⎨ − −           ( + < 0⎩

 

เน่ืองจาก zR เปนไดทั้งคาบวกและคาลบ ดังน้ันการพิสูจน zR จะสามารถแบงออกไดเปนอีกสอง
กรณียอย คือ 
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กรณีที่ 3.1 คือ ผลลัพธของชวงมีคาเปนบวกหรือ (zL + zU) ≥ 0 
กําหนดใหจํานวนจริงแบบชวง X มีคาเปนบวก Y มีคาเปนลบและจากสมการที่ 3.32 
 ( ),R R Rz f x y β β= − +  

 ( )( ) ( )( )( ),L U L U L U L Uf x x x x y y y yβ β β β= + − + − + − + +⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦  

 ( ) ( )( )( )( ),L U L U L U L Uf x x y y x x y y β β β= + − + − + + + +⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦  (3.33) 

จากสมการที่ 3.33 สามารถวิเคราะหไดวา 
ถา ( ) ( )L U L U L U L Ux x y y x x y y+ − + = + − +⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥ จะสามารถสรุปไดวา 

 ( ) ( ) ( )( )( ),R L U L U L U L Uz f x x y y x x y y β β β= + − + − + + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( ) ( ) ( )( )L U L U L U L Ux x y y x x y y β= + − + − + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( )( )L U L Uz z z z β= + − +⎡ ⎤⎢ ⎥  (3.34) 

แตถา ( ) ( ) 1L U L U L U L Ux x y y x x y y+ − + = + − + +⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥ จะสามารถสรุปไดวา 

 ( ) ( ) ( )( )( )1 ,R L U L U L U L Uz f x x y y x x y y β β β= + − + + − + + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( ) ( ) ( )( )( )2 ,L U L U L U L Uf x x y y x x y y β β β= + − + − + + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( ) ( ) ( )( )L U L U L U L Ux x y y x x y y β= + − + − + + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

 ( )( )L U L Uz z z z β= + − +⎡ ⎤⎢ ⎥  (3.35) 

กรณีที่ 3.2 คือ ผลลัพธของชวงมีคาเปนลบหรือ (zL + zU) < 0 
กําหนดใหจํานวนจริงแบบชวง X มีคาเปนลบ Y มีคาเปนบวกและจากสมการที่ 3.32 
 ( ),R R Rz f x y β β= − −  

 ( )( ) ( )( )( ),L U L U L U L Uf x x x x y y y yβ β β β= + − + − + − + −⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥  

 ( ) ( )( )( )( ),L U L U L U L Uf x x y y x x y y β β β= + − + − + + + −⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥  (3.36) 

จากสมการที่ 3.36 สามารถวิเคราะหไดวา 
ถา ( ) ( )L U L U L U L Ux x y y x x y y+ − + = + − +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦ จะสามารถสรุปไดวา 

 ( ) ( ) ( )( )( ),R L U L U L U L Uz f x x y y x x y y β β β= + − + − + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( ) ( ) ( )( )L U L U L U L Ux x y y x x y y β= + − + − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( )( )L U L Uz z z z β= + − +⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.37) 

แตถา ( ) ( ) 1L U L U L U L Ux x y y x x y y+ − + = + − + −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦ จะสามารถสรุปไดวา 

 ( ) ( ) ( )( )( )1 ,R L U L U L U L Uz f x x y y x x y y β β β= + − + − − + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( ) ( ) ( )( )( )2 ,L U L U L U L Uf x x y y x x y y β β β= + − + − + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( ) ( ) ( )( )L U L U L U L Ux x y y x x y y β= + − + − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦  

 ( )( )L U L Uz z z z β= + − +⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.38) 
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 จากสมการที่ 3.34 3.35 3.37 และ 3.38 แสดงใหเห็นวา zR ที่ไดจากการลบกันของ
ชวงจํานวนสองจํานวน ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู
เหมือนเดิม  ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.7 การลบของ X = [-5.29, -4.16] และ Y = [-13.39, 16.84] ในระบบที่มีคาฐาน 
β = 2 และ M = 32 ซึ่งมีคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบเทากับ 18% เทากันทั้งระบบ การ
ดําเนินการลบในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงสามารถแสดงไดดังตารางที่ 3.7 
 

ตารางที่ 3.7 แสดงการดําเนินการลบของ X = [-5.29, -4.16] และ Y = [-13.39, 16.84] 
ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

n L U R 
xn -0.330625 -0.26 -0.81875 
yn -0.836875 1.0525 1.56875 
zn -1.383125 0.576875 -0.3875 
z′n -1.6320875 0.6807125 -0.45725 
z*

n -1.383125 0.576875 -0.3875 
 
คําตอบที่ได คือ (-1.383125, 0.576875, -0.3875) ซึ่งมีคาเทากับ [-22.13, 9.23] � 
 
3.7.3 ตัวดําเนินการคูณของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
ทฤษฎีบทที่ 3.8 การคูณของจํานวนจริงแบบชวงสองจํานวนที่มีคาไมเกิน M และมีรูปแบบการ
แทนจํานวน คือ X = (xL, xU, xR) และ Y = (yL, yU, yR) ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบ
ชวงที่มีคาฐาน β ที่ซึ่ง β ≥ 2 รูปแบบการแทนจํานวนของผลลัพธสามารถแทนไดดวย (zL, zU, 

zR) ผลลัพธจากการคูณสามารถคํานวณไดจากสมการดังตอไปน้ี 

 ( )min , , , ,L L L L U U L U U
Mz f x y x y x y x y β
β

⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3.39) 

 ( )max , , , ,U L L L U U L U U
Mz f x y x y x y x y β
β

⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3.40) 

 
( )( ) ( )
( )( ) ( )

min max min max

min max min max

0

0
L U

R
L U

w w w w z z
z

w w w w z z

β

β

⎧ + − + ×           + ≥⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥= ⎨
+ − + ×           + <⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎩

 (3.41) 

( ( ,1) ( ,1) ( , ) ( , )

) ( , ) ( , )
,

L U L U L U T L U T

R R
T T L U R L U R T R T R

g x x g y y g x x y g y y x
x yx y g x x y g y y x x y y x

Mw f

β

β β
β β

+ × + − + − +⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪+ − + − + + + +
⎪ ⎪= ×⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎩ ⎭

 (3.42) 



 

 

34 

โดยที่ 

 
/ 0

( , )
/ 0

a b a b a
f a b

a b a b a
⎧ −      ≥⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦= ⎨ −      <⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥⎩

 

 ( , ) ( )g a b sign a a b= × ⎡ ⎤ ×⎢ ⎥  

ที่ซึ่ง 
 สําหรับ wmin minT L Ux x x x= + −⎡ ⎤⎢ ⎥  และ minT L Uy y y y= + −⎡ ⎤⎢ ⎥  
 สําหรับ wmax maxT L Ux x x x= + −⎡ ⎤⎢ ⎥  และ maxT L Uy y y y= + −⎡ ⎤⎢ ⎥  
โดยที่ xmin ymin xmax และ ymax คือ คา x และ y ที่ถูกเลอืกจาก zL กับ zU ตามลําดบั 
 
พิสูจน 
การพิสูจนจะแสดงใหเห็นวา คาของดิจิตผลลัพธ คือ (zL, zU, zR) ที่ไดจากการคํานวณจะยังคง
คุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู เพ่ือที่จะทําใหดิจิตเหลานี้สามารถทํา
การกูคาจากอัลกอริทึมที่ 3.1 ได หลังจากที่ดําเนินการคูณแลวมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น 
 

กําหนดให [ZL, ZU] เปนคาจํานวนจริงแบบชวงของ (zL, zU, zR) ซึ่งคาของดิจิต
เหลานี้สามารถนิยามไดตามสมการที่ 3.1 3.2 และ 3.3 ดังตอไปน้ี 
 ( )/L Lz Z Mβ= ×  
 ( )/U Uz Z Mβ= ×  

 
( )( )
( )( )

, ( ) 0

, ( ) 0
L U L U L U

R
L U L U L U

z z z z z z
z

z z z z z z

β

β

⎧ + − + ×      + ≥⎡ ⎤⎢ ⎥⎪= ⎨
+ − + ×      + <⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

 

ทําใหการพิสูจนถูกแบงออกเปนสามกรณี คือ 
กรณีที่ 1 การพิสูจน zL 
จากสมการ 3.39 

( )min , , , ,L L L L U U L U U
Mz f x y x y x y x y β
β

⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

กําหนดให xmin และ ymin เปนคาที่ถูกเลือกจากอัลกอริทึมการคูณในสมการที่ 3.39 ดังนั้น 

 min min ,L
Mz f x y β
β

⎛ ⎞
= × ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 min min ,Mf X Y
M M
β β β

β
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × × × ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 ( )min min ,f X Y
M
β β⎛ ⎞= × ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 min ,f Z
M
β β⎛ ⎞= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 minZ
M
β

= ×  
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จากการพิสูจนจะเห็นวาดิจิต zL ที่ไดจากการคูณกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู 
 
กรณีที่ 2 การพิสูจน zU 
จากสมการ 3.40 

( )max , , , ,U L L L U U L U U
Mz f x y x y x y x y β
β

⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

กําหนดให xmax และ ymax เปนคาที่ถูกเลือกจากอัลกอริทึมการคูณในสมการที่ 3.40 ดังนั้น 

 max max ,U
Mz f x y β
β

⎛ ⎞
= × ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 max max ,Mf X Y
M M
β β β

β
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × × × ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 ( )max max ,f X Y
M
β β⎛ ⎞= × ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 max ,f Z
M
β β⎛ ⎞= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 maxZ
M
β

= ×  

จากการพิสูจนจะเห็นวาดิจิต zU ที่ไดจากการคูณกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู 
 
กรณีที่ 3 การพิสูจน zU 
จากสมการที่ 3.41 และ 3.42 จะเห็นวาคาของดิจิต zU จะยังคงอยูในระบบดิจิตแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงก็ตอเม่ือ wmin และ wmax มีคาเทากับดิจิต zL และ zU ตามลําดับ ดังน้ันการ
พิสูจน zU จึงแบงการพิสูจนออกเปนอีกสองกรณียอย ดังนี้ 
 
กรณีที่ 3.1 การพิสูจน wmin 
จากสมการที่ 3.42 

 

( ( ,1) ( ,1) ( , ) ( , )

) ( , ) ( , )
,

L U L U L U T L U T

R R
T T L U R L U R T R T R

g x x g y y g x x y g y y x
x yx y g x x y g y y x x y y x

Mw f

β

β β
β β

+ × + − + − +⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪+ − + − + + + +
⎪ ⎪= ×⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎩ ⎭

 

 
2

( ( ,1) ( ,1) ( , ) ( , ) )
( , ) ( , ) ,

L U L U L U T L U T T T

L U R L U R T R T R R R

g x x g y y g x x y g y y x x y
f g x x y g y y x x y y x x y M β

β β β β β β

+ × + − + − + +⎧ ⎫
⎪ ⎪= + +⎨ ⎬− − + + + ×⎪ ⎪⎩ ⎭
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( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 ,

L U L U L U L U

L U L U T L U L U T

T T

L U L U R L U L U R

T R T R R R

sign x x x x sign y y y y

sign x x x x y sign y y y y x

x y

sign x x x x y sign y y y y x
f

x y y x x y M
β β

β
β β β β

⎧ ⎫⎛ ⎞+ × ⎡ + ⎤ × + × ⎡ + ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟− + × ⎡ + ⎤ × − + × ⎡ + ⎤ ×⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟+
⎪ ⎪⎝ ⎠
⎪

+ × ⎡ + ⎤ × + × ⎡ + ⎤ ×⎪ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − −⎨ ⎬
⎪
⎪

+ + + ×⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎭

 

 
( )

( ) ,

R
L U L U T

R
L U L U T

xsign x x x x x
f

y Msign y y y y y

β

β
β β

⎧ ⎫⎛ ⎞
+ × ⎡ + ⎤ − − ×⎪ ⎪⎜ ⎟⎢ ⎥

⎪⎝ ⎠ ⎪= ⎨ ⎬
⎛ ⎞⎪ ⎪+ × ⎡ + ⎤ − − ×⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

 

จากเหตุผลที่วา xT และ yT ของ wmin ไดมาจาก x และ y ที่ถูกเลือกจากสมการที่ 3.39 ดังนั้น 

 ( )min min min ,Mw f x y β
β

⎛ ⎞⎛ ⎞
= × ×⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 Lz=  
 
กรณีที่ 3.2 การพิสูจน wmax 
จากสมการที่ 3.42 

 

( ( ,1) ( ,1) ( , ) ( , )

) ( , ) ( , )
,

L U L U L U T L U T

R R
T T L U R L U R T R T R

g x x g y y g x x y g y y x
x yx y g x x y g y y x x y y x

Mw f

β

β β
β β

+ × + − + − +⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪+ − + − + + + +
⎪ ⎪= ×⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎩ ⎭

 

 
2

( ( ,1) ( ,1) ( , ) ( , ) )
( , ) ( , ) ,

L U L U L U T L U T T T

L U R L U R T R T R R R

g x x g y y g x x y g y y x x y
f g x x y g y y x x y y x x y M β

β β β β β β

+ × + − + − + +⎧ ⎫
⎪ ⎪= + +⎨ ⎬− − + + + ×⎪ ⎪⎩ ⎭
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( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 ,

L U L U L U L U

L U L U T L U L U T

T T

L U L U R L U L U R

T R T R R R

sign x x x x sign y y y y

sign x x x x y sign y y y y x

x y

sign x x x x y sign y y y y x
f

x y y x x y M
β β

β
β β β β

⎧ ⎫⎛ ⎞+ × ⎡ + ⎤ × + × ⎡ + ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟− + × ⎡ + ⎤ × − + × ⎡ + ⎤ ×⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟+
⎪ ⎪⎝ ⎠
⎪

+ × ⎡ + ⎤ × + × ⎡ + ⎤ ×⎪ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − −⎨ ⎬
⎪
⎪

+ + + ×⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎭

 

 
( )

( ) ,

R
L U L U T

R
L U L U T

xsign x x x x x
f

y Msign y y y y y

β

β
β β

⎧ ⎫⎛ ⎞
+ × ⎡ + ⎤ − − ×⎪ ⎪⎜ ⎟⎢ ⎥

⎪⎝ ⎠ ⎪= ⎨ ⎬
⎛ ⎞⎪ ⎪+ × ⎡ + ⎤ − − ×⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

 

จากเหตุผลที่วา xT และ yT ของ wmax ไดมาจาก x และ y ที่ถูกเลือกจากสมการที่ 3.40 ดังนั้น 

 ( )max max max ,Mw f x y β
β

⎛ ⎞⎛ ⎞
= × ×⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 Uz=  
 จากการพิสูจนจะเห็นวา wmin และ wmax ในสมการที่ 3.41 มีคาเทากับ zL และ zU 
ตามลําดับ ซึ่งทําใหสามารถสรุปไดวา zU ที่ไดจากยังคงการคูณกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.8 การคูณของ X = [2.11, 3.76] และ Y = [5.38, 7.49] ในระบบที่มีคาฐาน β = 

2 และ M = 32 ซึ่งมีคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบเทากับ 12% เทากันทั้งระบบ การ
ดําเนินการคูณในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงสามารถแสดงไดดังตารางที่ 3.8 

ตารางที่ 3.8 แสดงการดําเนินการคูณของ X = [2.11, 3.76] และ Y = [5.38, 7.49] 
ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

n L U R 
xn 0.131875 0.235 1.26625 
yn 0.33625 0.468125 0.39125 
zn 0.7094875 1.76015 1.060725 
z′n 0.794626 1.971368 1.188012 
z*

n 0.7094875 1.76015 1.060725 
 
คําตอบที่ได คือ (0.7094875, 1.76015, 1.060725) ซึ่งมีคาเทากับ [11.3518, 28.1624] � 
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3.7.4 ตัวดําเนินการหารของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
ทฤษฎีบทที่ 3.9 การหารของจํานวนจริงแบบชวงสองจํานวนที่มีคาไมเกิน M และมีรูปแบบการ
แทนจํานวน คือ X = (xL, xU, xR) และ Y = (yL, yU, yR) ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบ
ชวงที่มีคาฐาน β ที่ซึ่ง β ≥ 2 รูปแบบการแทนจํานวนของผลลัพธสามารถแทนไดดวย (zL, zU, 

zR) ผลลัพธจากการหารสามารถคํานวณไดจากสมการดังตอไปน้ี 

 min , , , ,U UL L
L

L U L U

x xx xz f
y y y y M

β β
⎛ ⎞⎛ ⎞

= ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 (3.43) 

 max , , , ,U UL L
U

L U L U

x xx xz f
y y y y M

β β
⎛ ⎞⎛ ⎞

= ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 (3.44) 

 
( )( ) ( )
( )( ) ( )

min max min max

min max min max

0

0
L U

R
L U

w w w w z z
z

w w w w z z

β

β

⎧ + − +           + ≥⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥= ⎨
+ − +           + <⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎩

 (3.45) 

 ( )
( )

,
,

,
L U T R

L U T R

f x x x x
w f

f y y y y M
β β β β
β β

⎧ ⎫⎛ ⎞+ − −⎪ ⎪= ×⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟+ − −⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
 (3.46) 

โดยที่ 

 
/ 0

( , )
/ 0

a b a b a
f a b

a b a b a
⎧ −      ≥⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦= ⎨ −      <⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥⎩

 

 ( , ) ( )g a b sign a a b= × ⎡ ⎤ ×⎢ ⎥  

ที่ซึ่ง 
 สําหรับ wmin minT L Ux x x x= + −⎡ ⎤⎢ ⎥  และ minT L Uy y y y= + −⎡ ⎤⎢ ⎥  
 สําหรับ wmax maxT L Ux x x x= + −⎡ ⎤⎢ ⎥  และ maxT L Uy y y y= + −⎡ ⎤⎢ ⎥  
โดยที่ xmin ymin xmax และ ymax คือ คา x และ y ที่ถูกเลอืกจาก zL กับ zU ตามลําดบั 
 
พิสูจน 
การพิสูจนจะแสดงใหเห็นวา คาของดิจิตผลลัพธ คือ (zL, zU, zR) ที่ไดจากการคํานวณจะยังคง
คุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู เพ่ือที่จะทําใหดิจิตเหลานี้สามารถทํา
การกูคาจากอัลกอริทึมที่ 3.1 ได หลังจากที่ดําเนินการหารแลวมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น 
 

กําหนดให [ZL, ZU] เปนคาจํานวนจริงแบบชวงของ (zL, zU, zR) ซึ่งคาของดิจิต
เหลานี้สามารถนิยามไดตามสมการที่ 3.1 3.2 และ 3.3 ดังตอไปน้ี 
 ( )/L Lz Z Mβ= ×  
 ( )/U Uz Z Mβ= ×  

 
( )( )
( )( )

, ( ) 0

, ( ) 0
L U L U L U

R
L U L U L U

z z z z z z
z

z z z z z z

β

β

⎧ + − + ×      + ≥⎡ ⎤⎢ ⎥⎪= ⎨
+ − + ×      + <⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩
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ทําใหการพิสูจนถูกแบงออกเปนสามกรณี คือ 
กรณีที่ 1 การพิสูจน zL 
จากสมการ 3.43 

min , , , ,U UL L
L

L U L U

x xx xz f
y y y y M

β β
⎛ ⎞⎛ ⎞

= ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

กําหนดให xmin และ ymin เปนคาที่ถูกเลือกจากอัลกอริทึมการหารในสมการที่ 3.43 ดังนั้น 

 min min ,Lz f x y
M
β β⎛ ⎞= ÷ ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 min min ,f X Y
M M M
β β β β⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × ÷ × ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 ( )min min ,f X Y
M
β β⎛ ⎞= ÷ ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 min ,f Z
M
β β⎛ ⎞= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 minZ
M
β

= ×  

จากการพิสูจนจะเห็นวาดิจิต zL ที่ไดจากการหารกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู 
 
กรณีที่ 2 การพิสูจน zU 
จากสมการ 3.44 

max , , , ,U UL L
U

L U L U

x xx xz f
y y y y M

β β
⎛ ⎞⎛ ⎞

= ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

กําหนดให xmax และ ymax เปนคาที่ถูกเลือกจากอัลกอริทึมการหารในสมการที่ 3.44 ดังนั้น 

 max max ,Uz f x y
M
β β⎛ ⎞= ÷ ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 max max ,f X Y
M M M
β β β β⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × ÷ × ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 ( )max max ,f X Y
M
β β⎛ ⎞= ÷ ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 max ,f Z
M
β β⎛ ⎞= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 maxZ
M
β

= ×  

จากการพิสูจนจะเห็นวาดิจิต zU ที่ไดจากการหารกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู 
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กรณีที่ 3 การพิสูจน zU 
จากสมการที่ 3.45 และ 3.46 จะเห็นวาคาของดิจิต zU จะยังคงอยูในระบบดิจิตแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงก็ตอเม่ือ wmin และ wmax มีคาเทากับดิจิต zL และ zU ตามลําดับ ดังน้ันการ
พิสูจน zU จึงแบงการพิสูจนออกเปนอีกสองกรณียอย ดังนี้ 
 
กรณีที่ 3.1 การพิสูจน wmin 
จากสมการที่ 3.46 

 ( )
( )

,
,

,
L U T R

L U T R

f x x x x
w f

f y y y y M
β β β β
β β

⎧ ⎫⎛ ⎞+ − −⎪ ⎪= ×⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟+ − −⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
 

 
( )( )
( )( )

,L U L U T R

L U L U T R

sign x x x x x x
f

Msign y y y y y y

β β β β
β β

⎧ ⎫⎛ ⎞+ × ⎡ + ⎤ × − −⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟= ×⎨ ⎬⎜ ⎟+ × ⎡ + ⎤ × − −⎪ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠⎩ ⎭
 

 
( )

( )
,

R
L U L U T

R
L U L U T

xsign x x x x x
f y Msign y y y y y

ββ β

β

⎧ ⎫⎛ ⎞+ × ⎡ + ⎤ − −⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟⎪ ⎪⎜ ⎟= ×⎨ ⎬
⎜ ⎟⎪ ⎪+ × ⎡ + ⎤ − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

 

จากเหตุผลที่วา xT และ yT ของ wmin ไดมาจาก x และ y ที่ถูกเลือกจากสมการที่ 3.43 ดังนั้น 

 ( )min min min/ ,Mw f x y β
β

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 Lz=  
 
กรณีที่ 3.2 การพิสูจน wmax 
จากสมการที่ 3.46 

 ( )
( )

,
,

,
L U T R

L U T R

f x x x x
w f

f y y y y M
β β β β
β β

⎧ ⎫⎛ ⎞+ − −⎪ ⎪= ×⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟+ − −⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
 

 
( )( )
( )( )

,L U L U T R

L U L U T R

sign x x x x x x
f

Msign y y y y y y

β β β β
β β

⎧ ⎫⎛ ⎞+ × ⎡ + ⎤ × − −⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟= ×⎨ ⎬⎜ ⎟+ × ⎡ + ⎤ × − −⎪ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠⎩ ⎭
 

 
( )

( )
,

R
L U L U T

R
L U L U T

xsign x x x x x
f y Msign y y y y y

ββ β

β

⎧ ⎫⎛ ⎞+ × ⎡ + ⎤ − −⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟⎪ ⎪⎜ ⎟= ×⎨ ⎬
⎜ ⎟⎪ ⎪+ × ⎡ + ⎤ − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

 

จากเหตุผลที่วา xT และ yT ของ wmax ไดมาจาก x และ y ที่ถูกเลือกจากสมการที่ 3.44 ดังนั้น 

 ( )max max max/ ,Mw f x y β
β

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 Uz=  
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 จากการพิสูจนจะเห็นวา wmin และ wmax ในสมการที่ 3.45 มีคาเทากับ zL และ zU 
ตามลําดับ ซึ่งทําใหสามารถสรุปไดวา zU ที่ไดจากยังคงการหารกันของชวงจํานวนสองจํานวน 
ยังคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอยู ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.9 การหารของ X = [2.11, 3.76] และ Y = [5.38, 7.49] ในระบบที่มีคาฐาน β = 

2 และ M = 32 ซึ่งมีคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบเทากับ 12% เทากันทั้งระบบ การ
ดําเนินการหารในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงสามารถแสดงไดดังตารางที่ 3.9 
 

ตารางที่ 3.9 แสดงการดําเนินการหารของ X = [2.11, 3.76] และ Y = [5.38, 7.49] 
ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

n L U R 
xn 0.131875 0.235 1.26625 
yn 0.33625 0.468125 0.39125 
zn 0.0176068091 0.0436802974 1.877425787 
z′n 0.0197196262 0.0489219331 2.102716881 
z*

n 0.0176068091 0.0436802974 1.877425787 
 
คําตอบที่ได คือ (0.0176068091, 0.0436802974, 1.877425787) ซึ่งมีคาเทากับ 
[0.2817089453, 0.6988847584] � 
 
3.8 สรุป 

 ในบทนี้เราไดนําเสนอระบบจํานวนรูปแบบใหมสําหรับการทํางานบนระบบ
จํานวนแอนะล็อก ซึ่งระบบจํานวนรูปแบบใหมนี้มีชื่อเรียกวา ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน
แบบชวง โดยเปนระบบที่นําความสามารถของระบบแทนจํานวนแบบชวงมาประยุกตใชบน
พ้ืนฐานของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน ทําใหระบบจํานวนแบบใหมนี้นอกจากจะสามารถกู
คาความผิดพลาดไดแลว ยังสามารถรองรับปญหาที่เกิดจากความผิดพลาดของขอมูลขาเขาและ
ปญหาที่เกิดจากคาคลาดเคลื่อนการปดเศษไดอีกดวย ในระบบที่มีคาความผิดพลาดอยูในรูป
ของตัวประกอบที่ใชสามแอนะล็อกดิจิตในการแสดงจํานวนแตละจํานวน ผลลัพธที่ไดจาก
อัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงจะมีความถูกตอง
แมนยําสําหรับกรณีที่คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นมีคาเทากันทั้งระบบ แตในกรณีที่คาความ
ผิดพลาดมีคาไมเทากัน อัลกอริทึมการประมาณชวงใกลเคียงสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อก
ซํ้าซอนแบบชวงจะสามารถประมาณชวงใกลเคียงของคําตอบที่แทจริงได ซึ่งในกรณีที่ไมทราบ
วาคาความผิดพลาดมีคาเทากันทั้งระบบหรือไม จะสามารถใชการประมาณชวงใกลเคียงไดเลย 
เน่ืองจากชวงการประมาณที่ได จะครอบคลุมคาจริงอยางแนนอน อีกทั้งในบทนี้ยังไดนําเสนอ
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การแปลงดิจิตเซตดวยคาฐานที่ไมเทากันและอัลกอริทึมการดําเนินการทางคณิตศาสตรพ้ืนฐาน
ของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงอีกดวย 



บทที่  4 
 

บทวิเคราะหระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
 

 เน้ือหาในบทนี้กลาวถึงบทวิเคราะหในแงมุมตางๆ ของระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวง โดยมุงเนนไปที่การวิเคราะหความสัมพันธของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน
แบบชวงกับคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นและสงผลตอระบบ 
 
4.1 การวิเคราะหคาความผิดพลาดที่สงผลตอผลลัพธหลังจากการกูคาความผิดพลาด
ของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

 ในความเปนจริงแลว คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในแตละสัญญาณนั้นไม
สามารถควบคุมใหเทากันได ทําใหผลลัพธที่ไดจากการคํานวณมีความผิดเพี้ยนไป ดังน้ันเนื้อหา
ในสวนน้ีจะวิเคราะหถึงความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่เกิดจากคาความผิดพลาดที่ไมเทากัน 
และความคลาดเคลื่อนที่สูงที่สุดที่เกิดขึ้นไดในระบบ โดยเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนของ
ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงสามารถคํานวณไดดังทฤษฎีบทที่ 4.1 
 
ทฤษฎีบทที่ 4.1 กําหนดให dL dU dR เปนเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่
คํานวณไดของ xL xU xR ตามลําดับ และ εL εU εR เปนคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับ xL xU xR 
ตามลําดับ และ ε* เปนคาความผิดพลาดที่คํานวณไดจากอัลกอริทึมที่ 3.1 เปอรเซ็นตของความ
คลาดเคลื่อนของผลลัพธที่คํานวณไดเปรียบเทียบกับผลลัพธจริงสามารถแสดงไดตามสมการ
ดังตอไปน้ี 

 * 1 100L
Ld ε

ε
⎛ ⎞= − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.1) 

 * 1 100U
Ud ε

ε
⎛ ⎞= − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.2) 

 * 1 100R
Rd ε

ε
⎛ ⎞= − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.3) 

 
พิสูจน 
การพิสูจนจะแบงออกเปนสามกรณี 
 
กรณีที่ 1 คือ การพิสูจน dL 
กําหนดให xL คือ คาดิจิตแอนะล็อกขอบเขตลาง และ x′L คือ คาดิจิตแอนะล็อกขอบเขตลางที่
ไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาดที่อยูในรูป 
 L L Lx x ε′ = ×  
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และกําหนดให diff คือ ความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงซึ่ง
คํานวณไดจาก 

 *
L

L
xdiff x
ε

′
= −  (4.4) 

จากสมการที่ 4.4 สามารถนํามาเทียบเปนเปอรเซ็นตไดดังนี้ 

 100L
L

diffd
x

= ×  

 
*

100
L

L

L

x x

x
ε

′
−

     = ×  

 1 100L

L

x
x ε ∗

⎛ ⎞′
     = − ×⎜ ⎟×⎝ ⎠

 

 1 100Lε
ε ∗

⎛ ⎞     = − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

เน่ืองจาก 1Lε
ε ∗

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 อาจเปนไดทั้งคาบวกและลบ ดังนั้นเราสามารถสรุปใหมไดวา 

 1 100L
Ld ε

ε ∗

⎛ ⎞= − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
กรณีที่ 2 คือ การพิสูจน dU 
กําหนดให xU คือ คาดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบน และ x′L คือ คาดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบนที่
ไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาดที่อยูในรูป 
 U U Ux x ε′ = ×  
และกําหนดให diff คือ ความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงซึ่ง
คํานวณไดจาก 

 *
U

U
xdiff x
ε
′

= −  (4.5) 

จากสมการที่ 4.5 สามารถนํามาเทียบเปนเปอรเซ็นตไดดังนี้ 

 100U
U

diffd
x

= ×  

 
*

100
U

U

U

x x

x
ε
′

−
     = ×  

 1 100U

U

x
x ε ∗

⎛ ⎞′
     = − ×⎜ ⎟×⎝ ⎠

 

 1 100Uε
ε ∗

⎛ ⎞     = − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠
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เน่ืองจาก 1Uε
ε ∗

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 อาจเปนไดทั้งคาบวกและลบ ดังนั้นเราสามารถสรุปใหมไดวา 

 1 100U
Ud ε

ε ∗

⎛ ⎞= − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

กรณีที่ 3 คือ การพิสูจน dR 
กําหนดให xR คือ คาดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน และ x′R คือ คาดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอนที่ไดรับ
ผลกระทบจากคาความผิดพลาดที่อยูในรูป 
 R R Rx x ε′ = ×  
และกําหนดให diff คือ ความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงซึ่ง
คํานวณไดจาก 

 *
R

R
xdiff x
ε

′
= −  (4.6) 

จากสมการที่ 4.6 สามารถนํามาเทียบเปนเปอรเซ็นตไดดังนี้ 

 100R
R

diffd
x

= ×  

 
*

100
R

R

R

x x

x
ε

′
−

     = ×  

 1 100R

R

x
x ε ∗

⎛ ⎞′
     = − ×⎜ ⎟×⎝ ⎠

 

 1 100Rε
ε ∗

⎛ ⎞     = − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

เน่ืองจาก 1Rε
ε ∗

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 อาจเปนไดทั้งคาบวกและลบ ดังนั้นเราสามารถสรุปใหมไดวา 

 1 100R
Rd ε

ε ∗

⎛ ⎞= − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ■ 

จากทฤษฎีบทที่ 4.1 เปนเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่ไดจากการ
คํานวณในอัลกอริทึมที่ 3.1 เปรียบเทียบกับผลลัพธที่แทจริง ซึ่งเปอรเซ็นตดังกลาวจะมีคาไม
เกินไปกวา dmax ที่เปนเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมากที่สุดของผลลัพธที่ไดจากการ
คํานวณกับผลลัพธจริงในทฤษฎีบทที่ 4.2 ดังนี้ 
 
ทฤษฎีบทที่ 4.2 กําหนดให dmax เปนเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมากที่สุดของผลลัพธที่
ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงที่คาความผิดพลาดมีคาไมเกินคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อน
ที่ยินยอม บนฐาน β เม่ือ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 เปอรเซ็นตความคลาดเคลื่อนมากที่สุดของ
ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงสามารถแสดงไดดังสมการดังตอไปน้ี 

 max
1 1 100

1 1/ 2
d

β
⎛ ⎞

= − ×⎜ ⎟+⎝ ⎠
 (4.7) 
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พิสูจน 
กําหนดใหไมมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้นเลยในแตละสัญญาณ และคาความผิดพลาดที่คํานวณได
จากอัลกอริทึมที่ 3.1 เปนคาที่สูงสุดเทาที่จะเปนไปที่ไมเกินคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่
ยินยอมได และกําหนดให dLmax dUmax และ dRmax เปนเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมาก
ที่สุดของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงในแตละสัญญาณที่ซึ่งพิจารณามาจากคา
ความผิดพลาดคลาดเคลื่อนยินยอม 
 
จากสมการที่ 4.1 4.2 และ 4.3 สามารถสรุปไดดังนี้ 

 max
1 1 100

1 1/ 2Ld
β

⎛ ⎞
= − ×⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 max
1 1 100

1 1/ 2Ud
β

⎛ ⎞
= − ×⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 max
1 1 100

1 1/ 2Rd
β

⎛ ⎞
= − ×⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 
 จากการพิสูจนจะเห็นไดวาเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมากที่สุดของผลลัพธที่
ไดจากการคํานวณกับผลลพัธจริงในแตละสัญญาณจะมีคาเทากับสมการที่ 4.7 ■ 

จากสมการที่ 4.3 ในทฤษฎีบทที่ 4.2 จะเห็นวาเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อน
มากที่สุดของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงน้ันมีความสัมพันธกันกับคาฐาน β ทํา
ใหสามารถสรุปความสัมพันธระหวางเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมากที่สุดของผลลัพธที่ได
จากการคํานวณกับผลลัพธจริงกับคาฐานออกมาเปนกราฟไดดังรูปขางลางนี้ 
 

0

5

10

15

20
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รูปที่ 4.1 แสดงเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมากทีสุ่ดของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณ 
กับผลลัพธจรงิเปรียบเทยีบกับคาฐาน 

Base (β) 

dmax 
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จากรูปที่ 4.1 จะเห็นไดวาเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมากที่สุดของผลลัพธที่
ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงจะมีคาเพิ่มมากขึ้นเม่ือคาฐานมีคาลดลง 
 
ตัวอยางที่ 4.1 กําหนดใหชวงของ X = [31.36, 47.19] ในระบบที่มีคา β = 10 และ M = 100 
ที่ประกอบไปดวย xL xU และ xR โดยไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาดเทากับ 4% 3% และ 
5% ตามลําดับ ความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธจริงแสดงไดดัง
ตารางที่ 4.1 
 

ตารางที่ 4.1 แสดงความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่คํานวณไดกับผลลัพธจริง 
สําหรับระบบที่มีคาความผดิพลาดไมเทากัน 

 xL xU xR 

xn 3.136 4.719 1.45 

x'n 3.26144 4.86057 1.5225 

x*n 3.153335767 4.699460737 1.472034961 

dn 0.5527986926 0.4140551542 1.519652513 

dmax 4.761904762 4.761904762 4.761904762 

 
 จากตารางที่ 4.1 จะเห็นไดวาความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับ
ผลลัพธจริงเม่ือเทียบเปนเปอรเซ็นตจะมีคาไมเกินกวาเปอรเซ็นตความคลาดเคลื่อนสูงสุดจริง � 
 
4.2 การวิเคราะหคาความผิดพลาดที่สงผลตอระบบในการแปลงดิจิตเซตดวยคาฐานที่
มีคาไมเทากันของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

เน่ืองจากสาเหตุที่วา ในวงจรแอนะล็อกนั้นไมมีความจําเปนที่คาความผิดพลาด
คลาดเคลื่อนที่ยินยอมในแตละสวนของวงจรตองมีคาเทากัน และทฤษฎีบทที่ 3.5 ไดแสดงให
เห็นถึงความสัมพันธระหวางคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมกับคาฐานที่เลือกใช ดังน้ัน
เน้ือหาในสวนนี้จะกลาวถึงความเปนไปไดในการแปลงดิจิตเซตไปยังคาฐานที่เลือกใชโดยไม
ผานอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดกอน เพ่ือเปนการลดขั้นตอนในการทํางานลงซึ่งผลที่ได
จากการวิเคราะหแสดงดังทฤษฎีบทที่ 4.3 ขางลางนี้ 
 
ทฤษฎีบทที่ 4.3 กําหนดให (x′L1, x′U1, x′R1) เปนรูปแบบการแทนคาของระบบจํานวนแอนะ 
ล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่ไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาดสําหรับคาฐาน β1 และ (x′L2, x′U2, 

x′R2) เปนรูปแบบการแทนคาของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงที่ไดรับผลกระทบจาก
คาความผิดพลาดสําหรับคาฐาน β2 รูปแบบการแทนคาของ (x′L2, x′U2, x′R2) บนคาฐาน β2 
สามารถคํานวณไดจาก (x′L1, x′U1, x′R1) บนฐาน β1 ดังสมการดังตอไปน้ี 
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 ( )2 1 1 2/L Lx x β β′ ′= ×  (4.8) 
 ( )2 1 1 2/U Ux x β β′ ′= ×  (4.9) 

 

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 1 2 2 1 2

2 1 1 1 12
1 1 1

2 2 2
1 1 2 2 1 2

2 1 1 1 12
1 1 1

0

0

L U R
L U L U

R

L U R
L U L U

x x xx x x x

x
x x xx x x x

β β ββ
β β β

β β ββ
β β β

⎧ ⎛ ⎞′ ′+⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′
′ ′ ′ ′− + +      + ≥⎡ ⎤⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎢ ⎥⎝ ⎠′ = ⎨

⎛ ⎞′ ′+⎢ ⎥ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′⎪ ′ ′ ′ ′− + +      + <⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎪ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠⎩

(4.10) 

 
พิสูจน 
การพิสูจนสมการที่ 4.8 4.9 และ 4.10 จะพิจารณาเหมือนทฤษฎีบทที่ 3.5 ซึ่งจะใหผลลัพธตรง
กับสมการที่ 4.8 4.9 และ 4.10 ■ 

แตขอสังเกตของสมการที่ 4.4 4.5 และ 4.6 คือ ผลกระทบของคาความผิดพลาดที่
ไดหลังจากการแปลงคาฐานตอการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบ
ชวง 
 
ทฤษฎีบทที่ 4.4 ระบบจํานวนแอนะล็อกซํ้าซอนแบบชวงที่ผานการแปลงดิจิตเซตดวยคาฐานที่
ไมเทากันแลวโดยไมผานอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดกอน อัลกอริทึมการกูคาความ
ผิดพลาดหลังจากการแปลงดิจิตเซตแลวจะไมสามารถทํางานไดอยางถูกตอง 
 
พิสูจน 
จากสมการที่ 4.8 4.9 และ 4.10 สามารถวิเคราะหไดดังนี้วา 

 1
2 2

1

L L
L L

xx εε β
β

⎛ ⎞×
× = ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 1
2 2

1

U U
U U

xx εε β
β

⎛ ⎞×
× = ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 1 2 2 1 2

2 1 1 1 12
1 1 1

2 2 2
1 1 2 2 1 2

2 1 1 1 12
1 1 1

0

0

L U R
L U L U

R R

L U R
L U L U

x x xx x x x

x
x x xx x x x

β β ββ
β β β

ε
β β ββ

β β β

⎧ ⎛ ⎞′ ′+⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′
′ ′ ′ ′− + +      + ≥⎡ ⎤⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎢ ⎥⎝ ⎠× = ⎨

⎛ ⎞′ ′+⎢ ⎥ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′⎪ ′ ′ ′ ′− + +      + <⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎪ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠⎩

 

 จะเห็นไดวา คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นที่คาฐานใหมจะมีคาเทากับคาความ
ผิดพลาดที่เกิดขึ้นที่คาฐานเดิมไมไดเปลี่ยนไปตามคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมได
ของคาฐานใหม ซึ่งจะสงผลตอการกูคาของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงทําใหไม
สามารถทํางานไดอยางถูกตอง ■ 
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ตัวอยางที่ 4.2 กําหนดให X = [14.65, 17.28] บนฐาน β = 2 ดวยคาระยะสูงสุดแบบพลวัต M 

= 32 ทําการแปลงคาฐานไปที่ β = 10 ที่ประกอบไปดวย xL xU และ xR โดยไดรับผลกระทบจาก
คาความผิดพลาดเทากับ 20% 11% และ 17% ตามลําดับ ผลลัพธจากการกูคาความผิดพลาด
ของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงบนคาฐานใหมสามารถแสดงไดดังตารางที่ 4.2 
 

ตารางที่ 4.2 แสดงผลลัพธจากการกูคาความผิดพลาดหลังจากการแปลงคาฐาน 
โดยไมผานการกูคาความผดิพลาดมากอน 

 xL xU xR 

xn1 0.915625 1.08 0.00875 

x'n1 1.09875 1.1988 0.0102375 

x'n2 5.49375 5.994 0.2559375 

x*n2 5.725964709 6.24735921 0.2667556938 

x*n1 1.145192942 1.249471842 0.01067022775 

dn 25.07226668 15.69183722 21.94545714 

dmax 20.00 20.00 20.00 

 
 จากตารางที่ 4.2 จะเห็นไดวาคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นหลังจากการแปลงคาฐาน
อาจสงผลใหอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดทํางานผิดเพี้ยนไป ซึ่งในบางสัญญาณผลลัพธก็
ยังอยูในขอบเขตสูงสุด dmax แตในบางสัญญาณผลลัพธที่ไดนั้นมีคาเกินขอบเขตสูงสุด dmax โดย 
dmax จากทฤษฎีบทที่ 4.2 นั้นคือเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมากที่สุดของผลลัพธที่ไดจาก
การคํานวณกับผลลัพธจริงที่ซึ่งพิจารณาจากคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอม ทําใหเรา
ไมสามารถสรุปไดวาการแปลงคาฐานกอนการกูคาความผิดพลาดจะถูกตองเสมอไป � 
 
4.3 การวิเคราะหคาความผิดพลาดที่สงผลตอชวงของผลลัพธหลังจากการกูคาความ
ผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 

เน้ือหาในสวนนี้จะกลาวถึงการวิเคราะหคาความผิดพลาดในระบบ ในกรณีที่คา
ความผิดพลาดที่เกิดขึ้นมีคาไมเทากันและสงผลตอชวงของผลลัพธที่คํานวณได จากอัลกอรทิมึที ่
3.1 จะเห็นไดวา ถาคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นมีคาไมเทากันจะทําให ε ที่ไดจากสมการที่ 3.8 มี
ความผิดเพี้ยนไป 
 
ทฤษฎีบทที่ 4.5 กําหนดให ε* เปนคาความผิดพลาดที่กูไดจากอัลกอริทึมที่ 3.1 สําหรับกรณีที่
คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบมีคาไมเทากัน εL εU และ εR เปนคาความผิดพลาดที่เกิด
ขึ้นกับสัญญาณ xL xU และ xR ตามลําดับ ถาคาความผิดพลาด εL εU และ εR มีคานอยกวา ε* 
แลว ผลลัพธจากการกูคาความผิดพลาดจะมีคาลดลงจากเดิม 
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พิสูจน 
กําหนดใหคาความผิดพลาด εL εU และ εR มีคานอยกวาคาความผิดพลาดที่กูไดแสดงดัง
อสมการขางลางนี้ 
 *

Lε ε<  *
Uε ε<  *

Rε ε<  

 * 1Lε
ε

<  * 1Uε
ε

<  * 1Rε
ε

<  

ดังนั้น 

 *
L

L
x x
ε

′
<  *

U
U

x x
ε
′

<  *
R

R
x x
ε

′
<   

จากการพิสูจนจะเห็นวาผลลัพธจากการกูคาจะมีคาลดลงจากคาจริง ■ 
 
ทฤษฎีบทที่ 4.6 กําหนดให ε* เปนคาความผิดพลาดที่กูไดจากอัลกอริทึมที่ 3.1 สําหรับกรณีที่
คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบมีคาไมเทากัน εL εU และ εR เปนคาความผิดพลาดที่เกิด
ขึ้นกับสัญญาณ xL xU และ xR ตามลําดับ ถาคาความผิดพลาด εL εU และ εR มีคามากกวา ε* 
แลว ผลลัพธจากการกูคาความผิดพลาดจะมีคาเพิ่มขึ้นจากเดิม 
 
พิสูจน 
กําหนดใหคาความผิดพลาด εL εU และ εR มีคามากกวาคาความผิดพลาดที่กูไดแสดงดัง
อสมการขางลางนี้ 
 *

Lε ε>  *
Uε ε>  *

Rε ε>  

 * 1Lε
ε

>  * 1Uε
ε

>  * 1Rε
ε

>  

ดังนั้น 
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L
x x
ε

′
>  *

U
U

x x
ε
′

>  *
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R
x x
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>   

จากการพิสูจนจะเห็นวาผลลัพธจากการกูคาจะมีคาเพิม่ขึ้นจากคาจริง ■ 
จากทฤษฎีบทที่ 4.5 และ 4.6 จะเห็นวาผลลัพธจากการกูคาความผิดพลาดในกรณี

ที่คาความผิดพลาดไมเทากันอาจมีทั้งคาที่ลดลงและเพิ่มขึ้น ดังนั้นการวิเคราะหเน้ือหาในสวนนี้
จะแบงการพิจารณาออกเปน 2 กรณี 
 
กรณีศึกษาที่ 1 คือ คาความผิดพลาดของดิจิต xL มีคานอยกวาคาความผิดพลาดที่กูได และ xU 
มีคามากกวาคาความผิดพลาดที่กูได 

กําหนดให εL εU และ εR เปนคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xL xU และ xR 
ตามลําดับ ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง X = [23.83, 27.26] บนฐาน β = 10 และ 
M = 100 ที่มีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น 2% 4% และ 3% ตามลําดับ ผลลัพธจากการวิเคราะห
แสดงไดดังตารางที่ 4.3 
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ตารางที่ 4.3 แสดงผลลัพธจากการกูคาความผิดในกรณีที่คาความผดิพลาดของดิจิต xL มีคา 
นอยกวาคาความผิดพลาดที่กูได และ xU มีคามากกวาคาความผิดพลาดที่กูได 

 xL xU xR 

xn 2.383 2.726 8.91 

x′n 2.43066 2.83504 9.1773 

x*
n 2.358555041 2.750939203 8.905057546 

 
กรณีศึกษาที่ 2 คือ คาความผิดพลาดของดิจิต xL มีคามากกวาคาความผิดพลาดที่กูได และ xU 
มีคานอยกวาคาความผิดพลาดที่กูได 

กําหนดให εL εU และ εR เปนคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xL xU และ xR 
ตามลําดับ ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง X = [23.83, 27.26] บนฐาน β = 10 และ 
M = 100 ที่มีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น 4% 2% และ 3% ตามลําดับ ผลลัพธจากการวิเคราะห
แสดงไดดังตารางที่ 4.4 
 
ตารางที่ 4.4 แสดงผลลัพธจากการกูคาความผิดในกรณีที่คาความผดิพลาดของดิจิต xL มีคา 

มากกวาคาความผิดพลาดที่กูได และ xU มีคานอยกวาคาความผิดพลาดที่กูได 

 xL xU xR 

xn 2.383 2.726 8.91 

x′n 2.47832 2.78052 9.1773 

x*
n 2.407472109 2.701033099 8.914947943 

 
จากการวิเคราะหจะสามารถสรุปไดวา ถามีคาความผิดพลาดที่ไมเทากันเกิดขึ้นใน

ระบบแลว อัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดจะไมสามารถใหผลลัพธที่ครอบคลุมคาจริงไดทุก
กรณี � 

ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงสามารถแกไขปญหาที่เกิดจากบทวิเคราะห
นี้ได โดยการนําชวงผลลัพธจากการประมาณชวงใกลเคียงสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงในทฤษฎีบทที่ 3.4 มาใชเปนชวงคําตอบสุดทาย เน่ืองจากชวงผลลัพธจากการ
ประมาณชวงใกลเคียงน้ันจะใหชวงผลลัพธท่ีครอบคลุมคําตอบทุกๆ คาในชวงจริงเสมอ จาก
กรณีศึกษาที่ 1 และ 2 ชวงผลลัพธจากการประมาณชวงใกลเคียงสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงสามารถแสดงไดดังตารางที่ 4.5 และ 4.6 
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ตารางที่ 4.5 แสดงชวงผลลัพธที่ไดจากการประมาณชวงใกลเคียงเปรียบเทยีบกบั 
ผลลัพธจากการกูคาความผดิพลาดในกรณีศึกษาที่ 1 

 xL xU xR 

xn 2.383 2.726 8.91 

x′n 2.43066 2.83504 9.1773 

x*
n 2.358555041 2.750939203 8.905057546 

xnest 2.254407016 2.889513089 8.56079895 

 
ตารางที่ 4.6 แสดงชวงผลลัพธที่ไดจากการประมาณชวงใกลเคียงเปรียบเทยีบกบั 

ผลลัพธจากการกูคาความผดิพลาดในกรณีศึกษาที่ 2 

 xL xU xR 

xn 2.383 2.726 8.91 

x′n 2.47832 2.78052 9.1773 

x*
n 2.407472109 2.701033099 8.914947943 

xnest 2.30079586 2.837217778 8.61986362 

 
จากตารางที่ 4.5 และ 4.6 จะเห็นไดชัดวาชวงผลลัพธ (xLest, xUest) ที่ไดจากการ

ประมาณชวงใกลเคียงสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงจะครอบคลุมคําตอบ
ในชวงจริง (xL, xU) ทั้งในกรณีศึกษาที่ 1 และ 2 � 



บทที่  5 
 

สรุปผลงานวิจัยและขอเสนอแนะ 
 
5.1 สรุปผลงานวจิัย 

งานวิจัยนี้นําเสนอรูปแบบการแทนจํานวนแบบใหมบนระบบแอนะล็อก ที่มีชื่อ
เรียกวา ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง ซึ่งเปนระบบที่สามารถควบคุมและตรวจสอบ
ปญหาที่เกิดจากคาคลาดเคลื่อนการปดเศษ ความผิดพลาดของจํานวนที่เกิดจากความ
คลาดเคลื่อนของขอมูลขาเขา รวมทั้งยังสามารถกูคาความผิดพลาดไดอยางถูกตองในกรณีที่คา
ความผิดพลาดเทากันทั้งระบบและอยูภายใตคาคลาดเคลื่อนที่ยินยอม แตถาคาความผิดพลาดที่
เกิดขึ้นมีคาไมเทากันแตยังอยูภายใตคาคลาดเคลื่อนที่ยินยอมของระบบ ระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงก็สามารถประมาณชวงใกลเคียงกับคําตอบจริงได ซึ่งตรงกับวัตถุประสงคของ
งานวิจัยน้ี 

ผลจากทฤษฎีการคํานวณคาประมาณชวงใกลเคียงดังกลาว ทําใหไดขอสรุปที่
นาสนใจมากอยางหนึ่ง คือ ถาในระบบมีคาความผิดพลาดไมเทากันทั้งระบบแตคาความ
ผิดพลาดยังอยูภายใตเง่ือนไขของคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมแลว การประมาณชวง
ใกลเคียงดังกลาวสามารถนํามาใชเปนคําตอบที่ถูกตองไดเชนเดียวกัน ทั้งน้ีเปนเพราะสามารถ
พิสูจนไดวา คาประมาณชวงใกลเคียงที่คํานวณไดจะครอบคลุมชวงของคาที่ถูกตองแนนอน 
ดังนั้น คําตอบที่ถูกตองทั้งหมด (พิจารณาเปนชวงจํานวน) จะอยูภายในคําตอบของคาที่
ประมาณไดทุกคา ซึ่งเปนไปตามหลักการของการคํานวณแบบชวงแตคาประมาณชวงใกลเคียง
นี้อาจไมเปนคําตอบที่ดีที่สุด 

นอกจากนี้ ยังไดออกแบบอัลกอริทึมการแปลงดิจิตเซตดวยคาฐานที่ไมเทากันและ
อัลกอริทึมการบวก ลบ คูณ และหาร สําหรับระบบจํานวนแบบใหมนี้อีกดวย 

ผลจากการวิเคราะหงานวิจัยน้ี ในสวนแรกพบวาเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อน
มากที่สุดของผลลัพธที่คํานวณไดเปรียบเทียบกับผลลัพธจริงจะมีคานอยเม่ือคาฐานสูงและจะมี
คามากเมื่อคาฐานต่ํา ซึ่งจะมีคามากที่สุดเม่ือคาฐานเทากับสองโดยที่คาฐานนั้นมีคามากกวาหรือ
เทากับสองตามคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง และจะมีคาลดลงเมื่อคา
ฐานมีคาเพิ่มขึ้น สาเหตุที่ทําใหเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมากที่สุดของผลลัพธที่คํานวณ
ไดเปรียบเทียบกับผลลัพธจริงมีคาเปลี่ยนแปลงตามคาฐานเพราะเปอรเซ็นตของความ
คลาดเคลื่อนมากที่สุดของผลลัพธที่คํานวณไดเปรียบเทียบกับผลลัพธจริงน้ีพิจารณาจากคา
ความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงซึ่ง
เปลี่ยนแปลงตามคาฐานเชนเดียวกัน และจากเหตุผลที่วาบางสวนของวงจรที่แยกหนาที่กัน
ทํางานไมจําเปนตองใหคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมมีคาเทากัน ทําใหสามารถเลือก
ฐานที่เหมาะสมกับแตละระบบตามคาฐานที่เลอืกใชไดถาทราบคาความคลาดเคลื่อนที่มากที่สุด
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ที่เกิดขึ้นไดกับแตละระบบ โดยการแปลงคาฐานของระบบนั้นไปยังคาฐานที่สูงขึ้น ซึ่งจะสงผลให
คาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมของระบบนั้นมีคาลดลง 

สวนที่สองเปนการวิเคราะหเพ่ือลดขั้นตอนการทํางานลงสําหรับการแปลงคาฐาน 
การแปลงคาฐานในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวงนั้นจําเปนตองทําการกูคาความ
ผิดพลาดกอน เพ่ือไมใหคาความผิดพลาดสงผลกระทบถงึระบบจํานวนที่แปลงคาฐานไปแลว ซึ่ง
การวิเคราะหในสวนนี้แสดงใหวา ไมสามารถแปลงคาฐานโดยไมผานอัลกอริทึมการกูคาได 
เพราะคาความผิดพลาดจากคาฐานแรกอาจมีคามากกวาคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่
ยินยอมของคาฐานที่สองไดในกรณีที่เกิดการแปลงจากระบบที่มีคาฐานแรกนอยกวาไปยังคา
ฐานที่สองที่มีคามากกวา 

การวิเคราะหในสวนสุดทายเปนการวิเคราะหผลกระทบของคาความผิดพลาดที่
เกิดขึ้นในระบบที่มีคาไมเทากันตอชวงของผลลัพธที่ไดหลังจากการกูคาความผิดพลาด ซึ่งผล
จากการวิเคราะหพบวา ในบางกรณีจะทําใหผลลัพธมีคาลดลงและในบางกรณีจะทําใหผลลัพธมี
คาเพิ่มข้ึน ซึ่งไมสามารถสรุปไดวาถามีคาความผิดพลาดที่ไมเทากันเกิดขึ้นในระบบแลว 
อัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดจะใหชวงของผลลัพธครอบคลุมคาจริงเสมอ 
 
5.2 ขอเสนอแนะ 

ขอเสนอแนะจากงานวิจัยนี้คือ ถามีสัญญาณแอนะล็อกขาเขาสองสัญญาณซึ่ง
ประกอบไปดวยสัญญาณแสดงคาและสัญญาณซ้ําซอนที่ไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาด
แลว จากนั้นนําทั้งสองสัญญาณมาทํากูคาความผิดพลาด สิ่งที่นาสนใจคือ จะสามารถใหผลลัพธ
เปนชวงแทนสัญญาณแสดงคาที่สามารถครอบคลุมสัญญาณแสดงคาจริงเสมอไดหรือไม โดยที่
คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบนั้นไมทราบวาเปนเทาใดและตางกันหรือไม ทราบแตเพียงวา
มีคาไมเกินคาคลาดเคลื่อนที่ยินยอมของระบบ ทําใหผลลัพธจากการกูคาความผิดพลาดนั้นไม
สามารถยืนยันไดวาจะมีคาเทากับคาจริงที่ไมไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาดเสมอไป ซึ่ง
ตรงจุดนี้ไมสามารถใชการประมาณชวงใกลเคียงสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง
ในหาการชวงของผลลัพธได เน่ืองจากสัญญาณขาเขานั้นไมไดอยูในระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนแบบชวงมากอน และถาสามารถหาไดจะสามารถหาชวงของผลลัพธไดใกลเคียงกับ
สัญญาณแสดงคาจริงไดมากที่สุดไดอยางไร จึงยังคงเปนปญหาที่นาสนใจอยู 
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อภิธานศัพท 
 
สัญกรณทางคณิตศาสตร 
 
X คาเชิงตวัเลข (numerical value) 
XL คาเชิงตวัเลขขอบเขตลาง (lower bound numerical value) 
XU คาเชิงตวัเลขขอบเขตบน (upper bound numerical value) 
M คาระยะสูงสุดแบบพลวัต (maximum dynamic range) 
β คาฐาน (base) 
min() การเลือกคาทีน่อยที่สุด (minimum) 
max() การเลือกคาทีม่ากที่สุด (maximum) 
[ ]n Rounded
x  การคํานวณฟงกชันการปดเศษ (rounded function) 

nx⎡ ⎤⎢ ⎥  การคํานวณฟงกชันเพดาน (ceiling function) 

nx⎢ ⎥⎣ ⎦  การคํานวณฟงกชันพ้ืน (floor function) 

( )nsign x  เครื่องหมายของ xn 
ε  คาความผิดพลาด (error) 

nε  คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xn 
*ε  คาความผิดพลาดที่กูได 

nx′  ดิจิตแอนะล็อก xn ที่ไดรับผลกระทบจากคาความผิดพลาด 
*
nx  ดิจิตแอนะล็อก xn ที่ไดจากการกูคาความผิดพลาด 

[ ]n R
x′′  ผลลัพธที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดที่ดิจิต xn ในระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

xv ดิจิตแอนะล็อกคาสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 
xr ดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอนสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 
xL ดิจิตแอนะล็อกขอบเขตลางสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
xU ดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบนสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
xR ดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอนสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
xLest ดิจิตแอนะล็อกขอบเขตลางที่ไดจากการประมาณชวงใกลเคียง 
xUest ดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบนที่ไดจากการประมาณชวงใกลเคียง 
zL ดิจิตแอนะล็อกขอบเขตลางที่ไดจากการคํานวณทางคณิตศาสตรของระบบ

จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
zU ดิจิตแอนะล็อกขอบเขตบนที่ไดจากการคํานวณทางคณิตศาสตรของระบบ

จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
zR ดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอนที่ไดจากการคํานวณทางคณิตศาสตรของระบบจํานวน

แอนะล็อกซ้ําซอนแบบชวง 
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dL เปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนของผลลัพธทีค่ํานวณไดเปรียบเทียบกับ
ผลลัพธจริงของดิจิต xL 

dU เปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนของผลลัพธทีค่ํานวณไดเปรียบเทียบกับ
ผลลัพธจริงของดิจิต xU 

dR เปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนของผลลัพธทีค่ํานวณไดเปรียบเทียบกับ
ผลลัพธจริงของดิจิต xR 

dmax เปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อนมากที่สดุของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณ
เปรียบเทียบกบัผลลัพธจริง 
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