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This thesis presents the improvement of finite element method analysis ridge 
waveguides in 2 dimensional. The structure of ridge waveguides make to be fast 
variation electromagnetic wave at region corner. So, the analysis ridge waveguides is 
slower convergence rate than general waveguides when use FEM. This thesis proposes 
the 2 methods of improvement convergence rate of FEM. The first method uses singular 
edge element shape function to model at the region corner combine with normal edge 
element shape function. The second method uses adaptive meshing. Both methods 
must satisfy the variation of electromagnetic wave in ridge waveguides.  

This thesis computes by using 4 shape functions are as follow : normal constant 
edge element, singular constant edge element, normal linear edge element and singular 
linear edge element. Simulation results, it is found that the presented shape functions 
are good convergence rate respectively. And the convergence rate of the adaptive 
meshing better than the general discretization. The simulation results in this thesis are 
inclined to the reference paper. 
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ตารางที่ 2.5 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นรูปราง L  
       เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่       35

ตารางที่ 2.6 เปรียบเทียบเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นรูปราง L ที่ไดจากวิทยานิพนธนี้กับ 
      ผลในบทความอางอิง 3 บทความ เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่    36

ตารางที่ 2.7 ผลการคํานวณตัวเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน  
      เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        39

ตารางที่ 2.8 ผลการคํานวณความถี่ตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก 
      เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        43

ตารางที่ 2.9 ผลการคํานวณความถี่ตัดของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก  
      เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        48

ตารางที่ 2.10 เปรียบเทียบคาคงตัวการแพรกระจายของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทง 
        ไดอิเล็กทริก ที่ไดจากวิทยานิพนธนี้ เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 
        แบบเอกฐานกับผลในบทความอางอิงของ Ng, K.T., and Chan, C.H. (1989)   49

ตารางที่ 3.1 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว 
      เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน       61

ตารางที่ 3.2 เปรียบเทียบเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว ที่ไดจากวิทยานิพนธนี้ 
       กับผลในบทความอางอิง 3 บทความ เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน 
       แบบเอกฐาน          61 



 ฎ
สารบัญตาราง (ตอ) 

ตาราง           หนา 
ตารางที่ 3.3 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู 

      เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน       63 
ตารางที่ 3.4 เปรียบเทียบเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู ที่ไดจากวิทยานิพนธนี้กับ 

      ผลในบทความอางอิง 3 บทความ เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน 
      แบบเอกฐาน          63 

ตารางที่ 3.5 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นรูปราง L 
      เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน       65

ตารางที่ 3.6 เปรียบเทียบเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นรูปราง L ที่ไดจากวิทยานิพนธนี้กับ 
      ผลในบทความอางอิง 3 บทความ เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน   65

ตารางที่ 3.7 ผลการคํานวณตัวเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน  
      เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน       67

ตารางที่ 3.8 ผลการคํานวณความถี่ตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก 
      เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน       69

ตารางที่ 3.9 ผลการคํานวณความถี่ตัดของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก 
      เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน       71

ตารางที่ 3.10 เปรียบเทียบคาคงตัวการแพรกระจายของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทง 
        ไดอิเล็กทริก ที่ไดจากวิทยานิพนธนี้เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน  
         แบบเอกฐานกับผลในบทความอางอิง (Ng, K.T., and Chan, C.H., 1989)   73

ตารางที่ 4.1 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว 
      เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได       82

ตารางที่ 4.2 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู 
      เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได       84

ตารางที่ 4.3 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นรูปราง L 
      เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได       87

ตารางที่ 4.4 ผลการคํานวณตัวเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน 
      เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได       90

ตารางที่ 4.5 ผลการคํานวณความถี่ตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก 
      เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได       92 



 ฏ
สารบัญตาราง (ตอ) 

ตาราง           หนา 
ตารางที่ 4.6 ผลการคํานวณความถี่ของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก 

      เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัว       95 
ตารางที่ ง.1 พิกัดของจุดอินทิเกรตและตัวถวงน้ําหนักในการประมาณการอินทิเกรต 4 จุด 118
ตารางที่ ง.2 พิกัดของจุดอินทิเกรตและตัวถวงน้ําหนักในการประมาณการอินทิเกรต 9 จุด 118 
ตารางที่ ฉ.1 คาของพารามิเตอรที่นําไปใชในการอินทิเกรตฟงกชันรูปราง(

eA2
1

× )  127 



สารบัญภาพ 
ภาพประกอบ          หนา 
รูปที่ 1.1 โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นมีสันชนิดตางๆ        1
รูปที่ 1.2 ลักษณะโครงสรางของทอนําคลื่น 2 ชนิด          2
รูปที่ 1.3 เปรียบเทียบเปอรเซ็นตความผิดพลาดของเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นสี่เหลี่ยม              

 กับทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู           2 
รูปที่ 1.4 แบบรูปสนามแมเหล็กของทอนําคลื่น 2 ชนิด         3 
รูปที่ 2.1 ภาคตัดขวางทอนําคลื่นรูปรางใดๆ            8
รูปที่ 2.2 พารามิเตอรบนอีลีเมนตขอบคงที่         13
รูปที่ 2.3 ฟงกชันรูปรางโนดเชิงเสน         15
รูปที่ 2.4 แบบรูปของฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่       16
รูปที่ 2.5 การหมุนวนของสนาม 2 อีลีเมนตติดกัน 

 เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบปกติ       17 
รูปที่ 2.6 บริเวณมุมสันของตัวนํา          18 
รูปที่ 2.7 อีลีเมนตสามเหลี่ยมบริเวณมุมสันของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู     19 
รูปที่ 2.8 พารามิเตอรบนอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน       19
รูปที่ 2.9 ฟงกชันรูปรางโนดเชิงเสนแบบเอกฐาน        20
รูปที่ 2.10 แบบรูปของฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน      21
รูปที่ 2.11 โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว      24
รูปที่ 2.12 แบบรูปสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว  

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ จํานวน 142 อีลีเมนต                24 
รูปที่ 2.13 กราฟการกระจายตามความถี่ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว 

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        25
รูปที่ 2.14 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว  10

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        27
รูปที่ 2.15 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว  01

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        27 
รูปที่ 2.16 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว                                          10

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ โดยเปลี่ยนแปลงคา ρ      28 
รูปที่ 2.17 โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู                 29 



 ฑ
สารบัญภาพ (ตอ) 

ภาพประกอบ          หนา 
รูปที่ 2.18 แบบรูปสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู 

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ จํานวน 100 อีลีเมนต     29 
รูปที่ 2.19 กราฟการกระจายตามความถี่ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู 
       เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        30 
รูปที่ 2.20 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู  10

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        32 
รูปที่ 2.21 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู  01

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        32
รูปที่ 2.22 โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นมีสันแบบรูปราง L      33
รูปที่ 2.23 แบบรูปสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นรูปราง L  

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ จํานวน 150 อีลีเมนต     33
รูปที่ 2.24 กราฟการกระจายตามความถี่ของทอนําคลื่นรูปราง L  

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        34
รูปที่ 2.25 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นรูปราง L  10

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        36
รูปที่ 2.26 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นรูปราง L  01

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        37
รูปที่ 2.27 โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน      37
รูปที่ 2.28 แบบรูปสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน  

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ จํานวน 104 อีลีเมนต     38 
รูปที่ 2.29 กราฟการกระจายตามความถี่ของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน 
    เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        38 
รูปที่ 2.30 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน  10

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        40
รูปที่ 2.31 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน 01

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        40
รูปที่ 2.32 โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก   41 

 



 ฒ
สารบัญภาพ (ตอ) 

ภาพประกอบ          หนา 
รูปที่ 2.33 แบบรูปสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก 

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ จํานวน 102 อีลีเมนต     41 
รูปที่ 2.34 กราฟการกระจายตามความถี่ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก 
               เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        42 
รูปที่ 2.35 ความถี่ตัดโมด TE  ทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก 10

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        44 
รูปที่ 2.36 ความถี่ตัดโมด TE  ทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก 01

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        44 
รูปที่ 2.37 เปรียบเทียบคาคงตัวการแพรกระจายของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว 

บรรจุดวยไดอิเล็กทริก ที่ไดจากวิทยานิพนธนี้ เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่
แบบเอกฐาน กับผลในบทความอางอิงของ Ng, K.T., and Chan, C.H. (1989)   45 

รูปที่ 2.38 โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก    46
รูปที่ 2.39 แบบรูปสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก 

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ จํานวน 132 อีลีเมนต     46
รูปที่ 2.40 กราฟการกระจายตามความถี่ของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก 

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        47
รูปที่ 2.41 ความถี่ตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก  10

   เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่        48
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บทที่ 1 
 

บทนํา 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ทอนําคลื่นมีสัน (ridge waveguide) มีลักษณะทางกายภาพก็คือ มีการเวาของ
ผนังตัวนําเขาไป หรือมีการใสสันตัวนําเขาไปในทอนําคลื่นทั่วๆ ไป (general waveguide) และมี
รูปรางแตกตางกันเปนหลายแบบดังในรูปที่ 1.1 

      a
s

d

b

  
s
a

d b

 
 (ก) สันเดี่ยว (single ridge)   (ข) สันคู (double ridge) 

s
a

d b

         

a b

d s

 
     (ค) สันสี่ (quadruple ridge)     (ง) วงกลมสันสี่ (quadruple ridge circular) 

รูปที่ 1.1 โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นมีสันชนิดตางๆ 

คุณลักษณะการแพรกระจายของทอนําคลื่นมีสันเมื่อเปรียบเทียบกับทอนําคลื่น
ทั่วๆ ไป มีการเปลี่ยนแปลงไปจากเดิมเชน ความกวางแถบ (bandwidth) กวางขึ้นเนื่องจากทอนํา-
คลื่นมีสันจะทําใหความถี่ตัดของโมดพื้นฐาน (dominance mode) ตํ่าลง   อิมพีแดนซคุณลักษณะ 
(characteristic impedance) มีคาต่ําลง   ความเร็วเฟส (phase velocity) ตํ่าลง และการลดทอน 
(attenuation) สูงขึ้น เนื่องจากคาการลดทอนสูงจึงทําใหสามารถใชงานไดในระยะทางสั้นๆ 
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ในการวิเคราะหทอนําคลื่นมีสันดวยระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต (Finite Element 
Method : FEM) พบวาอัตราการลูเขา (convergence rate) ของผลเฉลยไมดีนัก เมื่อเปรียบเทียบ
กับทอนําคลื่นทั่วๆ ไป รูปที่ 1.2 แสดงลักษณะโครงสรางของทอนําคลื่น 2 ชนิดระหวางทอนําคลื่น
ส่ีเหลี่ยม (rectangular waveguide) กับทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู (double ridge waveguide) 
โดยคํานวณอัตราการลูเขาของคาผิดพลาดของเลขคลื่นตัด (cutoff wavenumber) ในโมด TE  
ของทอนําคลื่นทั้งสองแสดงดังรูปที่ 1.3 แกนนอนคือ ระดับข้ันความเสรี (Degree Of Freedom : 
DOF) และแกนตั้งคือเปอรเซ็นตความผิดพลาด (% of error) ของเลขคลื่นตัด พบวาอัตราการลูเขา
ของผลเฉลยขึ้นอยูกับลักษณะโครงสรางของทอนําคลื่น ดังนั้นจึงเล็งเห็นถึงปญหาที่เกิดขึ้นในการ
วิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต 

10

1.27 cm

1.016 cm

  1.27 cm

1.016 cm

0.508 cm 0.508 cm

0.3683 cm

0.3683 cm

 
     ก. ทอนําคลื่นสี่เหลี่ยม    ข. ทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู 

รูปที่ 1.2 ลักษณะโครงสรางของทอนําคลื่น 2 ชนิด 

 

รูปที่ 1.3 เปรียบเทียบเปอรเซ็นตความผิดพลาดของเลขคลื่นตัดของ                                               
ทอนําคลื่นสี่เหลี่ยมกับทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู 
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ปญหาที่พบจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต คืออัตราการลูเขา
ของผลเฉลยไมดี ดังนั้นผูวิจัยจึงตั้งสมมติฐานโดยพิจารณาจากแบบรูปของสนามแมเหล็กที่เกิดขึ้น
ในทอนําคลื่นสี่เหลี่ยมและทอนําคลื่นมีสัน ดังในรูปที่ 1.4 จะสังเกตพบวาสนามแมเหล็กในทอนํา-
คลื่นมีสัน ณ บริเวณมุมสัน สนามแมเหล็กมีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว นาจะเปนสาเหตุทําให
การคํานวณที่ไดนั้นมีความผิดพลาดเกิดขึ้น 

  
    ก. ทอนําคลื่นสี่เหลี่ยม     ข. ทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู 

รูปที่ 1.4 แบบรูปสนามแมเหล็กของทอนําคลื่น 2 ชนิด 

ดังนั้นจากสมมติฐานดังกลาว และจากการศึกษางานวิจัยที่ไดมีผูนําเสนอไวแลว
วา สนามแมเหล็กไฟฟาที่เกิดขึ้นในทอนําคลื่นมีสันมีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว ณ บริเวณมุม
สัน ผูวิจัยจึงเสนอแนวทางในการปรับปรุงความถูกตองผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบ-
วิธีไฟไนตอีลีเมนตใหดียิ่งขึ้น 3 แนวทางคือ การใชฟงกชันพิเศษ (special function) การเพิ่มอันดับ
ของฟงกชัน (higher order) และการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได (adaptive meshing) 

จากงานวิจัยที่ไดมีผูนําเสนอไวแลวในการใชฟงกชันพิเศษ เพื่อเพิ่มความถูกตอง
ของผลเฉลย คือการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตแบบเอกฐาน ซึ่งทั่วไปแลวนิยมใชในงานวิศวกรรม
เครื่องกลและมักใชเพียงฟงกชันรูปรางแบบสเกลาร ทําใหในงานคลื่นแมเหล็กไฟฟานั้นจึงยังไมมีผู
ทําวิจัยเกี่ยวกับประเด็นนี้มากนัก  การใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตแบบเอกฐานเพื่อประมาณสนาม
แมเหล็กไฟฟาที่มีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว ณ บริเวณมุมสัน ซึ่งพิจารณาเฉพาะบริเวณมุมสัน 
รวมกับการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตแบบปกติ นอกเหนือบริเวณมุมสัน มีผูที่นําเสนอฟงกชันรูปราง
อี ลี เมนต ขอบดั งนี้  Pantic-Tanner, Z., Scott Savage, J., Tanner, D.R., และ  Peterson, A.F. 
(1998) เสนอการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเอกฐานแบบ Linear-Tangential/Quadratic-Normal 
: LT/QN  และ Gil, J.M. และ Webb, J.P. (1997) เสนอฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเอกฐานแบบ
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กําลังสอง โดยผูวิจัยไดเล็งเห็นวายังไมมีผูวิจัยใดไดนําเสนอฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบ
เอกฐาน (constant singular edge element shape function) เลย เนื่องจากวาในการสรางใหมี
ความสอดคลองกับฟงกชันรูปรางแบบปกตินั้นอาจทําไดยาก และอาจเกิดผลเฉลยปลอมเทียมได 
(spurious solution) ดังนั้นในงานวิทยานิพนธนี้นําฟงกชันรูปรางอีลีเมนตเอกฐานแบบสเกลาร 
(scalar singular element) ของ Akin, J.E. (1976) มาสรางเปนฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่
แบบเอกฐาน โดยใชรูปแบบวิทเนย (Whitney form) ในการสรางฟงกชัน 

แนวทางที่สองในการปรับปรุงระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต คือ การเพิ่มอันดับของ
ฟงกชันรูปราง เนื่องจากในการประมาณฟงกชันนั้น ลักษณะการเปลี่ยนแปลงของสนามที่เกิดขึ้นมี
ความสําคัญตอความถูกตองของผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต 
เพราะถาฟงกชันรูปรางมีความสอดคลองกับพฤติกรรมของสนามแมเหล็กไฟฟาเทาใด ความแมนยํา
ในการประมาณสนามก็จะดีมากข้ึนเทานั้น ดังนั้นผูวิจัยจึงนําเสนอการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนต
ขอบเชิงเสนแบบเอกฐานเพื่อประมาณสนามบริเวณมุมสัน รวมกับการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนต
ขอบเชิงเสนแบบปกติ นอกเหนือบริเวณมุมสัน โดยนําฟงกชันรูปรางอีลีเมนตเอกฐานแบบสเกลาร
ของ Akin, J.E. (1976) มาสรางในทํานองเดียวกับการสรางฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบ
เอกฐาน 

แนวทางสุดทายก็คือการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได เหตุผลของการแบงอีลีเมนต
เพื่อเพิ่มความแมนยําของผลเฉลยนั้น เนื่องจากในการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต เมื่อ
เพิ่มจํานวนอีลีเมนตใหมากขึ้น ซึ่งเปนการลดชวงของการประมาณ ก็จะทําใหคาความคลาด
เคลื่อนของผลเฉลยมีคาลดลง โดยจะแบงอีลีเมนตใหมีความเหมาะสมกับลักษณะการเปลี่ยน
แปลงของสนามแมเหล็กไฟฟา ซึ่งก็คือบริเวณใดมีอัตราการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยตอพื้นที่มาก 
จะมีความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยมากเชนกัน ดังนั้นในการแบงอีลีเมนตใหมีประสิทธิภาพมากที่
สุด จึงตองกระจายความคลาดเคลื่อนเหลานี้ใหมีคาใกลเคียงกันตลอดทั้งโดเมนปญหา โดยอีลี-
เมนตขนาดเล็กในพื้นที่ที่มีความคลาดเคลื่อนมาก และอีลีเมนตขนาดใหญในพื้นที่ที่มีความคลาด
เคลื่อนนอย แตในกระบวนการแบงอีลีเมนตควรจะมีหลักเกณฑในการแบง จากการศึกษาไดมีผูนํา
เสนอหลักเกณฑหลายรูปแบบเชน ความหนาแนนฟลักซ (flux density) Raizer, A., Meunier, G., 
and Coulomb, J.L., (1989) และพลังงาน (energy) O'Dwyer, J., and Evans, P., (1997) เปนตน 
ผูวิจัยไดนําเสนอหลักเกณฑรูปแบบใหมในการพิจารณาการแบงอีลีเมนตคือ ztt a⋅×∇ φ  ซึ่งเปน
ตัวชี้วัดการเปลี่ยนแปลงของสนามแมเหล็กไฟฟา เพื่อใหงายในการคํานวณ และมีความสอดคลอง
กับระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต 
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ในกระบวนการตรวจสอบผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณในวิทยานิพนธนี้ ผูวิจัยได
วิเคราะหกรณีตัวอยาง 6 ตัวอยางโดยแบงออกเปน 2 ลักษณะคือ ทอนําคลื่นที่มีตัวกลางภายใน
เปนอากาศ และทอนําคลื่นที่มีตัวกลางภายในเปนอากาศผสมกับไดอิเล็กทริก เพื่อใหแนใจในรูป
แบบวิธีการคํานวณที่ไดนําเสนอมานั้นมีความสอดคลองกันอยางสมบูรณทุกกรณีตัวอยาง และ
เปรียบเทียบกับผลในบทความอางอิงที่มีผูไดคํานวณไวแลว เพื่อแสดงใหเห็นวาผลเฉลยที่เปรียบ
เทียบกันนั้น มิไดผิดเพี้ยนไปยังคงมีความใกลเคียงกันเมื่อเปรียบเทียบกับบทความอางอิงทําใหยืน
ยันถึงผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณในวิทยานิพนธนี้มีความถูกตองอยางแนนอน 

การนําเสนอในวิทยานิพนธนี้แบงออกเปน 5 บท ดังนี้คือ บทที่ 1 บทนํา กลาวถึง
งานวิจัยที่ไดมีผูนําเสนอมาแลว โดยจะแบงออกเปนสวนๆ ไดแก ปญหาที่เกิดจากการวิเคราะหทอ-
นําคลื่นมีสันดวยระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต และการแกปญหาดวยแนวทาง 3 แนวทาง โดยนํา
เสนอประเด็นในงานวิทยานิพนธนี้ ในบทที่ 2 เสนอการวิเคราะหทอนําคลื่นมีสันดวยระเบียบวิธี- 
ไฟไนตอีลีเมนต โดยใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน เพื่อประมาณสนามบริเวณมุม
สัน รวมกับฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบปกติ และแสดงตัวอยางการวิเคราะห 6 ตัวอยางได
แก     ทอนําคลื่นมี สันแบบสันเดี่ยว  (single ridge waveguides) ทอนําคลื่นมี สันแบบสันคู 
(double ridge waveguides) ทอนําคลื่นรูปราง L (L-shaped waveguides) ทอนําคลื่นสามเหลี่ยม
มี สัน  (triangular ridge waveguide) ทอนําคลื่นมี สันแบบสันเดี่ยวบรรจุด วยไดอิ เล็กทริก 
(dielectric-loaded single ridge waveguides) และทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก 
(slotted dielectric-loaded ridged waveguides) บทที่ 3 เสนอการเพิ่มอันดับของฟงกชันรูปราง 
คือ ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน เพื่อเพิ่มอันดับฟงกชันการประมาณในการ
คํานวณ สามารถทําใหผลเฉลยมีคาถูกตองมากยิ่งขึ้น บทที่ 4 การแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวไดใช
รวมกับระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต โดยนําเสนอหลักเกณฑในการแบงอีลีเมนตรูปแบบใหม เพื่อให
สอดคลองกับลักษณะการเปลี่ยนแปลงของสนามและสอดคลองกับระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนตและ
บทสุดทาย บทที่ 5 สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ 

1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 

1. เสนอฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบแบบเอกฐาน เพื่อการประมาณสนามแม-
เหล็กไฟฟาในบริเวณมุมสันใหสอดคลองกับลักษณะการเปลี่ยนแปลงของสนาม ซึ่งมีการเปลี่ยน
แปลงอยางรวดเร็ว ยังผลใหไมตองแบงอีลีเมนตบริเวณมุมสันเปนอีลีเมนตขนาดเล็กจํานวนมาก 

2. เสนอเงื่อนไขสําหรับวิธีการแบงอีลีเมนตที่สามารถปรับขนาดของอีลีเมนตให
สอดคลองกับลักษณะการเปลี่ยนแปลงของแบบรูปโมด (mode pattern) ของโมดแตละโมด หรือที่
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เรียกวา การแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได เพื่อใหสามารถวิเคราะหโมดไดอยางแมนยําและประหยัด         
อีลีเมนต 

1.3 ขอบเขตของการวิจัย 

1. ศึกษาและวิเคราะหปญหาที่เกิดขึ้นในทอนําคลื่นมีสัน 

2. ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนตรวมกับอีลีเมนตขอบเอกฐาน 

3. ศึกษาวิธีการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได (adaptive meshing) 

4. เขียนโปรแกรมเพื่อคํานวณตามวิธีวิเคราะหและประยุกตกับทอนําคลื่นมีสัน
อยางนอย 5 แบบ 

5. เปรียบเทียบผลที่ไดกับผลของนักวิจัยอื่นๆ 

1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 

1. วิธีการวิเคราะหปญหาในทอนําคลื่นมีสัน 

2. อัลกอริทึมการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได 

3. โปรแกรมจําลองผลการวิเคราะห 

1.5 ขั้นตอนและวิธีดําเนินการวิจัย 

1. ศึกษาทฤษฎีและวิธีวิเคราะหของทอนําคลื่นมีสันที่มีผูนําเสนอมาแลว 

2. ศึกษาอีลีเมนตแบบพิเศษเพื่อใชในระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต 

3. ศึกษาวิธีการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได 

4. เขียนโปรแกรมจําลองผลการวิเคราะห 

5. เปรียบผลที่ไดกับบทความที่มีผูนําเสนอมาแลว 

6. จัดทําเอกสารวิทยานิพนธ 



บทที่ 2 
 

การปรับปรุงการวิเคราะหทอนําคลื่นมีสัน 2 มิติ   
โดยใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน 

2.1 ความนํา 

ในบทนี้จะกลาวถึงการปรับปรุงระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนตในการวิเคราะหทอนํา-
คลื่นมีสัน 2 มิติ โดยใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน เพื่อประมาณสนามแมเหล็ก
ไฟฟาที่มีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว ณ บริเวณมุมสัน รวมกับการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบ
คงที่แบบปกติ ซึ่งผูวิจัยไดนําฟงกชันรูปรางแบบสเกลารของ Akin, J.E. (1976) มาพัฒนาตอเปน
ฟงกชันรูปรางแบบเวกเตอร เนื่องจากยังไมมีผูวิจัยใดไดเสนอฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบ
เอกฐาน เพื่อการตรวจสอบแนวคิดที่นําเสนอ ผูวิจัยไดทดลองคํานวณในกรณีตัวอยาง 6 ตัวอยาง 
เพื่อยืนยันความถูกตองในรูปแบบวิธีการคํานวณวามีความสอดคลองกับผลที่ไดจากการคํานวณที่
มีผูนําเสนอไวแลว และเสนอผลการเปรียบเทียบอัตราการลูเขาของคําตอบเชิงเลข (convergence 
rate of numerical result) ระหวางการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบปกติเพียงอยาง
เดียว กับการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐานรวมกับฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคง
ที่แบบปกติ 

2.2 ระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต 

การวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต เปนการวิเคราะหโดยการ
สมมติปญหาที่ตอเนื่องใหมีลักษณะเปนชิ้นสวนยอยประกอบกัน (discretization) ซึ่งชิ้นสวนยอยๆ 
นั้นเรียกวาอีลีเมนต และใชสมการทางคณิตศาสตรจําลองพฤติกรรมของอีลีเมนตเหลานั้น รวมกับ
การวิเคราะหพฤติกรรมของอีลีเมนตทั้งหมดรวมกัน ทําใหสามารถหาคาการประมาณของผลเฉลย
ของปญหาตอเนื่องนั้นได ความแมนยําของผลเฉลยนั้นขึ้นอยูกับแบบจําลองทางคณิตศาสตร (ซ่ึงก็
คือฟงกชันรูปราง) และจํานวนของอีลีเมนตประกอบกัน ยิ่งแบบจําลองทางคณิตศาสตรมีความ
สอดคลองกับพฤติกรรมของปญหามากเทาไร ความแมนยําในการประมาณของอีลีเมนตก็ดีมาก
ข้ึนเทานั้น ในขณะที่การเพิ่มจํานวนของอีลีเมนตซึ่งเปนการลดชวงของการประมาณ จะทําใหคา
ความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยลดลงดวยเชนกัน ระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนตเปนระเบียบวิธีเชิง-   
ตัวเลขวิธีหนึ่งที่ไดรับความนิยมในการใชงานมาก เนื่องจากมีความยืดหยุนในการวิเคราะห     
โครงสรางซับซอนใดๆ ไดดี ซึ่งถาใชการวิเคราะหหาผลเฉลยแมนตรง (exact solution) อาจทําได
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ยากหรือทําไมไดเลย เนื่องจากโครงสรางซับซอนเกินไป หลักการพื้นฐานของระเบียบวิธีไฟไนต-     
อีลีเมนตมีดังนี้ 

- กําหนดโดเมนของปญหา แลวแบงบริเวณของปญหาออกเปนสวนยอยๆ ดังรูปที่ 2.1 
- ประมาณฟงกชันในแตละอีลีเมนต 
- รวมระบบสมการของแตละอีลีเมนตเปนระบบสมการเมทริกซ 
- หาผลเฉลยของระบบสมการเมทริกซ 

Ω

  

Ω

 

รูปที่ 2.1 ภาคตัดขวางทอนําคลื่นรูปรางใดๆ 

งานวิทยานิพนธนี้นําเสนอระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนตโดยใชฟงกชันรูปรางแบบ
เวกเตอร (vector shape function) เนื่องจากสามารถกําจัดผลเฉลยปลอมเทียมที่เกิดขึ้น มีความ
สอดคลองกับแบบรูปสนามแมเหล็กไฟฟา และสามารถใชไดกับตัวกลางใดๆ ไดเปนอยางดี ผูวิจัย
จะนําเสนอการใชฟงกชันรูปรางแบบเวกเตอร 2 รูปแบบ คือ ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ กับ
ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน ซึ่งจะไดกลาวในบทตอไป ในหัวขอนี้ผูวิจัยจะกลาวถึงการสราง
ระบบสมการเมทริกซ เพื่อหาคาเจาะจง และเวกเตอรเจาะจง ซึ่งก็คือ คาคงตัวเฟส และคาของ
สนามแมเหล็กไฟฟาในแตละตําแหนงของโดเมนปญหา ตามลําดับ โดยเริ่มตนจากสมการแมกซ-
เวลล (Maxwell’s equation) ที่ไมมีแหลงกําเนิด (source free) และตัวกลางภายในแบบไอโซทรอ-
ปก (isotropic media) 

HjE rµωµ 0−=×∇                 (2.1)
  EjH rεωε 0=×∇                 (2.2) 

จะไดสมการคลื่นในรูปแบบเวกเตอรดังนี้ 

01 2
0 =−×∇×∇ HkH r

r

µ
ε

               (2.3) 
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โดยที่  คือ เลขคลื่นของคลื่นในอวกาศวาง (free-space wavenumber) 0k

 ε  คือ สภาพยอม (permittivity) ของตัวกลาง 
 µ  คือ ความซาบซึมได (permeability) ของตัวกลาง 

และเงื่อนไขขอบเขต (boundary condition) ของสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กเปนดังนี้ 

0En =×     บนผนังไฟฟา (electric wall) 
  0En =×∇×     บนผนังแมเหล็ก (magnetic wall) 

  




=×
=×

functioncontinuousHn
functioncontinuousEn  บริเวณรอยตอระหวางตัวกลาง 2 ชนิด 

สนามแมเหล็ก H  ข้ึนกับ z ในรูป  และเมื่อแยกองคประกอบสนามแมเหล็ก 
และตัวดําเนินการเดลออกเปน 2 องคประกอบคือ องคประกอบของสนามแมเหล็กตามขวาง 
(transverse magnetic component) และองคประกอบของสนามแมเหล็กตามยาว (longitudinal 
magnetic component) สามารถแสดงไดดังนี้ 

ze γ−

zzt aHHH +=                 (2.4) 

และตัวดําเนินการเดล (del operator) สามารถแสดงไดเปนดังนี้ 

zt a
z∂
∂

+∇=∇                 (2.5) 

ดังนั้นจะไดองคประกอบสนามแมเหล็กตามขวางและตามยาว (รายละเอียดอยูในภาคผนวก ก) 

( ) 0122
0

11 =+−∇−×∇×∇ −−−
trrztrttrt HkHH εγµγεε             (2.6) 

02
0

11 =+⋅∇+∇⋅∇ −−
zrtrtztrt HkHH µεγε              (2.7) 

ระเบียบวิธีไฟไนต อีลีเมนต เปนวิธีแกปญหาคาขอบเขต  (boundary value 
problem) โดยทั่วไปแลวมีวิธีที่นิยมใชในการแกปญหาคาขอบเขตนี้อยู 2 วิธีคือ ระเบียบวิธีแปรผัน
ริตซ (Ritz variational method) และระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง  

นิยามปญหาคาขอบเขตในบริเวณ Ω  จากรูปแบบตัวดําเนินการ 

fL =φ                  (2.8) 

โดยที่  คือ ตัวดําเนินการ (operator) L
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 φ   คือ พารามิเตอรไมทราบคา (unknown parameter) 
   คือ ฟงกชันกระตุน (excitation function) f

กระบวนการสรางระบบสมการของปญหาแบบคาขอบเขต มี 2 แนวทาง ดังนี้ 

2.2.1 ระเบียบวิธีแปรผันริตซ (Jin, J.M., 1993) 

แนวคิดของระเบียบวิธีแปรผันริตซนี้คือ จากสมการปญหาคาขอบเขต นํามาสราง
ใหอยูในรูปแบบนิพจนแปรผัน (variational expression) หรือที่เรียกวา ฟงกชันนอล (functional) 
แลวพิจารณาหาคาต่ําสุดของฟงกชันนอลคือ จุดสภาวะนิ่ง (stationary point) ซึ่งอยูภายใตเงื่อน
ไขขอบเขต โดยนิยามจากผลคูณภายใน (inner product) จะไดดังสมการตอไปนี้ 

Ω⋅= ∫
Ω

d*, ϕφϕφ                 (2.9) 

กับตัวดําเนินการผูกพันตัวเอง (self-adjoint operator) 

ϕφϕφ LL ,, =                (2.10) 

และนิยามคาจํากัดบวก (positive definite) 





==
≠〉

=
0;0
0;0

,
φ
φ

ϕφL               (2.11) 

ดังนั้นจุดสภาวะนิ่งของฟงกชันนอลนี้คือ 

( ) φφφφ ~,~,~
2
1~ fLF −=               (2.12) 

โดยที่ φ~  คือ ฟงกชันทดสอบ (testing function) 

จากนั้นผลคูณภายในตลอดบริเวณ Ω  แลวหาคาต่ําสุดของฟงกชันนอล โดย
เทียบกับฟงกชันที่ทราบคาแลวใหเทากับศูนย 

0=
∂
∂
φ
F                  (2.13) 
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2.2.2 ระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง 

แนวคิดของระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางคือ การพยายามทําใหเศษตกคาง
ซึ่งก็คือผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงกับผลเฉลยทดสอบมีคานอยที่สุด หรือศูนย แตในความ
เปนจริงไมสามารถทําใหเปนศูนยได ทําไดเพียงโดยประมาณใหใกลเคียง  

fLR −= φ~                 (2.14) 

สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่จะทําให φφ =
~  แลวบังคับให 0=R  ภายในบริเวณ  และใช

ระเบียบวิธีกาเลอรคิน (Galerkin’s method) ในการถวงน้ําหนักเศษตกคาง โดยฟงกชันทดสอบใช
เหมือนกับฟงกชันถวงน้ําหนัก 

Ω

เนื่องจากงานวิทยานิพนธนี้เลือกใชระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง จึงนําเสนอ
กระบวนการสรางระบบสมการในระเบียบวิธีนี้ แปลงปญหาคาขอบเขตของสมการ (2.6) และ 
(2.7) เปนรูปแบบสมการเมทริกซเชิงเสน โดยใชฟงกชันถวงน้ําหนัก คือ tw  มาสรางผลคูณเชิง- 
สเกลาร (dot product) ในสมการ (2.6) และ  นํามาคูณในสมการ (2.7) แลวอินทิเกรตตลอด
บริเวณภาคตัดขวางของทอนําคลื่น จะไดสมการตอไปนี้ (รายละเอียดอยูในภาคผนวก ก) 

zw

( )[ ] 0122
0

11 =Ω+⋅−∇⋅−×∇×∇⋅∫
Ω

−−− dHkwHwHw trrtztrtttrtt εγµγεε           (2.15) 

[ ] 02
0

11 =Ω+⋅∇+∇⋅∇∫
Ω

−− dHkwHwHw zrztrtzztrtz µεγε             (2.16) 

เมื่อพิจารณาเงื่อนไขขอบเขต จะสามารถจัดรูปสมการไดดังนี้ 

( ) ( ) ( )[ ] 01122
0

1 =Ω∇⋅−⋅+−×∇⋅×∇∫
Ω

−−− dHwHwkHw zttrttrrttrt γεεγµε           (2.17) 

[ ] 02
0

11 =Ω−⋅∇+∇⋅∇∫
Ω

−− dHwkHwHw zzrtrztztrzt µεγε             (2.18) 

เมื่อแบงบริเวณภาคตัดขวางทอนําคลื่นเปนอีลีเมนตสามเหลี่ยม จากนั้นประมาณ
สนามแมเหล็กในรูปตัวแปรไมทราบคาของฟงกชันรูปรางในอีลีเมนตแตละอีลีเมนต ดังสมการ 

∑
=

=
n

i

e
ti

e
i

e
t HNH

1
               (2.19) 

                 (2.20) ∑
=

=
n

i

e
zi

e
i

e
z HNH

1

โดยที่  คือ จํานวนตัวไมทราบคาในแตละอีลีเมนต n
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 e
iN  คือ ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบ 

  คือ ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตโนด e
iN

โดยแทนฟงกชันถวงน้ําหนักดวย Nwt =  และ Nwz =   ลงในสมการ (2.17) และ (2.18) แลวจัด
ระบบสมการไดดังนี้ 

[ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] 022
0 =−−− tztt hDhChBkhA γγ             (2.21) 

  [ ][ [ ]] [ ] [ ] [ ] 02
0 =+− t

T
z hChFkhE γz              (2.22) 

เนื่องจากสมการที่ (2.21) และ (2.22) ไมอยูในรูประบบสมการเจาะจง (eigen 
equation) ดังนั้นจึงปรับรูปสมการ โดยให [ ]

γ
z

zh =' h  แลวนํา γ  คูณในสมการ (2.22) จะได

ระบบสมการใหมอยูในระบบสมการเจาะจง [ ][ ] [ XBXA λ=  ดังนี้ 

[ ]

][ ]

[ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]{ } 0'22
0 =+−− tztt hDhChBkhA γ             (2.23) 

  [ ][ ] [ ][ ] [ ] [ ]{ } 0'2
0

' =+− t
T

zz hChFkhE2γ              (2.24) 

หรือจัดรูปใหมไดดังนี้ 

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] 
















−

=














 −
'2

0

2
'

2
0

00
0

z

t
T

z

t

h
h

FkEC
CD

h
hBkA

γ            (2.25) 

โดยที่ 

[ ] ( ) ( )∫
Ω

− Ω×∇⋅×∇= dNNA ntmtr
1ε              (2.26) 

  [ ] ( )∫
Ω

Ω⋅ dNNB nm= rµ               (2.27) 

  [ ] ( )∫
Ω

Ω⋅= dNNC nm
1−
rε               (2.28) 

  [ ] ( )∫
Ω

Ω∇⋅= dLND ntm
1−
rε               (2.29) 

  [ ] ( )∫
Ω

Ω∇⋅∇= dLLE ntmt
1−
rε               (2.30) 

  [ ] ( )∫
Ω

ΩdLLF nm= rµ                (2.31) 

จากสมการ (2.25) ถึง (2.31) สามารถจัดรูปใหดูงายขึ้นเปน 

















=
















'

2
'00

0

z

t

zzzt

tztt

z

ttt

h
h

BB
BB

h
hA

γ              (2.32) 
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หรือสามารถจัดรูปใหอยูในรูปของสนามแมเหล็กตามขวางเพียงอยางเดียวจะไดดังสมการ 

[ ][ ] [ ] [ ][ ] [ ]{ }[ ]tztzztzttttt hBBBBhA 12 −−= γ             (2.33) 

โดยที่ 

[ ] [ ] [ ]BkAAtt
2
0−=                (2.34) 

  [ ] [                 (2.35) ]DBtt =

  [ ] [                 (2.36) ]CBtz =

  [ ] [                 (2.37) ]Tzt CB =

  [ ] [ ] [ ]FkEBzz
2
0−=                (2.38) 

2.3 ฟงกชันรูปราง 

ฟงกชันรูปรางประกอบดวย ฟงกชันรูปรางโนดและฟงกชันรูปรางขอบ ซึ่งฟงกชัน
รูปรางโนดใชสําหรับประมาณสเกลารบนจุดแทนองคประกอบของสนามตามยาว  สวนฟงกชันรูป-
รางขอบใชสําหรับประมาณเวกเตอรบนดานแทนองคประกอบของสนามตามขวางบนอีลีเมนต
สามเหลี่ยมรูปรางใดๆ    โดยมีพารามิเตอรไมทราบคา 3 ตัวบนขอบแทนตําแหนงของสนามตาม
ขวาง และอีก 3 ตัวบนโนดแทนตําแหนงของสนามตามยาว ภายในอีลีเมนตแตละอีลีเมนต ดังรูปที่ 
2.2  

1 2

3

1zH 2zH

3zH

1tH

2tH3tH

 

รูปที่ 2.2 พารามิเตอรบนอีลีเมนตขอบคงที่ 

2.3.1 ฟงกชันรูปรางโนดเชิงเสน (Linear nodal shape function) 

การประมาณองคประกอบของสนามตามยาว  อยูในรูปของผลบวกของผลคูณ
ระหวางฟงกชันรูปรางโนดกับพารามิเตอรไมทราบคาทั้ง 3 จุด ดังสมการ 
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∑
=

=
3

1i

e
zi

e
i

e
z HNH                (2.39) 

การประมาณฟงกชันสเกลารภายในรูปสามเหลี่ยม   โดยใชฟงกชันพหุนาม 
(polynomial function) อันดับหนึ่ง หรือฟงกชันเชิงเสน (linear function) ซึ่งมีรูปสมการดังนี้ 

( )ycxba
A

L iii
e

e
i ++=
2
1  3,2,1=i             (2.40) 

โดยที่ 
                 (2.41) jkkji yxyxa −=

kji yyb −=

jki xxc −=

                (2.42)
                 (2.43) 

33

22

11

1
1
1

2
1

yx
yx
yx

Ae =                (2.44)  

ซึ่งมีรหัสเวียน (cyclic code) เปน ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,1,3,1,3,2,3,2,1,, =kji  

                  (2.45) e
i

e
i LN =

โดยฟงกชันรูปรางโนดมีคุณสมบัติดังนี้ มีคาเปน 1 ในโนดแตละโนด และผลรวม
ของพิกัดพื้นที่มีคาเทากับ 1 ตามสมการที่ (2.46) และ (2.47) ตามลําดับ ซึ่งสามารถแสดงไดดังรูป
ที่ 2.3 ยกตัวอยางเชน  ฟงกชัน  มีคาเปน 0  ที่ดานตรงขามกับโนดหนึ่ง (ดาน 2-3) และมีคาเปน 
1 ที่โนดหนึ่ง ลักษณะการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนี้เปนไปอยางเชิงเสน สวนฟงกชัน  และ  
มีคุณสมบัติเชนเดียวกันกับฟงกชัน  

1L

2L 3L

1L

คุณสมบัติของพิกัดพื้นที่จะเปนดังสมการ 





=
,0
,1e

iL                (2.46) 
kjnodeat
inodeat
,

                  (2.47) ( ) 1,
3

1
=∑

=i

e
i yxL

รหัสเวียนเปน ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,1,3,1,3,2,3,2,1,, =kji  
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ก. ฟงกชันรูปรางโนด    ข. ฟงกชันรูปรางโนด  eN1

eN2

 
ค. ฟงกชันรูปรางโนด  eN3

รูปที่ 2.3 ฟงกชันรูปรางโนดเชิงเสน 

2.3.2 ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่  

การประมาณองคประกอบของสนามตามขวาง  อยูในรูปของผลบวกของผลคูณ
ระหวางฟงกชันรูปรางกับพารามิเตอรไมทราบคา ทั้ง 3 ดาน ดังสมการ 

∑
=

=
3

1i

e
ti

e
i

e
t HNH                (2.48) 

โดยพารามิเตอรเปนเวกเตอรอยูบนดานมีคุณสมบัติคือ เปลี่ยนแปลงในแนว
สัมผัสแบบคงที่ตลอดดาน และเปลี่ยนแปลงในแนวตั้งฉากแบบเชิงเสน (Constant Tangential / 
Linear Normal : CT/LN) ดังรูปที่ 2.4 ยกตัวอยางเชน ฟงกชัน N 1   พิจารณาดาน 1-2 มีเวกเตอร
อยูในแนวสัมผัส สวนดาน 2-3 และดาน 3-1 มีเฉพาะเวกเตอรในแนวตั้งฉากเทานั้น   เงื่อนไข
ขอบเขตระหวางอีลีเมนตหรือเคิรลคอนฟอรมมิง (culr conforming) คือสนามตอเนื่องในองค
ประกอบแนวสัมผัส และสนามไมตอเนื่องในองคประกอบแนวตั้งฉากระหวางอีลีเมนต 

e
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ก. e
N 1         ข. e

N 2  

 

ค. e
N 3  

รูปที่ 2.4 แบบรูปของฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ (รายละเอียดอยูในภาคผนวก ข) แสดงเปนสมการไดดังนี้ 

( ijjiii LLLLlN ∇−∇= )               (2.49) 

ซึ่งมีรหัสเวียน (cyclic code) เปน ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,1,3,1,3,2,3,2,1,, =kji   

นําสมการ (2.40) แทนลงในสมการ (2.49) จะไดดังสมการ 

( ) ( )[ ]yx

e

axxayy
A
lN 33
1

1
2

−+−=              (2.50) 

( ) ( )[ ]yx

e

axxayy
A
lN 11
2

2
2

−+−=              (2.51) 

( ) ( )[ ]yx

e

axxayy
A
lN 22
3

3
2

−+−=              (2.52) 

โดยที่    คือ ความยาวดานของอีลีเมนตสามเหลี่ยม   il 3,2,1=i  
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<=>+−

>=<+
=

0,00,
0,00,

22

22

mkkkk

mkkkk
i

cborbcb
cborbcb

l             (2.53) 

ในทั่วไปจุดของอีลีเมนตสามเหลี่ยมใดๆ  จะกําหนดหมุนวนในทิศทวนเข็มนาฬิกา 
ดังนั้นเมื่อพิจารณาอีลีเมนต 2 อีลีเมนตติดกัน จะพบวาสนามที่หมุนในทิศทวนเข็มนั้นมีทิศสวน
ทางกัน  ทําใหสนามที่ไดหักลางกัน ดังนั้น l  จึงจําเปนตองกําหนดทิศทางของสนามหมุนใหอยูใน
ทิศทางเดียวกัน เพื่อทําใหสนามที่หมุนนั้นเสริมกัน ดังรูปที่ 2.5 โดยพิจารณาที่ตําแหนงของพิกัด
ของจุดในอีลีเมนตแตละอีลีเมนตที่ติดกันตามสมการ (2.53) นั่นคือตําแหนงจุดของอีลีเมนตใดอยู
สูงกวากําหนดใหเปนบวก และถาตําแหนงจุดของอีลีเมนตใดอยูตํ่ากวาก็กําหนดใหเปนลบ 

i

  
ก. ไมไดกําหนดทิศทาง    ข. กําหนดทิศทาง 

รูปที่ 2.5 การหมุนวนของสนาม 2 อีลีเมนตติดกัน                                                            
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

คุณสมบัติฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

1. ( ) ( ) 0=∇⋅∇−∇⋅∇=⋅∇ e
i

e
j

e
j

e
i

e
i LLLLN              (2.54) 

2. ( )eje
i

e
i LLN ∇×∇=×∇ 2               (2.55) 

3. 1ˆ =⋅
e
ii Na   บนดาน ji −              (2.56) 
0ˆ =⋅

e
ji Na  บนดาน ji −              (2.57) 
0ˆ =⋅

e
ki Na  บนดาน ji −              (2.58) 

รหัสเวียนเปน ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,1,3,1,3,2,3,2,1,, =kji   
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จากคุณสมบัติทั้ง 3 ขอ ทําใหทราบถึงคุณสมบัติที่สําคัญของฟงกชันรูปรางอีลี-
เมนตขอบคงที่ซึ่งก็คือ สามารถทําใหปราศจากผลเฉลยปลอมเทียม และองคประกอบแนวสัมผัส
กับดานมีคาคงที่ ดังนั้นจึงสอดคลองกับคุณสมบัติของฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

2.4 ฟงกชันรูปรางแบบเอกฐาน 

จากการศึกษางานวิจัยของ Gil, J.M., and Webb, J.P. (1997)  Bladel J.V. 
(1991) และ Meixner, J. (1972) พบวาที่บริเวณมุมสัน หรือบริเวณใดๆ ที่มีการหักมุมของตัวนํา 
สนามแมเหล็กไฟฟาจะมีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว และมีความหนาแนนประจุไฟฟาสูงใกล
บริเวณมุมสัน โดย Gil, J.M., and Webb, J.P. (1997) ไดเสนอไววาสนามแมเหล็กแปรผันตาม
ระยะรัศมีจากมุมสัน r  ตามสมการที่ (2.59) ถึง (2.60) และดังรูปที่ 2.6 

1−→ ρrHt                 (2.59) 

ρrH z →                 (2.60) 

โดยที่  ρ  คือ  อันดับของสภาวะเอกฐาน (order of the singularity) ซึ่งขึ้นอยูกับโครงสรางทาง
เรขาคณิต และคุณสมบัติของวัสดุ (material properties) 10 << ρ  

r           คือ   รัศมีของมุมสัน 

จากสมการที่ (2.59) สังเกตไดวาสนามแมเหล็กองคประกอบตามขวางแปรผัน
ตามระยะ r  ยกกําลังคาติดลบ เนื่องจาก 0 1<< ρ  แสดงวาสนามแมเหล็กองคประกอบตาม
ขวางมีการเปล่ียนแปลงอยางรวดเร็วคลายคลึงกับเอกซโพเนนเชียล และสมการที่ (2.60) แสดงวา
องคประกอบสนามแมเหล็กตามยาวมีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วเชนเดียวกันตามระยะ r  

r

ตัวนํา

 

รูปที่ 2.6 บริเวณมุมสันของตัวนํา 

ในการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต ผูวิจัยไดนําฟงกชันรูปรางอีลีเมนต
ขอบแบบเอกฐานมาประมาณลักษณะของการเปลี่ยนแปลงของสนามแมเหล็กไฟฟา ณ บริเวณมุม
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สัน ดังแสดงในกรณีตัวอยางทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู ในรูปที่ 2.7 สวนบริเวณนอกเหนืออีลีเมนต
สามเหลี่ยมชุดนี้ ใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบแบบปกติมาประมาณสนามเชนเดียวกัน 

 

รูปที่ 2.7 อีลีเมนตสามเหลี่ยมบริเวณมุมสันของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู 

ฟงกชันรูปรางแบบเอกฐานนั้นจะประกอบดวย ฟงกชันรูปรางโนดแบบเอกฐาน
และฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบแบบเอกฐาน ซึ่งมีลักษณะเชนเดียวกับฟงกชันรูปรางแบบปกติใน
หัวขอที่ 2.3 โดยใชในการประมาณสนามขององคประกอบตามขวางและองคประกอบตามยาว
ตามสมการที่ (2.61) ถึง (2.62) ซึ่งมีพารามิเตอรไมทราบคา 3 ตัวบนขอบแทนตําแหนงของสนาม
ตามขวาง และอีก 3 ตัวบนโนดแทนตําแหนงของสนามตามยาว ดังรูปที่ 2.8 

∑
=

=
3

1i

e
zi

e
i

e
z HSH                (2.61) 

∑
=

=
3

1i

e
ti

e
i

e
t HSH                (2.62) 

1 2

3

1S

3S

1S

2S3S

2S
 

รูปที่ 2.8 พารามิเตอรบนอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน 
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2.4.1 ฟงกชันรูปรางโนดเชิงเสนแบบเอกฐาน (Singular nodal shape function) 

ฟงกชันรูปรางโนดเชิงเสนแบบเอกฐาน ที่ผูวิจัยไดนํามาใชเปนของ Akin,J.E. 
(1976)  โดยสามารถแสดงอยูในรูปของฟงกชันพิกัดพื้นที่ อางอิงจากฟงกชันรูปรางโนดเชิงเสน
แบบปกติ ดังสมการ 

( ) ρ−−−= 1
11 11 LS                (2.63) 

  
( )ρ1

2
2 1 L

LS
−

=                 (2.64) 

  
( )ρ1

3
3 1 L

L
S

−
=                 (2.65) 

โดยคุณสมบัติของฟงกชันรูปรางโนดเชิงเสนแบบเอกฐาน มีลักษณะคลายคลึงกับ
ฟงกชันรูปรางโนดเชิงเสนแบบปกติ สามารถแสดงไดดังรูปที่ 2.9 ยกตัวอยางเชน ฟงกชัน  มีคา
เปน 0  ที่ดานตรงขามกับโนดหนึ่ง (ดาน 2-3) และมีคาเปน 1 ที่โนดหนึ่ง แตลักษณะการเปลี่ยน
แปลงของฟงกชัน  ลดลงอยางรวดเร็วตามลักษณะ 

1S

1S
ρr  เฉพาะที่โนดหนึ่ง    สวนฟงกชัน  

และ  มีคุณสมบัติเชนเดียวกันแตมีลักษณะการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันเปนแบบเชิงเสน ตาม
สมการ 

2S

3S





=
,0
,1

iS                (2.66) 
kjnodeat
inodeat
,

                  (2.67) ( ) 1,
3

1
=∑

=i
i yxS

  
ก. ฟงกชันรูปรางโนด     ข. ฟงกชันรูปรางโนด  eS1

eS2

รูปที่ 2.9 ฟงกชันรูปรางโนดเชิงเสนแบบเอกฐาน 
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ค. ฟงกชันรูปรางโนด  eS3

รูปที่ 2.9 (ตอ) ฟงกชันรูปรางโนดเชิงเสนแบบเอกฐาน 

2.4.2 ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน 

ฟงกชันรูปรางอ ีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐานมีคุณสมบัติเชนเดียวกับฟงกชันรูป-
รางอีลีเมนตขอบคงที่แบบปกติ สามารถแสดงดังรูปที่ 2.8 คือมีพารามิเตอรเปนเวกเตอรอยูบนดาน
คงที่ตลอดดาน และเวกเตอรเปลี่ยนแปลงในแนวสัมผัสแบบคงที่ตลอดดาน และเวกเตอรเปลี่ยน
แปลงในแนวตั้งฉากแบบเชิงเสน  

  

ก. e
S1       ข. e

S 2  

รูปที่ 2.10 แบบรูปของฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน 
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ค. e
S 3  

รูปที่ 2.10 (ตอ) แบบรูปของฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน 

ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน (รายละเอียดอยูในภาคผนวก ค) แสดงสมการดังนี้ 

( )ijjiii SSSSlS ∇−∇=               (2.68) 

ซึ่งมีรหัสเวียน (cyclic code) เปน ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,1,3,1,3,2,3,2,1,, =kji  

เมื่อนําสมการที่ (2.63) ถึง (2.65) แทนลงในสมการ (2.68) จะไดฟงกชันรูปรางขอบแบบเอกฐาน
ทั้ง 3 ดานดังสมการ (2.69) ถึง (2.71) โดยพารามิเตอรอางอิงจากฟงกชันรูปรางขอบแบบปกติ 

( )
( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } x

e

aLLbLLLb
LA

lS 1122
1

1212
1

1
1 111

12
−−−+−−

−
= − ρρ

ρ ρ  

( )
( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } y

e

aLLcLLLc
LA

l
1122

1
1212

1

1 111
12

−−−+−−
−

+ − ρρ
ρ ρ           (2.69) 

( )
( ) ( ){ }yx

e

aLcLcaLbLb
LA

lS 322332232
1

2
2

12
−+−

−
= ρ             (2.70) 

( )
( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } x

e

aLLbLLLb
LA

lS ρρ
ρ ρ 113

1
13312

1

3
3 111

12
−−−+−−

−
= −  

( )
( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } y

e

aLLcLLLc
LA

l ρρ
ρ ρ 113

1
13312

1

3 111
12

−−−+−−
−

+ −           (2.71) 

และในการปรับทิศทางของสนามที่มีทิศสวนทางกัน  ก็ใชหลักการเดียวกับในการ
ปรับสนามหมุนของฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบแบบปกติ ตามสมการ (2.53)  

การวิเคราะหทอนําคลื่นมีสันดวยระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต โดยใชฟงกชันรูปราง
อีลีเมนตขอบคงที่ ซึ่งผสมกันระหวางอีลีเมนตขอบคงที่แบบปกติ กับอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอก-
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ฐาน โดยอีลีเมนตขอบแบบเอกฐานใชกับอีลีเมนตสามเหลี่ยมที่อยูตรงบริเวณมุมสัน และอีลีเมนต
ขอบแบบปกติใชกับอีลีเมนตสามเหลี่ยมนอกเหนือตรงบริเวณมุมสัน เพื่อประมาณสนามที่อยูตรง
บริเวณมุมสันใหมีลักษณะใกลเคียงกับการเปลี่ยนแปลงของสนามที่เกิดขึ้น ดังจะไดเห็นผลการ
ตรวจสอบแนวคิดที่ไดเสนอในวิทยานิพนธนี้ในหัวขอตอไป 

2.5 ผลการตรวจสอบโดยคํานวณตัวอยาง 6 ตัวอยาง 

ในการคํานวณชุดตัวอยางนี้ ผูวิจัยไดวิเคราะหฟงกชันรูปแบบ 2 ฟงกชันคือ 
ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบปกติเพียงอยางเดียว กับฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบ
ปกติรวมกับฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน ซึ่งฟงกชันรูปรางแบบเอกฐานนั้นใชคา 
ρ  = 0.5  ซึ่งคา ρ  ผูวิจัยไดเลือกมาเพียงหนึ่งคา อยูในชวง 0 ถึง 1 เพื่อจะไดกําหนดคาในการ
คํานวณใหเปนไปในทางเดียวกัน อยางไรก็ตามเมื่อนําคา ρ  เทาใดมาพิจารณาก็จะยังใหผลเฉลย
ที่ไดมีคาที่ดีกวาการไมใชคา ρ  เลย (ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบแบบปกติ) ซึ่งจะไดแสดงการ
คํานวณในตัวอยางทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวเปนกรณีตัวอยางเดียวในการเปลี่ยนแปลงคา ρ     
ในชุดตัวอยางทั้ง 6 นี้ โดยคํานวณหาเลขคลื่นตัด (cutoff wavenumber) และความถี่ตัด (cutoff 
frequency) ของทอนําคลื่นในตัวอยางแตละตัวอยาง ซึ่งคํานวณเพียง 2 โมดแรกเทานั้น เนื่องจาก
ในการใชงานนั้น จะพิจารณาเฉพาะชวงความถี่ที่นําไปใชงาน ซึ่งก็คือระยะหางระหวางการเกิด
ความถี่ตัดของโมดที่ 1 และโมดที่ 2  และเพื่อใหทราบถึงการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลย จึงคอยๆ
เพิ่มอีลีเมนตทีละชวง โดยเปรียบเทียบผลจากการคํานวณดวยการใชฟงกชันรูปรางแบบปกติอยาง
เดียว กับการใชฟงกชันรูปรางแบบผสมในรูปแบบของกราฟ   แกนนอนของกราฟคือ แกนของ
ระดับข้ันความเสรี (Degree Of Freedom : DOF) แกนตั้งของกราฟคือ เลขคลื่นตัด หรือความถี่
ตัด ซึ่งในกรณีตัวอยางทั้งหมดนี้ยกเวนกรณีทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน ผูวิจัยไดเลือกนํามา
คํานวณ เนื่องจากมีการนําเสนอไวในบทความอางอิงหลายๆ บทความ เพื่อจะนํามาเปรียบเทียบ
ผลที่ไดจากการคํานวณกับผลในบทความอางอิง และเพื่อแสดงไดวาผลที่ไดจากการคํานวณนี้มิได
ผิดเพี้ยนไป ยังคงมีความใกลเคียงกันเมื่อเปรียบเทียบกับบทความอางอิง 

2.5.1 ทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว 

โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว มีลักษณะทางกายภาพ
คือ มีการเวาของผนังตัวนํา 1 ดาน หรือมีการสอดตัวนําเขาไป 1 แทง ดังรูปที่ 2.11 โดยในการ
เลือกตัวอยางนี้นํามาคํานวณ เนื่องจากเปนที่นิยมนํามาใชในทางปฏิบัติ มีความสมมาตรในแกน x  
และโครงสรางมีการหักมุม 2 มุม ทําใหเห็นถึงการเปลี่ยนแปลงของสนามแมเหล็กไฟฟาเปนอยางดี   
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0.5 cm

0.25 cm 0.25 cm

0.25 cm

1.0 cm  

รูปที่ 2.11 โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว 

   
ก. โมด TE ตามขวาง    ข. โมด TE ตามยาว 10 10

  
ค. โมด TE ตามขวาง    ง. โมด ตามยาว 01 01TE

รูปที่ 2.12 แบบรูปสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว                                          
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ จํานวน 142 อีลีเมนต 
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แบบรูปของสนามแมเหล็กแสดงไวในรูปที่ 2.12 เพื่อใหเห็นการกระจายตัวสนาม
แมเหล็กวามีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว ณ บริเวณมุมสัน ทั้ง 2 โมด และกราฟการกระจายตาม
ความถี่ (dispersion) ไวในรูปที่ 2.13 เพื่อแสดงถึงความสัมพันธระหวางคาคงตัวเฟสกับความถี่
ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว ซึ่งคํานวณดวยอีลีเมนตจํานวน 142 อีลีเมนต 

 

รูปที่ 2.13 กราฟการกระจายตามความถี่ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว                               
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดแสดงไวในตารางที่ 2.1 ซึ่งเปรียบเทียบผลที่ไดจาก
ฟงกชันรูปราง 2 แบบคือ แบบปกติ กับแบบผสม และตารางที่ 2.2 เปรียบเทียบผลที่ไดจากวิทยา-
นิพนธนี้กับผลในบทความอางอิง 3 บทความของ Guan, J.M. and Su, C.C. (1995) เสนอการใช
ระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง (Finite Difference Method)   Sheng, L.L., Le, W.L., Tat, S.Y., and 
Mook, S.L. (2001) ใชการประมาณโพลีโนเมียล (polynomial approximation) และ Swaminathan, 
M., Arvas, E. Sarkar, T.K., and Djordjevic, A.R. (1990) ใชระเบียบวิธีโมเมนต  (Method of 
Moment) ในการคํานวณเลขคลื่นตัด 
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ตารางที่ 2.1 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว                                    
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

Mode 
10TE  01TE  

Element DOF CT/LN CT/LN with SE CT/LN CT/LN with SE 
54 139 2.29668 2.27696 5.08854 4.94040 
142 333 2.27472 2.25796 4.98608 4.89408 
240 545 2.26528 2.25488 4.93638 4.88414 
310 693 2.26246 2.25336 4.92072 4.87826 
398 881 2.26018 2.25302 4.91224 4.87712 
445 978 2.25942 2.25268 4.90544 4.87284 
544 1187 2.25880 2.25224 4.90292 4.87278 
652 1409 2.25728 2.25204 4.89650 4.87268 
724 1563 2.25654 2.25152 4.89214 4.86960 
940 2007 2.25506 2.25154 4.88508 4.86862 

 

ตารางที่ 2.2 เปรียบเทียบเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว ที่ไดจากวิทยานิพนธนี้     
กับผลในบทความอางอิง 3 บทความ เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน 

กรณีศึกษา 
10TE  01TE  

วิทยานิพนธ 2.25154 4.86862 
Guan, J.M. and Su, C.C. (1995) 2.24220 4.85430 
Sheng, L.L., Le, W.L., Tat, S.Y., and Mook, S.L. (2001) 2.27720 4.97050 
Swaminathan, M., Arvas, E. Sarkar, T.K., and Djordjevic, A.R.(1990) 2.24960 4.94360 
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รูปที่ 2.14 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว                                         

เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 
10

 
รูปที่ 2.15 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว                                         

เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 
01

เปรียบเทียบผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของโมด TE  และโมด TE  ไวในกราฟ
รูปที่ 2.14 และ 2.15 ตามลําดับ ซึ่งผลการคํานวณที่ไดแสดงวาการนําฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบ
คงที่แบบเอกฐานมาใช ทําใหอัตราการลูเขาดีกวาการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบปกติ
เพียงอยางเดียว สังเกตไดจากกราฟทั้ง 2 พบวาเมื่อจํานวนระดับข้ันความเสรีเทากัน  เลขคลื่นตัด

10 01
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ของฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐานมีคาผิดพลาดนอยกวาฟงกชันรูปรางอีลีเมนต
ขอบคงที่แบบปกติ และผลการเปรียบเทียบคา ρ  ในแตละคาที่ไดเลือกสุมทดลองคํานวณ อยูใน
ชวง 0 ถึง 1 แสดงในรูปที่ 2.16 จะพบวาไมวาคา ρ  เทาใดก็ตามจะยังคงใหผลเฉลยที่ไดดีกวาการ
ใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบปกติ และในกรณีนี้คา 

2
=ρ 1  เปนคาที่ดีที่สุด 

 

รูปที่ 2.16 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว                                         
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ โดยเปลี่ยนแปลงคา 

10

ρ  

2.5.2 ทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู 

โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู มีลักษณะทางกายภาพคือ 
มีการเวาของผนังตัวนํา 2 ดาน หรือมีการสอดตัวนําเขาไป 2 แทง ดังรูปที่ 2.17 โดยในการเลือกตัว
อยางนี้นํามาคํานวณ เนื่องจากเปนที่นิยมนํามาใชในทางปฏิบัติ มีความสมมาตรทุกแกน และ 
โครงสรางคอนขางมีมุมสันเยอะ แสดงใหเห็นถึงการเปลี่ยนแปลงของสนามแมเหล็กไฟฟาเปน
อยางดี   
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1.27 cm

1.016 cm

0.508 cm 0.508 cm

0.3683 cm

0.3683 cm

 

รูปที่ 2.17 โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู 

  
ก. โมด TE ตามขวาง    ข. โมด TE ตามยาว 10 10

  
ค. โมด TE ตามขวาง    ง. โมด ตามยาว 01 01TE

รูปที่ 2.18 แบบรูปสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นมีสัน                                                         
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ จํานวน 100 อีลีเมนต 
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แบบรูปของสนามแมเหล็กแสดงไวในรูปที่ 2.18 เพื่อแสดงใหเห็นวาการเปลี่ยน
แปลงของสนามแมเหล็กในทอนําคลื่นมีสันแบบสันคูมีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว ณ บริเวณมุม
สัน ทั้ง 2 โมด และกราฟการกระจายตามความถี่ที่คํานวณดวยอีลีเมนตจํานวน 100 อีลีเมนตอยู
ในรูปที่ 2.19 เพื่อแสดงถึงความสัมพันธระหวางคาคงตัวเฟสกับความถี่ 

 

รูปที่ 2.19 กราฟการกระจายตามความถี่ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู                                     
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดแสดงไวในตารางที่ 2.3 ซึ่งผลที่ไดนั้นแสดงใหเห็นวา
การใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐานชวยเพิ่มใหผลเฉลยมีคาดีข้ึน และตารางที่ 2.4 
เปรียบเทียบผลการคํานวณที่ไดจากวิทยานิพนธนี้กับผลในบทความอางอิง 3 บทความของ Guan, 
J.M. and Su, C.C. (1995) Sheng, L.L., Le, W.L., Tat, S.Y., and Mook, S.L. (2001) และ Gil, 
J.M., and Zapata, J. (1994) ใชระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนตโดยใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตสเกลาร
แบบเอกฐานในการประมาณสนาม เพื่อคํานวณเลขคลื่นตัด 
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ตารางที่ 2.3 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู                                          
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

Mode 
10TE  01TE  

Element DOF CT/LN CT/LN with SE CT/LN CT/LN with SE 
100 241 1.49706 1.46737 3.21327 3.20795 
232 525 1.47195 1.45493 3.18116 3.17967 
380 841 1.46337 1.44759 3.17773 3.17173 
436 957 1.46409 1.44679 3.17697 3.17112 
574 1251 1.46125 1.44843 3.17492 3.16839 
700 1511 1.45600 1.44432 3.16993 3.16419 
820 1759 1.45476 1.44361 3.16850 3.16377 
1070 2273 1.45153 1.44284 3.16695 3.16231 

 

ตารางที่ 2.4 เปรียบเทียบผลของเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู ที่ไดจากวิทยานิพนธนี้     
กับผลในบทความอางอิง 3 บทความ เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

กรณีศึกษา 
10TE  01TE  

วิทยานิพนธ 1.44284 3.16231 
Guan, J.M. and Su, C.C. (1995) 1.43400 3.16800 
Sheng, L.L., Le, W.L., Tat, S.Y., and Mook, S.L. (2001) 1.48490 3.20150 
Gil, J.M., and Zapata, J. (1994) 1.43900 - 

 

จากขอมูลในตารางที่ 2.3 นํามาสรางกราฟ เพื่อเปรียบเทียบผลการคํานวณเลข
คลื่นตัดของโมด TE  และโมด TE ไวในกราฟรูปที่ 2.20 และ 2.21 ตามลําดับ ผลที่ไดนั้นแสดง
ใหเห็นวาการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน สงผลใหอัตราการลูเขาดีกวาการใช
ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่เพียงอยางเดียว ซึ่งใหผลที่ดีทั้ง 2 โมด 

10 01
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รูปที่ 2.20 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู                                              
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

10

 

รูปที่ 2.21 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู                                              
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

01
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2.5.3 ทอนําคลื่นรูปราง L 

โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นมีสันแบบรูปราง L มีลักษณะทางกายภาพ
คือ รูปรางของทอนําคลื่นเหมือนรูปตัว L ความยาวดานแนวตั้งและแนวนอนมีขนาดเทากัน ดังรูปท่ี 
2.22 โดยในการเลือกตัวอยางนี้นํามาคํานวณ เนื่องจากโครงสรางของทอนําคลื่นรูปราง L เปลี่ยน
แปลงทั้ง 2 ดานในมุมสันเดียว ทําใหเห็นแบบรูปสนามแมเหล็กในทอนําคลื่นรูปราง L ตางจากทอ-
นําคลื่นแบบอื่นๆ   

1.27 cm

1.27 cm

0.635 cm

0.635 cm

 

รูปที่ 2.22 โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นมีสันแบบรูปราง L 

  
ก. โมด TE ตามขวาง    ข. โมด TE ตามยาว 10 10

รูปที่ 2.23 แบบรูปสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นรูปราง L                                                       
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ จํานวน 150 อีลีเมนต 
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ค. โมด TE ตามขวาง    ง. โมด ตามยาว 01 01TE

รูปที่ 2.23 (ตอ) แบบรูปสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นรูปราง L                                                
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ จํานวน 150 อีลีเมนต 

แบบรูปของสนามแมเหล็กแสดงไวในรูปที่ 2.23 ปรากฏวาในโมด TE  สนาม 
แมเหล็กมีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วบริเวณมุมสัน แตโมด TE  สนามแมเหล็กไมไดมีการ
เปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วบริเวณมุมสัน จะสงผลใหการคํานวณที่ไดจากการใชฟงกชันรูปรางอีลี-
เมนตขอบคงที่แบบเอกฐานมีคาผิดพลาดกวาฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ และกราฟการ
กระจายตามความถี่ที่คํานวณดวยอีลีเมนตจํานวน 150 อีลีเมนตแสดงไวในรูปที่ 2.24  

10

01

 

รูปที่ 2.24 กราฟการกระจายตามความถี่ของทอนําคลื่นรูปราง L                                             
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 
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ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของโมด TE  และโมด TE อยูในตารางที่ 2.5 เมื่อ
นําขอมูลมาสรางกราฟเลขคลื่นตัดจะไดดังรูปที่ 2.25 และ 2.26 ตามลําดับ พบวาผลการคํานวณ
ในโมด TE  เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐานมีคาผิดพลาดนอยกวาฟงกชัน 
รูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบปกติ แตในโมด TE  ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐานมี
คาผิดพลาดมากกวา เนื่องจากแบบรูปของสนามแมเหล็กที่เกิดขึ้นไมมีการเปล่ียนแปลงของสนาม
แมเหล็กที่บริเวณมุมสันตามรูปที่ 2.23 (ค) และตารางที่ 2.6 เปรียบเทียบผลการคํานวณที่ไดจาก
วิทยานิพนธนี้กับผลในบทความอางอิง 3 บทความของ  Guan, J.M. and Su, C.C. (1995)  
Sheng, L.L., Le, W.L., Tat, S.Y., and Mook, S.L. (2001) และ  Swaminathan, M., Arvas, E. 
Sarkar, T.K., and Djordjevic, A.R. (1990) ปรากฏวาเลขคลื่นตัดมีคาใกลเคียงกัน 

10 01

10

01

ตารางที่ 2.5 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นรูปราง L                                               
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

Mode 
10TE  01TE  

Element DOF CT/LN CT/LN with SE CT/LN CT/LN with SE 
70 169 1.95772 1.93557 3.00495 3.01860 

150 341 1.94189 1.92359 2.97576 2.98518 
216 481 1.93316 1.91922 2.97125 2.97883 
312 685 1.92756 1.91771 2.96851 2.97179 
384 833 1.92650 1.91733 2.96651 2.96904 
466 1005 1.92476 1.91551 2.96571 2.96841 
534 1145 1.92395 1.91492 2.96557 2.96859 
600 1281 1.92325 1.91715 2.96457 2.96580 
696 1481 1.92075 1.91590 2.96437 2.96509 
828 1753 1.91972 1.91496 2.96326 2.96404 
930 1965 1.91938 1.91447 2.96325 2.96419 
1020 2149 1.91831 1.91510 2.96305 2.96343 
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ตารางที่ 2.6 เปรียบเทียบผลของเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นรูปราง L ที่ไดจากวิทยานิพนธนี้       
กับผลในบทความอางอิง 3 บทความ เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

กรณีศึกษา 
10TE  01TE  

วิทยานิพนธ 1.91510 2.96343 
Guan, J.M. and Su, C.C. (1995) 1.91110 2.96000 
Sheng, L.L., Le, W.L., Tat, S.Y., and Mook, S.L. (2001) 1.96530 2.96320 
Swaminathan, M., Arvas, E. Sarkar, T.K., and Djordjevic, A.R. (1990) 1.89170 2.91590 
 

 

รูปที่ 2.25 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นรูปราง L                                                      
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

10
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รูปที่ 2.26 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นรูปราง L                                                      
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

01

2.5.4 ทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน 

โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน มีลักษณะทางกายภาพ
คือ รูปรางของทอนําคลื่นเปนโครงสรางสามเหลี่ยม โดยมีสันเปนแทงสี่เหลี่ยมอยูดานใน ดังรูปที่ 
2.27 โดยในการเลือกตัวอยางนี้นํามาคํานวณ เนื่องจากเปนโครงสรางรูปแบบใหม ยังไมคอยมีบท-
ความอางอิงเกี่ยวกับลักษณะของทอนําคลื่นชนิดนี้มากนัก จึงไมมีการเปรียบเทียบกับบทความ
ใดๆ และเพื่อแสดงใหเห็นวาการคํานวณนี้สามารถคํานวณไดทุกโครงสรางที่มีมุมสันไดทุกกรณี   

1 mm 9 mm

3 mm

7.7942 mm  

รูปที่ 2.27 โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน 



 38

  
ก. โมด TE ตามขวาง    ข. โมด TE ตามยาว 10 10

  
ค. โมด TE ตามขวาง    ง. โมด ตามยาว 01 01TE

รูปที่ 2.28 แบบรูปสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน                                            
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ จํานวน 104 อีลีเมนต 

 
รูปที่ 2.29 กราฟการกระจายตามความถี่ของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน                                 

เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 
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แบบรูปของสนามแมเหล็กแสดงไวในรูปที่ 2.28 พบวาการกระจายตัวของสนาม
แมเหล็กบริเวณมุมสัน มีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว ทั้ง 2 โมด และในรูปที่ 2.29 แสดงกราฟ
การกระจายตามความถี่ เพื่อใหทราบถึงความสัมพันธของคาคงตัวเฟสกับความถี่  

ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของโมด TE  และโมด TE  อยูในตารางที่ 2.7 เมื่อ
นําขอมูลในตารางมาสรางกราฟเลขคลื่นตัดไวในรูปที่ 2.30 และ 2.31 ตามลําดับ เพื่อเปรียบเทียบ
ระหวางการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบปกติ กับการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่
แบบเอกฐาน พบวาผลมีความสอดคลองกันตามตัวอยางที่ 1 และ 2 นั่นคือฟงกชันรูปรางอีลีเมนต
ขอบคงที่แบบเอกฐานชวยใหผลเฉลยที่ไดมีคาผิดพลาดที่นอยกวา แตในกรณีตัวอยางนี้ไมไดมีการ
เปรียบเทียบผลกับบทความอางอิง เนื่องจากยังไมมีผูวิจัยรายใดวิเคราะหเกี่ยวกับการคํานวณใน
กรณีตัวอยางนี้เลย 

10 01

ตารางที่ 2.7 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน                                       
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

Mode 
10TE  01TE  

Element DOF Normal Singular Normal Singular 
104 251 0.28359 0.27855 0.45462 0.45390 
180 419 0.28137 0.27799 0.45321 0.45279 
237 538 0.27998 0.27733 0.45227 0.45168 
300 673 0.27934 0.27730 0.45189 0.45127 
402 889 0.27879 0.27721 0.45147 0.45091 
512 1117 0.27867 0.27681 0.45139 0.45076 
629 1360 0.27816 0.27663 0.45110 0.45057 
727 1564 0.27803 0.27661 0.45091 0.45047 
901 1924 0.27778 0.27656 0.45083 0.45035 

1040 2211 0.27759 0.27648 0.45071 0.45029 
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รูปที่ 2.30 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน                                            
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

10

 

รูปที่ 2.31 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน                                            
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

01
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2.5.5 ทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก  

โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก มี
ลักษณะทางกายภาพคือ รูปรางของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว มีสันตัวนําเปนแทงสี่เหลี่ยม และ
สันตัวกลางชนิดไดอิเล็กทริกเปนแทงสี่เหลี่ยมอยูภายในทอนําคลื่น ดังรูปที่ 2.32 โดยในการเลือก
ตัวอยางนี้นํามาคํานวณ เนื่องจากมีสารไดอิเล็กทริกประกอบอยูภายในทอนําคลื่นชนิดนี้ และสันมี
ขนาดที่แคบมากๆ ทําใหแบบรูปของสนามแมเหล็กไฟฟามีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว  

         
0.3 mm

9.5 mm

1.7 mm

19 mm  

รูปที่ 2.32 โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก 

  
ก. โมด TE ตามขวาง    ข. โมด TE ตามยาว 10 10

รูปที่ 2.33 แบบรูปสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก           
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ จํานวน 102 อีลีเมนต 
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ค. โมด TE ตามขวาง    ง. โมด ตามยาว 01 01TE

รูปที่ 2.33 (ตอ) แบบรูปสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก  
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ จํานวน 102 อีลีเมนต 

แบบรูปของสนามแมเหล็กแสดงไวในรูปที่ 2.33 พบวาการกระจายตัวของสนาม
แมเหล็กในโมด TE  หนาแนนบริเวณมุมสัน แตในโมด TE  สนามแมเหล็กไมหนาแนนบริเวณ
มุมสันเลย ซึ่งจะสงผลใหการคํานวณที่ใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐานมีคาผิด
พลาดกวาการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบปกติ และกราฟการกระจายตามความถี่
แสดงไวในรูปที่ 2.34 เพื่อใหทราบถึงความสัมพันธของคาคงตัวเฟสกับความถี่ 

10 01

 

รูปที่ 2.34 กราฟการกระจายตามความถี่ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก 
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 
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ผลการคํานวณความถี่ตัดของโมด TE  และโมด TE อยูในตารางที่ 2.8 เมื่อ
นําผลในตารางมาสรางกราฟ เพื่อเปรียบเทียบผลการคํานวณความถี่ตัดไดโดยงาย แสดงไวในรูปท่ี 
2.35 และ 2.36 ตามลําดับ ปรากฏวาผลการคํานวณสอดคลองกับกรณีตัวอยางทอนําคลื่นรูปราง 
L นั่นคือผลการคํานวณเมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐานในโมด TE  สงผลให
ความถี่ตัดมีคาดีกวา แตในโมด TE  เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน ทําให
ผลการคํานวณมีคาผิดพลาดมากกวา เนื่องจากแบบรูปของสนามแมเหล็กในโมด TE  มีการ
เปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว จึงทําใหผลการคํานวณที่ไดดีกวา แตในโมด TE  แบบรูปของสนามแม
เหล็กไมมีการเปลี่ยนแปลงบริเวณมุมสันเลย จึงทําใหผลที่ไดผิดพลาดมากกวา 

10 01

10

01

10

01

ตารางที่ 2.8 ผลการคํานวณความถี่ตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก      
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

Mode 10TE  (GHz) 01TE  (GHz) 
Element DOF Normal Singular Normal Singular 

102 241 4.48549 4.39622 16.02233 16.10745 
184 423 4.32704 4.31029 15.89684 15.91617 
276 615 4.31277 4.30275 15.82327 15.83997 
376 827 4.29455 4.26129 15.79407 15.80289 
512 1115 4.26153 4.24382 15.78109 15.78653 
636 1371 4.24607 4.23762 15.77574 15.77808 
816 1747 4.24001 4.23567 15.76387 15.76630 

1100 2331 4.23724 4.22755 15.75322 15.75614 
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รูปที่ 2.35 ความถี่ตัดโมด  ทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก                 
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

10TE

 

รูปที่ 2.36 ความถี่ตัดโมด  ทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก                 
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

01TE
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รูปที่ 2.37 เปรียบเทียบคาคงตัวการแพรกระจายของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวย        
ไดอิเล็กทริก ที่ไดจากวิทยานิพนธนี้ เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐานกับ              

ผลในบทความอางอิงของ Ng, K.T., and Chan, C.H. (1989) 

การเปรียบเทียบคาคงตัวการแพรกระจายของโมด TE  ที่ไดจากวิทยานิพนธนี้
คํานวณดวยฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน กับผลในบทความอางอิงของ Ng, K.T., 
and Chan, C.H. (1989) ซึ่งใชระเบียบวิธีสเปกตรัมโดเมน (Spectral Domain Method) ในการ
คํานวณความถี่ตัดของทอนําคลื่นนี้ แสดงไวในรูปที่ 2.37 โดยคํานวณคาสภาพยอมสัมพัทธตาม
บทความอางอิงนําเสนอไวคือ 

10

0.1=rε  และ 62.2=rε  ผลที่ไดมีคาแตกตางกัน เนื่องจากผลที่ได
จากการคํานวณนี้ยังมีคาไมถูกตองมากนัก 

2.5.6 ทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก 

โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก มีลักษณะ
ทางกายภาพคือ รูปรางของทอนําคลื่นมีสัน มีแทงไดอิเล็กทริกสอดอยูกลางภายในทอนําคลื่น ดัง
รูปที่ 2.38 โดยในการเลือกตัวอยางนี้นํามาคํานวณ เนื่องจากมีสารไดอิเล็กทริกประกอบภายใน 
ทอนําคลื่นชนิดนี้ และโครงสรางคอนขางมีมุมสันเยอะ แสดงใหเห็นถึงการเปลี่ยนแปลงของสนาม
แมเหล็กไฟฟาเปนอยางดี   
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rε

0.4 cm

2.6264 cm

1.3081 cm

2.6822 cm1.176 cm

0.8026 cm

0.6502 cm

 

รูปที่ 2.38 โครงสรางภาคตัดขวางของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก 

  
ก. โมด TE ตามขวาง    ข. โมด TE ตามยาว 10 10

  
ค. โมด TE ตามขวาง    ง. โมด ตามยาว 01 01TE

รูปที่ 2.39 แบบรูปสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก                       
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ จํานวน 132 อีลีเมนต 
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แบบรูปของสนามแมเหล็กแสดงไวในรูปที่ 2.39 เพื่อใหทราบวาสนามแมเหล็กมี
การเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว บริเวณมุมสัน ทั้ง 2 โมด ซึ่งในโครงสรางนี้มีมุมสันคอนขางเยอะ ทํา
ใหเห็นการเปลี่ยนแปลงไดอยางชัดเจน และกราฟการกระจายตามความถี่อยูในรูปที่ 2.40  

 

รูปที่ 2.40 กราฟการกระจายตามความถี่ของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก            
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

ผลการคํานวณความถี่ตัดของโมด TE  และโมด TE  อยูในตารางที่ 2.9 นํา
มาสรางกราฟเสนไวในรูปที่ 2.41 และ 2.42 ตามลําดับ เพื่อเปรียบเทียบผลการคํานวณความถี่ตัด
ไดโดยงาย ซึ่งผลที่ไดนั้นมีความสอดคลองกันกับกรณีตัวอยางหลายๆ ตัวอยางเชน ทอนําคลื่นมี
สันแบบสันเดี่ยว ทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู เปนตน นั่นคือในการคํานวณทั้ง 2 โมด เมื่อใชฟงกชัน
รูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐานสงผลใหความถี่มีคาผิดพลาดนอยกวาการใชฟงกชันรูปราง  
อีลีเมนตขอบคงที่แบบปกติเพียงอยางเดียว เนื่องจากสนามแมเหล็กมีการเปลี่ยนแปลงอยางรวด
เร็วบริเวณมุมสัน 

10 01
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ตารางที่ 2.9 ผลการคํานวณความถี่ตัดของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก                   
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

Mode 10TE  (GHz) 01TE  (GHz) 
Element DOF Normal Singular Normal Singular 

132 315 4.64098 4.55058 5.14296 5.13216 
202 471 4.57806 4.49939 5.10265 5.07494 
320 739 4.55743 4.49662 5.08754 5.04615 
502 1121 4.53560 4.48322 5.07218 5.04260 
604 1339 4.51881 4.48182 5.05672 5.02992 
708 1571 4.50749 4.46728 5.05131 5.02543 
930 2023 4.49867 4.46694 5.04045 5.01755 

 

 

รูปที่ 2.41 ความถี่ตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก                        
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

10
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รูปที่ 2.42 ความถี่ตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก                        
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

01

ตารางที่ 2.10 เปรียบเทียบคาคงตัวการแพรกระจายของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก
ที่ไดจากวิทยานิพนธนี้เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน                                

กับผลในบทความอางอิงของ Ng, K.T., and Chan, C.H. (1989) 

กรณีศึกษา 
10TE  

วิทยานิพนธ 0.7389 
Ng, K.T., and Chan, C.H. (1989) 0.7317 

 

ตารางที่ 2.10 แสดงการเปรียบเทียบผลของคาคงตัวการแพรกระจาย ที่ไดจาก
วิทยานิพนธนี้คํานวณดวยฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน กับผลในบทความอางอิง
ของ Ng, K.T., and Chan, C.H. (1989) โดยคํานวณคาสภาพยอมสัมพัทธตามบทความอางอิงนํา
เสนอไวคือ 62.2=rε  ผลที่ไดมีคาใกลเคียงกัน 

2.6 สรุปผลการคํานวณ 

ในบทนี้ไดนําเสนอการปรับปรุงระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนตในการวิเคราะหทอนํา-
คลื่นมีสัน 2 มิติ โดยใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน เพื่อประมาณฟงกชันของ
สนามบริเวณมุมสัน ใหมีความสอดคลองกับลักษณะการเปลี่ยนแปลงของสนามบริเวณนั้น รวม
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กับการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบปกติ โดยใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบแบบเอกฐาน
กับอีลีเมนตสามเหลี่ยมบริเวณมุมสัน และใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบแบบปกติกับอีลีเมนต
สามเหลี่ยม ณ บริเวณอื่นๆ นอกเหนือมุมสัน คํานวณหาเลขคลื่นตัด 2 โมดคือโมด TE กับโมด 

ในกรณีตัวอยาง 4 ตัวอยางคือ ทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว ทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู ทอ-
นําคลื่นรูปราง L และทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน คํานวณหาความถี่ตัด 2 โมดคือโมด TE กับ
โมด TE อีก 2 ตัวอยางคือ ทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก และทอนําคลื่นมี
สันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก และเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ไดจากวิทยานิพนธนี้กับผลในบท-
ความอางอิง 

10

01TE

10

01

ผลการคํานวณเมื่อเปรียบเทียบการใชฟงกชันรูปแบบทั้ง 2 ฟงกชันแสดงใหเห็นวา 
ลักษณะการเปลี่ยนแปลงของสนามบริเวณมุมสันนั้นสงผลใหการคํานวณดวยฟงกชันรูปรางอีลี-
เมนตขอบคงที่แบบปกติเพียงอยางเดียวมีคาผิดพลาดมากกวาการคํานวณดวยฟงกชันรูปรางอีลี-
เมนตขอบคงที่แบบผสม ซึ่งเมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐานเขาไปชวย
ประมาณสนาม ทําใหผลเฉลยที่ไดมีคาถูกตองมากยิ่งขึ้น จึงไมจําเปนตองแบงอีลีเมนตเปนจํานวน
มากๆ ดังตัวอยางผลการคํานวณที่ไดนําเสนอไปขางตน แตในบางโมดสนามไมไดมีการเปลี่ยน
แปลงบริเวณมุมสันเลย ซึ่งก็คือกรณีตัวอยางของทอนําคลื่นรูปราง L และทอนําคลื่นมีสันแบบสัน-
เดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริกในโมด  ผลการคํานวณของฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบ
เอกฐานก็จะสงผลใหคําตอบที่ไดมีคาผิดพลาดมากกวาการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบ
ปกติ ดังนั้นเมื่อพิจารณาการใชฟงกชันรูปรางควรคํานึงถึงลักษณะการเปลี่ยนแปลงของสนามที่
เกิดขึ้นในทอนําคลื่น เพื่อทําใหการใชฟงกชันรูปรางเหมาะสมกับลักษณะของสนามที่เกิดขึ้น สวน
ในการเลือกใชคา 

01TE

ρ  นั้นเลือกใชอยูในชวง 0 ถึง 1 โดยเลือกใชเทาใดก็ได ซึ่งในการเลือกใชคา ρ  
เทาใดก็ตามยังคงใหผลเฉลยที่ดีกวาการไมใชเลย (การใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบ
ปกติ) และเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ไดจากวิทยานิพนธนี้กับผลในบทความอางอิง ปรากฏวา
ผลการคํานวณที่ไดคอนขางใกลเคียงกัน แตผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณไมไดมีคาถูกตองมากนัก 
เนื่องจากการประมาณฟงกชันของฟงกชันรูปรางนั้น เปนการประมาณแบบบังคับสนามบนขอบ
ของอีลีเมนตใหคงที่ตลอดดาน ซึ่งลักษณะทางกายภาพของสนามแทจริงมีการเปล่ียนแปลงแบบ
เชิงเสนหรือแบบกําลังสอง (quadratic) ถาประมาณฟงกชันรูปรางแบบขอบใหสนามบนขอบของ 
อีลีเมนตมีลักษณะเปนเชิงเสน นาจะทําใหผลเฉลยที่ไดนั้นมีคาถูกตองมากยิ่งขึ้น ซึ่งจะไดนําเสนอ
ในบทที่ 3 ตอไป 



บทที่ 3 
 

การปรับปรุงการวิเคราะหทอนําคลื่นมีสัน 2 มิติ  
โดยใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน 

3.1 ความนํา 

ในบทนี้จะกลาวถึงการปรับปรุงระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนตในการวิเคราะหทอนํา-
คลื่นมีสัน 2 มิติ โดยใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน (singular linear edge 
element) ใหสอดคลองกับลักษณะการเปลี่ยนแปลงของสนามแมเหล็กไฟฟาบริเวณมุมสัน ซึ่ง
ลักษณะการสรางฟงกชัน และการคํานวณจะคลายคลึงกับบทที่ 2 แตกตางกันตรงลักษณะของ
ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนเปนอันดับที่สูงกวาฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ ทําใหการ
ประมาณสนามมีลักษณะที่สอดคลองมากกวา เนื่องจากสนามที่มีการเปลี่ยนแปลงภายในทอนํา-
คลื่นนั้นมีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว และในการตรวจสอบวิธีที่นําเสนอนี้ ผูวิจัยไดทดลอง
คํานวณในกรณีตัวอยางเดียวกับในบทที่ 2 เพื่อยืนยันในความถูกตองของวิธีการคํานวณวามีความ
สอดคลองกับผลที่ไดจากการคํานวณที่มีผูนําเสนอไวแลว และเสนอผลการเปรียบเทียบอัตราการลู
เขาของคําตอบเชิงเลข ระหวางการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบปกติเพียงอยางเดียว 
กับการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐานรวมกับฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิง
เสนแบบปกติ และเปรียบเทียบกับผลในบทที่ 2 ดวย 

3.2 ฟงกชันรูปรางเชิงเสน 

ลักษณะของฟงกชันรูปรางเชิงเสนจะคลายคลึงกับฟงกชันรูปรางในบทที่ 2 ตาง
กันเพียงอันดับของฟงกชันรูปรางเชิงเสนมีอันดับสูงกวา จึงทําใหพารามิเตอรมีมากกวา โดยมี 
พารามิเตอรไมทราบคา 6 ตัวบนขอบเปนเวกเตอรแทนองคประกอบของสนามตามขวาง และอีก 6 
ตัวบนโนดเปนสเกลารแทนองคประกอบของสนามตามยาว ภายในอีลีเมนตแตละอีลีเมนต ดังรูปที่ 
3.1 
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4zH 2zH  

รูปที่ 3.1 พารามิเตอรบนอีลีเมนตขอบเชิงเสน 

3.2.1 ฟงกชันรูปรางโนดกําลังสอง (Quadratic nodal shape function) 

การประมาณองคประกอบของสนามตามยาว  อยูในรูปของผลบวกของผลคูณ
ระหวางฟงกชันรูปรางโนดกับพารามิเตอรไมทราบคาทั้ง 6 โนด ดังสมการ 

∑
=

=
6

1i

e
zi

e
i

e
z HNH                 (3.1) 

ฟงกชันรูปรางโนดกําลังสองมีคุณสมบัติที่คลายคลึงกับฟงกชันรูปรางโนดเชิงเสน
ในบทที่ 2  แตจะแตกตางกันคือ มีอันดับสูงกวาจึงทําใหลักษณะการเปลี่ยนแปลงของพิกัดพื้นที่
เปนไปอยางกําลังสองของโนดทั้ง 6 โนด ตามสมการที่ (3.2) ถึง (3.7)  

( )12 111 −= LLN                 (3.2) 
                  (3.3) ( )12 222 −= LLN

                  (3.4) ( 12 333 −= LLN )

e

e e

e

                   (3.5) 214 4 LLN =

                   (3.6) 325 4 LLN =

                   (3.7) 136 4 LLN =

โดยคุณสมบัติของฟงกชันรูปรางโนดกําลังสองเปนดังนี้ มีคาเปน 1 ในโนดแตละ
โนด ซึ่งมีโนดอยูที่จุดยอดของสามเหลี่ยม และตรงกึ่งกลางดานแตละดาน และผลรวมของฟงกชัน
รูปรางโนดนี้มีคาเทากับ 1 ตามดังสมการ (3.8) ถึง (3.9) และสามารถแสดงไดดังรูปที่ 3.2 ยกตัว
อยางเชน ฟงกชัน  มีคาเปน 1 ที่โนดหนึ่ง และมีคาเปน 0 ที่โนดอื่นๆ ซึ่งลักษณะการเปลี่ยน
แปลงของฟงกชันนี้เปนไปอยางกําลังสอง สวนฟงกชัน  ถึง  มีคุณสมบัติเชนเดียวกันกับ
ฟงกชัน  

N1
N2 N6

N1



 53





=
,0
,1

iN                (3.8) 
inodenotat

inodeat

                  (3.9) ( ) 1,
6

1
=∑

=i
i yxN

โดยที่    6,5,4,3,2,1=i

  
ก. ฟงกชันรูปรางโนด    ข. ฟงกชันรูปรางโนด  eN1

eN2

  
ค. ฟงกชันรูปรางโนด    ง. ฟงกชันรูปรางโนด  eN3

eN4

  
จ. ฟงกชันรูปรางโนด    ฉ. ฟงกชันรูปรางโนด  eN5

eN6

รูปที่ 3.2 ฟงกชันรูปรางโนดกําลังสอง 
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3.2.2 ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน 

การประมาณองคประกอบของสนามตามขวาง  อยูในรูปของผลบวกของผลคูณ
ระหวางฟงกชันรูปรางกับพารามิเตอรไมทราบคา 6 ตัว ดังสมการ 

∑
=

=
6

1i

e
ti

e
i

e
t HNH                (3.10) 

โดยคุณสมบัติของฟงกชันรูปรางที่มีพารามิเตอรเปนเวกเตอรบนขอบมีการเปลี่ยน
แปลงแบบเชิงเสน โดยเวกเตอรเปลี่ยนแปลงในแนวสัมผัสแบบเชิงเสน และเวกเตอรเปลี่ยนแปลง
ในแนวตั้งฉากแบบเชิงเสนดวย (Linear Tangential / Linear Normal : LT/LN) ตามรูปที่ 3.3 ยก
ตัวอยางเชน ฟงกชัน N 1    พิจารณาดาน 1-2 มีเวกเตอรอยูในแนวสัมผัส สวนดาน 2-3 และดาน 
3-1 มี เฉพาะเวกเตอรในแนวตั้ งฉากเท านั้ น    และมี คุณสมบั ติ เคิ รลคอนฟอรมมิ ง  (culr 
conforming) เหมือนกับฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ 

e

  

ก. e
N 1       ข. e

N 2  

  

ค. e
N 3       ง. e

N 4  

รูปที่ 3.3 แบบรูปของฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน 
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จ. e
N 5       ฉ. e

N 6  

รูปที่ 3.3 (ตอ) แบบรูปของฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน 

ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน (รายละเอียดอยูในภาคผนวก ฉ) แสดงไดดังสมการ 

  ( 2111 LLlN ∇= )               (3.11) 
  ( 1212 LLlN ∇−= )                (3.12) 
  ( )3223 LLlN ∇=                (3.13) 
  ( )2324 LLlN ∇−=                (3.14) 
  ( 1335 LLlN ∇= )               (3.15) 
  ( 3136 LLlN ∇−= )                (3.16) 

โดยพารามิเตอรอางอิงจากในบทที่ 2 และ  มีการกําหนดทิศของสนามเชนเดียวกับการกําหนด
ทิศในบทที่ 2 จากสมการ (2.53) โดยแสดงสนามที่สวนทางกันและเสริมกันในรูปที่ 3.4 

l

  
ก. ไมไดกําหนดทิศทาง     ข. กําหนดทิศทาง 

รูปที่ 3.4 การหมุนวนของสนาม 2 อีลีเมนตติดกัน                                                            
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน 
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3.3 ฟงกชันรูปรางเชิงเสนแบบเอกฐาน 

การคํานวณโดยใชฟงกชันรูปรางเชิงเสนแบบเอกฐานนี้  หลักการและทฤษฏีไดนํา
เสนอไวแลวในบทที่ 2 ซึ่งขั้นตอนและวิธีการสามารถนํามาประยุกตใชไดกับในบทนี้ โดยมีคุณ
สมบัติที่คลายคลึงกันกับฟงกชันรูปรางในบทที่ 2 

ฟงกชันรูปรางเชิงเสนแบบเอกฐานจะประกอบดวย ฟงกชันรูปรางโนดกําลังสอง
แบบเอกฐานและฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน ซึ่งมีลักษณะเชนเดียวกับฟงกชัน
รูปรางเชิงเสนแบบปกติในหัวขอที่ 3.2 โดยใชในการประมาณสนามขององคประกอบตามขวาง
และองคประกอบตามยาวตามสมการที่ (2.61) ถึง (2.62) ซึ่งมีพารามิเตอรไมทราบคา 6 ตัวบน
ขอบแทนตําแหนงของสนามตามขวาง และอีก 6 ตัวบนโนดแทนตําแหนงของสนามตามยาว ดังรูป
ที่ 3.5 

∑
=

=
6

1i

e
zi

e
i

e
z HSH                (3.17) 

∑
=

=
6

1i

e
ti

e
i

e
t HSH                (3.18) 
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4S  

รูปที่ 3.5 พารามิเตอรบนอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน 

3.3.1 ฟงกชันรูปรางโนดกําลังสองแบบเอกฐาน (Singular quadratic nodal) 

การประมาณสนามตามยาวของฟงกชันรูปรางโนดกําลังสองแบบเอกฐานนี้ 
ประมาณอยูในรูปเดียวกับ ฟงกชันรูปรางโนดกําลังสองแบบปกติ โดยฟงกชันรูปรางนี้ผูวิจัยไดนํา
มาจาก Akin, J.E. (1976) แสดงดังสมการ 

( )[ ] ( )( )[ ]111211 1
1

1
11 −−−−−= −− ρρ LLS             (3.19) 
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โดยคุณสมบัติของฟงกชันรูปรางโนดกําลังสองแบบเอกฐาน มีลักษณะเชนเดียว
กับฟงกชันรูปรางโนดกําลังสองแบบปกติ ตามสมการที่ (3.19) และ (3.20) แตมีความแตกตางกัน
ตรงที่มีลักษณะการเปลี่ยนแปลงของพิกัดพื้นที่ลดลงอยางรวดเร็วเปนแบบเอกซโพเนนเชียลเฉพาะ
ที่โนด 1 แสดงดังรูปที่ 3.6 





=
,0
,1

iS                (3.25) 
inodenotat

inodeat

                  (3.26) ( ) 1,
6

1
=∑

=i
i yxS

โดยที่  6,5,4,3,2,1=i

  
ก. ฟงกชันรูปรางโนด     ข. ฟงกชันรูปรางโนด  eS1

eS2

รูปที่ 3.6 ฟงกชันรูปรางโนดกําลังสองแบบเอกฐาน 
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ค. ฟงกชันรูปรางโนด     ง. ฟงกชันรูปรางโนด  eS3

eS4

  
จ. ฟงกชันรูปราง     ฉ. ฟงกชันรูปรางโนด  eS5

eS6

รูปที่ 3.6 (ตอ) ฟงกชันรูปรางโนดกําลังสองแบบเอกฐาน 

3.3.2 ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน 

ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐานมีคุณสมบัติเชนเดียวกับฟงกชัน
รูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบปกติ สามารถแสดงดังรูปที่ 3.7 คือมีพารามิเตอรเปนเวกเตอรอยู
บนดาน โดยเวกเตอรเปลี่ยนแปลงในแนวสัมผัสแบบเชิงเสน และเวกเตอรเปลี่ยนแปลงในแนวตั้ง
ฉากแบบเชิงเสน 
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ก. e
S1       ข. e

S 2  

  

ค. e
S 3       ง. e

S 4  

  

จ. e
S 5       ฉ. e

S 6  

รูปที่ 3.7 แบบรูปของฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน 

ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน (รายละเอียดอยูในภาคผนวก ช) แสดงเปนสมการ 
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พารามิเตอรที่ใชในสมการ (3.27) ถึง (3.32) อางอิงจากในบทที่ 2 และในการ
ปรับทิศทางของสนามที่มีทิศสวนทางกัน  ก็ใชหลักการเดียวกับในการปรับสนามหมุนของฟงกชัน
รูปรางอีลีเมนตขอบแบบปกติ ตามสมการ (2.53) 

การวิเคราะหทอนําคลื่นมีสันดวยระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต โดยใชฟงกชันรูปราง
อีลีเมนตขอบเชิงเสน ซึ่งผสมกันระหวางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบปกติ กับอีลีเมนตขอบเชิงเสน
แบบเอกฐาน พิจารณาประมาณอีลีเมนตสามเหลี่ยมบริเวณมุมสันดวยอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบ
เอกฐาน และนอกเหนือบริเวณมุมสันดวยอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบปกติ เพื่อทําใหการประมาณ
สนามตลอดทั้งบริเวณมีความสอดคลองกันอยางเหมาะสม และคาดวาจะทําใหไดผลเฉลยที่ลูเขา
สูคําตอบถูกตองไดเร็วที่สุดดวย ดังนั้นผูวิจัยจึงนําเสนอการเปรียบเทียบผลการคํานวณดวย
ฟงกชันรูปรางทั้ง 4 แบบตามที่ไดนําเสนอมาไวในบทที่ 2 และบทที่ 3 

3.4 ผลการตรวจสอบโดยคํานวณตัวอยาง 6 ตัวอยาง 

ในการคํานวณชุดตัวอยางนี้ ผูวิจัยไดวิเคราะหฟงกชันรูปแบบ 2 ฟงกชันคือ 
ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบปกติอยางเดียว และฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน
แบบปกติรวมกับฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน ฟงกชันรูปรางแบบเอกฐานนั้นใช
คา 

6
=ρ 1  ซึ่งคา ρ  ผูวิจัยไดเลือกมาเพียงหนึ่งคา อยูในชวง 0 ถึง 1 เพื่อจะไดกําหนดคาในการ

คํานวณใหเปนไปในทางเดียวกัน โดยเปลี่ยนคาไปจากที่คํานวณในบทที่ 2 เพื่อทดสอบในแตละคา
ของ ρ  อยางไรก็ตามเมื่อนําคา ρ  เทาใดมาพิจารณาก็จะยังใหผลเฉลยที่ไดมีคาที่ดีกวาการไมใช
คา ρ  เลย (ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบปกติ) โดยคํานวณดวยตัวอยางชุดเดียวกับตัว
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อยางในบทที่ 2 และนําผลของบทที่ 2 มาเปรียบเทียบกับการคํานวณดวยฟงกชันรูปรางอีลีเมนต
ขอบเชิงเสนในกราฟเดียวกัน 

3.4.1 ทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว 

โครงสรางภาคตัดขวาง และแบบรูปของสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นมีสันแบบ
สันเดี่ยว สามารถดูไดจากในบทที่ 2 ในรูปที่ 2.11 และ 2.12 ตามลําดับ ผลการคํานวณเลขคลื่นตัด
อยูในตารางที่ 3.1 แสดงเปรียบเทียบผลที่ไดจากฟงกชันรูปราง 2 แบบคือ แบบปกติ กับแบบผสม 
และตารางที่ 3.2 เปรียบเทียบผลที่ไดจากวิทยานิพนธนี้กับผลในบทความอางอิง 3 บทความ 
เหมือนกับในบทที่ 2  

ตารางที่ 3.1 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว                                    
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน 

Mode 
10TE  01TE  

Element DOF LT/LN LT/LN with SE LT/LN LT/LN with SE 
54 331 2.25610 2.25170 4.88836 4.86996 
98 575 2.25346 2.25148 4.87674 4.86670 

240 1329 2.25192 2.25086 4.86960 4.86222 
310 1695 2.25152 2.25100 4.86778 4.86218 
398 2159 2.25112 2.25098 4.86614 4.86294 
445 2400 2.25086 2.25082 4.86500 4.86166 

ตารางที่ 3.2 เปรียบเทียบเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว ที่ไดจากวิทยานิพนธนี้กับ
ผลในบทความอางอิง 3 บทความ เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน 

กรณีศึกษา 
10TE  01TE  

วิทยานิพนธ 2.25082 4.86166 
Guan, J.M. and Su, C.C. (1995) 2.24220 4.85430 
Sheng, L.L., Le, W.L., Tat, S.Y., and Mook, S.L. (2001) 2.27720 4.97050 
Swaminathan, M., Arvas, E. Sarkar, T.K., and Djordjevic, A.R.(1990) 2.24960 4.94360 

เมื่อนําผลในตารางที่ 3.1 มาสรางกราฟเปรียบเทียบผลการคํานวณเลขคลื่นตัด
ของโมด TE  และโมด TE ไวในรูปที่ 3.8 และ 3.9 ตามลําดับ ซึ่งผลการคํานวณที่ไดแสดงวา 10 01
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การใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน สงผลใหอัตราการลูเขาดีกวา การใชฟงกชัน
รูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบปกติ และเมื่อเปรียบเทียบทั้ง 4 รูปแบบฟงกชัน จะพบวาการใช
ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐานทําใหไดผลเฉลยดีที่สุด  

 

รูปที่ 3.8 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว                                           
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่และขอบเชิงเสน 

10

 

รูปที่ 3.9 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว                                           
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่และขอบเชิงเสน 

01
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3.4.2 ทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู 

โครงสรางภาคตัดขวาง และแบบรูปของสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นมีสันแบบ
สันคู สามารถดูไดจากในบทที่ 2 ในรูปที่ 2.17 และ 2.18 ตามลําดับ  ผลการคํานวณเลขคลื่นตัด
แสดงอยูในตารางที่ 3.3 และตารางที่ 3.4 เปรียบเทียบผลการคํานวณที่ไดจากวิทยานิพนธนี้กับบท
ความอางอิง 3 บทความ เหมือนกับในบทที่ 2 

ตารางที่ 3.3 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู                                          
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน 

Mode 
10TE  01TE  

Element DOF LT/LN LT/LN with SE LT/LN LT/LN with SE 
44 277 1.45729 1.44241 3.16616 3.16275 
124 717 1.44855 1.44068 3.16305 3.16155 
226 1263 1.44423 1.44008 3.16015 3.15977 
296 1629 1.44253 1.44003 3.15985 3.15937 

ตารางที่ 3.4 เปรียบเทียบเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู ที่ไดจากวิทยานิพนธนี้กับ     
ผลในบทความอางอิง 3 บทความ เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน 

กรณีศึกษา 
10TE  01TE  

วิทยานิพนธ 1.44003 3.15937 
Guan, J.M. and Su, C.C. (1995) 1.43400 3.16800 
Sheng, L.L., Le, W.L., Tat, S.Y., and Mook, S.L. (2001) 1.48490 3.20150 
Gil, J.M., and Zapata, J. (1994) 1.43900 - 

เปรียบเทียบผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของโมด TE  และโมด TE ไวในกราฟ
รูปที่ 3.10 และ 3.11 ตามลําดับ โดยนําขอมูลมาจากตารางที่ 3.3 เพื่อใหงายในการพิจารณา
เปรียบเทียบ ผลที่ไดแสดงวา การใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน สามารถทําให
ผลเฉลยที่ไดทั้ง 2 โมดมีอัตราการลูเขาดีที่สุด เมื่อเปรียบเทียบทั้ง 4 รูปแบบฟงกชัน 

10 01
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รูปที่ 3.10 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู                                              
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่และขอบเชิงเสน 

10

 

รูปที่ 3.11 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู                                              
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่และขอบเชิงเสน 

01
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3.4.3 ทอนําคลื่นรูปราง L 

โครงสรางภาคตัดขวาง และแบบรูปของสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นรูปราง L 
สามารถดูไดจากในบทที่ 2 ในรูปที่ 2.22 และ 2.23 ตามลําดับ ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดอยูใน 
ตารางที่ 3.5 และตารางที่ 3.6 เปรียบเทียบผลการคํานวณที่ไดจากวิทยานิพนธนี้กับผลในบทความ
อางอิง 3 บทความ 

ตารางที่ 3.5 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นรูปราง L                                               
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน 

Mode 
10TE  01TE  

Element DOF LT/LN LT/LN with SE LT/LN LT/LN with SE 
70 407 1.91893 1.91765 2.96095 2.96334 
136 757 1.91606 1.91466 2.96060 2.96234 
208 1137 1.91564 1.91479 2.96054 2.96197 
304 1633 1.91458 1.91446 2.96051 2.96150 

ตารางที่ 3.6 เปรียบเทียบเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นรูปราง L ที่ไดจากวิทยานิพนธนี้กับ             
ผลในบทความอางอิง 3 บทความ เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน 

กรณีศึกษา 
10TE  01TE  

วิทยานิพนธ 1.91446 2.96051 
Guan, J.M. and Su, C.C. (1995) 1.91110 2.96000 
Sheng, L.L., Le, W.L., Tat, S.Y., and Mook, S.L. (2001) 1.96530 2.96320 
Swaminathan, M., Arvas, E. Sarkar, T.K., and Djordjevic, A.R. (1990) 1.89170 2.91590 

ผลการคํานวณเปรียบเทียบเลขคลื่นตัดของโมด TE  และโมด TE  เมื่อนําผล
ในตารางที่ 3.5 มาสรางกราฟเลขคลื่นตัดไวในรูปที่ 3.12 และ 3.13 ตามลําดับ พบวาในโมด TE  
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน สงผลใหอัตราการลูเขาดีที่สุด แตสําหรับ
โมด  สงผลใหอัตราการลูเขาของการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบปกติดีที่สุด 
เนื่องจากแบบรูปของสนามแมเหล็กในโมดนี้ไมมีการเปลี่ยนแปลงบริเวณมุมสัน ดังรูปที่ 2.23 (ค) 
ทําใหการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบแบบเอกฐานคํานวณผลที่ไดผิดพลาดกวาการใชฟงกชัน 
รูปรางอีลีเมนตขอบแบบปกติ 

10 01

10

01TE
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รูปที่ 3.12 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นรูปราง L                                                      
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่และขอบเชิงเสน 

10

 

รูปที่ 3.13 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นรูปราง L                                                      
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่และขอบเชิงเสน 

01
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3.4.4 ทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน 

โครงสรางภาคตัดขวาง และแบบรูปของสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นสามเหลี่ยม
มีสัน สามารถดูไดจากในบทที่ 2 ในรูปที่ 2.27 และ 2.28 ตามลําดับ  ผลการคํานวณเลขคลื่นตัด 
แสดงในตารางที่ 3.7  โดยในกรณีตัวอยางนี้ไมมีการเปรียบเทียบกับบทความอางอิงใดๆ  เน่ืองจาก
เปนโครงสรางรูปแบบใหม จึงยังไมมีผูวิจัยรายใดวิเคราะหเกี่ยวกับโครงสรางนี้มากนัก และเพื่อ
ทดสอบวิธีคํานวณในวิทยานิพนธนี้วาสามารถคํานวณไดทุกกรณีโครงสรางที่มีสันตัวนํา 

ตารางที่ 3.7 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน                                       
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน 

Mode 
10TE  01TE  

Element DOF LT/LN LT/LN with SE LT/LN LT/LN with SE 
35 222 0.27826 0.27724 0.45113 0.45111 
104 605 0.27722 0.27642 0.45041 0.45026 
237 1312 0.27669 0.27641 0.45015 0.45014 
300 1645 0.27658 0.27633 0.45009 0.45008 

 

รูปที่ 3.14 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน                                           
โดยใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่และขอบเชิงเสน 

10
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รูปที่ 3.15 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน                                            
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่และขอบเชิงเสน 

01

เมื่อนําผลในตารางที่ 3.7 มาสรางเปนกราฟ เพื่อเปรียบเทียบผลการคํานวณเลข
คลื่นตัดของโมด TE  และโมด อยูในรูปที่ 3.14 และ 3.15 ตามลําดับ แสดงไดวาการใช
ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน สามารถทําใหอัตราการลูเขาดีที่สุดทั้ง 2 โมด 
เนื่องจากแบบรูปของสนามแมเหล็กมีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วบริเวณมุมสัน  

10 01TE

3.4.5 ทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก 

โครงสรางภาคตัดขวาง และแบบรูปของสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นแบบสัน-
เดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก สามารถดูไดจากในบทที่ 2 ในรูปที่ 2.32 และ 2.33 ตามลําดับ ผลการ
คํานวณความถี่ตัดอยูในตารางที่ 3.8  และนําผลในตารางมาสรางเปนกราฟ เพื่อเปรียบเทียบผล
การคํานวณความถี่ตัดของโมด TE  และโมด TE แสดงไวในรูปที่ 3.16 และ 3.17 ตามลําดับ 10 01
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ตารางที่ 3.8 ผลการคํานวณความถี่ตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก      
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน 

Mode 10TE  (GHz) 01TE  (GHz) 
Element DOF LT/LN LT/LN with SE LT/LN LT/LN with SE 

50 299 4.25733 4.22159 15.74478 15.75408 
118 667 4.21968 4.20637 15.73295 15.73686 
186 1039 4.20909 4.20193 15.73152 15.73438 
288 1565 4.20494 4.19955 15.73123 15.73481 
340 1849 4.20207 4.19874 15.73113 15.73400 

 

 

รูปที่ 3.16 ความถี่ตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก           
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่และขอบเชิงเสน 

10



 70

 

รูปที่ 3.17 ความถี่ตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก           
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่และขอบเชิงเสน 

01

 

รูปที่ 3.18 เปรียบเทียบคาคงตัวการแพรกระจายของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวย        
ไดอิเล็กทริก ที่ไดจากวิทยานิพนธนี้ เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐานกับ        

ผลในบทความอางอิงของ Ng, K.T., and Chan, C.H. (1989) 

ผลที่ไดจากการคํานวณความถี่ตัดในกราฟรูปที่ 3.16 และ 3.17 พบวาคลายคลึง
กับผลของทอนําคลื่นรูปราง L เนื่องจากแบบรูปของสนามแมเหล็กในโมด TE  ไมมีการเปลี่ยน01
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แปลงบริเวณมุมสัน นั่นคือทําใหการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบแบบเอกฐานมีอัตราการลูเขาที่
ไมดี และเปรียบเทียบผลการคํานวณคาคงตัวการแพรกระจายที่ไดจากวิทยานิพนธนี้คํานวณดวย
ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน กับผลในบทความอางอิงของ Ng, K.T., and 
Chan, C.H. (1989) ในโมด TE  โดยใชคาสภาพยอมสัมพัทธตามบทความอางอิงที่นําเสนอไว
คือ 

10

0.1=rε  และ 62.2=rε  ผลที่ไดมีคาใกลเคียงกัน เนื่องจากในการคํานวณนี้ผลเฉลยมีคา
แมนยํามากขึ้น เมื่อเปรียบเทียบผลทีไดจากการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ในบทที่ 2  

10

3.4.5 ทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก 

โครงสรางภาคตัดขวาง และแบบรูปของสนามแมเหล็กของทอนําคลื่นมีสันบรรจุ
ดวยแทงไดอิเล็กทริก สามารถดูไดจากในบทที่ 2 ในรูปที่ 2.38 และ 2.39 ตามลําดับ  ผลการ
คํานวณความถี่ตัด ดังในตารางที่ 3.9 และนําผลในตารางมาสรางกราฟเปรียบเทียบผลการ
คํานวณความถี่ตัดของโมด TE  และโมด TE  ในรูปที่ 3.19 และ 3.20 ตามลําดับ 01

ตารางที่ 3.9 ผลการคํานวณความถี่ตัดของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก                   
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน 

Mode 10TE  (GHz) 01TE  (GHz) 
Element DOF LT/LN LT/LN with SE LT/LN LT/LN with SE 

68 433 4.51854 4.48751 5.05659 5.03152 
82 499 4.48774 4.47457 5.02956 5.01969 
132 761 4.47429 4.45491 5.02145 5.00777 
202 1143 4.46912 4.45479 5.01783 5.00759 
320 1793 4.46588 4.45553 5.01553 5.00930 
390 2187 4.46459 4.45588 5.01479 5.00692 

ผลการคํานวณความถี่ตัดที่ไดแสดงในกราฟรูปที่ 3.19 และ 3.20 นั้นสอดคลอง
กันกับกรณีตัวอยางขางตนหลายๆ ตัวอยางเชน ทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว และทอนําคลื่นมีสัน
แบบสันคู เปนตน คือในการคํานวณทั้ง 2 โมด การใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอก
ฐาน ทําใหอัตราการลูเขาดีที่สุดในฟงกชันรูปรางทั้ง 4 ฟงกชัน 
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รูปที่ 3.19 ความถี่ตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก                        
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่และขอบเชิงเสน 

10

 

รูปที่ 3.20 ความถี่ตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก                        
เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่และขอบเชิงเสน 

01
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ตารางที่ 3.10 เปรียบเทียบคาคงตัวการแพรกระจายของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก 
ที่ไดจากวิทยานิพนธนี้เมื่อใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐานกับ                        

ผลในบทความอางอิงของ Ng, K.T., and Chan, C.H. (1989)                                                  

กรณีศึกษา 
10TE  

วิทยานิพนธ 0.7461 
Ng, K.T., and Chan, C.H. (1989) 0.7317 

ผลในตารางที่ 3.10 แสดงการเปรียบเทียบผลของคาคงตัวการแพรกระจาย ที่ได
จากวิทยานิพนธนี้คํานวณดวยฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน กับผลในบทความ
อางอิงของ Ng, K.T., and Chan, C.H. (1989) โดยคํานวณคาสภาพยอมสัมพัทธตามบทความ
อางอิงนําเสนอไวคือ 62.2=rε  ผลที่ไดมีคาใกลเคียงกัน 

3.5 สรุปผลการคํานวณ 

ในบทนี้ไดนําเสนอการปรับปรุงระเบียบวิธีวิธีไฟไนตอีลีเมนตในการวิเคราะหทอ-
นําคลื่นมีสัน 2 มิติ โดยใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน เพื่อประมาณฟงกชัน
ของสนามบริเวณมุมสัน ใหมีความสอดคลองกับลักษณะการเปลี่ยนแปลงของสนามบริเวณนั้น 
รวมกับการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบปกติ และเพื่อเพิ่มอันดับของฟงกชันการ
ประมาณในการคํานวณ ซ่ึงนาจะสามารถทําใหผลเฉลยที่ไดมีอัตราการลูเขาดีข้ึนกวาการใช
ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน เนื่องจากฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนมีอันดับ
สูงกวาฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ ซ่ึงสอดคลองกับลักษณะการเปลี่ยนแปลงของสนามที่เกิด
ข้ึนในทอนําคลื่นมากกวา โดยคํานวณเลขคลื่นตัดและความถี่ตัด ในตัวอยางชุดเดียวกับในบทที่ 2 
และนําผลของบทที่ 2 ที่คํานวณดวยฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่มาเปรียบเทียบในกราฟรูป
เดียวกัน และเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ไดจากวิทยานิพนธนี้กับผลในบทความอางอิง 

จากผลการคํานวณโดยเปรียบเทียบการใชฟงกชันรูปรางทั้ง 4 ฟงกชันนั้น แสดง
ใหเห็นวาการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐานรวมกับอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบ
ปกติ สามารถเพิ่มชวงของการประมาณ ทําใหผลเฉลยที่ไดมีคาลูเขาสูคําตอบไดดีที่สุด ทําใหไม 
จําเปนตองแบงอีลีเมนตเปนจํานวนมากๆ  ดังนั้นถาตองการผลเฉลยที่ถูกตองมากที่สุด ควรใช
ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐานรวมกับฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบ
ปกติ ซึ่งมีคาลูเขาเร็วที่สุดในฟงกชันรูปรางทั้ง 4 แบบที่ไดนําเสนอมา อยางไรก็ตามยังคงตอง
พิจารณาถึงแบบรูปสนามแมเหล็กไฟฟาที่เกิดขึ้นในทอนําคลื่นวามีการเปลี่ยนแปลงมากนอยเทา
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ใด เพราะถาสนามแมเหล็กไฟฟาไมมีการเปลี่ยนแปลงจะทําใหผลเฉลยที่คํานวณจากการใช
ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบแบบเอกฐานมีคาผิดพลาดมากกวา การใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบ
แบบปกติเพียงอยางเดียว  และถาพิจารณาถึงลักษณะอีลีเมนตที่นํามาใชในการคํานวณนั้นเปน
ลักษณะกระจายตลอดทั่วบริเวณปญหา มิไดคํานึงถึงลักษณะของอีลีเมนตในบริเวณปญหาวา 
ควรมีความละเอียดมากบริเวณใดและนอยบริเวณใด ซึ่งจะไดนําเสนอไวในบทที่ 4 เปนการแบง   
อีลีเมนตแบบปรับตัวได เพื่อทําใหอีลีเมนตที่แบงในบริเวณปญหานั้นเหมาะสมกับลักษณะการ
เปลี่ยนแปลงของสนามภายในทอนําคลื่น ซึ่งคาดวาจะสามารถทําใหผลเฉลยที่ไดมีคาลูเขาเร็วยิ่ง
ข้ึน 



บทที่ 4 
 

การปรับปรุงการวิเคราะหทอนําคลื่นมีสัน 2 มิติ   
โดยใชการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวไดรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต 

4.1 ความนํา 

ในบทนี้จะกลาวถึงวิธีการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได  โดยใชรวมกับระเบียบวิธี  
ไฟไนตอีลีเมนต การวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต เปนการวิเคราะหปญหาที่ตอ
เนื่องใหมีลักษณะเปนอีลีเมนตประกอบกัน และใชฟงกชันรูปรางจําลองพฤติกรรมของสนามแม-
เหล็กไฟฟาที่เกิดขึ้นในทอนําคลื่น ดังนั้นปจจัยสําคัญที่มีผลตอคาความถูกตองของผลเฉลย จึงมี 2 
ปจจัยดวยกัน ในบทที่ 2 และบทที่ 3 ไดนําเสนอถึงความสําคัญของการเพิ่มอันดับของฟงกชันการ
ประมาณ ซึ่งถามีลักษณะเปนอันดับสูงๆ  สามารถชวยทําใหผลเฉลยมีคาถูกตองมากยิ่งข้ึน และใน
บทนี้จะไดนําเสนอการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได เพื่อทําใหอีลีเมนตมีความเหมาะสมกับปญหา
ที่พิจารณา ซึ่งก็คือบริเวณใดมีอัตราการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยตอพื้นที่มาก ก็จะมีความคลาด
เคลื่อนของผลเฉลยมากเชนกัน ดังนั้นในการวิเคราะหปญหาใหมีประสิทธิภาพมากที่สุด จึงตอง
กระจายความคลาดเคลื่อนเหลานี้ใหมีคาใกลเคียงตลอดทั้งโดเมนของปญหา สามารถทําไดโดย
การใชอีลีเมนตใหมีความเหมาะสมกับพื้นที่ของปญหา โดยอีลีเมนตขนาดเล็กในพื้นที่ที่มี
ความคลาดเคลื่อนมาก และอีลีเมนตขนาดใหญในบริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนนอย ยังผลใหการ
คํานวณสอดคลองกับปญหาที่พิจารณา ในการตรวจสอบแนวคิดที่นําเสนอ ผูวิจัยไดทดลอง
คํานวณในกรณีตัวอยาง 6 ตัวอยาง เพื่อยืนยันความถูกตองในรูปแบบวิธีการคํานวณวามีความ
สอดคลองกัน โดยเสนอผลการเปรียบเทียบอัตราการลูเขาของคําตอบเชิงเลข (convergence rate 
of numerical result) ของการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบปกติเพียงอยางเดียว   
การใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนรวมกับฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน
และการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนรวมกับการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได 

4.2 ชนิดของการปรับตัว 

ชนิดของการปรับตัวมี 2 แบบคือ 

4.2.1 การปรับตัวแบบเอช (h-adaptation) คือการปรับอีลีเมนตใหมีขนาดเล็กลง 
ซึ่งจะทําใหอีลีเมนตมีความละเอียดมากยิ่งขึ้น เพื่อลดคาความคลาดเคลื่อนของผลเฉลย ยังผลให
มีคาความถูกตองมากยิ่งขึ้น 
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4.2.2 การปรับตัวแบบพี (p-adaptation) คือการปรับอันดับของฟงกชันรูปรางใน
ระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต การเพิ่มอันดับของฟงกชันรูปรางนั้นสามารถลดคาความคลาดเคลื่อน
ของผลเฉลย โดยไมจําเปนตองแบงอีลีเมนตเปนจํานวนมาก 

4.3 การประมาณความผิดพลาด (Error Estimation)  

โดยทั่วๆ ไปการคํานวณความคลาดเคลื่อนของวิธีการใดๆ ก็ตาม จะทําไดโดยการ
เปรียบเทียบกับผลเฉลยที่ไดจากวิธีการนั้นๆ กับผลเฉลยแมนตรง ดังสมการ 

uue ~−=                 (4.1) 

โดยที่   คือ คาความคลาดเคลื่อน e

  คือ ผลเฉลยแมนตรง u

 u~  คือ ผลเฉลยที่ไดจากการวิเคราะห 

แตในกระบวนการปรับอีลีเมนตนั้นเราไมทราบถึงผลเฉลยแมนตรงของปญหา ทํา
ใหไมสามารถหาคาความคลาดเคลื่อนของปญหานั้นไดตามสมการที่ (4.1) จําเปนตองประมาณ
จากการเปรียบเทียบกับผลเฉลยอ่ืนที่มีคาความถูกตองมากกวาผลเฉลยที่ไดจากระเบียบวิธีไฟ-
ไนตอีลีเมนต หรือเปรียบเทียบกับผลเฉลยของระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนตหลังจากทําการปรับอีลี-
เมนตแลวใชชวงผลตางของผลเฉลยตอกัน สําหรับคาความคลาดเคลื่อนนี้สามารถสรางสมการ
ใหมไดดังนี้ 

uue ~** −=                 (4.2) 

โดยที่   คือ คาประมาณความคลาดเคลื่อน *e

  คือ คาผลเฉลยที่มีความถูกตองกวาผลจากระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต *u

การประมาณคาความผิดพลาดในการคํานวณ จากงานวิจัยที่ผานมาไดมีผูนํา
เสนอหลายรูปแบบเชน ความหนาแนนฟลักซ (Raizer, A., Meunier, G., and Coulomb, J.L., 
1989) พลังงาน (O'Dwyer, J., and Evans, P., 1997) เปนตน ในงานวิทยานิพนธนี้ไดนําเสนอรูป
แบบใหมในการพิจารณาการเปลี่ยนแปลงของสนามที่เกิดขึ้นวาการเปลี่ยนแปลงของสนามบริเวณ
ใดสูง พิจารณา ณ บริเวณนั้น เพื่อจะปรับอีลีเมนตใหมีขนาดเล็กลงและเพิ่มจํานวนอีลีเมนตมาก
ข้ึน ณ บริเวณนั้นดวย โดยพิจารณาตามสมการ 

→⋅×∇ ztt aφ     ตัวชี้วัดการเปลี่ยนแปลงของสนาม           (4.3) 
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ในที่นี้ tt H=φ  เนื่องจากวิทยานิพนธนี้พิจารณาจากสนามแมเหล็กมาตั้งแตตน และในกระบวน
การหาผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต สามารถพิจารณาเงื่อนไขนี้ไดงายและไมซับซอนใน
การสรางสมการใหม หรือตองไปคํานวณใหมอีก เพื่อใหงายในการวิเคราะหจึงนําเสนอรูปแบบการ
พิจารณาเงื่อนไขตามสมการนี้ 

  ∑
=

⋅×∇=⋅×∇
n

i
ztitztt aHNaH

1
             (4.4) 

โดยที่  iN  คือ ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน 
  คือ จํานวนพารามิเตอรที่ไมทราบคาในแตละอีลีเมนต n

4.4 กระบวนการปรับปรุงอีลีเมนต 

กระบวนการปรับปรุงอีลีเมนตนั้น ตองทราบผลเฉลยที่ไดจากการหาดวยระเบียบ
วิธีไฟไนตอีลีเมนตคร้ังแรก (อีลีเมนตหยาบ) วาคาความผิดพลาดอยูในเกณฑยอมรับไดหรือไม ถา
ไม ตองปรับปรุงเพื่อแบงอีลีเมนตใหเหมาะสมกับลักษณะของสนาม ณ บริเวณนั้นแลวสงผลของ  
อีลีเมนตแบบปรับปรุงแลว นําไปคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนตใหมซ้ําอีกครั้ง ถายังไมดีก็
ทําเชนนี้ไปจนกวาจะถึงคาที่ยอมรับได รูปที่ 4.1 แสดงขั้นตอนระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนตแบบปรับ
ตัวได 
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เร่ิมตน 

เร่ิมตนอีลีเมนตหยาบ 

นิยามเงื่อนไขขอบเขตของปญหา 

สรางระบบสมการเมตริกซ แบงอีลีเมนตใหม 

แกระบบสมการเจาะจง คํานวณตัวชี้วัด 

ไมใช ส้ินสุด 
สอดคลองกับเกณฑ 

ใช 

จบ 

รูปที่ 4.1 อัลกอริทึมของระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนตแบบปรับตัวได 
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4.4.1 การสรางสามเหลี่ยม 

การสรางสามเหลี่ยมในกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัว จะถูกแบงก็ตอเมื่อ
ตัวชี้วัดมีคาการเปลี่ยนแปลงของสนามในการคํานวณตามสมการ (4.4) เมื่อคาที่คํานวณไดถึงจุด
เร่ิมเปลี่ยน (threshold) จะแบงอีลีเมนตโดยอาศัยจากอีลีเมนตที่มีอยูเดิมในการปรับอีลีเมนตใหม 
ทําใหงายในกระบวนการปรับรูปแบบอีลีเมนต ดังรูปที่ 4.2 แสดงการแบงอีลีเมนต โดยใชจุดเซ็น-
ทรอยด (centroid) เปนตัวแบงทําใหไดอีลีเมนตเปลี่ยนเปน 3 อีลีเมนตแทนตําแหนง 1 อีลีเมนต 
เนื่องจากในการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนตนั้น จําเปนตองหาจุดเซ็นทรอยดมาเพื่อการ
คํานวณอยูแลว จึงเสนอการนําคาที่มีอยูมาใชใหเกิดประโยชน ไมจําเปนตองไปคํานวณใหม 

 

รูปที่ 4.2 แบบรูปการแบงอีลีเมนต 

4.4.2 การตรวจสอบคุณสมบัติอีลีเมนต 

คุณสมบัติทางกายภาพของอีลีเมนตสามเหลี่ยม มีเงื่อนไขที่ควรทราบวามีคุณ-
สมบัติอยางไร จึงจะเปนอีลีเมนตสามเหลี่ยมพอเพียงที่จะนําไปคํานวณได ดังนั้นหลักการสราง
สามเหลี่ยมของเดอลอเน (Delaunay triangulation) จึงมีประโยชนในการนํามาประยุกตใชในการ
สรางอีลีเมนตสามเหลี่ยมในกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได ซึ่งจากการแบงอีลีเมนต
สามเหลี่ยมในวิธีขางตนนั้นไดเกิดมีมุมแหลมขึ้น ทําใหการคํานวณอาจเกิดปญหาขึ้นได และผล
เฉลยที่ไดมีคาผิดพลาดขึ้น ดังนั้นจึงเสนอการกลับเสนทแยงมุมสามเหลี่ยม (swap diagonal) ใน
สามเหลี่ยม 2 รูปติดกัน เพื่อทําใหมุมที่ไดมีขนาดไมเล็กเกินไปตามคุณสมบัติของสามเหลี่ยม
เดอลอเน ดังรูปที่ 4.3 

 

รูปที่ 4.3 การกลับเสนทแยงมุมสามเหลี่ยม 
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คุณสมบัติของสามเหลี่ยมเดอลอเน พิจารณาจากการสรางวงกลมขึ้นมาครอบ
คลุมสามเหลี่ยม เพื่อใหทราบถึงรัศมีของวงกลมที่สรางขึ้นมาไวอางอิงกับขนาดมุมของอีลีเมนต
สามเหลี่ยมกําลังพิจารณา แสดงไดดังรูปที่ 4.4 และ 4.5 ดังนั้นสามารถสรุปได 3 กรณี 
 

1r 3r
1cx 3cx

1

2

3

4

circle c1 circle c3

 
รูปที่ 4.4 ไมเปนสามเหลี่ยมเดอลอเน 

3r 1r

3cx 1cx
1

2

3

4

circle c3 circle c1

 
รูปที่ 4.5 สามเหลี่ยมเดอลอเน 

โดยที่  คือ จุดศูนยกลางแนวแกน 1cx x  ของวงกลม c1 

  คือ จุดศูนยกลางแนวแกน 3cx x  ของวงกลม c3 

- กรณี  คือวงกลม c31 cc xx = 1 และ c3 ซอนทับกัน จุดยอดของสามเหลี่ยมทุกจุด ผานเสน
รอบวงทั้ง 2 วง ฉะนั้นแสดงวาสามเหลี่ยมทั้ง 2 รูปเปนสามเหลี่ยมเดอลอเน 

- กรณี  คือวงกลม c31 cc xx > 1 และ c3 ไมซอนทับกัน จุดยอดของสามเหลี่ยมทั้ง 2 รูปอยูใน
เสนรอบวงทั้ง 4 จุด ฉะนั้นแสดงวาสามเหลี่ยมทั้ง 2 รูปไมเปนสามเหลี่ยมเดอลอเน ดังใน
รูปที่ 4.4 

- กรณี  คือวงกลม c31 cc xx < 1 และ c3 ไมซอนทับกัน จุดยอดของสามเหลี่ยมทั้ง 2 รูปไมอยู
ในเสนรอบวงทั้ง 4 จุด ฉะนั้นแสดงวาสามเหลี่ยมทั้ง 2 รูปเปนสามเหลี่ยมเดอลอเน ดังใน
รูปที่ 4.5 
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กระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัว นํามาใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต
เพื่อทําใหการวิเคราะหหาผลเฉลยเหมาะสมกับอีลีเมนตที่นํามาใช ทําใหสามารถลดจํานวนของ
พารามิเตอรได และเวลาที่คํานวณมีคาลดลงดวย ดังจะไดแสดงในกรณีตัวอยางทั้ง 6 ตัวอยาง 
การคํานวณในกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัว พิจารณาใชกับฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบ
เชิงเสนแบบปกติ เนื่องจากฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ ทําใหผลเฉลยที่ไดมีคาความคลาด
เคลื่อนมากในการคํานวณหาจุดชี้วัด และไมมีความแมนยํามากพอในการคํานวณหาผลเฉลย ทํา
ใหการคํานวณที่ไดไมเหมาะสมกับการหาจุดชี้วัดของสนามที่เปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วนัก 

4.5 ผลการตรวจสอบโดยคํานวณตัวอยาง 6 ตัวอยาง 

ในการคํานวณชุดตัวอยางนี้ ผูวิจัยวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต โดย
ใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบปกติ และปรับอีลีเมนตดวยกระบวนการแบงอีลีเมนต
แบบปรับตัวได โดยคํานวณหาเลขคลื่นตัด หรือความถี่ตัดของทอนําคลื่นในตัวอยางแตละตัวอยาง 
และแสดงการเปรียบเทียบผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณระหวางการใชอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบ
ปกติ  แบบเอกฐาน และแบบการปรับอีลีเมนตดวยกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัว โดยกรณี
ตัวอยางนี้เปนตัวอยางชุดเดียวกับตัวอยางในบทที่ 2 และนําผลของบทที่ 3 มาเปรียบเทียบใน
กราฟเดียวกัน 

4.5.1 ทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว 

โครงสรางภาคตัดขวางตัวอยางเดียวกับในบทที่ 2 โดยคํานวณเลขคลื่นตัดดวย
การแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได ผลของคาจุดเริ่มเปลี่ยนเปนตัวชี้วัดในการแบงอีลีเมนต ดังรูปที่ 
4.6 แสดงผลของตัวชี้วัดในแบบตางๆ ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดแสดงในตารางที่ 4.1 เปรียบ
เทียบผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของโมด TE  และโมด TE ไวในกราฟรูปที่ 4.7 และ 4.8 ตาม
ลําดับ และการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวไดแสดงไวในรูปที่ 4.9 

10 01

 

  
 

รูปที่ 4.6 ผลตัวชี้วัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวในแบบตางๆ 



 82

ตารางที่ 4.1 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว                                    
เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัว 

Mode 
10TE  01TE  

Element DOF Adaptive Adaptive 
54 331 2.25610 4.88836 
86 451 2.25338 4.87620 

204 690 2.25268 4.87319 
 

ผลการคํานวณในตารางที่ 4.1 นํามาสรางกราฟทั้ง 2 โมด ดังในรูปที่ 4.7 และ 4.8
ปรากฏวาเมื่อใชการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได สามารถทําใหเลขคลื่นตัดที่คํานวณนั้นมีคาที่ถูก
ตองกวาการแบงอีลีเมนตแบบทั่วไป แตยังคงไมดีกวาการคํานวณดวยฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบ
เชิงเสนแบบเอกฐาน เนื่องจากการประมาณของฟงกชันแบบเอกฐาน ยังคงสอดคลองกับลักษณะ
การเปลี่ยนแปลงของสนามมากกวา 

 

รูปที่ 4.7 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว                                           
เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได 

10
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รูปที่ 4.8 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว                                           

เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได 
01

   
ก. อีลีเมนตเร่ิมตน    ข. แบงอีลีเมนตคร้ังที่ 1 

 
ค. แบงอีลีเมนตคร้ังที่ 2 

รูปที่ 4.9 การแบงอีลีเมนตดวยกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได                                      
ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว 
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4.5.2 ทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู 

โครงสรางภาคตัดขวางตัวอยางเดียวกับในบทที่ 2 โดยคํานวณเลขคลื่นตัดดวย
การแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได ผลของคาจุดเริ่มเปลี่ยนเปนตัวชี้วัดในการแบงอีลีเมนต ดังรูปที่ 
4.10 แสดงผลของตัวชี้วัดในแบบตางๆ  ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดแสดงในตารางที่ 4.2 เปรียบ
เทียบผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของโมด  และโมด ไวในกราฟรูปที่ 4.11 และ 4.12 
ตามลําดับ และการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวไดแสดงไวในรูปที่ 4.13 

10TE 01TE

  

รูปที่ 4.10 ผลตัวชี้วัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคูในแบบตางๆ 

ตารางที่ 4.2 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู                                          
เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได 

Mode 
10TE  01TE  

Element DOF Adaptive Adaptive 
44 227 1.45729 3.16616 

100 477 1.44854 3.16182 
248 987 1.44635 3.16065 

 

ผลการคํานวณในตารางที่ 4.2 นํามาสรางกราฟทั้ง 2 โมด ดังในรูปที่ 4.11 และ 
4.12 พบวาเมื่อใชการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได สามารถทําใหเลขคลื่นตัดที่คํานวณนั้นมีคาท่ีถูก
ตองกวาการแบงอีลีเมนตแบบทั่วไป และในบางโมดดีกวาการคํานวณดวยฟงกชันรูปรางอีลีเมนต
ขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน เนื่องจากการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวไดสอดคลองกับลักษณะการ
เปลี่ยนแปลงของสนาม 
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รูปที่ 4.11 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู                                              
เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได 

10

 

รูปที่ 4.12 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู                                              
เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได 

01
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ก. อีลีเมนตเร่ิมตน    ข. แบงอีลีเมนตคร้ังที่ 1 

 
ค. แบงอีลีเมนตคร้ังที่ 2 

รูปที่ 4.13 การแบงอีลีเมนตดวยกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได                                    
ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู 

4.5.3 ทอนําคลื่นรูปราง L 

โครงสรางภาคตัดขวางตัวอยางเดียวกับในบทที่ 2 โดยคํานวณเลขคลื่นตัดดวย
การแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได ผลของคาจุดเริ่มเปลี่ยนเปนตัวชี้วัดในการแบงอีลีเมนต ดังรูปที่ 
4.14 แสดงผลของตัวชี้วัดในแบบตางๆ ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดแสดงในตารางที่ 4.3 เปรียบ
เทียบผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของโมด  และโมด ไวในกราฟรูปที่ 4.15 และ 4.16 
ตามลําดับ และการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวไดแสดงไวในรูปที่ 4.17 

10TE 01TE
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รูปที่ 4.14 ผลตัวชี้วัดของทอนําคลื่นรูปราง L ในแบบตางๆ 

ตารางที่ 4.3 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นรูปราง L                                               
เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได 

Mode 
10TE  01TE  

Element DOF Adaptive Adaptive 
70 407 1.91893 2.96095 
98 547 1.91675 2.96079 

178 947 1.91611 2.96073 
 

 

รูปที่ 4.15 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นรูปราง L                                                      
เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได 

10
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รูปที่ 4.16 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นรูปราง L                                                      
เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได 

01

ผลการคํานวณในตารางที่ 4.3 นํามาสรางกราฟแสดงดังรูปที่ 4.15 และ 4.16 พบ
วาเมื่อใชการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได สามารถทําใหเลขคลื่นตัดที่คํานวณนั้นมีคาที่ถูกตองกวา
การแบงอีลีเมนตแบบทั่วไป แตในกรณีทอนําคลื่นรูปราง L นี้ผลการคํานวณในแตละโมดไม
สามารถสรุปไดวาผลคํานวณดีกวาการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน เนื่อง
จากการเปลี่ยนแปลงของสนามในโมด TE  มีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว แตในโมด TE  
สนามไมมีการเปลี่ยนแปลง อยางไรก็ตามการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวไดแบงไดดีกวาแบบทั่วไป 

10 01

  
ก. อีลีเมนตเร่ิมตน    ข. แบงอีลีเมนตคร้ังที่ 1 

รูปที่ 4.17 การแบงอีลีเมนตดวยกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได                                    
ของทอนําคลื่นรูปราง L 
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ค. แบงอีลีเมนตคร้ังที่ 2 

รูปที่ 4.17 (ตอ) การแบงอีลีเมนตดวยกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได                            
ของทอนําคลื่นรูปราง L 

4.5.4 ทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน 

โครงสรางภาคตัดขวางตัวอยางเดียวกับในบทที่ 2 โดยคํานวณเลขคลื่นตัดดวย
การแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได ผลของคาจุดเริ่มเปลี่ยนเปนตัวชี้วัดในการแบงอีลีเมนต ดังรูปที่ 
4.18 แสดงผลของตัวชี้วัดในแบบตางๆ ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดแสดงในตารางที่ 4.4 เปรียบ
เทียบผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของโมด  และโมด ไวในกราฟรูปที่ 4.19 และ 4.20 
ตามลําดับ และการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวไดแสดงไวในรูปที่ 4.21 

10TE 01TE

  

รูปที่ 4.18 ผลตัวชี้วัดของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสันในแบบตางๆ 
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ตารางที่ 4.4 ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน                                       
เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได 

Mode 
10TE  01TE  

Element DOF Adaptive Adaptive 
35 222 0.27826 0.45113 
75 422 0.27742 0.45040 

191 1002 0.27722 0.45025 
 

ผลการคํานวณในตารางที่ 4.4 นํามาสรางกราฟทั้ง 2 โมด ดังในรูปที่ 4.19 และ 
4.20 พบวาคลายคลึงกับกรณีตัวอยางขางตนเชน ทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยว และทอนําคลื่นมี
สันแบบสันคู คือเมื่อใชการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได สามารถทําใหเลขคลื่นตัดที่คํานวณนั้นมี
คาที่ถูกตองกวาการแบงอีลีเมนตแบบทั่วไป แตเมื่อแบงมากขึ้นจะทําใหผลการคํานวณนั้นแยกวา 
เนื่องจากวาในกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวไดนี้รูปแบบของการแบงยังไมดีพอนัก เพราะ
ใชรูปแบบการแบงเพียงรูปแบบเดียว 

 

รูปที่ 4.19 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน                                              
เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได 

10
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รูปที่ 4.20 เลขคลื่นตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน                                            

เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได 
01

  
ก. อีลีเมนตเร่ิมตน    ข. แบงอีลีเมนตคร้ังที่ 1 

 
ค. แบงอีลีเมนตคร้ังที่ 2 

รูปที่ 4.21 การแบงอีลีเมนตดวยกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได                                    
ของทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน 
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4.5.5 ทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก 

โครงสรางภาคตัดขวางตัวอยางเดียวกับในบทที่ 2 โดยคํานวณความถี่ตัดดวยการ
แบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได ผลของคาจุดเริ่มเปล่ียนเปนตัวชี้วัดในการแบงอีลีเมนต ดังรูปที่ 4.22 
โดยแสดงผลของตัวชี้วัดในแบบตางๆ ผลการคํานวณความถี่ตัดแสดงในตารางที่ 4.5 เปรียบเทียบ
ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของโมด  และโมด TE ไวในกราฟรูปที่ 4.23 และ 4.24 ตาม
ลําดับ และการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวแสดงไวในรูปที่ 4.25 

10TE 01

  

รูปที่ 4.22 ผลตัวชี้วัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริกในแบบตางๆ 

ตารางที่ 4.5 ผลการคํานวณความถี่ตัดของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก      
เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัว 

Mode 10TE (GHz) 01TE (GHz) 
Element DOF Adaptive Adaptive 

88 509 4.20957 15.73457 
128 709 4.20355 15.73447 
234 1239 4.20355 15.73447 

ผลการคํานวณความถี่ตัดจะคลายคลึงกับผลของทอนําคลื่นรูปราง L เนื่องจาก
ลักษณะการเปลี่ยนแปลงของสนามแมเหล็กที่บริเวณมุมสันแตกตางกันทั้ง 2 โมด โดยผลการ
คํานวณความถี่ตัดในตารางที่ 4.5 สรางเปนกราฟไดแสดงในรูปที่ 4.23 และ 4.24 ปรากฏวาการใช
การแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวไดยังคงสงผลใหอัตราการลูเขาดีกวาการแบงอีลีเมนตแบบทั่วๆ ไปใน
การคํานวณดวยฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน 
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รูปที่ 4.23 ความถี่ตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก           
เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัว 

10

 
รูปที่ 4.24 ความถี่ตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันแบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก           

เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัว 
01
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ก. อีลีเมนตเร่ิมตน    ข. แบงอีลีเมนตคร้ังที่ 1 

 
ค. แบงอีลีเมนตคร้ังที่ 2 

รูปที่ 4.25 การแบงอีลีเมนตดวยกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวของทอนําคลื่นมีสัน      
แบบสันเดี่ยวบรรจุดวยไดอิเล็กทริก 

4.5.6 ทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก 

โครงสรางภาคตัดขวางตัวอยางเดียวกับในบทที่ 2 โดยคํานวณความถี่ตัดดวยการ
แบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได ผลของคาจุดเริ่มเปล่ียนเปนตัวชี้วัดในการแบงอีลีเมนต ดังรูปที่ 4.26 
แสดงผลของตัวชี้วัดในแบบตางๆ ผลการคํานวณความถี่ตัดแสดงในตารางที่ 4.6 และเปรียบเทียบ
ผลการคํานวณเลขคลื่นตัดของโมด  และโมด TE ไวในกราฟรูปที่ 4.27 และ 4.28 ตาม
ลําดับ และการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวแสดงไวในรูปที่ 4.29 

10TE 01
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รูปที่ 4.26 ผลตัวชี้วัดของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริกในแบบตางๆ 

ตารางที่ 4.6 ผลการคํานวณความถี่ของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก                        
เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัว 

Mode 10TE (GHz) 01TE (GHz) 
Element DOF Adaptive Adaptive 

74 451 4.49251 5.03462 
154 851 4.47469 5.02041 
250 1331 4.47043 5.01688 

 

รูปที่ 4.27 ความถี่ตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก                        
เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัว 

10
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รูปที่ 4.28 ความถี่ตัดโมด TE  ของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก                        
เมื่อใชกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัว 

01

ผลการคํานวณความถี่ตัดในกราฟรูปที่ 4.27 และ 4.28 พบวาการแบงอีลีเมนต
แบบปรับตัวไดสงผลใหอัตราการลูเขาดีกวาการแบงอีลีเมนตแบบทั่วไป ในการคํานวณดวยฟงกชัน
รูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสน แตเมื่อแบงมากขึ้นจะทําใหผลการคํานวณนั้นแยกวา เนื่องจากวาใน
กระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวไดนี้รูปแบบของการแบงยังไมดีพอนัก เพราะใชรูปแบบการ
แบงเพียงรูปแบบเดียว 

  
ก. อีลีเมนตเร่ิมตน    ข. แบงอีลีเมนตคร้ังที่ 1 

รูปที่ 4.29 การแบงอีลีเมนตดวยกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัว                                    
ของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก 
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ค. แบงอีลีเมนตคร้ังที่ 2 

รูปที่ 4.29 (ตอ) การแบงอีลีเมนตดวยกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัว                                    
ของทอนําคลื่นมีสันบรรจุดวยแทงไดอิเล็กทริก 

4.6 สรุปผลการคํานวณ 

ในบทนี้ไดนําเสนอการปรับปรุงระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนตในการวิเคราะหทอนํา-
คลื่นมีสัน 2 มิติ ดวยกระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได โดยใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบ
เชิงเสน เนื่องจากมีความแมนยําสูง ทําใหการคํานวณหาตัวชี้วัดมีคาถูกตองในการหาพื้นที่ที่มีการ
เปลี่ยนแปลงของสนามแมเหล็กไฟฟาอยางรวดเร็ว เพื่อใหทราบถึงบริเวณตําแหนงของอีลีเมนตที่
จะปรับตัวอีลีเมนตดวยเงื่อนไขที่ต้ังไว และเพื่อเปนการตรวจสอบแนวคิดเกี่ยวกับการคํานวณหา
ตัวชี้วัดดังที่ไดนําเสนอไววานาจะเหมาะสมกับการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต  

จากการตรวจสอบแนวคิด ผลเฉลยที่ไดเมื่อเปรียบเทียบทั้ง 3 รูปแบบ แสดงให
เห็นวาการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวไดสามารถทําใหผลเฉลยที่คํานวณไดมีคาถูกตองมากกวาการ
แบงอีลีเมนตแบบทั่วๆ ไป ในการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบปกติ  การคํานวณตัวชี้
วัดก็แสดงใหเห็นวาการคํานวณการเปลี่ยนแปลงของสนามแมเหล็กไฟฟา ควรมีการเพิ่มอีลีเมนต
เฉพาะบริเวณใดบาง และในบางกรณีตัวอยางผลการคํานวณที่ไดจากการแบงอีลีเมนตแบบปรับ
ตัวได สามารถเพิ่มความถูกตองไดมากกวาการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน 
เชน ทอนําคลื่นมีสันแบบสันคู ทอนําคลื่นสามเหลี่ยมมีสัน เปนตน แตเมื่อปรับตัวอีลีเมนตเปน
จํานวนครั้งมากขึ้น ทําใหผลเฉลยที่ไดมีอัตราการลูเขาแยลง เนื่องจากกระบวนการแบงอีลีเมนตยัง
ไมดีพอ ซึ่งก็คือเมื่อจํานวนครั้งการแบงอีลีเมนตมากขึ้น อีลีเมนตที่ไดนั้นมีขนาดเล็กมากเกินไป
และมีมุมแหลมมาก ทําใหในการคํานวณอาจไมสามารถทําได หรือผลเฉลยที่ไดมีคาถูกตองนอย
ลง จึงควรหากระบวนการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวแบบใหม หรือผสมรูปแบบวิธีใหมไปเพื่อปรับ
เปลี่ยนขอเสียของวิธีนี้ 



บทที่ 5 
 

สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ 

5.1 สรุปผลการวิจัย 

งานวิทยานิพนธนี้ไดนําเสนอการปรับปรุงระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนตในการ
วิเคราะหทอนําคลื่นมีสัน 2 มิติ โดยเสนอการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบแบบเอกฐาน 2 ฟงกชัน
คือ ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน และฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอก-
ฐาน เพื่อประมาณลักษณะการเปลี่ยนแปลงของสนามแมเหล็กไฟฟาที่เกิดขึ้นบริเวณมุมสัน รวมท้ัง
เสนอการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวไดนํามาคํานวณดวยฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบ
ปกติ ซึ่งในการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต มิไดคํานึงถึงผลกระทบของคาความคลาด
เคลื่อนที่เกิดจากการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วของสนามแมเหล็กไฟฟาที่เกิดขึ้นในทอนําคลื่น ซึ่ง
ลักษณะของทอนําคลื่นที่นํามาพิจารณานั้นสวนใหญแลวเปนรูปแบบที่มีการหักมุมของโครงสราง
ของทอนําคลื่น ทําใหผลเฉลยที่ไดนั้นมีคาผิดพลาดเมื่อคํานวณดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข ผูวิจัยจึง
เสนอการนําฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบแบบเอกฐาน เพื่อนํามาประมาณคาของสนาม ณ บริเวณ
มุมสัน ทําใหไดผลเฉลยที่ดีข้ึน และการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวได เพื่อแบงอีลีเมนตใหมีความ
สอดคลองกับการเปลี่ยนแปลงของสนามแมเหล็กไฟฟา นั่นคือบริเวณใดมีอัตราการเปลี่ยนแปลง
สูงก็จะแบงอีลีเมนตเปนจํานวนมาก บริเวณใดมีอัตราการเปลี่ยนแปลงต่ําก็จะแบงอีลีเมนตเปน
จํานวนนอยหรือไมแบงเลย ซึ่งจะทําใหผลการคํานวณมีคาที่ดียิ่งขึ้น 

จากการทดลองคํานวณ ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบปกติ มีคาความถูก
ตองของผลเฉลยนอยที่สุด เนื่องจากเปนการประมาณฟงกชันรูปรางแบบคงที่ ซึ่งจํากัดใหสนาม
ตามขอบมีคาคงที่ ทําใหคําตอบที่นั้นมีคาความถูกตองนอยที่สุดจากทั้ง 4 ฟงกชัน ดังนั้นจาก
ลักษณะของสนามแมเหล็กไฟฟาที่มีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว จึงนําฟงกชันรูปรางอีลีเมนต
ขอบคงที่แบบเอกฐานมาใชรวมกับแบบปกติ โดยประมาณสนามตรงบริเวณมุมสันกับแบบเอกฐาน 
และนอกเหนือจากนั้นเปนแบบปกติ ทําใหผลเฉลยที่ไดมีคาที่ถูกตองมากยิ่งขึ้น จึงสามารถสรุปได
วาอีลีเมนตขอบแบบเอกฐานนั้นชวยเพิ่มความละเอียดในการประมาณของฟงกชันรูปรางทําใหผล
เฉลยถูกตองมากยิ่งขึ้น แตผลเฉลยที่ไดนั้นยังไมละเอียดแมนยําพอ เนื่องจากลักษณะการเปลี่ยน
แปลงของสนามแมเหล็กไฟฟามีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว ดังนั้นการนําฟงกชันรูปรางอีลีเมนต
ขอบเชิงเสนมาใชจะชวยทําใหผลเฉลยที่ไดมีคาความถูกตองมากยิ่งขึ้น โดยการคํานวณดวย
ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนนั้น ทําใหผลเฉลยที่ไดมีคาแมนยํากวาการใชฟงกชันรูปรางอีลี-
เมนตขอบคงที่มาก แตอาจจะใกลเคียงกับการใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐานใน
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บางกรณี เนื่องจากในบางโครงสรางมีความเหมาะสมกับฟงกชันรูปรางแบบเอกฐาน  ทําใหผล
เฉลยที่ไดมีคาความถูกตองใกลเคียงกับฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบปกติ และการนํา
ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐานมาใชนั้นทําใหไดอัตราการลูเขาดีที่สุดจากทั้ง 4 
ฟงกชันที่ไดคํานวณมา เนื่องจากการประมาณฟงกชันเหมาะสมกับลักษณะการเปลี่ยนแปลงของ
สนามแมเหล็กไฟฟฟาที่เกิดขึ้นในทอนําคลื่น 

การเลือกใชคา ρ  สงผลใหผลเฉลยที่ไดมีคาการลูเขาของคําตอบที่เปลี่ยนไป 
การเลือกใชคา ρ  เทาไรก็ตามจะยังคงใหผลเฉลยที่ดีกวาการใชฟงกชันรูปรางแบบปกติ เนื่องจาก
การประมาณฟงกชันนั้นขึ้นอยูกับคา ρ  และองคประกอบอีกหลายประการเชน ลักษณะของโครง
สรางทอนําคลื่น รูปแบบของอีลีเมนต และจํานวนของอีลีเมนตตรงบริเวณมุมสัน เปนตน  

จากการคํานวณที่ผานมาไดพิจารณาถึงการเพิ่มฟงกชันการประมาณ แตมิได
คํานึงถึงลักษณะรูปแบบของอีลีเมนต ดังนั้นงานวิทยานิพนธนี้จึงเสนอเพิ่มเติมการแบงอีลีเมนต
แบบปรับตัวได เพื่อทําใหการแบงอีลีเมนตมีประสิทธิภาพมากที่สุด และสอดคลองกับลักษณะของ
สนามแมเหล็กไฟฟาที่มีการเปลี่ยนแปลงในทอนําคลื่น ดังนั้นผลการคํานวณที่ไดแสดงใหเห็นวา
การแบงอีลีเมนตใหเหมาะสมกับลักษณะการเปลี่ยนแปลงของสนามยังผลทําใหอัตราการลูเขาที่ดี
ข้ึนและเสนอการหาตัวชี้วัดที่มีประสิทธิภาพ   งายตอการคํานวณและใหตําแหนงของลักษณะการ
เปลี่ยนแปลงที่ถูกตองดวย ทําใหสามารถปรับเปลี่ยนอีลีเมนตไดอยางเหมาะสม 

5.2 ขอเสนอแนะ 

ในงานวิทยานิพนธนี้วิเคราะหปญหาที่กอใหเกิดความผิดพลาดของการคํานวณ
ดวยระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต โดยแกไขถึงการนําฟงกชันรูปรางแบบเอกฐานมาใชและวิเคราะห
เฉพาะตัวกลางแบบไอโซทรอปก ดังนั้นในงานวิจัยตอไปนั้นอาจนําฟงกชันรูปรางแบบเอกฐานที่มี
สอดคลองมากยิ่งขึ้นมาใช และสามารถวิเคราะหทอนําคลื่นในตัวกลางที่เปนแบบแอนไอโซทรอปก
ได และการนําฟงกชันรูปรางแบบกําลังสองมาใช หรือนําฟงกชันรูปรางอีลีเมนตแบบเสนโคง 
(curvilinear element) มาใชจะทําใหฟงกชันการประมาณยิ่งมีอันดับที่สูงมากขึ้น ผลเฉลยที่ไดนา
จะมีความถูกตองมากยิ่งขึ้นดวย และในการประมาณการอินทิเกรตสามารถปรับปรุงวิธีการ
ประมาณใหดีข้ึนมากกวานี้ เชนการชักตัวอยาง (sampling) ที่ละเอียดมากกวานี้ในการคํานวณ 
หรือการเปลี่ยนเทคนิคการประมาณการอินทิเกรต เปนตน ซึ่งถาการคํานวณมีคาความถูกตอง
มากๆ ยังผลใหไมจําเปนตองแบงอีลีเมนตเปนจํานวนมากๆ และอาจจะสามารถลดเวลาในการ
คํานวณไดดวย สุดทายการแบงอีลีเมนตแบบปรับตัวนั้น ยังตองมีการแกไขในรูปแบบของการปรับ
เปลี่ยนลักษณะของอีลีเมนตไมใหมีมุมแหลมมากเกินไป 
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ภาคผนวก 



ภาคผนวก ก 

การพิสูจนสมการไฟไนตอีลีเมนตแบบเวกเตอรในทอนําคลื่น                                   
โดยใชสนามแมเหล็ก3 องคประกอบ 

เร่ิมตนจากสมการแมกซเวลล (Maxwell’s equation) ที่ไมมีแหลงกําเนิด( source 
free) ตัวกลางภายในแบบไอโซทรอปก (isotropic media) และทอนําคลื่นหนาตัดคงที่ 

HjE rµωµ 0−=×∇                 (ก.1)
  EjH rεωε 0−=×∇                 (ก.2) 

นําสมการ (ก.2)/ rε  แลวนํามาเคิรลจะได 

EjH
r

×∇−=×∇×∇ 0
1 ωε
ε

               (ก.3) 

นําสมการ (ก.1) แทนลงใน (ก.3) จะได     

HkHH rr
r

µµµεω
ε

2
000

21
==×∇×∇              (ก.4) 

  01 2
0 =−×∇×∇ HkH r

r

µ
ε

               (ก.5) 

โดยสนามแมเหล็ก H  ข้ึนกับ z ในรูป  และเมื่อแยกองคประกอบสนามแม
เหล็ก และตัวดําเนินการเดลออกเปน 2 องคประกอบคือ องคประกอบของสนามแมเหล็กตามขวาง 
และองคประกอบของสนามแมเหล็กตามยาว สามารถแสดงไดดังนี้ 

ze γ−

zzt aHHH +=                 (ก.6) 

และตัวดําเนินการเดล (del operator) สามารถแสดงไดเปนดังนี้   

zt a
z∂
∂

+∇=∇                 (ก.7) 

นํา (ก.6) แทนลงใน (ก.5) จะได 

( ) ( ) 02
0

1 =+−+×∇×∇ −
zztrzztr aHHkaHH µε               (ก.8) 

02
0

2
0

11 =−−×∇×∇+×∇×∇ −−
zzrtrzzrtr aHkHkaHH µµεε             (ก.9) 
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นํา (ก.7) แทนลงใน (ก.9) จะได 

zzztrtztr aHa
z

Ha
z

×







∂
∂

+∇×∇+×







∂
∂

+∇×∇ −− 11 εε  

02
0

2
0 =−− zzrtr aHkHk µµ                 (ก.10) 

zzzrzztrtzrttr aHa
z

aHHa
z

H ×
∂
∂

×∇+×∇×∇+×
∂
∂

×∇+×∇×∇ −−−− 1111 εεεε

02
0

2
0 =−− zzrtr aHkHk µµ                 (ก.11) 

( ) zztrtzrttr aHHaH ×∇×∇+××∇−×∇×∇ −−− 111 εεγε  
02

0
2
0 =−− zzrtr aHkHk µµ                 (ก.12) 

( )tzrztttrzt Haa
z

Ha
z

××







∂
∂

+∇−×∇×







∂
∂

+∇ −− 11 εγε  

02
0

2
0

1 =−−×∇×







∂
∂

+∇+ −
zzrtrzztrzt aHkHkaHa

z
µµε             (ก.13) 

( ) ( )tzrztzrtttrzttrt Haa
z

HaHa
z

H ××
∂
∂

−××∇−×∇×
∂
∂

+×∇×∇ −−−− 1111 εγεγεε  

02
0

2
0

11 =−−×∇×
∂
∂

+×∇×∇+ −−
zzrtrzztrzzztrt aHkHkaHa

z
aH µµεε           (ก.14) 

จากเอกลักษณเวกเตอร (vector identity)  

( ) ( ) ( )cbabcacba ⋅−⋅=××                 (ก.15) 

นํามาใชในสมการ (ก.14) โดยแยกพิจารณาทีละเทอม 

( ) ( ) ztrtzrtttzrt aHaHHa 111 −−− ⋅∇=⋅∇=××∇− εγεγεγ             (ก.16) 

trtzrztzrz HHaa
z

Haa
z

1211 −−− =





 ⋅

∂
∂

−=××
∂
∂

− εγεγεγ             (ก.17) 

zztrtzztrt aHaH ∇⋅−∇=×∇×∇− −− 11 εε               (ก.18) 

ztrzzztrzztrz HaHa
z

aHa
z

∇−=





 ⋅
∂
∂

∇=×∇×
∂
∂

− −−− 111 γεεε            (ก.19) 

นําสมการ (ก.16-19) แทนลงไปในสมการ (ก.14) จะได 
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ztrzztrttrztrtttr HaHHaHH ∇−∇⋅∇−−⋅∇−×∇×∇ −−−−− 111211 γεεεγεγε  
02

0
2
0 =−− zzrtr aHkHk µµ                 (ก.20) 

ดังนั้นเมื่อแยกสนามแมเหล็ก 2 องคประกอบจะไดสนามแมเหล็กองคประกอบ
ตามขวางและตามยาว จะไดดังสมการ 

0)( 12
0

11 =+−∇−×∇×∇ −−−
trrztrttrt HkHH γεµγεε              (ก.21) 

02
0

11 =+⋅∇+∇⋅∇ −−
zrtrtztrt HkHH µεγε               (ก.22) 

- พิจารณาใชระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง อางอิงจากสมการ (2.15) และ (2.16) 

( )[ ] 0122
0

11 =Ω+⋅−∇⋅−×∇×∇⋅∫
Ω

−−− dHkwHwHw trrtztrtttrtt εγµγεε           (ก.23) 

[ ] 02
0

11 =Ω+⋅∇+∇⋅∇∫
Ω

−− dHkwHwHw zrztrtzztrtz µεγε             (ก.24) 

จากเอกลักษณเวกเตอร (vector identity) 

( ) ( ) ( )baabba ×∇⋅−×∇⋅=×⋅∇              (ก.25) 
  ( ) ( ) cbbcbc ∇⋅+⋅∇=⋅∇               (ก.26) 

จากสมการ (ก .23) และ  (ก .24) ใช เอกลักษณ เวกเตอรกรีนอันดับหนึ่ ง (vector first green 
identity) เพื่อลดปญหาในการวิเคราะหอนุพันธอันดับสองใหเหลืออันดับหนึ่ง พิจารณาทีละชุดคือ 

( ) ( ) ( )[∫∫
Ω

−

Ω

− ×∇⋅×∇=Ω×∇×∇⋅ ttrttttrtt HwdHw 11 εε  

    ( )] Ω×∇×⋅∇− − dHw ttrtt
1ε             (ก.27) 

( ) [ ]∫∫
Ω

−−

Ω

− Ω∇⋅∇−∇⋅∇=Ω∇⋅∇ dwHHwdHw ztztrztrztztrtz
111 εεε            (ก.28) 

( ) [∫∫
Ω

−−

Ω

− Ω∇⋅−⋅∇=Ω⋅∇ dwHHwdHw zttrtrzttrtz
111 γεγεεγ ]             (ก.29) 

และจากทฤษฏีบทไดเวอรเจนซ จะได 

( ) ( )∫∫ ⋅×∇×=Ω×∇×⋅∇ −

Ω

−

C
ttrtttrtt dlnHwdHw 11 εε  

        ( ) ( )∫ ×∇⋅×= −

C
ttrt dlHwn 1ε             (ก.30) 

( ) ( ) Ω⋅∇=Ω∇⋅∇ ∫∫ −

Ω

− dnHwdHw
C

ztrzztrzt
11 εε              (ก.31) 
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( ) ( ) Ω⋅=Ω⋅∇ ∫∫ −

Ω

− dnHwdHw
C

trztrzt
11 γεγε               (ก.32) 

นําสมการ (ก.27)-(ก.32) แทนลงในสมการ (ก.23) และ (ก.24) จะได 

( ) ( ) ( )[ ]∫
Ω

−−− Ω∇⋅−⋅+−×∇⋅×∇ dHwHwkHw zttrttrrttrt
1122

0
1 γεεγµε  

( ) ( ) 01 =×∇⋅×− ∫ −

C

ttrt dlHwn ε                (ก.33) 

[ ]∫
Ω

−− Ω−⋅∇+∇⋅∇ dHwkHwHw zzrtrztztrzt µεγε 2
0

11  

( ) ( ) 011 =⋅−⋅∇− ∫∫ −−

c
trz

C
ztrz dlnHwdlnHw εγε              (ก.34) 

พิจารณาเงื่อนไขขอบเขตใน 3 กรณี 
- ผนังตัวนําไฟฟาสมบูรณ (perfect electric conductor : PEC) 
- ผนังตัวนําแมเหล็กสมบูรณ (perfect magnetic conductor : PMC) 
- ขอบเขตผิว (surface boundary) 

พิจารณาสมการ (ก.30)  
- ในกรณี  PEC เนื่องจาก 0=zE  ซึ่งแปรผันตามกับ ttr H×∇−1ε  เพราะฉะนั้นจึงสอด

คลองกับเงื่อนไข PEC 
- ในกรณี PMC บังคับให 0=× twn  บนผนังตัวนําแมเหล็กสมบูรณ 
- ในกรณี ขอบเขตผิว 21 tt wnwn ×=×  

พิจารณาสมการ (ก.31) และ (ก.32) 
- ในกรณี PEC จัดรูปสมการจาก 

EjH ωε=×∇                (ก.35) 

  ( ) ( )zztzztzt aEEjaHHa
z

+=+×







∂
∂

+∇ ωε            (ก.36) 

พิจารณาเฉพาะสนามตามขวาง 

ttzzzt EjHa
z

aH ωε=×
∂
∂

+×∇              (ก.37) 

นํา za  ผลคูณเชิงเวกเตอร (cross product) ตลอดสมการ 
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( ) tztzzzztz EjaHa
z

aaHa ωε×=





 ×
∂
∂

×+×∇×            (ก.38) 

  ( )tztzt EajHH ×=+∇ ωεγ               (ก.39) 

นํา n  ผลคูณเชิงสเกลาร (dot product) ตลอดสมการ 

( ) ( )tztzt EajnHHn ×⋅=+∇⋅ ωεγ              (ก.40) 
  ( ) ( ) zttzt aEnjnHH ⋅×=⋅+∇ ωεγ              (ก.41) 

เพราะฉะนั้นสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต 0=×En  
- ในกรณี PMC บังคับให 0=zw  บนผนังตัวนําแมเหล็กสมบูรณ 

เมื่อพิจารณาเงื่อนไขขอบเขตดังกลาว จะสามารถลดสมการไดดังนี้ 

( ) ( ) ( )[ ] 01122
0

1 =Ω∇⋅−⋅+−×∇⋅×∇∫
Ω

−−− dHwHwkHw zttrttrrttrt γεεγµε           (ก.42) 

[ ] 02
0

11 =Ω−⋅∇+∇⋅∇∫
Ω

−− dHwkHwHw zzrtrztztrzt µεγε             (ก.43) 



ภาคผนวก ข 

การพิสูจนสมการอีลีเมนตขอบคงที่แบบปกติ 

จากสมการเชิงเสนของโนด สามารถหาฟงกชันรูปรางของโนด โดยพิจารณาแตละ
อีลีเมนต ดังนี้ 

( ) cybxayxV e ++=,                 (ข.1) 

                 (ข.2) 































=

















c
b
a

yx
yx
yx

V
V
V

e

e

e

33

22

11

3

2

1

1
1
1

หาพารามิเตอร   และ  จะได a b c
































=
















−

e

e

e

V
V
V

yx
yx
yx

c
b
a

3

2

1
1

33

22

11

1
1
1

               (ข.3) 

นํา  b  และ  ในสมการ (ข.3) แทนลงในสมการ (ข.1) a c

( )∑
=

=
3

1
,

i

e
ii

e VyxLV                 (ข.4) 

โดยที่  ( ycxba
A

y
x

cba
cba
cba

A
L iii

ee
i ++=
































=

2
1

1

2
1

333

222

111

)            (ข.5) 

   3,2,1=i
                  (ข.6) jkkji yxyxa −=

                   (ข.7) kji yyb −=

                   (ข.8) jki xxc −=

  
33

22

11

1
1
1

2
1

yx
yx
yx

Ae =                 (ข.9) 

ซึ่งมีรหัสเวียน (cyclic code) เปน ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,1,3,1,3,2,3,2,1,, =kji  

นําฟงกชันรูปรางแบบโนดมาแปลงหาเปนฟงกชันรูปรางแบบเวกเตอร โดยใชรูป
แบบวิทเนย (Whitney Form) 
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( ijjiii LLLLlN ∇−∇= )               (ข.10) 

นําสมการ (ข.5) แทนลงในสมการ (ข.12) จะได

( ) ( )



+++= yjxj

e
iii

e
ii acab

A
ycxba

A
lN

2
1

2
1  

          ( ) ( )



+++− yixi

e
jjj

e

acab
A

ycxba
A 2

1
2
1              (ข.11) 

( )( ) ( )( )[ ]yixijjjyjxjiii
e

i
i acabycxbaacabycxba

A
lN +++−+++= 24

          (ข.12) 

( ) ( )[ ]{ xjiijijji
e

i
i aycbcbbaba

A
lN −+−= 24

 

    ( ) ( )[ ] }yijjiijji axcbcbcaca −+−+               (ข.13) 

จากสมการ (ข.6) และ (ข.7) จะได 

keijji yAbaba 2=−                (ข.14) 

ดังนั้นแทนลงในสมการ (ข.15) จะไดฟงกชันรูปรางแบบเวกเตอร 

( ) ( )[ ]ykxk
e

i
i axxayy

A
lN −+−=

2
             (ข.15) 

โดยที่ความยาวของขอบจําเปนจะตองสอดคลองกันไปในทิศทางเดียว มิฉะนั้นจะ
ทําใหสนามที่คํานวณไดนั้นจะหักลางกัน ดังสมการ และรูปที่ ข.1  







<=>+−

>=<+
=

0,00,
0,00,

22

22

mkkkk

mkkkk
i

cborbcb
cborbcb

l             (ข.16) 

il

   
il

 
รูปที่ ข.1 การกําหนดทิศของความยาวของขอบ 

กําหนดให 

yxi avauN +=                (ข.17) 
จะได 
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  { } ( )yy
A
lu k
e

i −=
2

               (ข.18) 

  { } ( )k
e

i xx
A
lv −=

2
               (ข.19) 

สูตรพื้นฐานในการอินทิเกรตฟงกชันรูปรางแบบโนด ดังสมการ 

( ) e
cba A

cba
cbadxdyLLL 2

!2
!!!

321 +++
=∫

Ω

             (ข.20) 

 

การอินทิเกรตฟงกชันรูปราง 

- ( ) ( ) ( )( )∫∫
ΩΩ

Ω−−=Ω×∇⋅×∇ duvuvdNN nynxmymxntmt  

      [ ]∫
Ω

Ω−−+= duvvuuuvv nymxnxmynymynxmx  

         
e

nml
A
l

=               (ข.21) 

- ( ) ( )∫∫
ΩΩ

Ω+=Ω∇⋅ dLvLudLN nymnxmntm  

     ( ) ( )[ ]22 ++ −+− mnmmnm
e

xxclyybl
A4
1

=            (ข.22) 

- ( ) ( )∫∫
ΩΩ

Ω+=Ω⋅ dvvuudNN nmnmnm  

              ( ) ( )








 +++++−= ++++

22
3

2
2

2
12222 9

12
1

4
1 yyyyyyyyyll
A nmnmnm
e

 

              ( ) ( )








 +++++−+ ++++

22
3

2
2

2
12222 9

12
1 xxxxxxxxx nmnm       (ข.23) 

- ( ) ( )∫∫
ΩΩ

Ω+=Ω∇⋅∇ dLLLLdLL nymynxmxntmt  

         ( )nmnm
e

ccbb
A

+=
4
1              (ข.24) 

- ( ) ( )∫∫
ΩΩ

Ω+=Ω⋅∇ dvLuLdNL nmynmxnmt  

      ( ) ( )[ ]
4
1

=
A

           (ข.25) 22 ++ −+− nmnnmn
e

xxclyybl
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- ( )















=









≠

=
=Ω∫

Ω 211
121
112

12,
12

,
6 e

e

e

nm
A

nmA

nmA

dLL             (ข.26) 

โดยที่  

3
321 xxxx ++

=                (ข.27) 

  
3

321 yyyy ++
=                (ข.28) 



ภาคผนวก ค 

การพิสูจนสมการอีลีเมนตขอบคงที่แบบเอกฐาน 

ฟงกชันรูปรางโนดแบบเอกฐานดังสมการ (Akin, J.E., 1976) 

                 (ค.1) ( ) ρ−−−= 1
11 11 LS

  
( )ρ1

2
2 1 L

LS
−

=                 (ค.2) 

  
( )ρ1

3
3 1 L

LS
−

=                 (ค.3) 

นําฟงกชันรูปรางแบบโนดมาแปลงหาเปนฟงกชันรูปรางแบบเวกเตอร โดยใชรูปแบบวิทเนย 
(Whitney Form) 

  ( )ijjiii SSSSlS ∇−∇=               (ค.4) 

พิจารณาทีละดานดังนี้ 

( )122111 SSSSlS ∇−∇=                 (ค.5) 

( )
( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } x

e

x aLLbLLLb
LA

lS 1122
1

1212
1

1
1 111

12
−−−+−−

−
= − ρρ

ρ ρ           (ค.6) 

( )
( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } y

e

y aLLcLLLc
LA

lS 1122
1

1212
1

1
1 111

12
−−−+−−

−
= − ρρ

ρ ρ           (ค.7) 

 

( )233222 SSSSlS ∇−∇=                 (ค.8) 

( )
( ) x

e

x aLbLb
LA

lS 32232
1

2
2

12
−

−
= ρ                (ค.9) 

( )
( ) y

e

y aLcLc
LA

lS 32232
1

2
2

12
−

−
= ρ                (ค.10) 

 

( )311333 SSSSlS ∇−∇=                 (ค.11) 

( )
( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } x

e

x aLLbLLLb
LA

lS ρρ
ρ ρ 113

1
13312

1

3
3 111

12
−−−+−−

−
= −           (ค.12) 

( )
( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } y

e

x aLLcLLLc
LA

lS ρρ
ρ ρ 113

1
13312

1

3
3 111

12
−−−+−−

−
= −           (ค.13) 
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โดยที่  ( )ycxba
A

L iii
e

i ++=
2
1               (ค.14) 

   3,2,1=i
                 (ค.15) jkkji yxyxa −=

                  (ค.16) kji yyb −=

                  (ค.17) jki xxc −=

  
33

22

11

1
1
1

2
1

yx
yx
yx

Ae =                (ค.18) 

ซึ่งมีรหัสเวียน (cyclic code) เปน ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,1,3,1,3,2,3,2,1,, =kji  
และความยาวของขอบจําเปนจะตองสอดคลองกันไปในทิศทางเดียว มิฉะนั้นจะทําใหสนามที่
คํานวณไดนั้นจะหักลางกันแสดงไวในภาคผนวก ข ดังสมการ (ข.16) และรูปที่ ข.1 

เนื่องจากการอินทิเกรตฟงกชันรูปรางแบบเอกฐานนั้นสามารถทําไดยาก เพื่อให
งายในการอินทิเกรต จึงนําวิธีอินทิเกรตเชิงตัวเลข (numerical integration) มาใชในการประมาณ
การอินทิ เก รตฟ งก ชั น รูป รางนั้ น  และจํ า เป นต อ งแปลงพิ กั ด เรขาคณิ ต  (geometrical 
transformation) จาก อีลีเมนตจริง (real element) ไปยัง อีลีเมนตอางอิง (reference element) 
(รายละเอียดดังในภาคผนวก จ) จะไดสมการฟงกชันรูปรางโนดแบบเอกฐานใหมดังนี้ 

                 (ค.20) ( ) ρηξ −+−= 1
1 1S

  
( )ρηξ

ξ
+

=2S                 (ค.21) 

  
( )ρηξ

η
+

=3S                 (ค.22) 

จากนั้นนําฟงกชันรูปรางแบบโนดมาแปลงหาเปนฟงกชันรูปรางแบบเวกเตอร 
โดยใชรูปแบบวิทเนย (Whitney Form) ตามสมการ (ค.4) แตเนื่องจากเปนการอนุพันธแบบกฎลูก
โซ (chain rule) จึงจําเปนตองทราบเมตริกซจาคอเบียนเพื่อใหงายตอการอนุพันธแบบกฎลูกโซ ดัง
สมการ 

  yx a
y

a
x ∂

∂
+

∂
∂

=∇
φφφ                (ค.23) 

  yx a
yy

a
xx 








∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

+







∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=∇
η

η
φξ

ξ
φη

η
φξ

ξ
φφ           (ค.24) 
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จากภาคผนวก จ สมการ (จ.18) จะได 

  22
1 b
Ax e

=
∂
∂ξ                 (ค.25) 

  32
1 b
Ax e

=
∂
∂η                 (ค.26) 

  22
1 c
Ay e

=
∂
∂ξ                 (ค.27) 

  32
1 c
Ay e

=
∂
∂η                 (ค.28) 

เร่ิมจากการหาฟงกชันอนุพันธแบบกฎลูกโซของฟงกชันรูปรางโนดแบบเอกฐาน 

  
x

S
x

S
x
S

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ η

η
ξ

ξ
111               (ค.29) 

  
x

S
x

S
x
S

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ η

η
ξ

ξ
222               (ค.30) 

  
x

S
x

S
x
S

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ η

η
ξ

ξ
333               (ค.31) 

เมื่อหาอนุพันธของฟงกชันรูปรางเทียบกับพิกัดอางอิงจะได 

  ( )(
( )

)
ρηξ

ρ
+
+−

=
∂
∂

eA
bb

x
S

2
1 321                (ค.32) 

  ( )(
( )

)
ρηξ

ρ
+
+−

=
∂
∂

eA
cc

y
S

2
1 321                (ค.33) 

  ( )
( ) ρηξ

ρξηρξξ
++
−−−

=
∂
∂

1
322

2 eA
bb

x
S               (ค.34) 

  ( )
( ) ρηξ

ρξηρξξ
++
−−−

=
∂
∂

1
322

2 eA
cc

y
S               (ค.35) 

  ( )
( ) ρηξ

ηρηξρξ
++
−++−

=
∂
∂

1
323

2 eA
bb

x
S              (ค.36) 

  ( )
( ) ρηξ

ηρηξρξ
++
−++−

=
∂
∂

1
323

2 eA
cc

y
S              (ค.37) 

หาฟงกชันรูปรางแบบเวกเตอรโดยพิจารณาทีละดาน จากสมการ (ค.5) (ค.8) และ (ค.11) จะได 

( )[ ] ( )( )
( )

( ) ( )
( ) x

e
x abbbb

A
lS









+
+−

−
+

+−−+−
= +

−

ρρ

ρ

ηξ
ξρ

ηξ
ηξρξηρξξ

2
32

1

1
321

1
11

2
          (ค.38) 

( )[ ] ( )( )
( )

( ) ( )
( ) y

e
y acccc

A
lS









+
+−

−
+

+−−+−
= +

−

ρρ

ρ

ηξ
ξρ

ηξ
ηξρξηρξξ

2
32

1

1
321

1
11

2
          (ค.39) 
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( )[ ]
( )

( )[ ]
( ) x

e
x abbbb

A
lS









+
−+−

−
+

−++−
= ++ 12

32
12

322
2
2 ρρ ηξ

ρξηρξξη
ηξ

ρηηξρηξ           (ค.40) 

( )[ ]
( )

( )[ ]
( ) y

e
y acccc

A
lS









+
−+−

−
+

−++−
= ++ 12

32
12

322
2

2 ρρ ηξ
ρξηρξξη

ηξ
ρηηξρηξ           (ค.41) 

( )[ ] ( )( )
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( ) ( )
( ) x

e
x abbbb

A
lS









+
+−

+
+

+−−++−
−= +

−

ρρ

ρ

ηξ
ηρ

ηξ
ηξρηηξηρ

2
32

1

1
323

3
11

2
          (ค.42) 

( )[ ] ( )( )
( )

( ) ( )
( ) y

e
y acccc

A
lS









+
+−

+
+

+−−++−
−= +

−

ρρ

ρ

ηξ
ηρ

ηξ
ηξρηηξηρ

2
32

1

1
323

3
11

2
     (ค.43) 

การอินทิเกรตฟงกชันรูปราง 

เนื่องจากแปลงพิกัดจากอีลีเมนตจริงไปยังอีลีเมนตอางอิง การอินทิเกรตฟงกชัน
รูปรางนั้น จึงสามารถใชการประมาณการอินทิเกรตแบบเกาส (รายละเอียดดังในภาคผนวก ง) โดย
การแทนจุดในแตละตําแหนงของการประมาณ ดังสมการ (จ.31) และ (ง.1) 

( ) ( )∫ ∫∫ ∫
−

Ω

⋅=
1

0

1

0

,,
ξ

ηξηξφφ dJdxdyyx              (ค.44) 

( ) (∑∫ ∫
=

−

⋅=
n

i
iii fwddf

1

1

0

1

0

,, ξηξηηξ
ξ

)             (ค.45) 

ดังนั้นสามารถอินทิเกรตโดเมนจริงไดดังสมการ 

  ( ) ( )∑∫ ∫
=Ω

⋅⋅=
n

i
iii fwJdxdyyx

1
,, ξηφ              (ค.46) 



ภาคผนวก ง 

การประมาณการอินทิเกรตแบบเกาส 

การประมาณการอินทิเกรตแบบเกาสใน 2 มิติ ในสวนนี้จะนําเสนอการประมาณ
การอินทิเกรตบนอีลีเมนตรูปสามเหลี่ยม ซึ่งจะอยูในรูปของอีลีเมนตอางอิง (reference element) 
รูปสามเหลี่ยมดังรูปที่ ง.1 ที่ประกอบดวยพิกัด ξ  และ η  ซึ่งการประมาณการอินทิเกรตแบบเกาส
สามารถแสดงไดดังสมการ 

( ) (∑∫ ∫
=

−

⋅=
n

i
iii fwddf

1

1

0

1

0

,, ξηξηηξ
ξ

)             (ง.1) 

ξ

η

1

1

 
รูปที่ ง.1 อีลีเมนตอางอิงรูปสามเหลี่ยม 

ในการประมาณนี้เนนการประมาณใหมีผลเฉลยที่ถูกตองบริเวณมุม ดังนั้นรูปของการประมาณจุด
จะเปนดังรูปที่ ง.2 และ รูปที่ ง.3 
 

- การประมาณ 4 จุด 

ξ

η

1 2

4

3

 
รูปที่ ง.2 การประมาณการอินทิเกรต 4 จุด 
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ตารางที่ ง.1 พิกัดของจุดอินทิเกรตและตัวถวงน้ําหนักในการประมาณการอินทิเกรต 4 จุด 
 

i  iξ  iη  iw  
1 0.2800199155 0.0750311102 0.0909793091 
2 0.6663902460 0.1785587283 0.1590206909 
3 0.0750311102 0.2800199155 0.0909793091 
4 0.1785587283 0.6663902460 0.1590206909 

 
- การประมาณ 9 จุด 

ξ

η

9

1 2
34

5

68

7

 
รูปที่ ง.3 การประมาณการอินทิเกรต 9 จุด 

 
ตารางที่ ง.2 พิกัดของจุดอินทิเกรตและตัวถวงน้ําหนักในการประมาณการอินทิเกรต 9 จุด 
 

i  iξ  iη  iw  
1 0.18840940591 0.02393113229 0.019396383304 
2 0.52397906774 0.06655406786 0.063678085097 
3 0.80869438567 0.10271765483 0.055814420490 
4 0.10617026910 0.10617026910 0.031034213285 
5 0.29526656780 0.29526656780 0.101884936154 
6 0.45570602025 0.45570602025 0.089303072783 
7 0.02393113229 0.18840940591 0.019396383304 
8 0.06655406786 0.52397906774 0.063678085097 
9 0.10271765483 0.80869438567 0.055814420490 

 



ภาคผนวก จ 

การแปลงพิกัดเรขาคณิต 

ภาคผนวกนี้จะกลาวถึงรูปแบบของอีลีเมนตรูปสามเหลี่ยมใน 2 มิติ ที่ใชในการ
วิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตอีลีเมนต โดยในแตละอีลีเมนตจะใชการประมาณการอินทิเกรต 
เชิงตัวเลข (numerical integration) ในพิกัด ( )ηξ ,  ซึ่งจะสามารถทําไดงายกวาการอินทิเกรตใน
พิกัด  โดยตรง ( yx, )

1 2

3

ξ

η

10

1

( )11, yx

( )22 , yx

( )33 , yx

x

y

1

2

3

 
รูปที่ จ.1 การแปลงพิกัดเรขาคณิต 

กําหนดใหพิกัดที่ตําแหนง (  ใดๆ ดังรูปที่ จ.1 เปนดังนี้ )

)

yx,

( ) ( ) ( ) ( ) 332211

3

1
,,,, xNxNxNxNx

n
nn ⋅+⋅+⋅== ∑

=

ηξηξηξηξ            (จ.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) 332211

3

1
,,,, yNyNyNyNy

n
nn ⋅+⋅+⋅==∑

=

ηξηξηξηξ             (จ.2) 

โดยที่ ( ηξ ,nN  เปนฟงกชันรูปรางที่มีคุณสมบัติตามเงื่อนไขที่วา ( ) 1, =ηξnN  ที่โนด  และ n

( ) 0, =ηξnN  ที่โนดอื่น 

และใชการแปลงจาคอเบียน (Jacobian transformation) ในการแปลงอนุพันธ
ของฟงกชันใดๆในระบบพิกัดฉาก ไปยังระบบพิกัด ( )ηξ ,  เพื่อใหงายในการอางอิงถึงพจนที่อยูใน
เครื่องหมายอินทิกรัล และเพื่อใชการแปลงตัวแปรจากการอินทิเกรตระบบจริงไปยังระบบอางอิง
สําหรับฟงกชัน φ  ใดๆ จะไดดังสมการ 
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[ ]


















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

ηη

ξξ
yx

yx

J                (จ.4) 

โดยที่    คือ เมตริกซจาคอเบียนของการแปลงพิกัดเรขาคณิต [ ]J
และสามารถเปลี่ยนความสัมพันธในเชิงอนุพันธของอีลีเมนตจริง ไปยังอีลีเมนตอางอิงไดดังสมการ 
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∂
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ξ
φ

η
φ
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φ

ηξ

ηξ

φ

φ
1J

yy

xx

y

x             (จ.5) 

เนื่องจากในวิทยานิพนธนี้นําเสนอฟงกชันรูปราง 2 รูปแบบ ดังนั้นพิจารณา
ฟงกชันรูปราง 2 แบบคือ ฟงกชันโนดเชิงเสน (linear nodal function) และฟงกชันโนดกําลังสอง 
(quadratic nodal function) เปนดังนี้ 

- ฟงกชันรูปรางโนดเชิงเสน 

( ) ηξηξ −−=1,1N                (จ.6) 
  ( ) ξηξ =,2N                 (จ.7) 
  ( ) ηηξ =,3N                 (จ.8) 

โดยฟงกชันการแปลงพิกัดจากอีลีเมนตจริงไปยังอีลีเมนตอางอิง 

( ) 332211, xNxNxNx ++=ηξ               (จ.9) 
  ( ) 332211, yNyNyNy ++=ηξ               (จ.10) 

นําคาในสมการ (จ.6) ถึง (จ.8) แทนลงใน (จ.9) และ (จ.10) จะได 

( ) ( ) ηξηξηξ 321 1, xxxx ++−−=              (จ.11) 
  ( ) ( ) ηξηξηξ 321 1, yyyy ++−−=              (จ.12) 

อนุพันธพิกัด  เทียบกับพิกัด ( yx, ) ( )ηξ ,  จะได 
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21 xxx
+−=

∂
∂
ξ

                (จ.13) 

  31 xxx
+−=

∂
∂
η

                (จ.14) 

  21 yyy
+−=

∂
∂
ξ

                (จ.15) 

  31 yyy
+−=

∂
∂
η

                (จ.16) 

ดังนั้นจะไดจาคอเบียนของการแปลงพิกัดเรขาคณิต ดังสมการ (จ.4) โดยแทน (จ.13) ถึง (จ.16) 
ลงไปในสมการ (จ.4) 

[ ] 
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=



















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
1313

1212

yyxx
yyxx

yx

yx

J

ηη

ξξ             (จ.17) 

( )( ) ( )( ) eAyyxxyyxx
yyxx
yyxx

J 212131312
1313

1212 =−−−−−=
−−
−−

=            (จ.18) 

ดังนั้นจะไดฟงกชันการแปลงพิกัดดังนี้ 

[ ] 
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∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=−

32

32

1231

21131

2
1

2
1

cc
bb

Axxxx
yyyy

A
yy

xxJ
ee

ηξ

ηξ

            (จ.19) 

- ฟงกชันรูปรางโนดกําลังสอง 

( ) ( ) ( )[ ]1121,1 −−−−−= ηξηξηξN              (จ.20) 
  ( ) ( 12,2 )−= ξξηξN                (จ.21) 
  ( ) ( 12,3 )−= ηηηξN                (จ.22) 
  ( ) ( )ηξξηξ −−= 14,4N               (จ.23) 
  ( ) ξηηξ 4,5 =N                (จ.24) 
  ( ) ( )ηξηηξ −−= 14,6N               (จ.25) 

โดยฟงกชันการแปลงพิกัดจากอีลีเมนตจริงไปยังอีลีเมนตอางอิง 

( ) 665544332211, xNxNxNxNxNxNx +++++=ηξ            (จ.26) 
  ( ) 665544332211, yNyNyNyNyNyNy +++++=ηξ            (จ.27) 
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นําคาในสมการ (จ.20) – (จ.25) แทนลงใน (จ.26) – (จ.27) จะได 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )12121121, 321 −+−+−−−−−= ηηξξηξηξηξ xxxx  
            ( ) ( )ηξηξηηξξ −−++−−+ 14414 654 xxx              (จ.28) 
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )12121121, 321 −+−+−−−−−= ηηξξηξηξηξ yyyy  

            ( ) ( )ηξηξηηξξ −−++−−+ 14414 654 yyy              (จ.29) 

เมื่อหาคาดีเทอรมิแนนตของเมตริกซจาคอเบียน จะไดเทากับ 2 เทาของพื้นที่สามเหลี่ยม 

eAyx

yx

J 2=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

ηη

ξξ               (จ.30) 

การแปลงพิกัดเรขาคณิตในการอินทิเกรต สามารถใชสมการดังนี้ 

( ) ( )∫ ∫∫ ∫
−

Ω

⋅=
1

0

1

0

,,
ξ

ηξηξφφ dJdxdyyx              (จ.31) 



ภาคผนวก ฉ 

การพิสูจนสมการอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบปกติ 

ฟงกชันรูปรางโนดกําลังสอง สรางจากการนําฟงกชันรูปรางโนดเชิงเสนแบบปกติ 
ในภาคผนวก ข  โดยใชรูปแบบวิทเนย จะได 

( )12 111 −= LLN                 (ฉ.1) 
                  (ฉ.2) ( )12 222 −= LLN

                  (ฉ.3) ( 12 333 −= LLN )
                   (ฉ.4) 214 4 LLN =

                   (ฉ.5) 325 4 LLN =

                   (ฉ.6) 136 4 LLN =

และนําฟงกชันรูปรางโนดเชิงเสนแบบปกติแปลงเปนฟงกชันรูปรางเวกเตอรอีลี-
เมนตขอบเชิงเสนแบบปกติ โดยใชรูปแบบวิทเนย 

  ( 2111 LLlN ∇= )               (ฉ.7) 
  ( 1212 LLlN ∇−= )                 (ฉ.8) 
  ( )3223 LLlN ∇=                 (ฉ.9) 
  ( )2324 LLlN ∇−=                (ฉ.10) 
  ( 1335 LLlN ∇= )               (ฉ.11) 
  ( 3136 LLlN ∇−= )                (ฉ.12) 

นําสมการ (ข.5) ถึง (ข.9) แทนลงในชุดสมการอีลีเมนตแบบโนด (ฉ.7) ถึง (ฉ.12) จะได 

  ( ) 122
1

1
2

Lacab
A
lN yx
e

+=               (ฉ.13) 

  ( ) 211
1

2
2

Lacab
A
lN yx
e

+−=               (ฉ.14) 

  ( ) 233
2

3
2

Lacab
A
lN yx
e

+=               (ฉ.15) 

  ( ) 322
2

4
2

Lacab
A
lN yx
e

+−=               (ฉ.16) 

  ( ) 311
3

5
2

Lacab
A
lN yx
e

+=               (ฉ.17) 
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  ( ) 133
3

6
2

Lacab
A
lN yx
e

+−=               (ฉ.18) 

โดยที่ความยาวของขอบจําเปนจะตองสอดคลองกันไปในทิศทางเดียว มิฉะนั้นจะ
ทําใหสนามที่คํานวณไดนั้นจะหักลางกัน ดังสมการที่ (ข.16) และรูปที่ ข.1  

พิจารณาแยกองคประกอบตามขวางเปน 2 พจนคือ { }U  องคประกอบแนวแกน 
x  และ {  องคประกอบแนวแกน  ดังนี้ }V y

  12
1

1 2
Lb

A
l
e

=U                (ฉ.19) 

  21
1

2 2
Lb

A
l
e

−=U                (ฉ.20) 

  23
2

3 2
Lb

A
l
e

=U                (ฉ.21) 

  32
2

4 2
Lb

A
l
e

−=U                (ฉ.22) 

  31
3

5 2
Lb

A
l

e

=U                (ฉ.23) 

  13
3

6 2
Lb

A
l

e

−=U                (ฉ.24) 

  12
1

1 2
Lc

A
l
e

=V                (ฉ.25) 

  21
1

2 2
Lc

A
l
e

−=V                (ฉ.26) 

  23
2

3 2
Lc

A
l
e

=V                (ฉ.27) 

  32
2

4 2
Lc

A
l
e

−=V                (ฉ.28) 

  31
3

5 2
Lc

A
l

e

=V                (ฉ.29) 

  13
3

6 2
Lc

A
l

e

−=V                (ฉ.30) 
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การอินทิเกรตฟงกชันรูปราง 
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{ }{ } ( ))3()3()2()2()1()1(
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   ( )1()2()3()1()2()1(

12 xnxmxnxmxnxm
e CCCCCCA

+++  

   ))2()3()1()3()3()2(
xnxmxnxmxnxm CCCCCC +++  

   ( )4()3()4()2()4()1(

3 xnxmxnxmxnxm
e CCCCCCA

+++  

   ))3()4()2()4()1()4(
xnxmxnxmxnxm CCCCCC +++  

                  (ฉ.50) )4()4(
xnxme CCA+
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                  (ฉ.51) )4()4(
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ตารางที่ ฉ.1 คาของพารามิเตอรที่นําไปใชในการอินทิเกรตฟงกชันรูปราง (
eA2
1

× ) 

i  iu  iv  yiu  xiv  )1(
xiC  )2(

xiC  )3(
xiC  )4(

xiC  )1(
yiC  )2(

yiC  )3(
yiC  )4(

yiC  
1 

21bl  21cl  11cu  11bv  14b  0  0  1b−  14c  0  0  1c−  
2 

11bl  11cl  22cu  22bv  24b  14b  0  0  24c  14c  0  0  
3 

32bl  32cl  23cu  23bv  0  24b  0  2b−  0  24c  0  2c−  
4 

22bl  22cl  34cu  34bv  0  34b  24b  0  0  34c  24c  0  
5 

13bl  13cl  35cu  35bv  0  0  34b  3b−  0  0  34c  3c−  
6 

33bl  33cl  16cu  16bv  34b  0  14b  0  34c  0  14c  0  

 



ภาคผนวก ช 

การพิสูจนสมการอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน 

ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตโนดกําลังสองแบบเอกฐาน สรางจากการนําฟงกชันรูปราง
โนดเชิงเสนแบบเอกฐาน จากสมการ (ค.1) ถึง (ค.3) จะได 

( 12 111 −= SSSn )                 (ช.1) 
                  (ช.2) ( )12 222 −= SSSn
                  (ช.3) ( )12 333 −= SSSn
                   (ช.4) 214 4 SSSn =

                   (ช.5) 325 4 SSSn =

136 4 SSSn =                  (ช.6) 

และเชนเดียวกัน นําฟงกชันรูปรางโนดเชิงเสนแบบเอกฐานแปลงเปนฟงกชันรูป-
รางเวกเตอรอีลีเมนตขอบเชิงเสนแบบเอกฐาน โดยใชรูปแบบวิทเนย 

  ( )2111 SSlS ∇=                (ช.7) 
  ( )1212 SSlS ∇−=                 (ช.8) 
  ( 3223 SSlS ∇= )                 (ช.9) 
  ( 2324 SSlS ∇−= )                (ช.10) 
  ( 1335 SSlS ∇= )                (ช.11) 
  ( )3136 SSlS ∇−=                (ช.12) 

นําสมการ (ข.5) ถึง (ข.9) และ (ค.1) ถึง (ค.3) แทนลงในชุดสมการ (ช.7) ถึง (ช.12) จะได 
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โดยที่ความยาวของขอบจําเปนจะตองสอดคลองกันไปในทิศทางเดียว มิฉะนั้นจะ
ทําใหสนามที่คํานวณไดนั้นจะหักลางกัน ดังสมการที่ (ข.16) และรูปที่ ข.1  

เนื่องจากการอินทิเกรตฟงกชันรูปรางแบบเอกฐานนั้นสามารถทําไดยาก เพื่อให
งายในการอินทิเกรต จึงนําวิธีอินทิเกรตเชิงตัวเลข (numerical integration) มาใชในการประมาณ
การอินทิ เก รตฟ งก ชั น รูป รางนั้ น  และจํ า เป นต อ งแปลงพิ กั ด เรขาคณิ ต  (geometrical 
transformation) จาก อีลีเมนตจริง (real element) ไปยัง อีลีเมนตอางอิง (reference element) 
(รายละเอียดดังในภาคผนวก จ) จะไดสมการฟงกชันรูปรางโนดแบบเอกฐานใหมดังนี้ 
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( ) ( ) 








−

++
= 122 ρρ ηξ

ξ
ηξ
ξS              (ช.20) 

  
( ) ( ) 








−

++
= 123 ρρ ηξ

η
ηξ
ηS               (ช.21) 

  ( )[ ]
( ) 









+
+−= −

ρ
ρ

ηξ
ξηξ 1

4 14S              (ช.22) 

  
( ) ( ) 









+









+
= ρρ ηξ

η
ηξ
ξ45S               (ช.23) 

  
( )

( )[ ]             (ช.24) ρ
ρ ηξ

ηξ
η −+−









+
= 1

6 14S

จากนั้นนําฟงกชันรูปรางแบบโนดมาแปลงเปนฟงกชันรูปรางแบบเวกเตอร โดยใช
รูปแบบวิทเนย (Whitney Form) ตามสมการ (ช.7) ถึง (ช.12) แตเนื่องจากเปนการอนุพันธแบบกฎ
ลูกโซ (chain rule) จึงจําเปนตองทราบเมตริกซจาคอเบียนเพื่อใหงายตอการอนุพันธแบบกฎลูกโซ 
ดังสมการ 
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จากภาคผนวก จ สมการ (จ.18) จะได 
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=
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เร่ิมจากการหาฟงกชันอนุพันธแบบกฎลูกโซของฟงกชันรูปรางโนดแบบเอกฐาน 
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เมื่อหาอนุพันธของฟงกชันรูปรางเทียบกับพิกัดอางอิงจะได 
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หาฟงกชันรูปรางแบบเวกเตอรโดยพิจารณาทีละดาน จากสมการ (ช.7) ถึง (ช.12) จะได 
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การอินทิเกรตฟงกชันรูปราง 

เนื่องจากแปลงพิกัดจากอีลีเมนตจริงไปยังอีลีเมนตอางอิง การอินทิเกรตฟงกชัน
รูปรางนั้น จึงสามารถใชการประมาณการอินทิเกรตแบบเกาส (รายละเอียดดังในภาคผนวก ง) โดย
การแทนจุดในแตละตําแหนงของการประมาณ ดังสมการ (จ.31) และ (ง.1) 
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ดังนั้นสามารถอินทิเกรตโดเมนจริงไดดังสมการ 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 

นายสุวิชาญ  กาวาฮารา  เกิดเมื่อวันที่ 5 กุมภาพันธ พ.ศ. 2520 ที่อําเภอเมือง 
จังหวัดตรัง เขารับการศึกษาระดับมัธยมตนที่โรงเรียนบูรณะรําลึก และระดับมัธยมปลายที่โรงเรียน
วิเชียรมาตุ จังหวัดตรัง สําเร็จการศึกษาปริญญาวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต สาขาวิศวกรรมไฟฟา 
คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยหอการคาไทย ในปการศึกษา 2541 ระหวางการศึกษาเขารับ
ฝกงานภาคฤดูรอนที่การทาอากาศยานกรุงเทพฯ และเขาศึกษาตอในระดับปริญญาวิศวกรรม-    
ศาสตรมหาบัณฑิต สาขาวิศวกรรมไฟฟา ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟา คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลง-
กรณมหาวิทยาลัย ในปการศึกษา 2542 
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