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งานวิจัยนี้เปนการศึกษาคุณลักษณะของเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามที่ไมหมุนควง  โดยศึกษาถึงผลจากการหมุนควงและ
กระแสลมตามที่มีตอเจ็ต ในการศึกษาไดใชวิธีการวิเคราะหซิมิลาริตี้โดยกํ าหนดให 1)( ufuu m += η และ )(ηgww m=   เพื่อใชในการ
เปลี่ยนรูประบบสมการจากระบบสมการเชิงอนุพันธยอยเปนระบบสมการเชิงอนุพันธสามัญและทํ าการแกสมการโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัว
เลข  และคํ านวณหารูปรางการกระจายตัวของความเร็วและความดัน  รวมทั้งความหนาและการลดลงของความเร็วเจ็ต  ในการศึกษาไดแบง
ออกเปน 3 กรณีตามสมมติฐานของระดับการหมุนควงที่ใชในการวิเคราะหคือ 1) ไมหมุนควง  2) ระดับการหมุนควงตํ่ า และ 3) ระดับการ
หมุนควงใดๆ ซึ่งระบุโดยคาอัตราสวนความเร็วตามแนวสัมผัสตอความเร็วตามแนวแกน )/( mumwSr =  ในแตละกรณียังไดแบงการ
ศึกษาออกเปน 3 กรณยีอยตามสมมติฐานของระดับความเร็วของกระแสลมตามคือ 1) ไมมีกระแสลมตาม )0( 1 =u  2) กระแสลมตามมี
ความเร็วมากกวาความเร็วเจ็ตมาก )( 1 muu >>  และ 3) กระแสลมตามที่มีความเร็วใดๆซึ่งระบุโดยคาอัตราสวนความเร็วกระแสลมตามตอ
ความเร็วสวนเกินเจ็ต )/V( 1 muur =

จากผลการศึกษาเจ็ตที่ไมหมุนควง พบวารูปรางการกระจายตัวความเร็วตามแนวแกนเจ็ตจะคลายแบบ Gaussian โดยจะมีการ
กระจายตัวที่แคบลงหรือเจ็ตบางลงเมื่อความเร็วของกระแสลมตามหรือ rV  เพิ่มขึ้น สาเหตุเนื่องจากเมื่อ rV  เพิ่มขึ้น การถายเทโมเมนตัม
ตามแนวแกน x  โดยการพาจะมากขึ้นเมื่อเทียบกับตามแนวแกน r   หรืออีกนัยหนึ่ง ในขณะที่อากาศภายนอกหยุดนิ่งนั้นเจ็ตจะมีความเร็ว
แตกตางจากความเร็วอากาศภายนอกจึงทํ าใหเกิดเปน Shear layer ขึ้น  แตเมื่อมีกระแสลมตามจะทํ าใหผลตางของความเร็วเจ็ตกับความเร็ว
อากาศภายนอกมีคาลดลง ดังนั้น Shear layer ที่เกิดขึ้นจึงมีกํ าลังลดลง ทํ าใหความหนาเจ็ตลดลง

จากผลการศึกษาเจ็ตที่ระดับการหมุนควงตํ่ า พบวารูปรางการกระจายตัวความเร็วตามแนวแกนจะมีลักษณะเชนเดียวกับในกรณี
เจ็ตที่ไมหมุนควง  สวนรูปรางการกระจายตัวความเร็วตามแนวสัมผัสพบวามีลักษณะของ Rankine vortex โดยรูปรางการกระจายตัว
ความเร็วตามแนวสัมผัสจะแคบลงเมื่อความเร็วกระแสลมตามเพิ่มขึ้น  นอกจากนั้นเมื่อพิจารณาคาผลตางความดันไรมิติ )/)(( 2

mwpp ρ−∞

บริเวณแกนเจต็พบวามีคาคงที่ที่เปนบวก  แตเนื่องจากความเร็วตามแนวสัมผัสมีการลดลงในลักษณะ 2−∝ xwm  ดังนั้นคาผลตางความดัน 
)( pp −∞  จงึมีคาลดลงในอัตราที่เทากัน หรืออีกนัยหนึ่ง ความดันมีคาเพิ่มขึ้นตามแนวแกนเจ็ต  จึงทํ าใหเกิด Adverse pressure gradient

ตามแนวแกนเจ็ตขึ้น
จากผลการศึกษากรณีเจ็ตที่หมุนควงโดยเปลี่ยนแปลงคา Sr  ซึ่งแบงการศึกษาออกเปน   การคํ านวณโดยใชเงื่อนไขสมการอิน

ทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสนและสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม  โดยในกรณี 01 =u  เมื่อใชเงื่อนไขสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน  พบวา
รูปรางกระจายตัวความเร็วตามแนวแกนมีการกระจายคลายแบบ Gaussian ทีม่ีความกวางเพิ่มขึ้นเมื่อ Sr  มีคาเพิ่มขึ้น  และที่ Sr  สงูนั้นพบ
วาตํ าแหนงที่เกิดความเร็วตามแนวแกนสูงสุดจะเบี่ยงเบนออกจากแกนเจ็ต  ทํ าใหเกิดเปน Wake component ที่บริเวณแกนเจ็ต  สํ าหรับรูป
รางการกระจายตัวความเร็วตามแนวสัมผัสจะมีลักษณะของ Rankine vortex  ที่แคบลงเมื่อ Sr  มคีาเพิ่มขึ้น   หรืออีกนัยหนึ่งเมื่อ Sr  เพิ่ม
ขึ้นทํ าใหแกนของ vortex รัดตัวแนนขึ้น    แตเมื่อใชเงื่อนไขสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุมกลับพบวาผลที่ไดมีลักษณะแตกตางจากผล
การคํ านวณโดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน    สํ าหรับกรณีเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยเปลี่ยนแปลงคา Sr
และ rV  ในกรณีที่ใชเงื่อนไขสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน  พบวาเมื่อ Sr  เพิ่มขึ้นจะทํ าใหเจ็ตมีการกระจายตัวเพิ่มขึ้นหรือเจ็ตหนาขึ้น   
แตเมื่อ rV เพิ่มขึ้นการกระจายตัวของเจ็ตจะลดลงหรือเจ็ตบางลง หรืออีกนัยหนึ่ง การหมุนควงและกระแสลมตามจะมีผลตอการกระจายตัว
ของเจ็ตในทิศทางตรงขามกัน นอกจากนี้ยังพบวาที่ Sr  ตํ่ า  เมื่อคา rV  มีคาสูงขึ้นกระแสลมตามจะมีผลตอการกระจายตัวของเจ็ตมากกวา
ผลจากการหมุนควง  ดังนั้นจึงทํ าใหเจ็ตมีคุณลักษณะคลายเจ็ตที่ไมหมุนควง   สํ าหรับกรณีที่คํ านวณโดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโม
เมนตัมเชิงมุม  พบวาผลที่ไดมีลักษณะแตกตางจากผลการคํ านวณโดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน
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Effects of swirl and coflow on the characteristics of swirling jet in nonswirling coflow were 
investigated. Similarity analysis with similarity transformations 1)( ufuu m += η  and )(ηgww m=  was 
used in order to transform the system of governing partial differential equations (PDE) into the system of 
ordinary differential equations (ODE). The system of ODE was then solved numerically for velocity and 
pressure profiles, and for growth and velocity decay rates. The analysis was performed for 3 cases according 
to the assumption regarding swirl: 1) no swirl, 2) weak swirl, and 3) any swirl, as specified by the ratio 
between the tangential velocity and the axial velocity )/( mm uwSr = . Each case is further analyzed for 
another 3 subcases according to the assumption regarding coflow: 1) no coflow )0( 1 =u , 2) strong coflow 

)( 1 muu >> , and 3) any coflow, as specified by the ratio between the coflow velocity and the jet excess 
velocity )/V( 1 muur = .

The results for nonswirling jet showed that the axial velocity profile was similar to Gaussian curve, 
which became narrower as rV  increased. This was due to the relative increase of the convection of x-
momentum along the axial direction as opposed to that along the radial direction as rV  increased. From 
another viewpoint, the velocity difference between the jet and the coflow induced shear layer. As a result, 
when the coflow velocity increased, the velocity difference decreased, causing a reduction in strength of the 
shear layer and, consequently, the thickness of the jet.

The results for weak swirling jet showed that the axial velocity profile was similar to that of 
nonswirling jet and the tangential velocity profile was Rankine-vortex-like. In addition, the tangential 
velocity profile became narrower as the coflow velocity increased. Furthermore, the dimensionless pressure 
difference )/)(( 2

mwpp ρ−∞  on the jet axis was found to be a positive constant. Since the tangential velocity  

mw  decreased as 2−x , )( pp −∞  decreased at the same rate. This implied that the pressure along the jet axis 
increased in the downstream direction, creating an adverse pressure gradient along the jet axis.

In the analysis for general swirling jet, two integral constraints: linear momentum and angular 
momentum constraints, were alternately used. In case of no coflow, with linear integral momentum 
constraint, the axial velocity profile was similar to Gaussian curve, which became wider as Sr  increased. At 
high Sr , the position of the maximum axial velocity deviated from the jet axis, resulting in a wake 
component at the center. In addition, the tangential velocity profile was similar to Rankine-vortex, which 
became narrower as Sr  increased. In other words, increasing of Sr  intensified the vortex core. When the 
angular momentum constraint was used, the solution differed from that of the linear momentum constraint. 
In the case of general coflow )V( r , the results for linear momentum constraint indicated that, as Sr
increased, the growth rate of the jet increased. On the contrary, as rV  increased, the growth rate of the jet 
decreased. In other words, swirl and coflow had counter effect. Furthermore, at low Sr , as rV  increased, 
the coflow became more influential on the growth rate of the jet than the swirl. As a result, the characteristics 
of the jet became similar to nonswirling jet. When the angular momentum constraint was used in this case, 
the solution differed from that of the linear momentum constraint.
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ทีห่มนุควงในอากาศหยุดนิ่งโดยใชเงื่อนไขสมการโมเมนตัมเชิงเสนในกรณีที่ Sr
มีคาจาก 0.0 ถึง 0.7                                                                            153

รูปที่ 7.9 รูปรางความเร็วตามแนวแกน ความเร็วตามแนวสัมผัส และผลตางความดันของเจ็ต
ทีห่มนุควงในอากาศหยุดนิ่งโดยใชเงื่อนไขสมการโมเมนตัมเชิงมุมในกรณีที่ Sr
มีคาจาก 0.1 ถึง 2.0                                                                            154

รูปที่ 7.10 รูปรางความเร็วตามแนวแกน ความเร็วตามแนวสัมผัส และผลตางความดันของเจ็ต
ทีห่มนุควงในกระแสลมตามที่มีความเร็วมากกวาความเร็วเจต็ โดยเปลี่ยนคา bsk

จาก 0.1 ถึง 5.0                                                                                 155



สารบัญรูปภาพ (ตอ)
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รูปที่ 7.11a รูปรางความเร็วตามแนวแกนของเจต็ที่หมุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขสมการ
โมเมนตมัเชิงเสนในกรณี rS  จาก 0.01 ถึง 0.8โดยเปล่ียน rV จาก 0.0 ถึง 2.0        156

รูปที่ 7.11b รูปรางความเร็วตามแนวสัมผัสของเจต็ทีห่มุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขสมการ
โมเมนตมัเชิงเสนในกรณี rS  จาก 0.01 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยน rV จาก 0.0 ถึง 2.0       157

รูปที่ 7.11c รูปรางของผลตางความดันของเจต็ทีห่มุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขสมการ
โมเมนตมัเชิงเสนในกรณี rS  จาก 0.01 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยน rV  จาก 0.0 ถึง 2.0       158

รูปที่ 7.12a รูปรางความเร็วตามแนวแกนของเจต็ที่หมุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขสมการ
โมเมนตมัเชิงเสนในกรณี rV จาก 0.0 ถึง 2.0 โดยเปลี่ยน rS  จาก 0.01 ถึง 0.8      159

รูปที่ 7.12b รูปรางความเร็วตามแนวสัมผัสของเจต็ทีห่มุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขสมการ
โมเมนตมัเชิงเสนในกรณี rV จาก 0.0 ถึง 2.0 โดยเปลี่ยน rS  จาก 0.01 ถึง 0.8      160

รูปที่ 7.12c รูปรางของผลตางความดันของเจต็ทีห่มุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขสมการ
โมเมนตมัเชิงเสนในกรณี rV จาก 0.0 ถึง 2.0 โดยเปลี่ยน rS  จาก 0.01 ถึง 0.8      161

รูปที่ 7.13a รูปรางความเร็วตามแนวแกนของเจต็ที่หมุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขสมการ
โมเมนตัมเชิงมุมในกรณี rS  จาก 0.01 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยน rV  จาก 0.0 ถึง 2.0       162

รูปที่ 7.13b รูปรางความเร็วตามแนวสัมผัสของเจต็ทีห่มุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขสมการ
โมเมนตัมเชิงมุมในกรณี rS  จาก 0.01 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยน rV  จาก 0.0 ถึง 2.0       163

รูปที่ 7.13c รูปรางของผลตางความดันของเจต็ทีห่มุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขสมการ
โมเมนตัมเชิงมุมในกรณี rS  จาก 0.01 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยน rV  จาก 0.0 ถึง 2.0       164

รูปที่ 7.14a รูปรางความเร็วตามแนวแกนของเจต็ที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขสมการ
โมเมนตัมเชิงมุมในกรณี rV จาก 0.0 ถึง 2.0 โดยเปลี่ยน rS  จาก 0.01 ถึง 0.8        165

รูปที่ 7.14b รูปรางความเร็วตามแนวสัมผัสของเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขสมการ
โมเมนตัมเชิงมุมในกรณี rV  จาก 0.0 ถึง 2.0 โดยเปลี่ยน rS  จาก 0.01 ถึง 0.8       166

รูปที่ 7.14c รูปรางของผลตางความดันของเจต็ทีห่มุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขสมการ
โมเมนตัมเชิงมุมในกรณี rV จาก 0.0 ถึง 2.0 โดยเปลี่ยนคา rS  จาก 0.01 ถึง 0.8    167

รูปที่ 7.15 ความหนาและการลดลงของความเร็วตามแนวแกนของเจ็ตที่ไมหมุนควง               168
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รูปที่ 7.16 ความหนาและการลดลงของความเร็วตามแนวแกนของเจ็ตที่ไมหมุนควงในกระแสลม
                      ตามที่มีความเร็วมากกวาความเร็วเจ็ต                                                        169

รูปที่ 7.17 ความหนาและการลดลงของความเร็วตามแนวแกนของเจ็ตที่ไมหมุนควงในกระแสลม
ตามโดยเปลี่ยน rV จาก 0.0 ถึง2.0                                                           170

รูปที่ 7.18 ความหนา  การลดลงของความเร็วตามแนวแกนและตามแนวสัมผัสของเจ็ตที่ระดับการ
หมนุควงตํ่ าในอากาศหยุดนิ่ง                                                                  171

รูปที่ 7.19 ความหนา  การลดลงของความเร็วตามแนวแกนและตามแนวสัมผัสของเจ็ตที่ระดับการ
                      หมนุควงตํ่ าในกระแสลมตามความเร็วมากกวาความเร็วเจ็ต                               172

รูปที่ 7.20 ความหนา  การลดลงของความเร็วตามแนวแกนและตามแนวสัมผัสของเจ็ตที่ระดับการ
หมนุควงตํ่ าในกระแสลมตามโดยเปลี่ยนคา rV  จาก 0.0 ถึง 2.0                        173

รูปที่ 7.21 ความหนา  การลดลงของความเร็วตามแนวแกนและตามแนวสัมผัสของเจ็ตที่หมุนควง
ในอากาศหยุดนิ่งโดยใชเงื่อนไขสมการจากโมเมนตมัเชิงเสนในกรณี Sr  มีคาจาก 0.1 ถึง
0.7                                                                                                174

รูปที่ 7.22 ความหนา  การลดลงของความเร็วตามแนวแกนและตามแนวสัมผัสของเจ็ตที่หมุนควง
ในอากาศหยุดนิ่งโดยใชเงื่อนไขจากสมการโมเมนตมัเชิงมุมในกรณี Sr  มีคาจาก 0.5 ถึง
2.0                                                                                                175

รูปที่ 7.23 ความหนา  การลดลงของความเร็วตามแนวแกนและตามแนวสัมผัสของเจ็ตที่หมุนควงใน
กระแสลมตามที่ความเร็วมากกวาความเร็วเจ็ตโดยเปลี่ยน bsk  จาก 1.0 ถึง 5.0        176

รูปที่ 7.24a ความหนาของเจต็ทีห่มนุควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขสมการโมเมนตมัเชิงเสนใน
กรณี rS  มีคาจาก 0.1 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยน rV  จาก 0.0 ถึง 1.0                          177

รูปที่ 7.24b การลดลงของความเร็วตามแนวแกนของเจต็ที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไข
สมการโมเมนตมัเชิงเสนในกรณี rS  มีคาจาก 0.1 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยน rV  จาก 0.0 ถึง
1.0                                                                                                178

รูปที่ 7.24c การลดลงของความเร็วตามแนวสัมผัสของเจต็ทีห่มุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไข
สมการโมเมนตมัเชิงเสนในกรณี rS  มีคาจาก 0.1 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยน rV  จาก 0.0 ถึง
1.0                                                                                                179
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รูปที่ 7.25a ความหนาของเจต็ทีห่มนุควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขสมการโมเมนตัมเชิงเสน
ในกรณี rS  มีคาจาก 0.1 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยน rV  จาก 0.0 ถึง 1.0                       180

รูปที่ 7.25b การลดลงของความเร็วตามแนวแกนของเจต็ที่หมุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไข
สมการโมเมนตัมเชิงมุมในกรณี rS  มคีาจาก 0.1 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยนคา rV  จาก 0.0 ถึง
1.0                                                                                                181

รูปที่ 7.25c การลดลงของความเร็วตามแนวสัมผัสของเจต็ทีห่มุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อน
ไขสมการโมเมนตัมเชิงมุมในกรณี rS  มคีาจาก 0.1 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยนคา rV  จาก 0.0

ถึง 1.0                                                                                            182

รูปที่ 8.1  ลักษณะการเกิด Shear layer เนือ่งจากความไมตอเนื่องของความเร็วเจ็ต               183

รูปที่ ก.1  การประมาณคาอินทกิรัลโดยใชกฎซิมปสัน                                                 184

รูปที่ ก.2  การประมาณคาอินทกิรัลโดยใชกฎซมิปสันแบบหลายชวง                                184

รูปที่ ค.1   ขัน้ตอนการคํ านวณของกรณีการไหลของเจ็ตที่ไมหมุนควงและที่ระดับการหมุน
                ควงตํ ่าในอากาศหยุดนิ่งและในกระแสลมตามที่มีความเร็วมากกวาความเร็วเจ็ต
                 (Case A1, Case A2, Case B1, Case B2)                                                      185
รูปที่ ค.2  ขัน้ตอนการคํ านวณของกรณีการไหลของเจต็ทีไ่มหมุนควงและที่ระดับการหมุน
                  ควงตํ่ าในกระแสลมตามโดยเปลี่ยนแปลงคา Vr (Case A3, Case B3)                   186

รูปที่ ค.3    ขัน้ตอนการคํ านวณของกรณีการไหลของเจต็ทีห่มนุควงในอากาศหยุดนิ่งและใน
                  กระแสลมตามที่มีความเร็วมากกวาความเร็วเจต็โดยเปลี่ยนแปลงคา Sr และ kbs
                (Case C11, Case C12, Case C2)                                                                  187
รูปที่  ค.4    ขัน้ตอนการคํ านวณของกรณีการไหลของเจต็ที่หมุนควงในกระแสลมตาม
             โดยเปลี่ยนแปลงคา Sr และ Vr  (Case C31 , Case C32)                                   188



รายการสัญลักษณ

wu ,v, ความเร็วตามแนวแกน, ตามแนวรัศมี และตามแนวสัมผัสของเจ็ตใน
ระบบพิกัดทรงกระบอก θ,,rx

uU ,              ความเร็วตามแนวแกนเจ็ต
max0 ,, uuU mm     ความเร็ว Maximum ตามแนวแกนเจ็ต

tophatU         ความเร็ว Maximum ตามแนวแกนเจ็ตที่มีรูปราง Top-hat shape 

0u             ความเร็วตามแนวแกนเจ็ตปากทางออกเจ็ต
ju             ความเร็วที่ทางออกของเจ็ต
cu             ความเร็ว Centerline เจ็ต
minu           ความเร็ว  Minimum ตามแนวแกนเจ็ต
0u             ความเร็วตามแนวแกนเจต็ ณ ตํ าแหนง x  เทากับ 0
0w             ความเร็วตามแนวสัมผัสเจต็ ณ ตํ าแหนง x  เทากับ 0

0b              ความกวางของเจต็ ณ ตํ าแหนง x  เทากับ 0
mm wW ,0      ความเร็ว Maximum ตามแนวสัมผัสของเจ็ต

ss uuuU ,,, 1∞  ความเร็วอากาศดานนอก
λθ v,v,v r      ความเร็วตามแนวแกน r, ตามแนวแกน θ  และตามแนวแกน λ  ใน

ระบบพิกัดทรงกลม
p คาความดันสถิต
mp            คา Maximum ความดันสถิต
∞p            คาความดันบรรยากาศ

0,, ddD            เสนผาศูนยกลางปากเจ็ต
05.0 ,,,

2
1 Lyrb m    ระยะตามแนวรัศมี ณ ตํ าแหนงที่ความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมีคา 0.5 เทา

ของความเร็ว Maximum

r               ระยะตามแนวรัศมี
21 , rr          รัศมภีายในและภายนอกของ Mixing region

0, rR              รัศมีปากเจ็ต
),(ηF )(ηf Similarity function ความเร็วตามแนวแกนเจ็ต
)(ηg             Similarity function ความเร็วตามแนวสัมผัสเจ็ต



Re,  cRe เรโนลยนัมเบอร (Reynolds number)

0Re                           เรโนลยนัมเบอร ณ ตํ าแหนง x  เทากับ 0.01

S                    สเวิลดนัมเบอร (Swirl number)
Sr                          Swirl ratio
rV             Velocity ratio

0









m

m

u
w  Swirl ratio ทีต่ํ าแหนง x  เทากับ 0.01

0

1









mu
u  Velocity ratio ทีต่ํ าแหนง x  เทากับ 0.01

x                     ระยะตามแนวแกนเจ็ต
cX                 ตัวแปรไรมิต ิ(Nondimension coordinate)

px             ความยาวของระยะ Potential core
l                      Mixing length
L              Characteristic length scale ในทิศตามแกน x
pk             สัมประสิทธิ์การลดลงของความดันสถิต
uk             สัมประสิทธิ์การลดลงของความเร็วตามแนวแกนเจ็ต

fuu mm
kk ,         คาสัมประสิทธิ์คงที่ของสมการ Similarity  จากความเร็ว mu

swfww mmm
kkk ,, คาสัมประสิทธิ์คงที่ของสมการ Similarity จากความเร็ว mw

bsbfb kkk ,,    คาสัมประสิทธิ์คงที่ของสมการ Similarity จาก b
521 ,, III    คาคงที่จากการอินทเิกรตในสมการโมเมนตัมเชิงเสน

 43 , II คาคงที่จากการอินทเิกรตในสมการโมเมนตัมเชิงเสน

อักษรกรีก

tτ                            Turbulent viscosity

ξη,                     ตัวแปรไรมิติ
ρ              ความหนาแนน
ν                    Kinematics viscosity
ψ                 Stream function

λµ,                 Velocity ratio

α              สัมประสิทธิ์การ Entrainment

rε                     Dissipation rate ทีร่ะดับอางอิง



ตัวหอย

b ระยะตามแนวรัศมี ณ ตํ าแหนงที่ความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมีคา 0.5 เทา
ของความเร็ว Maximum

mu ความเร็ว Centerline ตามแนวแกนเจ็ต
mw ความเร็ว Maximum ตามแนวสัมผัส

1u ความเร็วอากาศดานนอก
bf ระยะตามแนวรัศมี ณ ตํ าแหนงที่ความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมีคา 0.5 เทา

ของความเร็ว Maximum ในกรณีที่อากาศดานนอกเคลื่อนที่
fum ความเร็ว Centerline ตามแนวแกนเจต็ในกรณีที่อากาศดานนอกเคลื่อนที่
fwm ความเร็ว Maximum ตามแนวสัมผัสในกรณีที่อากาศดานนอกเคลื่อนที่
fu1 ความเรว็อากาศดานนอก ในกรณีที่อากาศดานนอกเคลื่อนที่

bs ระยะตามแนวรัศมี ณ ตํ าแหนงที่ความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมีคา 0.5 เทา
ของความเร็ว Maximum ในกรณีที่เปล่ียนแปลง Sr

swm ระยะตามแนวรัศมี ณ ตํ าแหนงที่ความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมีคา 0.5 เทา
ของความเร็ว Maximum ในกรณีที่เปล่ียนแปลง Sr



บทที่ 1

บทนํ า

1.1 บทนํ า

ในอดตีทีผ่านมาไดมีการศึกษาวิจัยเกี่ยวกับการไหลของเจ็ตอยางแพรหลาย  เนื่องจากการไหล
แบบเจ็ตนี้เปนลักษณะการไหลที่มีการพบเห็นไดทั่วไปและมีการประยุกตใชอยางกวางขวางในงานทาง
วศิวกรรม เชน ในหัวฉีดเชื้อเพลิง หัวฉีดเพื่อการผสม หัวจายในระบบปรับอากาศ ฯลฯ   นอกจากนั้น
ลักษณะการไหลแบบเจ็ตยังพบไดในระบบหรือสวนที่วิศวกรและบุคคลทั่วไปอาจยังไมตระหนักถึง
ความส ําคญั ซ่ึงอาจมีสาเหตุจากการที่เจ็ตเหลานี้เปนที่พบเห็นไดโดยทั่วไปอยางมากจนเกิดความเคยชิน 
เชน การปลอยนํ้ าเสีย หรือนํ้ าหลอเย็นลงสูแมนํ้ า การปลอยควันสูบรรยากาศ ซ่ึงการปลอยนํ้ าหรือ
อากาศในลักษณะนี้ก็จะมีลักษณะเปนการไหลแบบเจ็ต ซ่ึงในกรณีของเจ็ตเหลานี้เปนที่ทราบกันดีวามี
ผลกระทบอยางสูงตอส่ิงแวดลอม  เนื่องจากลักษณะการไหลของเจ็ตที่เกิดขึ้นนั้นจะเปนตัวกํ าหนด
ลักษณะของการแพรกระจาย ระดับความเขมขน (Concentration) ของนํ้ ารอน (นํ ้าที่อุณหภูมิสูงกวา
ส่ิงแวดลอม) หรือควันพิษ สูส่ิงแวดลอมรอบขาง

อนึ่ง ลักษณะของเจ็ตที่ไดมีการศึกษาวิจัยในอดีตมักจะอยู ในรูปแบบของเจ็ตที่ปลอยสู
บรรยากาศที่หยุดนิ่งรอบขาง (Simple or Free jet) หรือเจต็ทีป่ลอยไปในทิศทางเดียวกับลมรอบขาง 
(Jet in coflow) โดยปรมิาณการศึกษาวิจัยในแตละลักษณะของเจ็ตมีการลดหลั่นกันไปตามลํ าดับ ซ่ึง
ในการศกึษาวจิยัเหลานี้ไดมีการศึกษาเกี่ยวกับคุณลักษณะที่สํ าคัญของเจ็ต คือ คุณลักษณะดานการผสม 
(หวัฉีดเพื่อการผสม) และการแพรกระจายของมลภาวะ ดังกลาวขางตน โดยไดมีการอางอิงเปรียบเทียบ
ลักษณะการผสมจากคุณลักษณะและปริมาณตางๆ เชน การแพรกระจายของเจ็ต การลดลงของคา
ความเร็วเฉลี่ย และระดับความปนปวนของการไหล (Turbulence intensity)

อยางไรก็ตาม การศึกษาลักษณะของเจ็ตแบบที่ปลอยทิศทางเดียวกับลมรอบขางตามที่ไดมีการ
ศกึษากนัมาบางแลวนั้น ซ่ึงนอกเหนือจากศักยภาพในการประยุกตใชงานของเจ็ตแบบนี้ในงานทางดาน
เครื่องกลและเคมีที่เกี่ยวเนื่องกับการผสมของอากาศกับเชื้อเพลิง และของสารเคมี  ยังพบในงานทาง
ดานสิ่งแวดลอม เชน การปลอยนํ้ าเสียลงสูแมนํ้ าและมหาสมุทรอีกดวย

นอกจากนั้น เปนที่ทราบกันดีวาการไหลแบบหมุนควง  (Swirling flow) มสีวนอยางมากใน
การเพิม่ประสิทธิภาพการผสม ดังจะเห็นไดจากผลการศึกษาวิจัยในอดีต (ตวัอยางเชน Feyedalem and 

Sarpkaya, 1997 และ Billant et al., 1998 เปนตน) และการประยุกตใชการไหลแบบหมุนควงใน
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งานจริงในปจจุบันเพื่อเพิ่มประสิทธิภาพการผสมของอากาศกับนํ้ ามันเชื้อเพลิงทํ าใหการเผาไหมใน
เครื่องยนตมีประสิทธิภาพมากขึ้น

ดวยความรูความเขาใจในเรื่องของเจ็ตที่ไหลแบบหมุนควงในกระแสลมตามมีศักยภาพของการ
นํ าไปใชใหเกิดประโยชนสูง การศึกษาวิจัยนี้จึงมุงเนนที่การศึกษาคุณลักษณะการผสมของเจ็ตใน
ลักษณะนี ้ โดยจะศึกษาถึงผลของความเร็วในการหมุนควงและความเร็วอากาศดานนอก (Coflow) ตอ
คณุลักษณะของเจ็ต

1.2 วัตถุประสงค

เพือ่ท ําการศึกษาวิเคราะหคุณลักษณะของการไหลแบบราบเรียบของเจ็ตที่หมุนควง  (Laminar

swirling jet) ทีม่ีความสมมาตรรอบแกน (Axisymmetric) ทัง้ในกรณีที่ไมมีและมี Coflow ดวยวิธี
วเิคราะหแบบซิมิลาริตี้ โดยจะศึกษาถึงผลของการหมุนควงและผลของ Coflow  ตอคุณลักษณะของ
เจ็ต

1.3 แนวทางของการทํ าวิจัย

ในการศึกษาจะทํ าการศึกษาโดยการวิเคราะหซิมิลาริตี้ โดยกํ าหนดรูปแบบของตัวแปรซิมิลาริตี้
ดังนี้
                           fuuu m+= 1           (ความเร็วตามแนวแกน)
                          gww m=                   (ความเร็วตามแนวสัมผัส)
และกํ าหนดคา Swirl ratio และ Velocity ratio ของเจ็ตเปน
                        Swirl ratio (Sr) 

m

m

u
w

=

                    Velocity ratio (Vr) 
mu
u1=

โดย       1u   คอื  ความเร็วของอากาศดานนอก
             mu   คือ  ความเร็ว Centerline ตามแนวแกนเจ็ต
             mw  คอื  ความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุด
จากนั้นทํ าการวิเคราะหซิมิลาริตี้และแกสมการเพื่อหารูปรางการกระจายตัวของทั้งความเร็วตามแนว
แกนและแนวสัมผัสที่ระดับของการหมุนและอัตราสวนความเร็วอากาศตางๆกัน
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1.4  ขอบเขตงานวิจัย

1. ท ําการศึกษาโดยเริ่มพิจารณาจากสมการ Navier-Strokes ในระบบพิกัดทรงกระบอก โดยทํ าการ
ก ําหนดสมมติฐานของการไหลของอากาศเปนดังนี้

- การไหลแบบอัดตัวไมได
- เปนการไหลแบบคงตัว
- เปนการไหลที่มีความสมมาตรรอบแกน
- เปนการไหลแบบราบเรียบ

2.  ทํ าการวิเคราะห Order of magnitude ของสมการ Navier-Strokes เพือ่หาขนาดประมาณของ
แตละเทอมและละทิ้งเทอมที่มีขนาดนอยเพื่อใหสะดวกในการวิเคราะห Similarity ตอไป
3. ทํ าการวิเคราะหซิมิลาริตี้ โดยกํ าหนดตัวแปรที่เหมาะสมเพื่อใชในการเปลี่ยนรูปสมการพื้นฐาน
การไหลที่เปนสมการอนุพันธยอย (Partial differential) ใหเปนสมการอนุพันธสามัญ (Ordinary 
differential)
4.  ท ําการวิเคราะหหา Growth rate และ Velocity decay จากเงื่อนไข Similarity

5.  ท ําการวิเคราะหหา Velocity profile โดยการแกสมการอนุพันธสามัญ (Ordinary differential)

โดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข
6.  วเิคราะหและสรุปผลที่ได

1.5 เปาหมายของงานวิจัย

        ผลการศึกษาทางทฤษฎีที่ไดจะเปนความรู ความเขาใจ และขอมูลพื้นฐานเกี่ยวกับผลของการ
หมุนควง (Swirl) และผลของ Coflow ทีม่ตีอคุณลักษณะของการไหลในรูปแบบของเจต็ทีห่มุนควงใน
กระแสลมตาม (Coflow) ซ่ึงจะเปนประโยชนตองานวิจัยอ่ืนๆที่มีลักษณะใกลเคียงกัน

ขอมลูทางทฤษฎีดังกลาว จะเปนแนวทางในการพัฒนาออกแบบและการปรับปรุงประสิทธิภาพ
ของการผสมระหวางเชื้อเพลิงกับอากาศสํ าหรับกระบวนการเผาไหมในหองเผาไหม การผสมของสาร
เคม ีฯลฯ รวมถึงเปนแนวทางในการควบคุมการไหล (Flow control)



บทที่ 2

งานวิจัยที่ผานมา

2.1 งานวิจัยที่ผานมา

เจ็ตที่หมุนควง (Swirling jet) เปนการไหลที่สามารถพบไดโดยทั่วไปตามธรรมชาติ เชน การ
ไหลในแกนกลางของพายุทอรนาโด และในทางวิศวกรรม เชน การฉีดของหัวฉีดเชื้อเพลิง โดยผลของ
การหมุนควงของเจ็ตจะทํ าใหเกิดการดึงเอาอากาศจากบริเวณรอบๆดานขางเขามาผสมกับอากาศภายใน
เจ็ตไดดีขึ้น  สํ าหรับเจต็ที่หมุนควง (Swirling jet) นัน้จะเปนการรวมคุณลักษณะของการหมุนและ
ปรากฏการณตางๆที่พบในเจต็เขาไวดวยกัน  เมือ่มกีารหมุนควงเกิดขึ้นกับของไหลที่ถูกฉีดออกจากหัว
ฉีด  ของไหลทีป่รากฏจะมีความเร็วตามแนวสัมผัสเพิ่มขึ้นจากความเร็วตามแนวแกนและความเร็วตาม
แนวรัศมีที่พบไดโดยทั่วไปในเจ็ตที่ไมมีการหมุน และผลจากการหมุนควงนี้ยังทํ าใหเกิด Pressure

gradient ตามแนวแกนและตามแนวรัศมีขึ้น   สํ าหรับพารามิเตอรสํ าคัญที่ใชในการบงบอกระดับการ
หมุน คือ Swirl number ซ่ึงก ําหนดใหเปนอัตราสวนระหวางฟลักซตามแนวแกนของโมเมนตัมตาม
แนวสมัผัสตอฟลักซตามแนวแกนของโมเมนตัมตามแนวแกนเจ็ต

                                 
momentumAxialoffluxAxial
momentumTangentialoffluxAxialnumberSwirl =

หรือ Swirl ratio ซ่ึงกํ าหนดใหเปนอัตราสวนระหวางความเร็วตามแนวสัมผัสตอความเร็วตามแนว
แกนเจ็ต

                                     
velocityAxial

velocityTangentialratioSwirl =

ในการศึกษา Swirling jet ทีผ่านมานั้นไดมีการแบงการศึกษาออกเปน Weak swirling jet

และ Strong swirling jet  โดยในกรณีของ Strong swirling jet นัน้พบวา Adverse pressure 

gradient ตามแนวแกนมีคามากพอซึ่งทํ าใหเกิดปรากฏการณ Vortex breakdown ซ่ึงเปนบริเวณที่มี
การหมุนวนที่เรียกวา Recirculation zone ขึน้  โดยสามารถแสดงไดดงัในรูปที่ 2.1 ซ่ึงไดมาจากการ
ทํ า Flow visualization ของ swirling jet ที่ Swirl number เทากับ 1.42 (Billant et al., 1998)

สํ าหรับผลของการหมุนที่มีตอคุณลักษณะของเจ็ตนั้นจะทํ าใหมุมของการแพรกระจายของเจ็ต
(Jet angle) เพิ่มมากขึ้นเมื่อคา Swirl number ของเจ็ตเพิ่มขึ้นซึ่งสอดคลองกับการเพิ่มขึ้นของการแพร
กระจายของเจ็ต  นอกจากนี้ยังทํ าใหเกิดการดึงเอาอากาศบริเวณรอบๆของเจ็ตเพิ่มขึ้นดวยเปนเหตุให
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การลดลงของความเร็วของเจ็ตเร็วขึ้น  รูปที่ 2.2 แสดงการลดลงของคา Maximum ของความเร็วตาม
แนวแกน ความเร็วตามแนวสัมผัสและความเร็วตามแนวรัศมีตลอดความยาวของเจ็ตที่คา Swirl

number ตางๆกัน   จากผลการศึกษาทางทฤษฎีของ Loitsyanski (1953) พบวาการลดลงของ
ความเรว็ตามแนวแกนและความเร็วตามแนวรัศมีมีการลดลงแปรผันกับ 1−x   ความเร็วตามแนวสัมผัสมี
การลดลงแปรผัน 2−x   และความดันมีการลดลงแปรผัน 4−x

2.1.1  การศึกษาคุณลักษณะของเจ็ต

Schilchting (1968) ไดท ําการศึกษาเกี่ยวกับ Laminar circular jet ทีม่ีความสมมาตรรอบ
แกน โดยใชวิธีการวิเคราะหซิมิลาริตี้เพื่อทํ าการลดรูปสมการ Navier-strokes ซ่ึงเปนสมการเชิง
อนุพันธยอย (Partial differential) ใหเปนสมการเชิงอนุพันธสามัญ (Ordinary differential) โดย
ก ําหนดให Stream function มีคาเปน )(ηνψ xF=  และ xy /=η   โดยที่ )(ηF  เปน Similarity 

function  จากผลการศึกษาพบวาการลดลงของคา Maximum ความเร็วตามแนวแกนมีลักษณะแปรผัน
กบัระยะทางตามแนวแกน 1−x  )( 1−∝ xum   และความกวางของเจ็ตจะมีลักษณะแปรผันกับระยะทาง
ตามแนวแกน x )( xb∝   นอกจากนี้ยังไดศึกษาในกรณีที่เปน Turbulent โดยนํ าทฤษฎี Prandtl's 

mixing length มาใชในการวิเคราะห ซ่ึงกํ าหนดให y
u

y
u

t l ∂
∂

∂
∂= 2ρτ   โดยที่ tτ  คือ Turbulent 

viscosity และ l  คือ Mixing length   จากการศึกษาพบวาการลดลงของคา Maximum ความเร็วตาม
แนวแกนมีลักษณะแปรผันกับระยะทางตามแนวแกน 1−x  )( 1−∝ xum  และความกวางของเจ็ตจะมี
ลักษณะแปรผันกับระยะทางตามแนวแกน x )( xb∝  เชนเดียวกับกรณีของ Laminar

Beer and Chigier (1972) ไดทํ าการศึกษา Turbulent free jet พบวาสามารถแบงลักษณะ
บริเวณตางๆของ Circular jet ไดดังรูปที่ 2.3   โดยที่ระยะใกลปากเจ็ตจะเกิดบริเวณที่เรียกวา 
Potential core ซ่ึงภายในบรเิวณนี้ความเร็วของเจ็ตที่ออกมามีลักษณะสมํ่ าเสมอสวนบริเวณดานนอก
จะมีการพัฒนาของ Mixing layer ซ่ึงจะมีการถายเทโมเมนตัมและมวลตั้งฉากกับทิศทางการเคลื่อนที่
ของการไหลของเจ็ต  ในบริเวณ Fully developed region ซ่ึงอยูถัดจาก Transition region ที่บริเวณ
นีจ้ะพบวามีลักษณะ Similarity ของการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนและความเร็วตามแนว
รัศมี   สํ าหรับความยาวของ Potential core และ Transition region มคีาประมาณ 4-5 และ 10 เทา
ของเสนผาศูนยกลางทอซ่ึงจะขึ้นอยูกับเงื่อนไขภาวะเริ่มตน เชน ระดับ Turbulence ของเจ็ตที่ถูกฉีด
ออกจาก Nozzle  นอกจากนีย้งัไดศึกษาในกรณีของเจ็ตในกระแสลมขนาน (Parallel stream) ซ่ึงพบ
วาการผสมจะขึ้นอยูกับ Velocity gradient คือ ในขณะที่ความเร็วของอากาศดานนอกเพิ่มขึ้น  
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Velocity gradient และการผสมระหวางเจ็ตกับอากาศดานนอกจะลดลงจนกระทั่งมีคานอยมากเมื่อ
ความเรว็ของเจ็ตและอากาศดานนอกมีคาเทากัน แตเมื่อความเร็วของอากาศดานนอกเพิ่มมากขึ้นจนมาก
กวาความเร็วเจ็ตจะทํ า Velocity gradient และการผสมเพิ่มขึ้น  สํ าหรับอัตราการแพรกระจาย
(Spreading rate) และอัตราการลดลงของความเร็วของเจ็ตจะลดลงเมื่อ Velocity gradient มีคาลดลง

Rajaratnam (1976) ไดทํ าการศึกษาลักษณะของ Circular jet พบวาสามารถแบงลักษณะ 
ของเจ็ตได 3 บริเวณ ดงัรูปที่ 2.4 คือ Potential core region ซ่ึงเปนบริเวณที่มีความเร็วสมํ่ าเสมอ 
Flow development region ซ่ึงเปนบริเวณที่อยูใกลทางออกของเจ็ตและเปนบริเวณที่การไหลมีการ
พัฒนาของ Shear layer เนือ่งจากความไมตอเนื่องของความเร็วของเจ็ตกับอากาศดานนอก  Fully 

developed flow ซ่ึงเปนบริเวณที่พบวาการไหลมีลักษณะ Similarity โดยความเร็วของเจ็ตจะมีคามาก
สุดที่แกนเจ็ต และความเร็วจะลดลงเมื่อระยะหางจากแกนมากขึ้น ซ่ึงสอดคลองกับการทดลองของ 
Corrsin (1946), Hinze and Zijnen (1949), Albertson et al. (1950) และAbramovich 
(1963)

นอกจากนี้ยังไดทํ าการวิเคราะหทางทฤษฎีโดยใชการวิเคราะหซิมิลาริตี้ซ่ึงกํ าหนดใหความเร็ว
มีคาเปน )()( ηfxuu m=  โดยที่ )(ηf  เปน Similarity function  พบวาการลดลงของคา 
Maximum ความเรว็ตามแนวแกนแปรผันกับระยะตามแนวแกน 1−x  )( 1−∝ xum  และความกวางของ
เจต็แปรผันกับระยะตามแนวแกน x  )( xb ∝     นอกจาก Free circular jet แลว Rajaratnam ยังได
ท ําการศึกษาลักษณะของ Plane และ Circular jet ทีอ่ากาศดานนอกมีการเคลื่อนที่ในทิศทางเดียวกับ 
เจต็ โดยเรียกวา Compound jet ซ่ึงสามารถแบงลักษณะของเจ็ตไดเปน 3 บริเวณเชนเดียวกับ Free

plane jet และ Free circular jet ดังรูปที่ 2.5   โดยในบริเวณ Fully developed พบการไหลมี
ลักษณะ Similarity ของความเร็วซ่ึงสอดคลองกับผลการทดลองของ Bradbury (1965) สํ าหรับกรณี
ของ Plane compound jet  และ Tani and Kobashi (1951) สํ าหรับกรณีของ Circular compound 

jet  เมื่อทํ าการวิเคราะหทางทฤษฎีโดยใชการวิเคราะหซิมิลาริตี้ซ่ึงกํ าหนดใหความเร็วมีคาเปน 
1)()( ufxuu m += η  โดยที่ 1u  เปนความเร็วของอากาศดานนอก   พบวาในกรณี Weak jet

)( 1 muu >  นั้นการลดลงของคา Maximum ความเรว็ตามแนวแกนแปรผันกับระยะตามแนวแกน 
3/2−x  )( 3/2−∝ xum  และความกวางของเจ็ตแปรผันกับระยะตามแนวแกน 3/1x  )( 3/1xb ∝   สวนใน

กรณี Strong jet )( 1 muu <  นั้นการลดลงของคา Maximum ความเร็วตามแนวแกนแปรผันกับระยะ
ตามแนวแกน 1−x  )( 1−∝ xum  และความกวางของเจ็ตแปรผันกับระยะตามแนวแกน x  )( xb ∝
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Rankin et al. (1983) ไดท ําการทดลองศึกษาเกี่ยวกับ Laminar submerged jet โดยทดลอง
ในระบบปดที่ใชของไหลเปนนํ้ าซึ่งนํ้ าจะถูกฉีดออกจากทอที่มีเสนผาศูนยกลางภายใน )(d  6.35 mm
และยาว )(l  2.43 m    เพื่อให dl /  มีคาเทากับ 383 ซ่ึงจากการศึกษาของ Langhaar (1942)  พบวา
ทีอั่ตราสวนนี้จะทํ าใหรูปรางความเร็วที่ทางออกมีลักษณะเปนพาราโบลาที่คา Reynolds number ตํ่ า
กวา 6,600   ในการศึกษาไดทํ า Flow-visualization เพื่อหาขอบเขตของเจ็ตและใช Laser doppler 

anemometer  (LDA) ในการวัดความเร็ว Center line  และตํ าแหนงที่มีความเร็วเปน 0.5 เทาของ
ความเร็ว Maximum )(

2
1m
r  ที่คา Reynolds number )(Rec  และตํ าแหนง cX  ตางๆ   โดยกํ าหนดให 

ν/Re maxduc =  และ 1Re)/( −= cc dxX  และนํ าผลการทดลองที่ไดไปเปรียบเทียบกับผลการ
วเิคราะหทางทฤษฎีของ Schlichting (1968)   จากผลการทดลองพบวาลักษณะรูปรางการกระจายตัว
ของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตทีบ่ริเวณใกลทางออกของเจ็ต cX  เทากับ 0.05 ที่คา cRe  เทากับ 1,000, 

1,500 และ 2,000 จะมลัีกษณะเปนพาราโบลา แตเมื่อระยะ cX  เพิ่มขึ้นเทากับ 0.01 ซ่ึงอยูในบริเวณ 
Development region ลักษณะรปูรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนจะมีการเปลี่ยนแปลง
จากพาราโบลาเขาใกล Gaussian profile   จนเมื่อ cX  เทากับ 0.018 พบซิมิลาริตี้ของความเร็วตาม
แนวแกนและลักษณะรูปรางการกระจายตัวของความเร็วจะมีคาสอดคลองกับผลของ Schlichting 

นอกจากนี้ยังพบวาการเปลี่ยนแปลงโมเมนตัมของเจ็ตที่ออกมาในชวงแรกนั้นจะมีคาลดตํ่ าลงกวาใน
ชวงที่ออกจากปากเจ็ตแตเมื่อระยะหางจากปากเจ็ตมากขึ้นโมเมนตัมจะมีคาเพิ่มมากขึ้นและมีคาคงที่ที่
บริเวณ Far field

Paullay et al. (1985) ท ําการศึกษาหา Similarity solution ของ Turbulent plane jet และ 
Radial jet โดยใช ε−k  model และการแทนคาดวยตัวแปรซิมิลาริตี้ (Similarity variable) ซ่ึงทํ า
ใหลดรูปจากสมการเชิงอนุพันธยอยเปนสมการเชิงอนุพันธสามัญ จากนั้นจึงทํ าการแกสมการหาการ
กระจายตัวของความเร็ว Turbulent kinetic energy และ Dissipation rate    นอกจากนี้ยังพิจารณา
อัตราการลดลงของความเร็ว อัตราการแพรกระจายของเจ็ต (Growth rate) และอัตราการ 
Entrainment   ซ่ึงในการคํ านวณไดแบง Grid ค ํานวณทั้งสิ้น 801 Grid   จากผลการคํ านวณพบวา
อัตราการลดลงของความเร็ว  อัตราการแพรกระจาย  และอัตราการ Entrainment ของ Turbulent 

plane jet มคีาเปน 0.1595, 0.1080 และ 0.0567   สํ าหรับกรณีของ Radial jet นัน้มีคาเปน 0.1412, 

0.0951 และ 0.0972 ตามลํ าดับ  โดยในกรณีของ Plane jet นัน้เมือ่เปรียบเทียบอัตราการแพรกระจาย
ของเจ็ตทีค่ ํานวณไดกับของ Ljuboja and Rodi (1980) ที่ใช Algebraic Reynolds stress model

พบวามีคาเปน 0.114 ซ่ึงมคีามากกวาผลการคํ านวณที่ไดประมาณ 6 เปอรเซ็นต
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Boersma et al. (1997) ไดใช Direct Numerical Simulation (DNS) ในค ํานวณการไหล
ของ Free round turbulent jet โดยทํ าการคํ านวณที่ Reynolds number มีคาเทากับ 2.4x103 และได
น ําผลที่ไดไปเปรียบเทียบกับผลการทดลองจาก Hussein et al. (1994) และ Panchapakesan and

Lumley (1993)  นอกจากนี้ยังไดทํ าการตรวจสอบ Universal self-similarity ซ่ึงศึกษาถึงผลของ 
Initial condition ที่มีตอ Self-similarity โดยการทํ า Simulation ดวยการเปลี่ยน Initial velocity 

profile ทีต่างกัน 2 แบบ  โดยแบบแรกเปน Initial profile ที่มีรูปราง Top-hat shape ซ่ึงพบไดบอย
ในการทดลอง   แบบที่สองจะใช Initial profile ดังสมการ 2.1
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จากการศึกษาพบวาผลการคํ านวณดวยวิธี DNS ของ Top-hat initial velocity profile นัน้สอดคลอง
กับผลการทดลองของ Panchapakesan and Lumley และ Hussein et al ไดเปนอยางดี และเมื่อ
เปรียบเทียบผลที่ไดจากทั้งสอง Initial profile ทีต่างกัน   พบวาผลที่ไดไมสนับสนุน Universal self-

similarity ท ําใหสรุปไดวา Similarity และ Similarity profile จะขึ้นอยูกับ Initial condition   

2.1.2  การศึกษาคุณลักษณะของเจ็ตในกระแสลมขนาน

Squire and Trouncer (1944) ท ําการศึกษาทางทฤษฎีของเจ็ตในกระแสลมขนาน (Parallel 

Stream) สํ าหรับคาตางๆของ λ  ซ่ึงก ําหนดใหเปนอัตราสวนของความเร็วอากาศดานนอกตอความเร็ว
ของเจ็ตที่ทางออกจาก Nozzle  โดยการอินทิเกรตสมการโมเมนตัมดวยทฤษฎี Mixing length และหา
คํ าตอบโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  พบวาการกระจายของความเร็วตามแนวแกนบริเวณ  Mixing 

region แสดงไดดังสมการ 2.2
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โดย 1r และ 2r เปนรัศมีภายในและภายนอกของ Mixing region

0u  เปนความเร็วเร่ิมตนของเจ็ตที่ออกมา
su  เปนความเร็วของอากาศดานนอก

รูปที่ 2.6 แสดงการลดลงของความเร็ว Center line ตลอดแกนของ Round jet ในกระแสลมขนาน  
โดยผลการทํ านายของ Squire and Trouncer ที่คา λ  มคีานอยกวา 1 จะเห็นไดวาที่ λ  เทากับ 0 นั้น
จะมีระยะ Potential core ส้ันทีสุ่ดและความยาวของระยะ Potential core จะเพิ่มขึ้นเมื่อ λ  เพิ่มขึ้น
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จาก 0 จนถึง 0.5   สํ าหรับอัตราการลดลงของความเร็ว Center line จะมีคาลดลงเมื่อคา λ  เพิ่มขึ้นจาก 
0 จนถึง 0.5  รูปที่ 2.7 แสดงเสนความกวางของเจต็ที่ตํ าแหนงที่ความเร็วมีคาเทากับ 0.5 เทาของ
ความเร็ว Maximum    สํ าหรับกรณีที่ λ  มคีานอยกวา 1 ซ่ึงพบวาการลดลงของมุมการแพรกระจาย
ของเจ็ต (Jet angle) และอตัราการแพรกระจายของเจ็ตนั้นเปนฟงกชันของ λ   โดยจะมีคาลดลงเมื่อ λ
มีคาเพิ่มขึ้น

 Forstall and Shapiro (1950) ทํ าการทดลองตรวจสอบผลทางทฤษฎีของ Squire and

Trouncer (1944) ซ่ึงไดศึกษาเจ็ตในกระแสลมขนาน   โดยผลการทดลองแสดงวาคุณสมบัติของเจ็ต
ในบริเวณ Mixing region เปนฟงกชันของอัตราสวนของความเร็วของอากาศดานนอกตอความเร็วเจ็ต 

)(λ  และแสดงผลความยาวของ Potential core )( px  สํ าหรับ λ  มคีานอยกวา 1 เปนดังสมการ 2.3

 λ124
0

+=
d
xp                                                             (2.3)

โดยที่ 0d  เปนเสนผาศูนยกลางของปากเจ็ต  สํ าหรับในบริเวณ Fully developed region การลดลง
ของความเร็ว Center line และการแพรกระจายของเจ็ตมีคาเปนดังสมการ 2.4 และ 2.5

 
x
x

uu
uu p

sj

sc =
−
−                                                             (2.4)

λ−











=

1

0

0

0

5.0

/
/
dx
dx

r
y

p

                                                   (2.5)

ซ่ึง cu  เปนความเร็ว Center line  ju เปนความเร็วที่ทางออกของเจ็ต  su  เปนความเร็วของอากาศดาน
นอก  0r  เปนรัศมีที่ปากทางออกของเจ็ต และ 5.0y  เปนระยะรัศมีที่ความเร็วเทากับ ( )maxmin5.0 uu +

          Alpinier (1964) ไดทํ าการทดลองศึกษาเจต็ในกระแสลมขนาน (Parallel stream) กรณีที่
อัตราสวนความเร็วอากาศดานนอกตอความเร็วของเจ็ต )(λ  มคีามากกวา 1   ในการทดลองไดใช
คาร บอนไดออกไซด และไฮโดรเจนเป นเจ็ตที่ ถูกฉีดเข าไปในอากาศที่ เคลื่อนที่  สํ  าหรับ
คารบอนไดออกไซดในอากาศนั้นมีอัตราสวนความหนาแนนเทากับ 29/44  และมีคา λ  เทากับ 1.28

1.55 และ 2.13   สํ าหรับกรณีไฮโดรเจนในอากาศนั้นมีอัตราสวนความหนาแนนเทากับ 29/2  และมี
คา λ  เทากับ 1.05 และ 1.5 ตามลํ าดับ   จากรูปที่ 2.8 ซ่ึงแสดงการลดลงของความเร็ว Center line 

ของ Round jet ในกระแสลมขนาน   พบวาการลดลงของความเร็ว Center line ขึน้อยูกับทั้งอัตราสวน
ความเรว็และอัตราสวนความหนาแนน คือ ที่อัตราสวนความหนาแนน (Density ratio) ตํ่ าเมื่อคา λ
เพิม่มากขึน้ความเร็วของเจ็ตจะมีการลดลงเร็วขึ้นและเร็วกวากรณีที่อัตราสวนความหนาแนน (Density 

ratio) มีคาสูง
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Antonia and Bilger (1973) ท ําการทดลองศึกษาการไหลของเจ็ตในกระแสลมตาม โดยใช
อุโมงคลมที่พื้นที่หนาตัด 3.05x3.05 2m   เจ็ตทีม่เีสนผาศูนยกลางภายใน 5.28 mm  และใช Hot wire

anemometer สํ าหรับวดัความเร็ว  โดยในการทดลองไดกํ าหนดใหอัตราสวนความเร็วเจ็ตตอความเร็ว
อากาศดานนอก )( 1uu j=λ  มีคาเทากับ 2 และ 3.5  โดยทีค่วามเร็วอากาศดานนอกมีคาคงที่ 30.5

sm /   จากผลการทดลองพบลักษณะซิมิลาริตี้ของ Mean velocity เมื่อ dx /  มีคาตั้งแต 38

)20( cmx ≈  เปนตนไป   สํ าหรับ Turbulece intensity นัน้จะพบซิมิลาริตี้ เมื่อ dx /  มีคาตั้งแต
152 เปนตนไป   นอกจากนี้ยังพบซิมิลาริตี้ของ Reynolds shear stress สํ าหรับ λ  เทากับ 2 และ 3.5

เมื่อ dx / มากกวา 150 )80( cmx ≈  และยังพบคา Maximum ของ Reynolds shear stress ที่
ตํ าแหนง 0.7 0L  โดยที่ 0L  คือ ต ําแหนงที่มีความเร็วเปน 0.5 เทาของความเร็ว Maximum ซ่ึงสอด
คลองกับผลของ  Wygnanski and Fiedler (1969)

2.1.3  การศึกษาคุณลักษณะของเจ็ตท่ีหมุนควง

Gortler (1954) ไดท ําการศึกษาทางทฤษฎีเกี่ยวกับ Laminar swirling jet ทีเ่ปนการไหล
แบบอัดตัวไมได โดยศกึษาในกรณทีี่ความเร็วในแนวสัมผัสมีคานอยเมื่อเทียบกับความเร็วตามแนวแกน
(Weakly swirl) ซ่ึงประมาณวาเทอม Pressure gradient ในแนวรัศมีมีคานอยและสามารถละทิ้งได
จงึก ําหนดใหความดันเปนฟงชันกของระยะตามแนวแกน x  เพยีงอยางเดียว )(xpp =   ในการศึกษา
ไดใชพื้นฐานของ Boundary-layer approximation และการเปลี่ยนตัวแปร (Transformation of 

variable) ทํ าใหเปล่ียนจากสมการเชิงอนุพันธยอย (Partial differential) เปนสมการเชิงอนุพันธ
สามัญ (Ordinary differential) อันดับ 2 แลวจึงทํ าการแกสมการเพื่อหา Exact solution

Rose (1962) ท ําการทดลองศึกษาเกี่ยวกับ Swirling turbulent jet ทีม่ีความสมมาตรรอบ
แกน  โดยใชทอที่มีเสนผาศูนยกลาง (D) 17/32 นิว้ ยาว 100D  หมนุดวยความเร็ว 9,500 รอบตอนาที 
โดยมีคา Reynolds number เทากับ 1.5x104  และใช Hot-wire anemometer ในการวัดคาความเร็ว
เฉลี่ยของ Swirling jet    ซ่ึงในการทดลองไดวัดคาความเร็วเฉลี่ยและ Turbulence intensity ที่
ตํ าแหนง x/D เทากับ 0.235, 1.5, 3.06, 4.5, 6.0, 9.0, และ 15.0    จากผลการทดลองพบวาการหมุน
ควงจะมีผลตอการกระจายตัวความเร็วตามแนวแกนนอยกวาความเร็วตามแนวรัศมีในบริเวณใกลทาง
ออกของเจ็ต และพบลักษณะ Similarity ของความเร็วเฉลี่ยและ Turbulence intensity ทีต่ํ าแหนง 
x/D ตั้งแต 3.06 และ 6.0 เปนตนไป    เมือ่เปรียบกับผลการวิเคราะหทางทฤษฎีของ Loitsyanskii 

(1953) ที่ไดใชพื้นฐานของ  Boundary-layer approximation  พบวาการลดลงของความเร็วความเร็ว
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ตามแนวแกนมีลักษณะแปรผันกับ 1−x  และของความเร็วความเร็วตามแนวสัมผัสจะแปรผันกับ 2−x

ซ่ึงสอดคลองกันกับผลการทดลองที่ได

Lee (1965) ท ําการศึกษาทางทฤษฎีของ Axisymmteric turbulent swirling jet โดยนํ า
สมมติฐาน Similarity และ Entrainment มาใชในการในการพิจารณาหาการลดลงของความเร็วตาม
แนวแกนและความเร็วตามแนวสัมผัส  ในการวิเคราะหไดใช Boundary-layer approximation และ
ก ําหนดใหความเร็วเปนดังสมการ 2.6 ถึง 2.8

( ) ( ) 









−

=
2

2

, b
r

exurxu                                                    (2.6)

( ) ( ) 





=
b
rfxwrxw ,                                                   (2.7)

                                    ( ) ( )xubx α−=,v                                                         (2.8)

( )xb  คือคารัศมีของเจ็ตทีต่ํ าแหนงซึ่งความเร็วมคีาเทากับ 0.5 เทาของความเร็ว Maximum  และ α
คือสัมประสิทธิ์ของการ Entrainment ซ่ึงมีคาเทากับ 0.08  จากผลการศึกษาพบวาการเปลี่ยนแปลง
ของความเร็วตามแนวแกน  ความเร็วตามแนวสัมผัส และความกวางของเจ็ตเปนดังสมการ 2.9 ถึง 2.11

                 ( )
( )[ ] 2/3212
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+
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−

−
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u
u                                       (2.9)

                                               ( )
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−
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w                             (2.10)

                                                ( )[ ]
( )122

212

0

1
−

−

+
−+

=
GXcc

GXc
b
b                                           (2.11)

เมื่อเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Rose (1962) โดยวัดที่ตํ าแหนง 1.5, 3.06, 4.5, 6.0, 9.0 และ 
15 เทาของเสนผาศูนยกลางทอ  ซ่ึงมีคา ,0u 0w  และ 0b  เทากับ 40.6, 5.91 fps และ 0.351 in   
สํ าหรับคาคงที่ c  และ G  นัน้มีคาเทากับ 2.707 และ 0.134 ตามลํ าดับ   พบวาผลที่ไดสอดคลองกันดี

Chigier and Chervinsky (1967) ท ําการทดลองศึกษาเกี่ยวกับ Axisymmetric swirling 

jet ที่คา Degree of swirl )(S  ตางๆ   โดยศึกษาครอบคลุมทั้ง Weak, Moderate และ Strong swirl 
สํ าหรับการกํ าหนดคา Degree of swirl )(S  จะถกูก ําหนดใหเปนอัตราสวนของโมเมนตัมตามแนว
สัมผัสตอโมเมนตัมตามแนวแกนและรัศมีของ Orifice    ซ่ึง S  มีคาเทากับ 0.066, 0.134, 0.234,

0.416, 0.6 และ 0.64  ในการทดลองไดวัดคาความเร็วตามแนวแกน ความเร็วตามแนวสัมผัสเฉลี่ย 
ความดันสถิต และความกวางของเจต็ที่ระยะ dx /  เทากับ 0.2, 1.0, 2.0, 4.1, 6.2, 8.3, 10.0 และ 
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15.0  จากผลการทดลองเมื่อพิจารณาการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกน ความเร็วตามแนวรัศมี
ความเร็วตามแนวสัมผัสและคาความดันสถิตซึ่งแสดงผลในรูปของตัวแปรไรมิติ  พบลักษณะ 
Similarity ของการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกน ความเร็วตามแนวสัมผัสและความดันสถิต
สํ าหรับ Weak และ Moderate swirl ทีร่ะยะ 4 เทาของเสนผาศูนยกลางทอ  สวน Strong swirl นั้น
จะพบ Similarity ของการกระจายตวัของความเร็วตามแนวแกนที่ระยะ 10 เทาของเสนผาศูนยกลางทอ
เปนตนไป   รูปที่ 2.9 และ 2.10 แสดงการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนและคาความดันสถิตซึ่ง
แสดงไดดวย Gaussian curve ดงัสมการ 2.12 และ 2.13

 )exp( 2ξu
m

k
u
u

−=                                                             (2.12)

)exp( 2ξp
m

k
pp
pp

−=
−
−

∞

∞                                              (2.13)

โดยที่ uk  และ pk  คอืคาคงที่การลดลงของความเร็วตามแนวแกนและความดันสถิตซึ่ง uk  และ pk  มี
ความสัมพันธในลักษณะแปรผกผันกับคา S     รูปที่ 2.11 แสดงการกระจายตัวของความเร็วตามแนว
สัมผัสซ่ึงอธิบายไดดวยสมการ Polynomial อันดับสาม ดังสมการ 2.14

 32 ξξξ EDC
w
w

m

++=                                              (2.14)

สํ าหรับในกรณีของ Strong swirl นัน้ความกวางของเจ็ต และ Entrainment rate จะมีคาประมาณสอง
เทาของกรณีที่ไมมีการหมุน (Nonswirling jet)   เมือ่เปรียบเทียบการลดลงของความเร็วตามแนวแกน
และความเร็วตามแนวสัมผัสกับผลที่ไดจากการวิเคราะหทางทฤษฎีโดยใช Boundary-layer

approximation และการวิเคราะหซิมิลาริตี้ซ่ึงกํ าหนดใหความเร็ว )()(),( ξuxurxu m=  และ 
)()(),( ξwxwrxw m=   พบวาผลการทดลองและผลการศึกษาทางทฤษฎีสอดคลองกันดี

Wygnanski (1970) ไดทํ าการศึกษาหา Similarity solution ของการไหลแบบราบเรียบที่
อัดตัวไมไดของเจต็ทีห่มุนควง โดยมีจุดประสงคเพื่อคนหาผลเฉลยแบบแมนตรง (Exact solution)

จากสมการการเคลื่อนที่ที่สามารถประยุกตใชไดกับทุกระดับการหมุนควง ในการศึกษาไดใชระบบ
พกิดัทรงกลมซึ่งกํ าหนดใหความเร็วและความดันเปนดังสมการ 2.15 ถึง 2.18
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r
f

r
η

ν
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−
−=

f
r

                                                (2.16)

                                   ( )
( ) 2/121

v
η

ην
λ

−
−=

H
r

                                                (2.17)
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( )
2

2

r
HPP η

ν
ρ

=
− ∞                                                  (2.18)

โดยที่ η  เทากับ θcos   rv  แทนความเร็วตามแนว Radial θv แทนความเร็วตามแนว Azimuthal λv

แทนความเร็วตามแนว Swirl  และ ( ) ηη
η

η
ηη

ddfcH 










−
= ∫∫

1
2

1
1 1

exp    สํ าหรับ 1c  เปนคาคงที่จาก

การอินทิเกรตซึ่งมีความสัมพันธกับคาโมเมนตัมเชิงมุม  ในการคํ านวณแกสมการไดใชระเบียบวิธี 
Rung-kutta   จากผลการศึกษาพบวาเมื่อมุมของผนังมีคา oo 18090 <≤θ  ดังรูปที่ 2.12   ในกรณีที่ไม
มกีารหมุนควงเกิดขึ้น )0( 1 =c  ที่ Reynolds number ( ) 0

v
=θν

rr คาตํ่ า )100(Re <  ผลจากมุมของผนัง
ทีม่ตีอการลดลงของความเร็วตามแนวแกนมากกวาที่ Reynolds number มีคาสูงๆ   โดยมุมของผนังที่
เพิ่มขึ้นจะทํ าใหอัตราการ Entrainment ของเจ็ตมคีามากขึ้นจึงเปนผลใหเจ็ตมกีารลดลงของความเร็ว
ตามแนวแกนและการแพรกระจายตัวมากขึ้น   สํ าหรับกรณีที่มีการหมุนควง )15( 1 <c  ผลของการ
หมุนควงและผลของมุมของผนังที่มีตอการลดลงของความเร็วตามแนวแกนจะมีมากเมื่อ Reynolds 

number มีคาตํ่ าๆ   แตกรณีที่ Reynolds number มีคาสูงขึ้นผลของมุมของผนังจะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อ
ระดับการหมุนควงมีคาเพิ่มขึ้น (Strong swirl)  นอกจากนีก้ารที่ระดับการหมุนควงเพิ่มขึ้นยังทํ าให
ต ําแหนงที่เกิดคา Maximum ของความเร็วตามแนวแกนมีการเบี่ยงเบนออกจากแกนกลางของเจ็ตเล็ก
นอย

Pratte and Keffer (1972) ไดทํ าการทดลองศึกษา Swirling turbulent jet ซ่ึงในการ
ทดลองไดใชทอยาว 23 นิว้ เสนผาศูนยกลางภายใน 0.493 นิว้ หมุนดวยความเร็ว 8,700 rpm โดยมีคา 
Re  เทากับ 2,300  ในการศึกษากํ าหนดใหคา Swirl number ( )S  เปนอัตราสวนของโมเมนตัมตาม
แนวสัมผัสตอโมเมนตัมตามแนวแกนและรัศมีของทอซ่ึงมีคาเทากับ 0.3  จากผลการทดลองพบ 
Similarity ของคาความเร็วเฉลี่ย (Mean velocity) เกดิขึน้ไดเร็วกวา Turbulent intensity และจาก
การวิเคราะหทางทฤษฎีโดยการใช Boundary-layer approximation และการวิเคราะหซิมิลาริตี้ซ่ึง
ก ําหนดใหความเร็ว ( )ηfuu 0=  และ ( )ηgww 0=  โดยที่ 

0xx
r
−

=η   0u  และ 0w  เปนคา

Maximum ของความเร็วตามแนวแกนและความเร็วตามแนวสัมผัสตามลํ าดับ  พบวาคา Maximum

ของความเร็วตามแนวแกนและความเร็วตามแนวสัมผัสมีการเปลี่ยนแปลงเปนฟงชันกของ ( ) 1
0

−− xx

และ ( ) 2
0

−− xx  ตามลํ าดับ  เมื่อเปรียบเทียบผลการวิเคราะหทางทฤษฎีกับผลการทดลองพบวาสอด
คลองกัน สวนคาความดันสถิตเฉลี่ยสามารถแสดงการเปลี่ยนแปลงไดเปนฟงชันกของ ( ) 4

0
−− xx  ซ่ึงมี

คาแตกตางจากผลการทดลองที่มีคาเปน ( ) 2
0

−− xx    สํ าหรับ Entrainment rate และมุมการแพร
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กระจายของ Swirling turbulent jet มคีาประมาณ 2 เทาของกรณีเจต็ที่ไมมีการหมุน   รูปที่ 2.13

แสดงการแพรกระจายตามแนวรัศมีของ Swirling jet ทีร่ะยะ Downstream โดย ( )xr
2
1  กํ าหนดให

เปนระยะรัศมีของเจต็ทีต่ํ าแหนงความเร็วมีคาเทากับ 0.5 เทาของความเร็ว Maximum   ใน Fully 

developed swirling jet สังเกตไดวาการแพรกระจายมีลักษณะเปนเชิงเสนและเพิ่มมากขึ้นเมื่อระดับ
การหมุนสูงขึ้น   รูปที่ 2.14 แสดงรปูรางการแพรกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเฉลี่ย  โดยคา
มากที่สุดจะเกิดที่บริเวณแกนกลางเจ็ตและรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนสามารถ
แสดงไดเปน Gaussian profile ดงัสมการ 2.19

( ) 245

0

ηη −= e
u
u                                               (2.19)

รูปที่ 2.15 แสดงรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสเฉลี่ยของ Swirling jet ซ่ึง 
Swirling component ( )ηw  ยากตอการตรวจสอบที่ระยะ Downstream เพราะวามีขนาดนอยมาก   
อยางไรก็ตามจากผลการทดลองพบวามีลักษณะของ Rakine-vortex   สํ าหรับคาความดันสถิตเฉลี่ยนั้น
พบลักษณะ Similarity ของกระจายตัวของความดันสถิตตามแนวรัศมีที่ระยะ Dx /  เทากับ 1 และ 6

ดังรูปที่ 2.16

Leschziner and Rodi (1984) ท ําการศึกษา Strong swirling circular jet ที่มีคา Swirl 

number เทากับ 1.18 และ 1.3 ซ่ึงมคีามากพอที่ทํ าใหเกิด Recirculation zone บริเวณใกลทางออก
ของเจ็ต   โดยใช Standard ε−k  model และทํ าการเปลี่ยนเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

condition) สํ าหรับคา Dissipation rate ( )ε  และความเร็วตามแนวรัศมี ( )V  ทีท่างออกของเจ็ต  ซ่ึง
ในการคํ านวณไดใช Finite volume ที่ประมาณ Diffusion term ดวย Central difference และ
ประมาณ Convection term ดวย Upwind difference และค ํานวณดวย Nonuniform grid ที่มีขนาด 
30x30    สํ าหรับการกํ าหนดขอบเขตการคํ านวณเปนดังรูปที่ 2.17 ซ่ึงมีขนาด dx /  เทากับ 16 และ 
dr /  เทากับ 6   ในการศึกษาไดทํ าการตรวจสอบผลของ Mean flow parameter เชน การลดลงของ

ความเร็ว Center line ความเร็ว Maximum ตามแนวแกนและความเร็วตามแนวสัมผัสตอการเปลี่ยน
แปลงของเงื่อนไขที่ทางเขาและผลของ Turbulence model   จากผลการคํ านวณโดยใช Standard

ε−k  model ที่กํ าหนดให V ที่ทางออกของเจ็ตเทากับศูนยเมื่อเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ 
Cutet and  Darrigol (1978) ที่มีคา Swirl number เทากับ 1.18 พบวาใหผลการแพรกระจาย การลด
ลงของความเร็ว Maximum ตามแนวแกนและความเร็วตามแนวสัมผัสของเจ็ตสอดคลองกับผลการ
ทดลองของ Cutet and Darrigol ไดดี  แตไมสอดคลองกับผลการทดลองของ Hosel (1978) ที่มีคา
Swirl number เทากับ 1.3    เมื่อทํ าการเปลี่ยนแปลงเงื่อนไขที่ทางออกเจ็ตของ ε  โดยการกํ าหนดให 
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rr εεε 25.0 ≤≤  เมื่อ rε  คือ Dissipation rate ทีร่ะดับอางอิง    พบวาที่ rε5.0  นัน้ใหผลการแพร
กระจาย การลดลงของความเร็ว Maximum ตามแนวแกนและความเร็วตามแนวสัมผัสของเจ็ตสอด
คลองกับผลการทดลองของ Hosel จึงสรุปไดวา Standard ε−k  model สามารถทํ านายผลของ 
Strong swirling jet ไดสอดคลองกับผลการทดลองไดดีในระดับหนึ่ง

Samet and Einav (1988) ไดทํ าการทดลองศึกษาผลของ Turbulent swirling jet ใน 
Coflow stream โดยใช Open-circuit wind tunnel ที่มี Contraction ratio เทากับ 10.3 ซ่ึง
ความเร็วที่ใชในการทดลองอยูระหวาง 2.5 sm /  และ 18 sm /  โดยกํ าหนดพารามิเตอร 2 คา คือ              

Velocity ratio             
moU
U∞=µ

Degree of swirl         
mo

mo

U
WS =

∞U   คอื ความเร็วของอากาศดานนอก
moU  คือ คา Maximum ความเร็วตามแนวแกนเจ็ตที่ทางออก nozzle

moW  คือ คา Maximum ความเร็วตามแนวสัมผัสที่ทางออก nozzle

ในการทดลองกํ าหนดให µ  มีคาเปน  0, 0.08, 0.2, 0.3 และก ําหนดให S  มีคาเปน 0, 0.12, 0.31,

0.4, 0.49   จากการศึกษาพบวาคา Degree of swirl และ Velocity ratio มผีลตอการเปลี่ยนแปลงการ
กระจายตวัของคาความเร็วตามแนวแกนและความเร็วตามแนวรัศมีเฉลี่ย

           Younis et al. (1996) ไดทํ าการศึกษา Turbulent jet ทัง้กรณีที่มีการหมุนและไมมีหมุน  
โดยใช pressure strain model ของ Speziale, Sarkar and Gatski (SSG) (1991) ซ่ึงเปน
quadratic model และของ Launder, Reece and Rodi (LRR) (1975) ซ่ึงเปน linear model  จาก
การศึกษาพบวา SSG model นัน้ใหผลการทํ านายอัตราการแพรกระจาย (Spreading rate) สํ าหรับ 
Plane jet มีคาเปน 0.0917 ซ่ึงเมื่อเปรียบเทียบกับการทดลองของ Patel (1970) ทีม่ีคาเปน 0.103   
พบวาตํ่ ากวาผลการทดลอง 12 เปอรเซ็นต   สํ าหรับกรณี Axisymmetreic jet นัน้ใหผลการทํ านาย
อัตราการแพรกระจายมีคาเปน 0.111 ซ่ึงสูงกวาผลการทดลองของ Hussein  et al. (1994) ทีม่ีคาเปน 
0.094 อยู 17 เปอรเซ็นต   ในขณะที่ LRR ใหผลการทํ านายอัตราการแพรกระจายสํ าหรับ Plane jet

เปน 0.121 มากวาผลการทดลอง 16 เปอรเซ็นต และสํ าหรับ Axisymmetreic jet เปน 0.143 ซ่ึงมาก
กวาผลการทดลอง 52 เปอรเซ็นต   โดยในกรณีของ Swirling jet นั้น SSG model จะสามารถใหผล
การทํ านายไดดีกวา LRR model
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Feyedelem and Sarpkaya (1997) ไดสรุปคุณลักษณะของ Swirling jet จากการศึกษาที่ผาน
มาพบวา Swirling jet สามารถดึงเอาอากาศจากรอบขางเขามาผสมกับเจ็ตไดดีกวาเจต็ที่ไมมี การหมุน
จึงทํ าให Swirling jet มอัีตราการแพรกระจาย (Spreading rate) อัตราการลดความเร็วตามแนวแกน
มากกวาเจต็ที่ไมมีการหมุน นอกจากนี้ยังพบวา Initial tangential velocity และ Swirl number มี
ผลอยางมากตอคุณลักษณะของ Swirling jet ในบริเวณ Near field และในบริเวณ Near field นี้จะ
ไดรับผลของ Static pressure gradient เนื่องจาก Streamline curvature ซ่ึงมีผลตออัตราการแพร
การกระจาย (Spreading rate) มากกวา Turbulent mixing ดงัเชนกรณี Simple jet

สํ าหรับรายละเอียดของงานวิจัยที่ผานมาเกี่ยวกับ Jet และ Swirling jet ไดสรุปไวดังแสดงในตา
รางที่ 2.1 -2.3 ตามลํ าดับ

2.2  ความเปนมาของวิทยานิพนธ

สํ าหรับวิธีการวิเคราะหแบบ Similarity นัน้เปนวิธีการกํ าหนดตัวแปร (Similarity variable)

ที่เหมาะสมขึ้น  เพือ่ใชในการลดรูปสมการการเคลื่อนที่จากสมการอนุพันธยอยเปนสมการอนุพันธเชิง
สามัญ  เพื่อทํ าใหสะดวกตอการแกสมการในการคํ านวณหาการแพรกระจายตัวและการลดลงของ
ความเร็วเจ็ต  ซ่ึงจากการศึกษางานวิจัยตางๆที่ผานมาไดมีการศึกษาถึงคุณลักษณะของเจ็ตในอากาศที่
หยุดนิ่งและเคลื่อนที่ทิศทางเดียวกับเจ็ต  ทั้งโดยวิธีทํ าการทดลองและการศึกษาทางทฤษฎี ดังเชน
Rajaratnam (1976) ไดทํ าการศึกษาทางทฤษฎีโดยใชพื้นฐานของ Boundary layer approximation

และวิธีการวิเคราะห Similarity ค ํานวณหาความหนา และการลดลงของความเร็วเจ็ตทัง้กรณีที่อากาศ
ภายนอกหยุดนิ่งและเคลื่อนที่ในทิศทางเดียวกับเจ็ตนัน้ พบวาใหผลสอดคลองกับผลการทดลองไดดีใน
ระดับหนึ่ง
            จากงานวิจัยตางๆที่ผานมาพบวาไดมีการศึกษาการไหลแบบเจต็ในหลายลักษณะ เชน การไหล
ของเจ็ตในอากาศที่หยุดนิ่ง  การไหลของเจ็ตในอากาศที่เคล่ือนที่ทิศทางเดียวกับเจ็ต ซ่ึงเปนรูปแบบ
หนึง่ของการผสมของอากาศและเชื้อเพลิงที่หัวฉีดในหองเผาไหม  และการไหลของเจต็ที่หมุนควงใน
อากาศหยุดนิ่ง  โดยที่เจต็ในแตละลักษณะจะมีคุณลักษณะที่แตกตางกัน ซ่ึงขึ้นอยูกับผลของความเร็ว
อากาศดานนอก และความเร็วของการหมุนควงที่มีตอเจ็ต

จากการที่พบวาการหมุนควงมีผลตอการเพิ่มประสิทธิภาพในการผสมของเจ็ตกับอากาศภาย
นอก   โดยการหมุนควงจะทํ าใหเกิดการดึงเอาอากาศจากภายนอกเขามาผสมกับเจ็ตไดดกีวาในกรณี
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ของเจ็ตที่ไมหมุนควง ซ่ึงมีผลทํ าใหการกระจายตัวและการลดลงของความเร็วมีการเปลี่ยนแปลงจาก
กรณีของ  Free jet   ดงันัน้การศึกษาถึงผลของการหมุนควง และความเร็วอากาศดานนอกที่มีตอเจ็ต
โดยใชวิธีการวิเคราะห Similarity จงึมคีวามนาสนใจในเชิงวิชาการและมีประโยชนในเชิงประยุกตจึง
เปนที่มาของวิทยานพินธฉบับนี้



บทที่ 3

ทฤษฎีพ้ืนฐาน

งานวิจัยนี้เปนการศึกษาทางทฤษฎีเกี่ยวกับการไหลแบบราบเรียบของเจ็ตที่หมุนควงใน
กระแสลมตามที่ไมหมุนควง  โดยศึกษาถึงคุณลักษณะตางๆ เชน การแพรกระจาย และการลดลง
ของความเร็วเจ็ต ในการศึกษาไดมีการกํ าหนดสมมติฐานการไหลและทํ าการศึกษาดวยวิธีการ
วเิคราะหแบบซิมิลาริตี้ รวมถึงการคํ านวณโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  โดยมีรายละเอียดของทฤษฎี
ดังนี้

3.1  สภาวะ Similarity

ในเชิงกายภาพ สภาวะ Similarity โดยสังเขป คือ สภาวะที่การไหล ภายใตเงื่อนไขเฉพาะเจาะจง
ของระบบและสิ่งแวดลอม (boundary conditions) หนึง่ อยูในสภาวะ (Local) Dynamic

Equilibrium โดยที่สภาวะ Dynamic Equilibrium ในที่นี้ หมายถึง การที่ปริมาณตางๆในการ
ไหลพัฒนาเปลี่ยนแปลง (evolve) ไปตามทิศทางการไหลโดย ‘scale’ ( = วดัโดยอางอิงกับ
ปริมาณอางอิง) ไปกับ ‘Local Characteristic Scale’ หรือ อีกนัยหนึ่ง การที่ปริมาณตางๆในการ
ไหลพัฒนาเปลี่ยนแปลง (evolve) ไปตามทิศทางการไหลโดยพัฒนาเปลี่ยนแปลงไปตามและอาง
อิงกับ ‘มาตรวัดคุณลักษณะ’ ของปริมาณนั้นที่มีอยูในการไหล   แนนอนวา ‘มาตรวัดคุณลักษณะ’ 
ของปริมาณใดก็ตาม จะตองมีมิติ (dimension) เดยีวกับปริมาณนั้นๆ  เชนนี้ ผลที่ตามมาเมื่อการ
ไหลอยูในสภาวะ Similarity หรือ Dynamic Equilibrium นีค้อื เมื่อพิจารณาการพัฒนาเปลี่ยน
แปลงของปริมาณนั้นๆไปในทิศทางการไหล (ตัวอยางเชน พิจารณาการพัฒนาเปลี่ยนแปลงการ
กระจายตัวของความเร็ว - velocity distribution - ไปตามทิศทางการไหล) โดยพิจารณาจาก
ปริมาณที่มีมิตินั้นโดยตรง เราจะสังเกตเห็นการเปลี่ยนแปลงและความแตกตางของรูปรางการ
กระจายตัวของปริมาณนั้นที่ตํ าแหนงของการไหลตางกัน แตเมื่อพิจารณาการพัฒนาเปลี่ยนแปลง
ของปริมาณนั้นโดยวัดอางอิงกับ ‘มาตรวัดคุณลักษณะ’ ของปริมาณนั้น ที่ตํ าแหนงการไหลนั้นแลว 
(กลาวคอื พิจารณาจากปริมาณไรมิติที่เกิดจากการหารปริมาณนั้นดวย ‘มาตรวัดคุณลักษณะ’ ของ
ปริมาณนั้น ที่ตํ าแหนงการไหลนั้น) เราจะพบวา รูปรางการกระจายตวัของปริมาณนั้นจะไมเปล่ียน
แปลงไปตามการไหล ดังนี้ การพัฒนาเปลี่ยนแปลงของการไหลเมื่อการไหลอยู ในสภาวะ
Similarity จึงขึ้นอยูกับการพัฒนาเปลี่ยนแปลงของมาตรวัดคุณลักษณะของปริมาณตางๆตามทิศ
ทางการไหล และคํ าถามที่สํ าคัญในการวิเคราะห Similarity คือ

1.  ภายใตเงื่อนไขอะไร การไหลจึงจะอยูในสภาวะ Similarity
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2.    มาตรวัดคุณลักษณะของปริมาณตางๆของการไหลคืออะไร
3. มาตรวัดคุณลักษณะของปริมาณตางๆของการไหลมีการพัฒนาเปลี่ยนแปลงไปตามทิศทาง
การไหลอยางไร
4. รูปรางของการกระจายตัวหรือสภาวะของปริมาณตางๆของการไหลเปนเชนไรภายใต
สภาวะ Similarity

ในเชิงคณิตศาสตร Similarity คือ ปรากฏการณที่ระบบสมการอนุพันธยอยสามารถลดรูปเปน
ระบบสมการอนุพันธสามัญ ภายใตการเปลี่ยนตัวแปร (Similarity Transformation) ที่เหมาะสม 
ซ่ึงการเปลีย่นตัวแปรที่เหมาะสมนี้ นัยหนึ่งก็คือการหามาตรวัดคุณลักษณะของการไหลนั่นเอง  ส่ิง
สํ าคัญที่พึงตระหนักประการหนึ่งคือ สภาวะ Similarity นี้จะเกิดขึ้นกับการไหลภายใตเงื่อนไข
เฉพาะของระบบและสิ่งแวดลอมเทานั้น กลาวคือ ระบบการไหลหนึ่งอาจไมมีสภาวะ Similarity ก็
ได ในทางคณิตศาสตร กรณีนี้หมายถึงการที่ไมมีการเปลี่ยนตัวแปรที่สามารถลดรูประบบสมการ
อนุพันธยอยลงเปนระบบสมการอนุพันธสามัญและหาคํ าตอบได อยางไรก็ตาม เมื่อพิจารณาการ
ไหลที่มีเงื่อนไขขอบเขตที่ไมซับซอนนัก ดังเชน การไหลแบบ Thin Shear Layers จะพบวาถึงแม
ในทางคณิตศาสตร จะไมสามารถหา Exact Similarity Solution ได แตผลการวัดในการไหล
ประเภทนี้ บอยครั้งพบวาการไหลประเภทนี้ประมาณเขาสูสภาวะ Similarity ในทางปฏิบัติ

3.2 สมการพื้นฐานการไหล (Governing Equation)

สํ าหรับการศึกษาในวิทยานิพนธนี้ไดกํ าหนดสมมติฐานการไหลเปนดังนี้
1. เปนการไหลแบบคงตัว    ( ( ) 0=

∂
∂
t

)

2. เปนการไหลที่มีความหนืดคงที่ (µ มีคาคงที่)
3. เปนการไหลแบบอัดตัวไมได  ( ρ มีคาคงที่)
4. เปนการไหลที่มีความสมมาตรรอบแกน ( ( ) 0=

∂
∂
θ

)

5. เปนการไหลแบบราบเรียบ

สมการความตอเนื่อง (Continuity equation)

                                                   0)V( =⋅∇+
∂
∂ r

ρρ
t

                                                                    0V =⋅∇
r

                                                                   (3.1)
ρ  คอื ความหนาแนนของของไหล

0(1)
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สมการโมเมนตัม (Momentum equation)

จากสมการนาเวียร-สโตรค (Navier-Stokes equation) สํ าหรับของไหลที่เปน Newtonian fluid

                                 gDDP
Dt
D

mm
r

r

ρµλρ +⋅∇+∇+−∇= )(2)(V                                       (3.2)

V
v

 คือ Velocity

P  คือ Total pressure

λ      คือ Coefficient of bulk viscosity

mmD  คือ Divergence ของ V
v

µ       คือ Viscosity

D      คือ Deformation gradient tensor: 










∂

∂
+

∂
∂

=
i

j

j

i
ji x

u
x
u

D
2
1

การไหลที่ความหนืดมีคาคงที่ ( λµ,  มีคาคงที่)

                                  gDDP
Dt
D

mm
r

r

ρµλρ +⋅∇+∇+−∇= )(2)(V                                      (3.3)

โดยที่
                                  ))V(V(

2
1 2

rr
⋅∇∇+∇=⋅∇ D

                                    V
r

⋅∇=mmD

เมื่อแทนคา D⋅∇  และ mmD  ลงในสมการที่ (3.3) ไดเปน

                                 gP
Dt
D rrr
r

ρµµλρ +∇+⋅∇∇++−∇= V)V()(V 2                                (3.4)

กรณทีีเ่ปนการไหลแบบอัดตัวไมได เมื่อแทนคาสมการ (3.1) ลงในสมการ (3.4) ทํ าใหได

             gP
Dt
D rr
r

ρµρ +∇+−∇= VV 2

           gP
t

rrrr
r

ρµρρ +∇+−∇=∇⋅+
∂
∂ VV)V(V 2

ก ําหนดให gPP rρ−∇=∇ ˆ  ซ่ึงรวมผลของ gravity term จึงทํ าใหไดสมการนาเวียร-สโตรคเปน
ดังนี้                        
                                       VˆV)V( 2

rrr
∇+−∇=∇⋅ µρ P

หรือ

                                          V
ˆ

V)V( 2
rrr

∇+
∇

−=∇⋅ ν
ρ
P                                                               (3.5)

สํ าหรับในระบบพิกัดทรงกระบอกสามารถคาของ vector operation ไดเปน

0(1)
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                              θθ
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จากสมการ (3.5) สามารถแสดงไดในรูปของแตละแกนพิกัดโดยกํ าหนดให wu ,v,  แทนความเร็ว
ในทิศ θ,,rx  ในพิกัดทรงกระบอกไดดังนี้
สมการความตอเนื่อง
                                ( ) 0v1
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สมการ x -โมเมนตัม
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สมการθ -โมเมนตัม
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หรือสามารถจัดรูปสมการใหมไดเปน
สมการความตอเนื่อง
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สมการ r -โมเมนตัม
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3.3 การเปลี่ยนตัวแปร (Similarity Transformation)

สํ าหรับการเปลี่ยนตัวแปร Similarity นัน้จะท ําการเปลี่ยนตัวแปรระหวางระบบพิกัด
( ) ( )η,, Xrx ↔

ก ําหนดให             ( ) xrxX =,

                                ( ) ( )xb
rrx =,η

)(xb  คือ Characteristic length scale function

ดังนั้น
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การหาอนุพันธของฟงกชันภายใต Similarity transformation ทํ าไดดังนี้
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3.4 การเปลี่ยนคาความเร็ว (Similarity transformation of velocity)

สํ าหรับในการเปลี่ยนคาความเร็วนั้นกํ าหนดใหความเร็วและ Characteristic scale ตางๆของ
Swirling jet เปนดังรูปที่ 3.1

โดยที่                        ( ) ( ) ( ) ( )ηfxuxurxu m+= 1,

                               ( ) ( ) ( )ηgxwrxw m=,

),( rxu  คือ  ความเร็วตามแนวแกน (Axial velocity)

),( rxw  คือ ความเร็วตามแนวสัมผัส (Tangential velocity)

( )xb    คือ ความกวางของเจ็ต (Characteristic length scale)  

( )xum   คือ ความเร็ว  Centerline ตามแนวแกนเจ็ต (Centerline axial velocity)

( )xwm  คือ ความเร็ว Maximum ตามแนวสัมผัส (Maximum tangential velocity)   
( )xu1    คือ ความเร็วอากาศดานนอก (Free stream velocity in axial direction)

ดงันัน้จึงสามารถหาอนุพันธของความเร็วไดดังนี้
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ซ่ึงทัง้หมดนี้จะถูกนํ าไปใชแทนคาในการวิเคราะห Order magnitude และวิเคราะห Similarity

ตอไปในบทที่ 4

3.5 การหาคาอินกรัล

การหาคาอินกรลัในงานวิจัยนี้ไดใชกฎของซมิปสันแบบหลายชวง (Simpson's rule) ซ่ึง
เปนการหาพื้นที่ใตเสนโคงที่อยูในรูปแบบของฟงกชันพหุนามอันดับสอง (Secondary order 
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Lagrange polynomial)    สํ าหรับรูปแบบสมการที่ใชในการหาคาอินทกิรัลในชวงจาก a  ถึง b มี
ลักษณะดังนี้
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i
in xfxfxfxfhI                       (3.6)

โดยที่         ihxxi += 0                             ni ,....,2,1,0=

โดยจะแบงชวงจาก a  ถึง b  นีอ้อกเปน n ชวงยอย (n มคีาเปนจํ านวนคู) ดงันั้นความกวาง h ของ
แตละชวงยอย คือ  

n
abh −

=     สํ าหรับที่มาของสมการ (3.6) ไดแสดงไวในภาคผนวก ก

3.6 การแกสมการเชิงอนุพันธสามัญ (Ordinary differential equation)

สํ าหรับการแกสมการเชิงอนุพันธสามัญในงานวิจัยนี้ไดใชระเบียบวิธี Runge-Kutta 

อันดับสี่ (Fourth-order Runge-Kutta method)  เนือ่งจากระเบียบวิธี Runge-Kutta จดัไดวา
เปนระเบียบวิธีที่ไดรับความนิยมและใชกันอยางกวางขวางโดยเฉพาะในการคํ านวณที่ตองการผล
ลัพธทีม่ีความเที่ยงตรงสูง ซ่ึงความเที่ยงตรงจะเพิ่มขึ้นเมื่ออันดับของระเบียบวิธีสูงขึ้น แนวความคิด
ทีใ่ชในการประดิษฐระเบียบวิธี Runge-Kutta นี ้ คอื การหาคาความชันที่มีความเที่ยงตรงสูงเพื่อ
กอใหเกิดผลลัพธที่มีความเที่ยงตรงสูงตามมา    รูปแบบของสมการ Runge-Kutta อันดับสี่ที่ใชกัน
โดยทั่วไปในการแกสมการ ),( yxf

dx
dy

=  ซ่ึงสามารถนํ าไปประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรได

โดยตรงมีลักษณะดังนี้
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สํ าหรับที่มาของสมการ (3.7) ไดแสดงไวในภาคผนวก ก
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เนื่องจากการทํ า Similarity Transformation ท ําใหลดรูปสมการจากสมการเชิงอนุพันธ
ยอยเปนสมการเชิงอนุพันธสามัญที่มีอันดับสูงกวาหนึ่ง จึงจํ าเปนตองมีการประยุกตใชระเบียบวิธี
Runge-Kutta อันดบัสี่สํ าหรับแกสมการเชิงอนุพันธสามัญที่อันดับสูงกวาหนึ่ง (Order N) ดังนั้น
ในการประยุกตใชระเบียบวิธี Runge-Kutta อันดบัสีใ่นการแกสมการสามารถทํ าไดโดยการแยก
สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับ N ใหเปนสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหนึ่งจํ านวน N สมการ  
จากนั้นจึงแกสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหนึ่งจํ านวน N สมการพรอมกันทุกสมการโดยการ
แทนคาในสมการ (3.7) ซ่ึงสามารถแสดงไดดังนี้
                     0)(....)()( )1(

2
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1 =++ − ηηη APAPAP N
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โดยที่ NPPP ...., 21  เปนคาคงที่ หรือเปนฟงกชันของ η  และ N เปนจํ านวนอันดับอนุพันธ
จากสมการ (3.8) สามารถนํ ามาแยกเปนสมการอนุพันธอันดับหนึ่ง N สมการ ไดดังนี้
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สํ าหรับขั้นตอนการคํ านวณไดแสดงในรูปที่ 3.2  และจากรูปแบบในการแกสมการเชิง
อนพุนัธสามัญขางตนนี้จะถูกนํ ามาใชในการแกสมการที่ไดจากการวิเคราะห Similarity ในบทตอ
ไป

   



บทที่ 4

สมการควบคุม Similarity

ในการวิเคราะหซิมิลารต้ีในบทนี้สามารถแบงออกได 3 สวน คือ
1.    การวิเคราะห Order of magnitude

2.   การทํ า Similarity transformation ของ Differential governing equation

3.  การทํ า Similarity transformation ของ Integral governing equation

โดยมีรายละเอียดดังนี้

4.1 สมการพื้นฐานการไหล (Governing equation)

สมมติฐานการไหล
1.  เปนการไหลแบบคงตัว
2.  เปนการไหลแบบอัดตัวไมได
3.  เปนการไหลที่มีความสมมาตรรอบแกน
4.  เปนการไหลแบบราบเรียบ
ก ําหนดให  wu ,v,  แทนความเร็วในทิศ θ,,rx  ตามลํ าดับ
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4.2 Similarity Transformation ของแตละเทอมใน Governing Equation
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4.3 การวิเคราะห Order of magnitude สํ าหรับ Laminar swirling jet

สํ าหรับผลการวิเคราะห Order of magnitude ของแตละเทอมในสมการ (4.1a)-(4.1d) ทํ าใหไดผล
ลัพธดังสมการ (4.2a)-(4.2d)   ซ่ึงรายละเอียดของการวิเคราะห Order of magnitude ไดแสดงไวใน
ภาคผนวก ข
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สมการ θ -โมเมนตัม
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สํ าหรับ Order of magnitude ของแตละเทอมในสมการ (4.2c) พบวา
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สํ าหรับ Order of magnitude ของแตละเทอมในสมการ (4.2d) พบวา
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4.4 Similarity ส ําหรับ Differential Governing Equation

จากผลการวิเคราะห Order of magnitude จึงสามารถลดรูปสมการ Governing Equation ไดดังสม
การที่ (4.3a)-(4.3d) ซ่ึงสมการทั้งหมดจะเปนสมการเริ่มตนในการวิเคราะหตอไป
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สํ าหรับในการทํ า Similarity สํ าหรับ Differential Governing Equation นัน้ไดมีการรวมสมการ
ความตอเนื่องและสมการ r -โมเมนตมัเขาไวในสมการ x -โมเมนตัม และสมการ θ -โมเมนตัม จึงทํ า
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ใหสมการที่เหลือมีเพียง 2 สมการ โดยในการทํ า Similarity จะเริม่ตนโดยการแทนคาความเร็วซ่ึง
ก ําหนดให
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ซ่ึงเมือ่แทนคาทั้งหมดแลวจึงทํ าใหไดสมการ x -โมเมนตัม และสมการ θ -โมเมนตัม เปนดังสมการที่
(4.4a) และ (4.4b)  สํ าหรับรายละเอียดของการทํ า Similarity สํ าหรับ Differential Governing

Equation ไดแสดงไวในภาคผนวก ข
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สํ าหรับในกรณีที่ 01 =w
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4.5 เงื่อนไขของการวิเคราะห Similarity

สํ าหรับเงื่อนไขของการวิเคราะห Similarity นัน้เมื่อพิจารณาจากสมการที่ (4.4a) และ (4.4b) พบวา
ระบบสมการจะมี Similarity solution กต็อเมื่อพารามิเตอรที่เปนสัมประสิทธิ์ของสมการที่ (4.4a)

และ (4.4b) ไมเปนฟงชันของ x ในทีน่ี้จึงกํ าหนดให
2

Re2 








m

mm

m u
w

dx
dw

w
b                   =   คาคงที่                                 (1)

2

Re 








m

m

u
w

dx
db                            =   คาคงที่                                 (2)

dx
du

u
b

dx
db m

m

ReRe2 +                  =   คาคงที่                                 (3)   









+









mm u
u

dx
db

u
u

dx
du

u
b 111

1

Re
2

Re       =   คาคงที่                                 (4)









+








+









mm

m

mm u
u

dx
db

u
u

dx
du

u
b

u
u

dx
du

u
b 1111

1

ReReRe
2
3    =   คาคงที่                                 (5)

dx
du

u
b m

m

Re                                =   คาคงที่                                 (6)

dx
du

u
b

dx
db m

m

ReRe2 +                   =   คาคงที่                                 (7)









+









mm u
u

dx
db

u
u

dx
du

u
b 111

1

Re
2

Re       =   คาคงที่                                 (8)










m

m

m u
u

dx
dw

w
b 1Re2                      =   คาคงที่                                 (9)

dx
db

dx
dw

w
b m

m

ReRe +                    =   คาคงที่                               (10)       



36

แตจากทั้ง 10 เงือ่นไขขางตนพบวาจะมี Independent parameter ทัง้หมดจริงเพียง 6 ตัว คือ
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4.6  Similarity ส ําหรับ Integral Governing Equation

สํ าหรับในการทํ า Similarity สํ าหรับ Integral Governing Equation นัน้ไดมีการรวมสมการความ
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การ θ -โมเมนตัม เปนดังสมการที่ (4.5a) และ (4.5b)  สํ าหรับรายละเอียดของการทํ า Similarity 
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จากสมการ (4.5a) และ (4.5b) พบวามพีารามิเตอรทั้งหมด 6 ตัวเชนเดียวกับที่พบในสมการที่ (4.4a)
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                                  0)0( =g           
     4.  ที่  maxwηη =   mww =

                          1)( max =wg η

เพือ่ความสะดวกในการแกสมการสํ าหรับการวิเคราะห Similarity จงึแบงการศึกษาโดยคํ านึง
ถึงผลของการหมุนควง )( mw  และผลของกระแสลมตาม )( 1u  ออกไดดังนี้
Case A กรณีการไหลของเจ็ตท่ีไมหมุนควง )0( =mw

- Case A1 กรณีอากาศหยุดนิ่ง )0( 1 =u
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- Case A2 กรณกีระแสลมตามมีความเร็วมากกวาความเร็วเจ็ต )( 1 muu >>

- Case A3 กรณี muu ~1  โดยเปลี่ยนแปลงคา rV

Case B กรณีการไหลของเจ็ตท่ีระดับการหมุนควงตํ่ า )( mm uw <<

- Case B1 กรณีอากาศหยุดนิ่ง )0( 1 =u

- Case B2 กรณกีระแสลมตามมีความเร็วมากกวาความเร็วเจ็ต )( 1 muu >>

- Case B3 กรณี muu ~1  โดยเปลี่ยนแปลงคา rV

Case C กรณีการไหลของเจ็ตท่ีหมุนควง )~( mm uw  โดยเปลี่ยนแปลงคา Sr
- Case C1 กรณีอากาศหยุดนิ่ง )0( 1 =u

- Case C2 กรณกีระแสลมตามมีความเร็วมากกวาความเร็วเจ็ต )( 1 muu >>

- Case C3 กรณี muu ~1  โดยเปลี่ยนแปลงคา rV

โดยในแตละกรณีจะศึกษาถึงผลของความเร็วอากาศดานนอกที่มีตอรูปรางการกระจายตัวของความเร็ว 
ความหนา และการลดลงของความเร็วเจ็ต



บทที่ 5

ผลการวิเคราะหระบบสมก าร

ผลการวิเคราะหระบบสมการแบงเปน กรณีการไหลของเจ็ตทีไ่มหมุนควง )0( =mw  ใน
อากาศที่หยุดนิ่งและในกระแสลมตาม   กรณีการไหลของเจ็ตทีร่ะดับการหมุนควงตํ่ า )( mm uw <<

ในอากาศที่หยุดนิ่งและในกระแสลมตาม และกรณีการไหลของเจ็ต )~( mm uw  โดยเปลี่ยนแปลง
ระดับการหมุนควง )(Sr  ในอากาศทีห่ยุดนิ่งและในกระแสลมตาม  โดยมีรายละเอียดดังนี้

5.1 การวิเคราะหระบบสมการ
โดยในการศึกษาแตละกรณีนั้นจะทํ าการลดรูปสมการจากสมการเริ่มตน คือ สมการ (4.4a)

และ (4.4b) ซ่ึงเปนสมการ Differential Equation และใชเงื่อนไขจากสมการ (4.5a) และ (4.5b)

ซ่ึงเปนสมการ Integral Equation ในการหาความสัมพันธของสัมประสิทธิ์ตางๆ สํ าหรับราย
ละเอียดของการนิยามคาคงที่  สมการ Governing equations และคาคงที่ของการศึกษาในกรณี
ตางๆไดสรุปไวดังตารางที่ 5.1 ถึง 5.23   สํ าหรับรายละเอียดผลการวิเคราะหทางทฤษฎีเปนดังตอ
ไปนี้
สมการ Differential Equation

สมการ x -โมเมนตัม
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สมการ θ -โมเมนตัม
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สมการ Integral Equation

สมการ x -โมเมนตัม
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สมการθ -โมเมนตัม
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จากสมการ (4.4a), (4.4b), 4.5a) และ (4.5b)  เมือ่ทํ าการลดรูปสมการโดยใชเงื่อนไข
ของความเร็วตามแนวสัมผัส )( mw  และความเร็วอากาศดานนอก )( 1u  จงึแบงการศึกษาไดเปนดัง
ตอไปนี้

Case A  การไหลของเจ็ตท่ีไมหมุนควง )0( =mw

Case A1 กรณีเจ็ตท่ีไมหมุนควง ในอากาศหยุดนิ่ง  ( 1u =0)

สํ าหรับกรณีเจต็ทีไ่มหมุนควง ในอากาศหยุดนิ่ง  โดยพิจารณาในกรณีที่ mw  และ 1u  เทากับศูนย
จากสมการ (4.4a) และ (4.5a) จงึสามารถลดรูปสมการไดเปน
สมการ Differential equation

[ ] [ ] [ ] 0''2''2''''''
2

22 =−+−+++−
ηηηηη
FkFFkkFFkkFFF

mmm uubub                  (5.1a)

สมการ Integral equation
[ ] 0222 =+

mub kkI          (5.1b)

โดยที่

dx
dbkb Re=             

dx
du

u
bk m

m
um

Re=

โดยสมการ (5.1a) เปนสมการโมเมนตมัตามแนวแกน x  และสมการ (5.1b) เปนสมการอินทิกรัล
โมเมนตัมเชิงเสน
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พารามิเตอร   พบวาจากสมการที่ (5.1a) มพีารามิเตอร 2 ตัว คือ bk  และ muk  ซ่ึงเปนคาคงที่ แต
ดวยเงื่อนไขจากสมการ (5.1b) ท ําใหเหลือพารามิเตอรอิสระที่กํ าหนดคาไดเพียง 1 ตัวคือ bk   ซ่ึง
คา bk  นีจ้ะถกูกํ าหนดโดยเงื่อนไขที่วา ความหนาเจ็ต )(b  เปนระยะรัศมีที่มีความเร็วเปน 50% 

ของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด )5.0/( =muu  จึงทํ าใหในกรณีนี้ไมมีพารามิเตอรอิสระ
สํ าหรับรายละเอียดของคา bk และ muk ไดแสดงไวดังตารางที่ 5.3

Case A2 กรณีเจ็ตท่ีไมหมุนควงในกระแสลมตามที่ muu >>1

โดยเปนการพิจารณาในกรณีที่ mw  เทากับศูนยและ muu >>1  จากสมการ (4.4a) และ (4.5a) จึง
สามารถลดรูปสมการไดเปน
สมการ Differential equation
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สมการ Integral equation
[ ] 022

11 =++ fufubf kkkI
m

                           (5.2b)

โดยที่
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โดยสมการ (5.2a) เปนสมการโมเมนตัมตามแนวแกน x  และสมการ  (5.2b) เปนสมการอินทิกรัล
โมเมนตัมเชิงเสน  โดยในกรณีนี้มี 3 พารามิเตอรที่สํ าคัญ คือ bfk , mfuk  และ fuk 1  ซ่ึงเปนคาคงที่  
โดยพบวาจากทั้ง 3 พารามิเตอรนี้สามารถจัดรูปแบบโดยรวมพารามิเตอรอิสระ fuk 1  เขาไวใน bfk

และ mfuk  ใหเหลือเพียง 2 พารามิเตอรเชนเดียวกับกรณีเจ็ตที่ไมหมุนควงไดโดยกํ าหนดให 

bffu kkA +=
12

1*  และ fufu m
kkB +=

1
*   ดงันั้นจึงไดวา

สมการ Differential equation

[ ] [ ] 0'**''*''''' 2 =+−++− FBAFAFFF η
ηη

                                                   (5.2c)

สมการ Integral equation
[ ] 0**21 =+BAI                    (5.2d)

พารามิเตอร   ในกรณีนี้พบวาจากสมการที่ (5.2c) มพีารามิเตอร 2 ตัว คือ *A  และ *B  ซ่ึงเปนคา
คงที่ที่รวมพารามิเตอรอิสระอีก 1 ตัว คือ fuk 1  เขาไว  แตดวยเงื่อนไขจากสมการ (5.2d) ทํ าให
เหลือพารามิเตอรอิสระที่กํ าหนดคาไดเพียง 1 ตัวคือ *A   ซ่ึงคา *A  นีจ้ะถูกกํ าหนดโดยเงื่อนไขที่
วา ความหนาเจ็ต )(b  เปนระยะรัศมีที่มีความเร็วเปน 50% ของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด 

)5.0/( =muu  จงึท ําใหในกรณีนี้ไมมีพารามิเตอรอิสระ สํ าหรับรายละเอียดของคา *A และ *B

ไดแสดงไวดังตารางที่ 5.4
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นอกจากนี้เมื่อพิจารณาในกรณีที่ 



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m
fu u

u
dx
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u
bk 11

1
1

Re  ซ่ึงเปนคาคงที่ที่แสดงถึงผล

ของ Pressure gradient ในกรณีที่มีคาเปนศูนย   ท ําใหจัดรูปจากสมการ (5.2a) และ (5.2b) ได
สมการ Differential equation

[ ] [ ] 0''''''''' 2 =+−++− FkkFkFFF fmubfbf η
ηη

                             (5.2e)

สมการ Integral equation
[ ] 021 =+ fmubf kkI                                   (5.2f)

พารามิเตอร   พบวาจากสมการที่ (5.2e) มพีารามิเตอร 2 ตัว คือ bfk  และ fmu
k  ซ่ึงเปนคาคงที่ แต

ดวยเงื่อนไขจากสมการ (5.2f) ท ําใหเหลือพารามิเตอรอิสระที่กํ าหนดคาไดเพียง 1 ตัวคือ bfk   ซ่ึง
คา bfk  นีจ้ะถกูกํ าหนดโดยเงื่อนไขที่วา ความหนาเจ็ต )(b  เปนระยะรัศมีที่มีความเร็วเปน 50% 

ของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด )5.0/( =muu  จงึท ําใหในกรณีนี้ไมมีพารามิเตอรอิสระ
เมือ่พิจารณาในกรณีที่ 0

1
≠fuk  และ 0

1
=fuk  พบวารูปแบบสมการและความสัมพันธ

ของพารามิเตอรที่ไดมีลักษณะเหมือนกัน

Case A3  กรณีเจ็ตท่ีไมหมุนควงในกระแสลมตามที่ muu ~1  โดยเปลี่ยนแปลงคา rV

โดยเปนการพิจารณาในกรณีที่ mw  เทากับศูนยและ muu ~1  จากสมการที ่(4.4a) และ (4.5a) จึง
สามารถลดรูปสมการไดเปน
สมการ Differential equation
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สมการ Integral equation
[ ] [ ] 022V2V2V 21 1

=++++ bubuu kkIrkrkrkI
mm

               (5.3b)

โดยที่
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1
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ur 1V =

โดยสมการ (5.3a) เปนสมการโมเมนตมัตามแนวแกน x  และสมการ (5.3b) เปนสมการอินทิกรัล
โมเมนตัมเชิงเสน
พารามิเตอร   พบวาจากสมการที่ (5.3a) มพีารามิเตอร 4 ตัว คือ bk , muk , 

1u
k และ rV  ซ่ึงเปนคา

คงที่ แตดวยเงื่อนไขที่ 
mu
ur 1V =  เปนคาคงที่จึงทํ าใหคา 

1umu
kk =  และเงื่อนไขจากสมการ

(5.3b) ท ําใหเหลือพารามิเตอรอิสระที่กํ าหนดคาไดเพียง 2 ตัวคือ bk  และ rV   ซ่ึงคา bk  นี้จะถูก
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ก ําหนดโดยเงื่อนไขที่วา ความหนาเจ็ต )(b  เปนระยะรัศมีที่มีความเร็วเปน 50% ของความเร็วตาม
แนวแกนมากที่สุด )5.0/( =muu  จงึท ําใหในกรณีนี้มีพารามิเตอรอิสระ 1 ตัว คือ rV  โดยเมื่อ
เปล่ียนแปลงคา rV จะทํ าให  Similarity solution ของสมการเปลี่ยนแปลงไป    สํ าหรับในการ
ศกึษาการไหลของเจต็ในกรณีนี้จะเปลี่ยนแปลงคา rV จาก 0.0 ถึง 2.0 ซ่ึงรายละเอียดของคา bk ,

muk  และ 
1u
k ในแตละกรณีไดแสดงไวดังตารางที่ 5.5

Case B การไหลของเจ็ตที่ระดับการหมุนควงตํ่ า )( mm uw <<

Case B1 กรณีเจ็ตท่ีระดับการหมุนควงตํ่ าในอากาศที่หยุดนิ่ง )0( 1 =u

โดยเปนการพิจารณาในกรณีที่ mm uw <<  และ 1u  เทากับศูนย จากสมการ  (4.4a), (4.4b), 

(4.5a) และ (4.5b) จึงสามารถลดรูปสมการไดเปน
สมการ  Differential equation

[ ] [ ] [ ] 0''2''2''''''
2

22 =−+−+++−
ηηηηη
FkFFkkFFkkFFF

mumubmub        (5.4a)

[ ] [ ] [ ] 02''2''' 22 =+++−++−+
ηηηηη
FgkkgFkkFgkkggg

mmm ubwbub                     (5.4b)

สมการ  Integral equation

       [ ] 0222 =+ bu kkI
m

         (5.4c)
[ ] 033 =++ buw kkkI

mm
         (5.4d)

โดยที่

dx
dbkb Re=          

dx
du

u
bk m

m
um

Re=         
dx
dw

w
bk m

m
wm

Re=

โดยสมการ (5.4a) เปนสมการโมเมนตมัตามแนวแกน x , สมการ (5.4b) เปนสมการโมเมนตัม
ตามแนวแกน θ  , สมการ (5.4c) เปนสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน และสมการ (5.4d) เปน
สมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม
พารามิเตอร   พบวาจากสมการที่ (5.4a) และ (5.4b) มพีารามิเตอร 3 ตวั คือ bk , muk  และ mwk  
ซ่ึงเปนคาคงที่ แตดวยเงื่อนไขจากสมการ (5.4c) และ (5.4d) ท ําใหเหลือพารามิเตอรอิสระที่
ก ําหนดคาไดเพียง 1 ตวัคือ bk   ซ่ึงคา bk  นีจ้ะถกูก ําหนดโดยเงื่อนไขที่วา ความหนาเจ็ต )(b  เปน
ระยะรัศมีที่มีความเร็วเปน 50% ของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด )5.0/( =muu  จงึทํ าใหใน
กรณีนี้ไมมีพารามิเตอรอิสระ สํ าหรับรายละเอียดของคา bk , muk  และ mwk   ไดแสดงไวดังตาราง
ที่ 5.6
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Case B2  กรณีเจ็ตท่ีระดับการหมุนควงตํ่ าในกระแสลมตามที่ muu >>1

โดยเปนการพิจารณาในกรณีที่ mm uw << , muu >>1  จากสมการ  (4.4a), (4.4b), (4.5a) และ
(4.5b) สามารถลดรูปสมการไดเปน
สมการ Differential equation

0'
2
3''

2
1''''''

112 =



 ++−



 +++− FkkkFkkFFF bffmufubffu η

ηη
       (5.5a)

0
2
1'

2
1'''

112 =



 −−



 ++−+ gkkgkkggg fufwbffu m

η
ηη

              (5.5b)

สมการ Integral equation
[ ] 022

11 =++ bffufu kkkI
m

         (5.5c)

   [ ] 03
14 =++ bffufw kkkI

m
         (5.5d)

โดยที่









=

m
bf u

u
dx
dbk 1Re   








=

m

m

m
fu u

u
dx
du

u
bk

m

1Re    







=

m

m

m
fw u

u
dx
dw

w
bk

m

1Re









=

m
fu u

u
dx
du

u
bk 11

1

Re
1

โดยสมการ (5.5a) เปนสมการโมเมนตมัตามแนวแกน x , สมการ (5.5b) เปนสมการโมเมนตัม
ตามแนวแกน θ  , สมการ (5.5c) เปนสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน และสมการ (5.5d) เปน
สมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม  โดยในกรณีนี้มี 4 พารามิเตอรที่สํ าคัญ คือ bfk , mfuk , mfwk

และ fuk 1  ซ่ึงเปนคาคงที่   โดยพบวาจากทั้ง 4 พารามิเตอรนี้สามารถจัดรูปแบบโดยรวมพารา
มิเตอรอิสระ fuk 1  เขาไวใน bfk , mfuk  และ mfwk ใหเหลือเพียง 3 พารามิเตอรเชนเดียวกับกรณีเจ็ต
ทีร่ะดบัการหมุนควงตํ่ าในอากาศหยุดนิ่งไดโดยกํ าหนดให bffu kkA +=

12
1* , fufu m

kkB +=
1

*  

และ fufmw
kkC

12
1* −=  ดงันั้นจึงไดสมการเปน

สมการ Differential equation

[ ] [ ] 0'**''*''''' 2 =+−++− FBAFAFFF η
ηη

       (5.5e)

[ ] [ ] 0*'*''' 2 =−+−− gCgAggg η
ηη

       (5.5f)

สมการ Integral equation
[ ] 0**21 =+BAI          (5.5g)
[ ] 0**34 =+CAI          (5.5h)

พารามิเตอร   พบวาจากสมการที่ (5.5e) และ (5.5f) มพีารามิเตอร 3 ตัว คือ *A , *B  และ *C

ซ่ึงเปนคาคงที่ โดยที่รวมพารามิเตอรอิสระอีก 1 ตัว คือ fuk 1  เขาไว  แตดวยเงื่อนไขจากสมการ
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(5.5g) และ (5.5h) ท ําใหเหลือพารามิเตอรอิสระที่กํ าหนดคาไดเพียง 1 ตัวคือ *A   ซ่ึงคา *A  นี้
จะถูกกํ าหนดโดยเงื่อนไขที่วา ความหนาเจ็ต )(b  เปนระยะรัศมีที่มีความเร็วเปน 50% ของ
ความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด )5.0/( =muu  จงึท ําใหในกรณีนี้ไมมีพารามิเตอรอิสระ สํ าหรับ
รายละเอียดของคา *A , *B  และ *C ไดแสดงไวดังตารางที่ 5.7

          นอกจากนี้เมื่อพิจารณาในกรณีที่ 







=

m
fu u

u
dx
du

u
bk 11

1
1

Re  ซ่ึงเปนคาคงที่ที่แสดงถึงผลของ 

Pressure gradient ในกรณีที่มีคาเปนศูนย  ท ําใหลดรูปสมการจากสมการ (5.5a) - (5.5d) ไดเปน
สมการ Differential equation

[ ] [ ] 0''''''''' 2 =+−++− FkkFkFFF bffmubf η
ηη

                                   (5.5i)

[ ] [ ] 0'''' 2 =−+−+ gkgkggg fmwbf η
ηη

                                   (5.5j)

สมการ Integral equation
[ ] 021 =+ bffmu

kkI                                    (5.5k)
[ ] 034 =+ bffmw

kkI                                    (5.5l)

พารามิเตอร   พบวาจากสมการที่ (5.5i) และ (5.5j) มพีารามิเตอร 3 ตัว คือ bfk , mfuk  และ mfwk  
ซ่ึงเปนคาคงที่ แตดวยเงื่อนไขจากสมการ (5.5k) และ (5.5l) ท ําใหเหลือพารามิเตอรอิสระที่
ก ําหนดคาไดเพียง 1 ตวัคือ bfk   ซ่ึงคา bfk  นีจ้ะถกูกํ าหนดโดยเงื่อนไขที่วา ความหนาเจ็ต )(b  เปน
ระยะรัศมีที่มีความเร็วเปน 50% ของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด )5.0/( =muu

เมือ่พิจารณาในกรณีที่ 0
1
≠fuk  และ 01 =fuk  พบวารูปแบบสมการและความสัมพันธ

ของพารามิเตอรที่ไดมีลักษณะเหมือนกัน

Case B3  กรณีเจ็ตท่ีระดับการหมุนควงตํ่ าในกระแสลมตาม muu ~1  โดยเปลี่ยนแปลงคา rV

โดยเปนการพิจารณาในกรณีที่ mm uw <<  และ muu ~1  จากสมการ  (4.4a), (4.4b), (4.5a) และ
(4.5b) สามารถลดรูปสมการไดเปน
สมการ Differential equation

[ ] [ ]

[ ] 0''VVV
2
3

''VV
2
1'2''2'''''

2

22

1

1

=−



 ++−





 +++−+++−

η

η
ηηηη

FkFrkrkrk

FrkrkFFkkFFkkFFF
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buubub

       (5.6a)

[ ]

[ ] [ ] 02'

V
2
1V'V

2
1V'2'''

2

2 1

=+++−





 −−



 ++++−+

ηη

η
ηηη
FgkkgFkk

grkrkgrkrkFgkkggg

mm

mmm

ubbw

uwubub

       (5.6b)
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สมการ Integral equation
[ ] [ ] 022V2V2V 21 1

=++++ bubuu kkIrkrkrkI
mm

         (5.6c)
[ ] [ ] 0V3VV3

143 =+++++ rkrkrkIkkkI bwubwu mmm
         (5.6d)

โดยที่

dx
dbkb Re=          

dx
du

u
bk m

m
um

Re=        
dx
dw

w
bk m

m
mw

Re=

dx
du

u
bku 1

1

Re
1
=      

mu
ur 1V =

โดยสมการ (5.6a) เปนสมการโมเมนตัมตามแนวแกน x , สมการ (5.6b) เปนสมการโมเมนตัม
ตามแนวแกน θ , สมการ (5.6c) เปนสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน และสมการ (5.6d) เปนสม
การอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม
พารามิเตอร   พบวาจากสมการที่ (5.6a) และ  (5.6b) มีพารามิเตอร 5 ตวั คือ bk , muk , mwk , 

1u
k

และ rV  ซ่ึงเปนคาคงที่ แตดวยเงื่อนไขที่ 
mu
ur 1V =  เปนคาคงที่จึงทํ าใหคา 

1umu
kk =  และเงื่อน

ไขจากสมการ (5.6c) และ (5.6d) ท ําใหเหลือพารามิเตอรอิสระที่กํ าหนดคาไดเพียง 2 ตัวคือ bk

และ rV   ซ่ึงคา bk  นีจ้ะถกูกํ าหนดโดยเงื่อนไขที่วา ความหนาเจ็ต )(b  เปนระยะรัศมีที่มีความเร็ว
เปน 50% ของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด )5.0/( =muu  จงึท ําใหในกรณีนี้มีพารามิเตอร
อิสระ 1 ตัว คือ rV  โดยเมื่อเปล่ียนแปลงคา rV จะทํ าให  Similarity solution ของสมการเปลี่ยน
แปลงไป    สํ าหรับในการศึกษาการไหลของเจต็ในกรณีนี้จะเปลี่ยนแปลงคา rV จาก 0.0 ถึง 2.0 

ซ่ึงรายละเอียดของคา bk , muk , mwk และ 
1u
k ในแตละกรณีไดแสดงไวดังตารางที่ 5.8

Case C การไหลของเจ็ตท่ีหมุนควง ( )mm uw ~

Case C1 การไหลของเจต็ท่ีหมุนควงในอากาศที่หยุดนิ่ง  โดยเปลี่ยนแปลงคา Sr
โดยเปนการพิจารณาในกรณีที่ mm uw ~  จากสมการ (4.4a), (4.4b), (4.5a) และ (4.5b) สามารถ
ลดรูปสมการไดเปน
สมการ Differential equation

( )[ ] ( )[ ] [ ]

[ ] [ ] 0''2

''2'2''''''

2

2

222
2

=−+−

++−++−

ηη

η
ηη

ηη
FkFFkk

FFkkGSrkGSrkFFF

mm

mm

uub

ubbw

       (5.7a)

[ ] [ ] [ ] 02''2''' 22 =+++−++−+
ηηηηη
FgkkgFkkFgkkggg

mmm ubbwub        (5.7b)

สมการ Integral equation

[ ] ( ) [ ] 02222 2
52 =+−+ bwbu kkSrIkkI

mm
          (5.7c)
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[ ] 033 =++ bwu kkkI
mm

          (5.7d)

โดยที่

dx
dbkb Re=          

dx
du

u
bk m

m
um

Re=        
dx
dw

w
bk m

m
wm

Re=         
m

m

u
wr =S

โดยสมการ (5.7a) เปนสมการโมเมนตมัตามแนวแกน x , สมการ (5.7b) เปนสมการโมเมนตัม
ตามแนวแกน θ , สมการ (5.7c) เปนสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน และสมการ (5.7d) เปนสม
การอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม  สํ าหรับในกรณีนี้จากการที่คา 

m

m

u
wSr =  เปนคาคงที่จึงทํ าใหไดวา 

mu
k  เทากับ mwk  ซ่ึงเมื่อพิจารณาที่สมการ (5.7c) พบวา bmwmu

kkk −==   แตจากสมการ 
(5.7d) กลับพบวา bmwmu

kkk
2
3

−==  ซ่ึงทั้ง 2 สมการนั้นใหผลขัดแยง  โดยที่ถาตีความหมาย

โดยตรงก็จะแสดงวาไมมี exact similarity ในกรณีที่ Sr  เปนคาคงที่  ในที่นี้จึงผอนผันโดยการ
แบงการศึกษาออกเปน 2 กรณโีดยใชสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน หรือสมการอินทิกรัลโม
เมนตัมเชิงมุม

Case C11 การคํ านวณโดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน
โดยเมื่อพิจารณาจากสมการ (5.7a), (5.7b) และ (5.7c)  

พารามิเตอร   พบวาจากสมการที่ (5.7a) และ (5.7b) มพีารามิเตอร 4 ตวั คือ bk , muk ,  mwk   และ 
Sr  ซ่ึงเปนคาคงที่ แตดวยเงื่อนไขจากการที่คา 

m

m

u
wSr =  เปนคาคงที่จึงทํ าใหไดวา 

mwmu
kk =

และเงื่อนไขจากสมการ (5.7c) ท ําใหเหลือพารามิเตอรอิสระที่กํ าหนดคาไดเพียง 2 ตัวคือ bk  และ 
Sr  ซ่ึงคา bk  นีจ้ะถกูกํ าหนดโดยเงื่อนไขที่วา ความหนาเจ็ต )(b  เปนระยะรัศมีที่มีความเร็วเปน
50% ของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด )5.0/( =muu  จงึทํ าใหในกรณีนี้มีพารามิเตอรอิสระ 1
ตัว คือ Sr   โดยเมื่อเปล่ียนแปลงคา Sr  จะทํ าให  Similarity solution ของสมการเปลี่ยนแปลง
ไป    สํ าหรับในการศึกษาการไหลของเจ็ตโดยใชสมการอินทิกรัลโมมเนตัมเชิงเสนนี้จะเปลี่ยน
แปลงคา Sr  จาก 0.0 ถึง 0.7 ซ่ึงที่คา 0.7 นีเ้ปนคาที่มากที่สุดที่สามารถคํ านวณได   สํ าหรับราย
ละเอียดของคา bk , muk  และ mwk ในแตละกรณีไดแสดงไวดังตารางที่ 5.9

Case C12  การคํ านวณโดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม
โดยเมื่อพิจารณาจากสมการ (5.7a), (5.7b) และ (5.7d)

พารามิเตอร   พบวาจากสมการที่ (5.7a) และ (5.7b) มพีารามิเตอร 4 ตวั คือ bk , muk ,  mwk   และ 
Sr  ซ่ึงเปนคาคงที่เชนเดียวกับกรณี Case C11  แตดวยเงื่อนไขจากการที่คา 

m

m

u
wSr =  เปนคาคงที่

จงึทํ าใหไดวา 
mwmu

kk =  และเงื่อนไขจากสมการ (5.7d) ท ําใหเหลือพารามิเตอรอิสระที่กํ าหนด
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คาไดเพียง 2 ตัวคือ bk  และ Sr  ซ่ึงคา bk  นีจ้ะถกูก ําหนดโดยเงื่อนไขที่วา ความหนาเจ็ต )(b  เปน
ระยะรัศมีที่มีความเร็วเปน 50% ของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด )5.0/( =muu  จงึทํ าใหใน
กรณีนี้มีพารามิเตอรอิสระ 1 ตัว คือ Sr  โดยเมื่อเปลี่ยนแปลงคา Sr  จะทํ าให  Similarity 

solution ของสมการเปลี่ยนแปลงไป  สํ าหรับในการศึกษาการไหลของเจ็ตโดยใชสมการอินทิกรัล
โมมเนตัมเชิงมุมนี้จะเปลี่ยนแปลงคา Sr  จาก 0.1 ถึง 2.0 ซ่ึงที่คา 2.0 นี้เปนคาที่มากที่สุดที่สามารถ
ค ํานวณได   สํ าหรับรายละเอียดของคา bk , muk  และ mwk ในแตละกรณีไดแสดงไวดังตารางที่ 
5.10

Case C2  กรณีเจ็ตท่ีหมุนควงในกระแสลมตามที่ muu >>1  โดยเปลี่ยนแปลงคา bsk

โดยเปนการพิจารณาในกรณีที่ mm uw ~ , muu >>1  จากสมการ  (4.4a), (4.4b), (4.5a) และ
(4.5b) สามารถลดรูปสมการไดเปน
สมการ Differential equation

[ ] [ ] 0'
2
3''

2
1'2''''''

11

2
2 =



 ++−



 ++−++− FkkkFkkGkGkFFF bffufubffubssw mm

ηηη
ηη

(5.8a)

0
2
1'

2
1'''

112 =



 −−



 ++−+ gkkgkkggg fufwbffu m

η
ηη

       (5.8b)

สมการ Integral equation
[ ] [ ] 02222 51 1

=+−++ bsswbffufu kkIkkkI
mm

         (5.8c)
[ ] 03

14 =++ bffufw kkkI
m

         (5.8d)

โดยที่









=

m
bf u

u
dx
dbk 1Re        








=

m

m

m
fu u

u
dx
du

u
bk

m

1Re          







=

m

m

m
fw u

u
dx
dw

w
bk

m

1Re

2

Re 







=

m

m
bs u

w
dx
dbk        

2

Re 







=

m

mm

m
sw u

w
dx
dw

w
bk

m
     








=

m
fu u

u
dx
du

u
bk 11

1

Re
1

โดยสมการ (5.8a) เปนสมการโมเมนตัมตามแนวแกน x , สมการ (5.8b) เปนสมการโมเมนตัม
ตามแนวแกน θ  , สมการ (5.8c) เปนสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน และสมการ (5.8d) เปน
สมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม  สํ าหรับในกรณีนี้จะกํ าหนดพารามิเตอรขึ้นมาใหมเรียกวา bsk

และ smw
k  ซ่ึงเปนพารามิเตอรที่บงบอกถึงระดับการหมุนควง    เนื่องจากเปนการรวมเทอม 
mm uw /  เขาไวในคา bk  และ 

mw
k  เปนคา bsk  และ smw

k   โดยในกรณีนี้มี 6 พารามิเตอรที่สํ าคัญ 
คือ bfk , mfuk , mfwk , fuk 1 , bsk  และ smw

k  ซ่ึงเปนคาคงที่   โดยพบวาจากทั้ง 6 พารามิเตอรนี้
สามารถจัดรูปแบบใหเหลือเพียง 5 พารามิเตอรโดยรวมพารามิเตอรอิสระ fuk 1  เขาไวใน bfk ,

mfuk  แล ะ  mfwk   ได  โดยกํ  าหนดให   bffu kkA +=
12

1* ,  fufu m
kkB +=

1
*   และ  

fufmw
kkC

12
1* −= ดงันั้นจึงไดสมการเปน
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สมการ Differential equation

[ ] [ ] [ ] [ ] 0'**''*'2'''''' 2
2 =+−+−++− FBAFAGkGkFFF bsswm

ηηη
ηη

       (5.8e)

[ ] [ ] 0*'*''' 2 =−+−− gCgAggg η
ηη

       (5.8f)

สมการ Integral equation
[ ] [ ] 022**2 51 =+−+ bssw kkIBAI

m
        (5.8g)

[ ] 0**34 =+CAI         (5.8h)

โดยที่รวมพารามิเตอรอิสระอีก 1 ตัว คือ fuk 1  เขาไว
พารามิเตอร   พบวาจากสมการที่ (5.8e) และ (5.8f) มพีารามิเตอร 5 ตัว คือ *A , *B , *C , bsk

และ smw
k   ซ่ึงเปนคาคงที่ โดยที่รวมพารามิเตอรอิสระอีก 1 ตวั คือ fuk 1  เขาไว  แตดวยเงื่อนไข

จากสมการ (5.8g) และ (5.8h) ท ําใหเหลือพารามิเตอรอิสระที่กํ าหนดคาไดเพียง 3 ตัวคือ *A , 
bsk  และ smw

k    ซ่ึงคา *A  นีจ้ะถกูก ําหนดโดยเงื่อนไขที่วา ความหนาเจ็ต )(b  เปนระยะรัศมีที่มี
ความเร็วเปน 50% ของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด )5.0/( =muu  จงึท ําใหในกรณีนี้มีพารา
มิเตอรอิสระ 2 ตัว คือ bsk  และ smw

k   สํ าหรับความสัมพันธของ bsk  และ smw
k  ก ําหนดใหมีคา 

bssmw
kk 3−=   สาเหตุเนื่องจากเปนคาที่มีคาเทากันกับในกรณีที่ Pressure gradient ทีม่ีคาเปน

ศนูย  ซ่ึงจะไดอธิบายตอไป  สํ าหรับในการศึกษาการไหลของเจต็ในกรณีนี้จะเปลี่ยนแปลงคา bsk

จาก 0.01 ถึง 5.0 ซ่ึงที่คา 5.0 นีเ้ปนคาที่มากที่สุดที่สามารถคํ านวณได   สํ าหรับรายละเอียดของคา
bk , muk  และ mwk ในแตละกรณีไดแสดงไวดังตารางที่ 5.11

นอกจากนี้เมื่อพิจารณาในกรณีที่ 







=

m
fu u

u
dx
du

u
bk 11

1
1

Re  ซ่ึงเปนคาคงที่ที่แสดงถึงผล

ของ Pressure gradient ในกรณทีี่มีคาเปนศูนย ทํ าใหลดรูปสมการจากสมการที่ (5.8a)-(5.8d) ได
สมการ Differential equation

[ ] [ ] [ ] [ ] 0''''2'''''' 2
2 =+−+−++− FkkFkGkGkFFF bffmubfbssmw

ηηη
ηη

            (5.8i)

[ ] [ ] 0'''' 2 =−+−+ gkgkggg fmwbf η
ηη

                 (5.8j)

สมการ Integral equation
[ ] [ ] 0222 51 =+−+ bssmwbffmu

kkIkkI         (5.8k)
[ ] 034 =+ bffmw

kkI                      (5.8l)

พารามิเตอร   พบวาจากสมการที่ (5.8i) และ (5.8j) มพีารามิเตอร 5 ตัว คือ bfk , mfuk , mfwk , bsk

และ smw
k   ซ่ึงเปนคาคงที่ แตดวยเงื่อนไขจากสมการ (5.8k) และ (5.8l) ท ําใหเหลือพารามิเตอร

อิสระที่กํ าหนดคาไดเพียง 3 ตัว คือ bfk , bsk  และ smw
k    ซ่ึงคา bfk  นีจ้ะถูกกํ าหนดโดยเงื่อนไขที่

วา ความหนาเจ็ต )(b  เปนระยะรัศมีที่มีความเร็วเปน 50% ของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด 
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)5.0/( =muu    ท ําใหเหลือพารามิเตอรอิสระเพียง 2 ตัว คือ bsk  และ smw
k    จากพารามิเตอร  

bfk , mfwk , bsk  และ smw
k ท ําใหไดวา  smwbsfmwbf kkkk // =   ซ่ึงเมื่อพิจารณาที่สมการ (5.8l)

พบวา bffmw
kk 3−=  จงึไดความสัมพันธวา  bssmw

kk 3−=  ดงันั้นในกรณีนี้จึงมีพารามิเตอรอิสระ
1 ตัว คือ bsk  พบวา bffmw

kk 3−=  ซ่ึงเมื่อ
เมือ่พิจารณาในกรณีที่ 0

1
≠fuk  และ 01 =fuk  พบวารูปแบบสมการและความสัมพันธ

ของพารามิเตอรที่ไดมีลักษณะเหมือนกัน

Case C3 กรณีเจ็ตท่ีหมุนควง mm uw ~  ในกระแสลมตาม muu ~1  โดยเปลี่ยนคา Sr  และ rV

โดยเปนการพิจารณาในกรณีที่ mm uw ~  และ muu ~1 จากสมการ (4.4a), (4.4b), (4.5a) และ
(4.5b) ไดเปน
สมการ Differential equation

[ ] [ ] [ ] [ ]
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3''VV

2
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'2''2'2''''''
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2
222
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 (5.9a)

[ ]

[ ] [ ] 02'
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2
1V'2'''
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2 1

=+++−
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


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 ++++−+

ηη

η
ηηη
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mm

mmm
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       (5.9b)

สมการ Integral equation
[ ] [ ] [ ] 02222V2V2V 22

521 1
=+−++++ SrkSrkIkkIrkrkrkI bwbubuu mmm

                  (5.9c)
[ ] [ ] 0V3VV3

143 =+++++ rkrkrkIkkkI bwubwu mmm
         (5.9d)

โดยที่

dx
dbkb Re=          

dx
du

u
bk m

m
um

Re=         
dx
dw

w
bk m

m
wm

Re=

dx
du

u
bku 1

1

Re
1
=     

m

m

u
wSr =                      

mu
ur 1V =

โดยสมการ (5.9a) เปนสมการโมเมนตัมตามแนวแกน x , สมการ (5.9b) เปนสมการโมเมนตัม
ตามแนวแกน θ , สมการ (5.9c) เปนสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน และสมการ (5.9d) เปนสม
การอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม

โดยในกรณีนี้เนื่องจากการที่คา Sr  และ rV  เปนคาคงที่ทํ าใหไดวา 
1umwmu
kkk ==

ซ่ึงเมื่อพิจารณาที่สมการ (5.9d)    พบวาคา bumwmu
kkkk

2
3

1
−===   ซ่ึงเมื่อแทนในสมการที่ 

(5.9c) แลวน ําไปคํ านวณแกสมการ    พบวาผลการคํ านวณที่ไดไมลูเขาสูคํ าตอบ    โดยถาตีความ
หมายโดยตรงก็จะแสดงวาไมมี exact similarity ในกรณีที่ Sr  เปนคาคงที่  ในที่นี้จึงผอนผันโดย
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การแบงการศึกษาออกเปน 2 กรณีโดยใชสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน หรือสมการอินทิกรัล
โมเมนตัมเชิงมุม

Case C31  การคํ านวณโดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน
โดยเมื่อพิจารณาจากสมการ  (5.9a), (5.9b) และ (5.9c)

พารามิเตอร   พบวาจากสมการที่ (5.9a) และ (5.9b) มพีารามิเตอร 6 ตวั คือ bk , muk ,  mwk , 1uk , 
Sr  และ rV  ซ่ึงเปนคาคงที่ แตดวยเงื่อนไขจากการที่คา 

m

m

u
wSr =  และ 

mu
u

r 1V =  เปนคาคงที่จึง

ทํ าใหไดวา 
1umwmu
kkk ==  และเงื่อนไขจากสมการ (5.9c) ทํ าใหเหลือพารามิเตอรอิสระที่

ก ําหนดคาไดเพียง 3 ตวัคือ bk , Sr  และ rV  ซ่ึงคา bk  นีจ้ะถกูก ําหนดโดยเงื่อนไขที่วา ความหนา
เจ็ต )(b  เปนระยะรัศมีที่มีความเร็วเปน 50% ของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด )5.0/( =muu

จงึท ําใหในกรณีนี้มีพารามิเตอรอิสระ 2 ตัว คือ Sr  และ rV    โดยเมื่อเปลี่ยนแปลงคา Sr  และ 
rV  จะทํ าให  Similarity solution ของสมการเปลี่ยนแปลงไป    สํ าหรับในการศึกษาการไหล

ของเจ็ตโดยใชสมการโมเมนตัมเชิงเสนนี้จะเปลี่ยนแปลงคา Sr  จาก 0.0 ถึง 0.8 ซ่ึงที่คา 0.8 นี้เปน
คาที่มากที่สุดที่สามารถคํ านวณได   และคา rV  จาก 0.0 ถึง 2.0   สํ าหรับรายละเอียดของคา bk ,

muk  และ mwk ในแตละกรณีไดแสดงไวดังตารางที่ 5.12 ถึง  5.17

Case C32  การคํ านวณโดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทกรัลโมเมนตัมเชิงมุม
โดยเมื่อพิจารณาจากสมการ  (5.9a), (5.9b) และ (5.9d)

พารามิเตอร   พบวาจากสมการที่ (5.9a) และ (5.9b) มพีารามิเตอร 6 ตวั คือ bk , muk ,  mwk , 1uk , 
Sr  และ rV  ซ่ึงเปนคาคงที่ แตดวยเงื่อนไขจากการที่คา 

m

m

u
wSr =  และ 
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r 1V =  เปนคาคงที่จึง

ทํ าใหไดวา 
1umwmu
kkk ==  และเงื่อนไขจากสมการ (5.9d) ทํ าใหเหลือพารามิเตอรอิสระที่

ก ําหนดคาไดเพียง 3 ตวัคือ bk , Sr  และ rV  ซ่ึงคา bk  นีจ้ะถกูก ําหนดโดยเงื่อนไขที่วา ความหนา
เจ็ต )(b  เปนระยะรัศมีที่มีความเร็วเปน 50% ของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด )5.0/( =muu

จงึท ําใหในกรณีนี้มีพารามิเตอรอิสระ 2 ตัว คือ Sr  และ rV    โดยเมื่อเปลี่ยนแปลงคา Sr  และ 
rV  จะทํ าให  Similarity solution ของสมการเปลี่ยนแปลงไป    สํ าหรับในการศึกษาการไหล

ของเจ็ตโดยใชสมการโมเมนตัมเชิงเสนนี้จะเปลี่ยนแปลงคา Sr  จาก 0.01 ถึง 0.8 ซ่ึงที่คา 0.8 นี้
เปนคาที่มากที่สุดที่สามารถคํ านวณได   และคา rV  จาก 0.0 ถึง 2.0   สํ าหรับรายละเอียดของคา
bk , muk  และ mwk ในแตละกรณีไดแสดงไวดังตารางที่ 5.18 ถึง  5.23



บทที่ 6

การคํ านวณความหนา  และการลดลงของความเร็วเจ็ต

สํ าหรับในการคํ านวณความหนา และการลดลงของความเร็วของทั้ง 3 กรณ ี คือ กรณีการไหล
ของเจ็ตที่ไมหมุนควง )0( =mw   กรณีการไหลของเจต็ที่ระดับการหมุนควงตํ่ า )( mm uw <<   และ
กรณีการไหลของเจ็ต )~( mm uw  ทีห่มุนควงโดยเปลี่ยนแปลงคา mm uw /   โดยในการศึกษาแตละ
กรณนีั้นจะเริ่มตนจากสมการ (4.4a) และ (4.4b) ซ่ึงเปนสมการ Differential Equation และใชเงื่อน
ไขจากสมการ (4.5a) และ (4.5b) ซ่ึงเปนสมการ Integral Equation ในการหาความสัมพันธของ
สัมประสิทธิ์ตางๆ  โดยรายละเอียดของความหนา และการลดลงของความเร็วเจต็ทีไ่ดในแตละกรณีได
สรุปไวดังตารางที่ 6.1

สมการ Differential Equation

สมการ x -โมเมนตัม
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สมการ θ -โมเมนตัม
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สมการ Integral Equation

สมการ x -โมเมนตัม
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สมการθ -โมเมนตัม
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Case A การไหลของเจ็ตที่ไมหมุนควง )0( =mw

Case A1  กรณีเจ็ตท่ีไมหมุนควงในอากาศที่หยุดนิ่ง  )0( 1 =u

สํ าหรับกรณีเจ็ตที่ไมหมุนควง ในอากาศหยุดนิ่ง  จากสมการ (4.4a) และ (4.5a) ดวยเงื่อนไขที่ mw

และ 1u  เทากับศูนยจึงสามารถลดรูปสมการไดเปน
สมการ Differential equation
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แทนคา Re  และ mu  ลงใน bk  ไดเปน

      
dx
dbbc

dx
dbbuk

b

mu

k
k

m
b νν

1

1

+

==



54

dbbdx
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เมือ่อินทิเกรตทํ าใหได
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แทนคา b  จากสมการ (6.2) ในสมการ (6.1)

bmu

mu
bmu

mu

m kk
k

kk
k

bu
m xx

c
kk

cxu 2
0

2

1
1 )(

)2(
)( ++

−






 +
=

ν                       (6.3)

แทนคา 
mub kk −=  จากสมการ Integral equation ในสมการ (6.2) และ (6.3) ไดเปน
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คํ านวณคา Reynolds number โดยแทนคา b  และ mu  ใน 
ν
bum=Re  ไดเปน

   0
1 ReRe ==
ν
c        ซ่ึงมีคาคงที่

ดงันั้นหาคา 1c  ไดเปน
    ν01 Re=c            
จากสมการ (6.4a) และสมการ (6.4b) จงึไดเปน
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.Case A2    กรณีเจ็ตท่ีไมหมุนควงในกระแสลมตามที่ muu >>1

โดยเปนการพิจารณาในกรณีที่ muu >>1  จากสมการ (4.4a) และ (4.5a) สามารถลดรูปสมการได
สมการ Differential equation
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ก ําหนดให
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เมื่อแทนในสมการ Differential equation และ Integral equation จงึไดเปน
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และนํ า bfk  มาหาร fuk 1
 ไดเปน
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แทนคา 1u  จากสมการ (6.7) ใน bfk
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แทน b  จากสมการ (6.8a) ในสมการ (6.6) และ (6.7) ท ําใหได
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คํ านวณคา Reynolds number โดยการแทนคา b  และ mu  ใน 
ν
bum=Re
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นํ า mu  มาหาร 1u  ไดเปน
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จากสมการ (6.9) และสมการ (6.10) ท ําใหหาคา 1c  และ 2c  ไดเปน
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ดงันั้นจากสมการที่ (6.8a), (6.8b) และ (6.8c) จงึไดเปน
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Case  A3 กรณีเจ็ตท่ีไมหมุนควงในกระแสลมตามที่ muu ~1  โดยเปลี่ยนแปลงคา rV

โดยเปนการพิจารณาในกรณีที่ muu ~1  จากสมการ  (4.4a) และ (4.5a) สามารถลดรูปสมการไดเปน
สมการ Differential equation
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    )(V)(1 xruxu m= (6.12c)

เมื่อแทนคา bmu
kAk 1−=  ในสมการที่ (6.12a) และ (6.12b) ไดเปน
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ค ํานวณหาคา 
ν
bum=Re  โดยการแทนคา b  และ mu
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                (6.14)

หาคา 1c  จากสมการ (6.14) ไดเปน
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ดงันั้นจากสมการ (6.13a), (6.13b) และ (6.13c) จงึไดเปน
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Case B     การไหลของเจ็ตที่ระดับการหมุนควงตํ่ า )( mm uw <<

Case B1  กรณีเจ็ตท่ีระดับการหมุนควงตํ่ าในอากาศที่หยุดนิ่ง )0( 1 =u

โดยเปนการพิจารณาในกรณีที่ mm uw << จากสมการ  (4.4a), (4.4b), (4.5a) และ (4.5b) สามารถลด
รูปสมการไดเปน
สมการ  Differential equation

[ ] [ ] [ ] 0''2''2''''''
2

22 =−+−+++−
ηηηηη
FkFFkkFFkkFFF

mmm uubub

[ ] [ ] [ ] 02''2''' 22 =+++−++−+
ηηηηη
FgkkgFkkFgkkggg

mmm ubwbub

สมการ  Integral equation
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นํ า bk  หาร 
mw

k  ไดเปน
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แทนคา Re  และ mu  จากสมการ (6.16) ลงใน bk  ไดเปน
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เมือ่อินทิเกรตทํ าใหได
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ν                       (6.18a)

และแทนคา b  จากสมการ (6.18a) ในสมการ (6.16) และ (6.17) ไดเปน
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แทนคา bu kk
m

−=  และ bw kk
m

2−=  จากสมการ Integral equation ในสมการที่ (6.18a), (6.18b)

และ (6.18c) ไดเปน
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ν                           (6.19c)

คํ านวณคา Reynolds number โดยแทนคา b  และ mu  ใน 
ν
bum=Re  ท ําใหไดเปน

     0
1 ReRe ==
ν
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              (6.20)

ดงันั้นหาคา 2c  ไดจากสมการ (6.20) ไดเปน

        νb
m
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u
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c
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2 







=

จากสมการ (6.19a), (6.19b) และสมการ (6.19c) จงึไดเปน



61

       )(
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Case B2   กรณีเจ็ตท่ีระดับการหมุนควงตํ่ าในกระแสลมตามที่ muu >>1

โดยเปนการพิจารณาในกรณีที่ mm uw << , muu >>1  จากสมการ  (4.4a), (4.4b), (4.5a) และ
(4.5b) สามารถลดรูปสมการไดเปน
สมการ Differential equation
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นํ า bfk  หาร fwm
k  ไดเปน
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นํ า bfk  หาร fuk 1
 ไดเปน
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แทนคา 1u  จากสมการ (6.24) ใน 
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ซ่ึงสามารถเขียนสมการใหมไดเปน
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แทน b  ในสมการ (6.22), (6.23) และ (6.24) ท ําใหได
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คํ านวณคา Reynolds number โดยการแทนคา b  และ mu  ใน 
ν
bum=Re
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นํ า mu  มาหาร 1u  ไดเปน

     









 −










 −

−







= *2

0

*2

21

21
1

1

)(*2 A

kk
A

kk

m

fmufu
fmufu

xx
c
A

c
c

u
u ν

ก ําหนดให

     









 −

−







= *2

0
0

11
1

)( A

kk

mm

fmufu

xx
u
u

u
u

โดยที่











 −









=







 *2

21

2

0

1

1

*2 A

kk

m

fmufu

c
A

c
c

u
u ν   (6.27)

จากสมการ (6.26) และ (6.27) หาคา 1c  และ 2c  ไดเปน
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จากสมการที่ (6.28) หาคา 3c  ไดเปน
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ดงันั้นจากสมการที่ (6.25a), (6.25b), (6.25c) และ (6.25d) ไดเปน
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Case B3 กรณีเจ็ตท่ีระดับการหมุนควงตํ่ าในกระแสลมตามที่ muu ~1  โดยเปลี่ยนแปลงคา rV

โดยเปนการพิจารณาในกรณีที่ mm uw <<  และ muu ~1  จากสมการ  (4.4a), (4.4b), (4.5a) และ
(4.5b) สามารถลดรูปสมการไดเปน
สมการ Differential equation
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สมการ Integral equation
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เมื่อแทนคา bu Akk
m

−=   และ [ ] bw kAk
m 13 −−= ในสมการ (6.30a), (6.30b), (6.30c) และ (6.30d)
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คํ านวณคา Reynolds number โดยการแทนคา b  และ mu  ใน 
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bum=Re

          12
11

0

12
11

1

11 )(
)2(

Re A
A

A
A

b xx
c
kAc −

−
−
−

−






 −
=

ν
ν

ก ําหนดให

           12
11

00 )(ReRe A
A

xx −
−

−=

โดยที่

       12
11

1

11
0

)2(
Re

A
A

b

c
kAc −

−








 −
=

ν
ν

  (6.32)

ดงันั้นจากสมการ (6.32) หาคา 1c  ไดเปน
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ดงันั้นหาคา 2c  จากสมการ (6.33) ไดเปน
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จากสมการ (6.31a), (6.31b), (6.31c) และ (6.31d) จงึไดเปน
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Case C  การไหลของเจ็ตที่หมุนควง ( )mm uw ~  โดยเปลี่ยนแปลงคา Sr

Case C1 กรณีเจ็ตท่ีหมุนควง mm uw ~  โดยเปลี่ยนแปลงคา Sr  ในอากาศที่หยุดนิ่ง
จากเงือ่นไขการวิเคราะหซิมิลาริตี้จึงแบงสมการที่ใชการคํ านวณออกไดเปน 2 กรณี
Case C11 การคํ านวณโดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน
โดยเปนการพิจารณาในกรณีที่ mm uw ~  จากสมการ (4.4a), (4.4b) และ (4.5a) สามารถลดรูปได
สมการ Differential equation
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( ) ( )xSruxwm = (6.35c)

เนื่องจาก Sr  เปนคาคงที่และจากสมการ Integral equation ดงันั้นไดวา buw kkk
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−==  จึงได
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คํ านวณคา Reynolds number โดยการแทนคา b  และ mu  ใน 
ν
bum=Re
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ν
c

  (6.37)

หาคา 1c  จากสมการ (6.37) ไดเปน
      ν01 Re=c

จากสมการ (6.36a), (6.36b) และ (6.36c) จงึไดเปน
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Case C12   การคํ านวณโดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม
โดยเปนการพิจารณาในกรณีที่ mm uw ~  จากสมการ  (4.4a), (4.4b) และ (4.5b) สามารถลดรูปได
สมการ Differential equation
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สมการ Integral equation
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หาคา 1c  จากสมการ (6.40) ไดเปน
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Case C2  กรณีเจ็ตท่ีหมุนควงในกระแสลมตามที่ muu >>1  โดยเปลี่ยนแปลงคา bsk

โดยเปนการพิจารณาในกรณีที่ mm uw ~ , muu >>1  จากสมการ  (4.4a), (4.4b), (4.5a) และ (4.5b)

สามารถลดรูปสมการไดเปน
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แทนคา b  ในสมการ (6.42), (6.43) และสมการ (6.44) ท ําใหได

*2
0

*2

2
1 )(*2)( A

kA
k

m

fmu
fmu

xx
c
Acxu −








=

ν                               (6.45b)

*2
0

*2

2
3 )(*2)( A

kA
k

m

fmw
fmw

xx
c
Acxw −








=

ν                     (6.45c)

 *2
0

*2

2
21

1
1

)(*2)( A
kA

k
fu

fu

xx
c
Acxu −








=

ν                     (6.45d)

คํ านวณคา Reynolds number โดยการแทนคา b  และ mu  ใน 
ν
bum=Re











 +










 +

−







= *2

0

*2

2

1 )(*2Re A
kk

A
kk

bffmu
bffmu

xx
c
Ac ν

ν

ก ําหนดให











 +

−= *2
00 )(ReRe A

kk bffmu

xx

โดยที่











 +









=

*2

2

1
0

*2Re
A

kk bffmu

c
Ac ν

ν
 (6.46)

นํ า mu  มาหาร 1u  ไดเปน
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จากสมการ (6.46) และ (6.47) หาคา 1c และ 2c ไดเปน
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หาคา 3c  จากสมการ (6.48) ไดเปน
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ดงันั้นจากสมการที่ (6.45a), (6.45b), (6.45c) และ (6.45d) จงึไดเปน
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Case C3 กรณีเจ็ตท่ีหมุนควง mm uw ~ ในกระแสลมตามที่ muu ~1  โดยเปลี่ยนแปลงคา Sr และ rV

จากเงือ่นไขการวิเคราะหซิมิลาริตี้สามารถแบงสมการที่ใชการคํ านวณออกไดเปน 2 กรณี
Case C31  การคํ านวณโดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน
โดยเปนการพิจารณาในกรณีที่ mm uw ~ , muu ~1  จากสมการ  (4.4a), (4.4b) และ (4.5a) สามารถ
ลดรูปสมการไดเปน
สมการ Differential equation
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สมการ Integral equation
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)()( xSruxw mm = (6.50c)
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เมื่อแทนคา bmu
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คํ านวณคา Reynolds number โดยการแทนคา b  และ mu  ใน 
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bum=Re
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หาคา 1c  จากสมการ (6.52) ไดเปน
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Case C32    การคํ านวณโดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม
โดยเปนการพิจารณาในกรณีที่ mm uw ~ , muu ~1  จากสมการ  (4.4a), (4.4b) และ (4.5b) สามารถ
ลดรูปสมการไดเปน
สมการ Differential equation
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สมการ Integral equation
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จาก Sr  และ rV เปนคาคงที่จึงทํ าใหไดวา 
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== ดงันั้นสมการ Integral equation

bu kk
m 2

3
−=  และเมื่อแทนในสมการ (6.50a), (6.50b), (6.50c) และ (6.50d)

   2
0

2

1

)(
2

)( xx
c
kxb b −








=

ν                     (6.54a)

 3
0

3

1
1 )(

2
)( −

−

−







= xx

c
kcxu b

m
ν                     (6.54b)

Srxwm =)( 3
0

3

1
1 )(

2
−

−

−







xx

c
kc bν           (6.54c)

 rxu V)(1 = 3
0

3

1
1 )(

2
−

−

−







xx

c
kc bν           (6.54d)

คํ านวณคา Reynolds number โดยการแทนคา b  และ mu  ใน 
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หาคา 1c  จากสมการ (6.55) ไดเปน
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บทที่ 7

ผลการคํ านวณ

7.1 ผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วและผลตางความดัน

สํ าหรับในการแสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็ว และความดันในแต
ละแนวไดแสดงเปนคาสเกลดวยคาสูงสุดของความเร็วในแตละแนว โดยมีรายละเอียดดังนี้

Case A1 กรณีเจ็ตท่ีไมหมุนควงในอากาศหยุดนิ่ง )0( 1 =u

รูปที่  7.1  แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกน  
( )muuu /)( 1− ของการไหลของเจ็ตทีไ่มหมุนควงตามแนว η    ซ่ึง η  นยิามเปนอัตราสวน br /

โดยที่ r เปนระยะตามแนวรัศมี และ b  เปนความกวางของเจ็ตซึง่นยิามจากระยะตามแนวรัศมีของ
เจ็ต )(r  ที่มีความเร็วเปน 50 % ของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด  โดยผลการคํ านวณดังกลาว
ไดเปรียบเทียบกับผลเฉลยของ Schlichting (1968) ทีเ่ปนการไหลแบบราบเรียบ   พบวารูปราง
การกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนมีลักษณะการกระจายคลายแบบ Gaussian โดยที่
ความเรว็ตามแนวแกนมากที่สุดจะเกิดที่บริเวณแกนเจ็ต )0( =r  จากนัน้ความเร็วจะมีลักษณะลด
ลงไปตามระยะรัศมีของเจ็ตจนมีคาเขาใกลศูนย   ซ่ึงการลดลงของความเร็วในชวงบริเวณใกลแกน
เจต็จะมคีามากหลังจากนั้นจะลดลงเมื่อระยะหางจากแกนเจ็ตเพิ่มขึ้น  โดยสังเกตไดจากการเปลี่ยน
แปลงความชันของรูปรางการกระจายตัวของความเร็ว

เมือ่เปรยีบเทียบกับรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนของ Schlichting ซ่ึง
ไดจากการศึกษาทางทฤษฎีโดยการกํ าหนดซิมิลาริตี้ฟงกชันจาก Stream function )(ψ  กับผลการ
ค ํานวณที่ไดพบวามีคาสอดคลองกัน

รูปที่ 7.2 แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนของการ
ไหลของเจ็ตทีไ่มหมุนควงเปรียบเทียบกับผลการทดลองในกรณี Laminar jet ของ Rankin et al. 

(1983) ซ่ึงพบลักษณะ Similarity ของการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตที่ระยะ cX

เทากับ 0.018, 0.025 และ 0.035 ที่คา cRe เทากับ 1,000 และ 1,500   จากผลการเปรียบเทียบพบ
วาผลการคํ านวณที่ไดมีคาสอดคลองกับผลการทดลอง

Case A2 กรณีเจ็ตท่ีไมหมุนควงในกระแสลมตามที่ muu >>1

รูปที่ 7.3 แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตในกรณี
ทีอ่ากาศดานนอกหยุดนิ่ง ( )01 =u  และท่ีเคลื่อนที่ทิศทางเดียวกันกับเจ็ต (Coflow) ดวยความเร็ว
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ทีม่ากกวาความเร็วเจ็ต )( 1 muu >>    พบวาทั้ง 2 กรณมีรูีปรางการกระจายตัวของความเร็วตาม
แนวแกนใกลเคียงกัน โดยความเร็วตามแนวแกนเจต็มากทีสุ่ดจะเกิดที่บริเวณแกนเจ็ตจากนั้นจึงลด
ลงเขาสูศูนยเมื่อ η  มีคาประมาณ 3  สํ าหรับกรณีอากาศดานนอกเคลื่อนที่ และที่ η  มีคาประมาณ 5
สํ าหรับกรณีอากาศดานนอกหยุดนิ่ง

เมื่อเปรียบเทียบรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตพบวาทั้งกรณีที่อากาศ
ดานนอกหยุดนิ่งและเคลื่อนที่ทิศทางเดียวกันกับเจ็ตมรูีปรางกระจายตัวคลายแบบ Gaussian   โดย
ในกรณีที่อากาศดานนอกหยุดนิ่งนั้นเจ็ตที่พุงออกมามีความกวางของเจ็ตมากกวากรณีที่อากาศดาน
นอกเคลื่อนที่ทิศทางเดียวกับเจ็ต  ทีเ่ปนดังนี้เนื่องจากผลการวิเคราะห Order of  magnitude ใน
หัวขอที่ 4.3 พบวาในกรณีทีอ่ากาศดานนอกเคลื่อนที่นั้นเทอม 

r
u

x
uu

∂
∂

>>
∂
∂ v   ดงันั้นเจ็ตจึงมี 

characteristic คลาย wake กลาวคือ excess momentum จะถูก convect ตามแนวแกน x  มาก
กวาตามแนวแกน r

Case A3  กรณีเจ็ตท่ีไมหมุนควงในกระแสลมตาม muu ~1  โดยเปลี่ยนแปลงคา rV

รูปที่ 7.4 แสดงรปูรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตในกรณีที่เปล่ียนแปลง
อัตราสวนความเร็วอากาศดานนอกตอความเร็วเจ็ต )V( r  จาก 0.0 ถึง 2.0   พบวาในกรณีที่ rV

เทากับ 0.0 นัน้รปูรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตจะมลัีกษณะการกระจายคลาย
แบบ Gaussian ทีก่วางที่สุด   เมื่อทํ าการเพิ่มคา rV  ขึ้นจนถึง 2.0 จะเหน็ไดวาความกวางของเจ็ต
มลัีกษณะลดลง  สาเหตุเนื่องมาจากเมื่ออากาศดานนอกมีความเร็วมากขึ้นการถายเทโมเมนตัมไปใน
ทศิทางตามแนวรัศมีของเจ็ตจะลดลงตามการวิเคราะห Order of magnitude  เชนเดียวกับที่กลาว
ในกรณีขางตน  เมื่อพิจารณาที่ตํ าแหนง η  มีคาเทากับ 1 ซ่ึงเปนตํ าแหนงที่ความเร็วตามแนวแกนมี
คาเปน 50 % ของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด   พบวาในชวง 1<η  นัน้รูปรางการกระจายตัว
ของความเร็วจะไมตางกันมากนักแตในชวง 1>η  ซ่ึงเปนบริเวณขอบเจ็ต  ผลจากอากาศดานนอก
จะท ําใหรูปรางการกระจายตัวของความเร็วเจ็ตจะแตกตางกันมาก  นอกจากนี้เมื่อพิจารณากรณีเพิ่ม 
rV จาก 0.1 ถึง 1.0 และ จาก 1.0 ถึง 2.0 พบวารปูรางการกระจายตัวของความเร็วในชวงแรกจะ

เปลี่ยนแปลงมากเมื่อ rV  เพ่ิมจาก 0.1 ถึง 1.0 (เพิ่ม 0.9)  ในขณะทีจ่ะเปลี่ยนแปลงนอยกวาเมื่อ
เพิ่ม rV  จาก 1.0 ถึง 2.0 (เพิ่ม 1.0)  แสดงใหเห็นวาเมื่อ rV  เพิ่มขึ้น solution จะลูเขาสูกรณี
Case A2

จากผลการศึกษารูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนในกรณีเจ็ตทีไ่มหมุนควง
ขางตน  พบวาในกรณีทีอ่ากาศดานนอกเคลื่อนที่นั้นท ําใหการกระจายตัวของเจ็ตลดลง แสดงให
เหน็วา เมื่ออากาศดานนอกเคลื่อนที่การ entrainment ของเจ็ตจะลดลง
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Case B1 กรณีเจ็ตท่ีระดับการหมุนควงตํ่ าในอากาศหยุดนิ่ง )0( 1 =u  และ Case B2 กรณีเจ็ตท่ี
ระดับการหมุนควงตํ่ าในกระแสลมตามที่ muu >>1

รูปที่ 7.5a แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนและแนว
สัมผัสของเจ็ตทีร่ะดับการหมุนควงตํ่ า )( mm uw <<  ในกรณีที่อากาศดานนอกหยุดนิ่ง ( )01 =u

และที่เคลื่อนที่ทิศทางเดียวกันกับเจ็ต (Coflow) ดวยความเร็วที่มากกวาความเร็วเจ็ต )( 1 muu >>    
เมื่อพิจารณาที่รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนของเจ็ต ( )muuu /)( 1−   พบวาจาก
ทัง้กรณทีีอ่ากาศดานนอกหยุดนิ่งและเคลื่อนที่   ผลของความเร็วอากาศดานนอกจะทํ าใหเจ็ตที่พุง
ออกมามีความกวางของเจ็ตลดลงถงึแมจะมีการหมุนควงก็ตาม   และจากการที่กํ าหนดสมมติฐานให 

mm uw <<  จงึท ําใหรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนทั้ง 2 กรณมีลัีกษณะใกลเคียง
กบักรณีที่ไมมีการหมุนควง )0( =mw    เมื่อพิจารณาที่รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนว
สัมผัสของเจ็ต )/( mww  พบวารูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสของกรณีที่อากาศ
ดานนอกหยุดนิ่ง (เสนทึบ) นัน้จะมลัีกษณะเพิ่มขึ้นตามแนวรัศมีในชวงแรกจนมีคามากที่สุด โดยใน
ชวงทีค่วามเร็วตามแนวสัมผัสมีลักษณะเพิ่มขึ้นตามแนวรัศมีนี้เรียกวา "forced vortex"   หลังจาก
นัน้ความเรว็จะมีคาลดลงตามแนวรัศมี  โดยในชวงที่ความเร็วตามแนวสัมผัสลดลงตามแนวรัศมีนี้
เรียกวา "free vortex"  ซ่ึงรปูรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสในลักษณะดังกลาวนี้
เรียกวา "Rankine vortex" ซ่ึงเปนลักษณะที่พบไดโดยทั่วไปสํ าหรับการไหลที่มีการหมุนควง  
สํ าหรับในกรณีที่อากาศดานนอกเคลื่อนที่นั้นจะเห็นวารูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนว
สัมผัสมีลักษณะเหมือนกัน  โดยที่ความเร็วตามแนวสัมผัสจะเพิ่มขึ้นในชวงแรกจนมีคามากที่สุด
หลังจากนั้นจึงลดลงเขาสูศูนยเมื่อระยะหางจากแกนเจ็ตเพิม่ขึน้    โดยเมื่อเปรียบเทียบตํ าแหนงที่เกิด
ความเรว็ตามแนวแกนและแนวสัมผัสสูงสุด   พบวามีคาตางกันโดยที่ความเร็วตามแนวแกนจะมีคา
สูงสุดที่ 0=η  แตความเร็วตามแนวสัมผัสสูงจะเกิดที่ 1~η  ซ่ึงเปนบริเวณที่ความเร็วตามแนวมีคา
เปน 50 % ของความเร็วตามแนวมากที่สุด

เมือ่เปรยีบเทียบรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสในแตละกรณี  พบวาใน
กรณีที่อากาศดานนอกหยุดนิ่งเจ็ตที่พุงออกมามีความกวางของเจ็ตมากกวากรณีที่อากาศดานนอก
เคลื่อนที่ทิศทางเดียวกับเจ็ต  ซ่ึงสงัเกตไดจากรูปรางการกระจายตัวของความเร็วที่แคบกวาของกรณี
ทีอ่ากาศดานนอกมีการเคลื่อนที่  นอกจากนี้ยังพบวาผลจากการที่อากาศดานนอกเคลื่อนที่ยังทํ าให
ตํ าแหนงที่เกิดความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุดมีการเปลี่ยนแปลงจากตํ าแหนงเดิมเล็กนอย  โดย
ต ําแหนงดังกลาวเล่ือนเขาสูแกนกลางเจ็ตมากขึ้น

รูปที่ 7.5b แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันบรรยากาศกับ
ความดันเจ็ต ( )2/)( mwpp ρ−∞  ทีร่ะดับการหมุนควงตํ่ า )( mm uw <<  ในกรณีที่อากาศดานนอก
หยุดนิ่ง ( )01 =u  และท่ีเคลื่อนที่ทิศทางเดียวกันกับเจ็ต (Coflow) ดวยความเร็วที่มากกวาความเร็ว
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เจ็ต )( 1 muu >>    พบวาในกรณีที่อากาศดานนอกหยุดนิ่งรูปรางการกระจายตัวของผลตางความ
ดนัมลัีกษณะการกระจายคลายแบบ Gaussian ซ่ึงผลตางความดันจะมีคามากที่สุดเทากับ 1.58 ที่
บริเวณแกนเจ็ตจากนัน้จงึมีคาลดลงเมื่อระยะหางจากแกนเจ็ตมากขึน้  โดยเมื่อพิจารณาที่ตํ าแหนง 
η  มีคาเทากับ 1 ซ่ึงเปนตํ าแหนงที่ความเร็วตามแนวแกนมีคาเปน 50 % ของความเร็วตามแนวแกน
มากทีสุ่ด   จะเห็นวาการลดลงของผลตางความดันในชวงแรก ( 1<η )  นัน้จะมีคามากกวาในชวง
หลัง ( 1>η ) โดยที่ความดันที่บริเวณแกนเจ็ตจะมคีานอยที่สุดและความดันจะมีคาเพิ่มมากขึ้นตาม
แนวรัศมีของเจ็ต   นอกเหนอืจากนั้นเมื่อพิจารณาความดันตามแนวแกนเจ็ต )0( =η  จะพบวามีคา
คงที่เทากับ 1.58 แตจากการคํ านวณการลดลงของความเร็วตามแนวสัมผัสในบทที่ 6  พบวามีการ
ลดลงในลักษณะ 2−∝ xwm    ดังนั้นคา )( pp −∞  จงึมีคาลดลงในอัตราที่เทากันคือ ประมาณ 4−x

หรือกลาวอีกนัยหนึ่ง คอืความดนัมีคาเพิ่มขึ้นตามแนวแกนเจ็ต  จึงทํ าใหเกิด Adverse pressure 

gradient ตามแนวแกนเจ็ต
เมื่อเปรียบเทียบรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันบรรยากาศกับความดันเจ็ตในแต

ละกรณี  พบวารูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันในกรณีที่อากาศดานนอกเคลื่อนที่มี
ลักษณะมลัีกษณะใกลเคียงกับกรณีที่อากาศดานนอกหยุดนิ่ง  แตระดับคา 2/)( mwpp ρ−∞  สูงสุด
ในกรณีที่อากาศดานนอกเคลื่อนที่มีคาเทากับ 1.36 ซ่ึงตํ ่ากวากรณีที่อากาศดานนอกหยุดนิ่ง

รูปที่ 7.6 แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแกนในกรณี Case 

B1 เปรียบเทียบกับ Turbulent Swirling jet ที่มีคา Swirl number เทากับ 0.066, 0.134, 0.234

และ 0.416 ของ Chigier and Chervinsky (1967)   พบวามีลักษณะ Similarity ของการกระจาย
ตวัของความเร็วตามแกน   เมื่อเปรียบเทียบกับผลการคํ านวณที่ไดในกรณีของเจ็ตทีม่รีะดับการหมุน
ควงตํ่ าพบวามีความสอดคลองกันในชวงที่ 3.1<η  แตในชวงที่ 3.1>η  นัน้จะมีความแตกตางกัน
มากขึ้น

Case B3 กรณีเจ็ตท่ีระดับการหมุนควงตํ่ าในกระแสลมตามที่ muu ~1  โดยเปลี่ยนแปลงคา rV

รูปที่ 7.7a แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนและแนว
สัมผัสของเจ็ตที่ระดับการหมุนควงตํ่ า )( mm uw <<  ในกรณีที่เปลี่ยนแปลงอัตราสวนความเร็ว
อากาศดานนอกตอความเร็วเจ็ต )V( r  จาก 0.0 ถึง 2.0  เมื่อพิจารณารูปรางการกระจายตัวของ
ความเร็วตามแนวแกนเจ็ตพบวามีลักษณะการกระจายคลายแบบ Gaussian ใกลเคียงกับในกรณี
ของเจ็ตทีไ่มหมุนควง )0( =mw    โดยเมื่อพิจารณาที่ความกวางของเจ็ตจะเหน็ไดวามีลักษณะลด
ลงเมื่อ rV  มีคาเพิ่มขึ้นจาก 0.0 ถึง 2.0    นอกจากนี้เมื่อพิจารณาที่ตํ าแหนง η  มีคาเทากับ 1 ซ่ึง
เปนต ําแหนงที่ความเร็วตามแนวแกนมีคาเปน 50 % ของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด   พบวาใน
ชวง 1<η  นัน้รปูรางการกระจายตัวของความเร็วจะไมตางกันมากนักแตในชวง 1>η  ซ่ึงเปน
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บริเวณขอบเจต็  ผลจากอากาศดานนอกจะทํ าใหรูปรางการกระจายตัวของความเร็วเจ็ตจะแตกตาง
กันมาก  เมื่อพิจารณารูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสพบวามีลักษณะของ 
Rankine vortex เชนเดียวกับในกรณีที่อากาศดานนอกมีคามากกวาความเร็วเจ็ต )( 1 muu >>    
โดยที่ความเร็วตามแนวสัมผัสจะมีคาเพิ่มขึ้นตามแนวรัศมีในชวงแรกจนถึงคาความเร็วตามแนว
สัมผัสสูงสุด  หลังจากนั้นความเร็วจะลดลงตามแนวรัศมีจนเขาสูศูนย

เมื่อเปรียบเทียบรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสในแตละกรณีของคา 
rV    พบวาที่ rV  มีคาเทากับ 0.0 นัน้รปูรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสจะมี

ลักษณะกวางที่สุด   ซ่ึงเมื่อเพิ่มคา rV  ขึ้นจนถึง 2.0 จะสงัเกตเห็นไดวาความกวางของเจ็ตมี
ลักษณะลดลง  นอกจากนี้ยังพบวาเมื่อคา rV  เพิม่ขึน้จะมีผลทํ าใหตํ าแหนงที่เกิดความเร็วตามแนว
สัมผัสมากที่สุดมีการเปลี่ยนแปลงไปจากตํ าแหนงเดิม โดยจะเคลื่อนเขาใกลแกนเจ็ตมากขึ้น

รูปที่ 7.7b แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันบรรยากาศกับ
ความดันเจ็ตที่ระดับการหมุนควงตํ่ า )( mm uw <<  ในกรณีที่เปลี่ยนแปลงอัตราสวนความเร็ว
อากาศดานนอกตอความเร็วเจ็ต )(Vr จาก 0.0 ถึง 2.0   พบวาคา 2/)( mwpp ρ−∞  จะมีคามากที่
สุดที่บริเวณแกนเจ็ตจากนัน้จะลดลงเขาสูศูนยเมื่อระยะหางจากแกน η  มากขึ้น

เมื่อเปรียบเทียบรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันบรรยากาศกับความดันเจ็ตในแต
ละกรณี   พบวารูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันมีลักษณะการกระจายคลายแบบ 
Gaussian   โดยระดับคา 2/)( mwpp ρ−∞  สูงสุดที่แกนเจ็ตมีคาลดลงเมื่อ rV  มีคาเพิ่มขึ้น  ซ่ึงใน
กรณีที่ rV  มีคาเทากับ 0.0 นัน้ระดับคา 2/)( mwpp ρ−∞  มีคาสูงที่สุดเทากับ 1.58  และมีคาเทา
กับ 1.39 ในกรณีที่ rV  มีคาเทากับ 2.0   ทัง้นี้เนื่องจากการที่ rV  มคีาเพิ่มขึ้นทํ าใหผลของการ
หมนุควงลดลงจึงเปนสาเหตุใหความดันบริเวณแกนเจ็ตมคีาเพิ่มขึ้น

จากผลการศกึษารูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกน ความเร็วตามแนวสัมผัส
และความดนัในกรณีที่ระดับการหมุนควงตํ่ าตางๆขางตน  ทํ าใหสามารถสรุปไดวาในกรณีของเจ็ต
ที่ระดับการหมุนควงตํ่ าเมื่อความเร็วของอากาศดานนอกเพิ่มขึ้นจะมีผลทํ าใหความหนาของเจ็ตลด
ลงเชนเดียวกับในกรณีเจ็ตทีไ่มหมนุควง    นอกจากนี้ยังทํ าใหบริเวณแกนเจ็ตซึง่มีความดันตํ่ าที่สุดมี
คาเพิม่มากขึ้น  อีกนัยหนึ่งความเร็วของอากาศดานนอกที่เพิ่มขึ้นจะมีผลทํ าใหผลของการหมุนควง
ลดลง
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Case C1 กรณีเจ็ตท่ีหมุนควงในอากาศหยุดนิ่งโดยเปลี่ยนแปลงคา rS

Case C11 โดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน (สมการ 4.5a)

รูปที่ 7.8a แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตโดยใช
เงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสนในกรณีที่เปลี่ยนแปลงอัตราสวนความเร็วตามแนว
สัมผัสมากที่สุดตอความเร็ว centerline ตามแนวแกนเจ็ต )(Sr  จาก 0.0 ถึง 0.7   พบวาในกรณีที่
ไมหมุนควง )0( =Sr รูปรางกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนมีลักษณะการกระจายคลายแบบ 
Gaussian โดยทีค่วามเร็วตามแนวแกนเจ็ตมีคาสูงสดุที่บริเวณแกนเจ็ต   เมื่อ Sr  มคีาเพิ่มขึ้นเทากับ 
0.1 และ 0.5 นัน้พบวารปูรางกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนยังคงมีลักษณะการกระจายคลาย
แบบ Gaussian แตมลัีกษณะกวางกวาในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.0     สํ าหรับในกรณี Sr  มีคาเทา
กับ 0.7 นัน้พบวาต ําแหนงที่เกิดความเร็วตามแกนสูงสุดจะเบี่ยงเบนออกจากแกนเจ็ต  ทํ าใหเกิดเปน 
Wake component บรเิวณตรงกลางแกนเจ็ต โดยมีคาความเร็วตามแนวแกนมากที่สุดเทากับ 1.27

ที่ η  มีคาเทากับ 0.24   เมือ่เปรยีบเทียบรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนในแตละ
กรณีพบวาความกวางของเจ็ตจะมลัีกษณะเพิ่มขึ้นเมื่อ Sr  มีคาเพิ่มขึ้น

รูปที่ 7.8b แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสในกรณี
ที่เปล่ียนแปลงคา Sr  จาก 0.1 ถึง 0.7   พบวารูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสมี
ลักษณะของ Rankine vortex โดยทีค่วามเร็วตามแนวสัมผัสจะมีลักษณะเพิ่มขึ้นตามแนวรัศมี  ใน
ชวงแรกจนถงึคาสูงสุด   หลังจากนั้นจากนั้นความเร็วจะลดลงจนมีคาเขาสูศนยเมื่อระยะหางจาก
แกนเจ็ตเพิ่มขึ้น

เมื่อเปรียบเทียบรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสในแตละกรณีพบวาใน
กรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.1 รูปรางการกระจายตัวของความเร็วเจ็ตจะมลัีกษณะกวางที่สุดและจะมี
ลักษณะลดลงเมื่อ Sr  มคีาเพิม่ขึ้น    สาเหตุเนื่องจากรูปรางการกระจายตัวของความเร็วไดแสดงใน
ทิศทางตามแกน η  ซ่ึงไดนิยามเปนอัตราสวน br /  โดยที่ b  เปนความกวางของเจ็ตซึง่นิยามจาก
ระยะตามแนวรัศมีของเจ็ต )(r  ทีค่วามเร็วตามแนวแกนมีคาเปน 50 % ของความเร็วตามแนวแกน
มากที่สุด   ซ่ึงจากการคํ านวณคา b  ในบทที่ 6 พบวาคา b  จะมีคาสูงขึ้นเมื่อ Sr  มีคามากขึ้น   ดัง
นั้นในการแสดงรูปรางการกระจายตัวของความเร็วที่สเกลคา r  ดวย b  จึงทํ าใหมีรูปรางการ
กระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสที่แคบกวาสํ าหรับในกรณีที่ Sr  มคีามาก  หรืออีกนัยหนึ่ง
เมื่อ Sr  สูงขึ้นแกนของ vortex จะมขีนาดสัมพัทธเล็กลง หรือเกิดการ intensification ของ
vortex core นัน่เอง     นอกจากนี้เมื่อพิจารณาที่ตํ าแหนง η  มีคาเทากับ 1 ซ่ึงเปนตํ าแหนงที่
ความเร็วตามแนวแกนมีคาเปน 50 % ของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด   จะเห็นวาเมื่อ Sr  ตํ่ า
ตํ าแหนงของความเร็วตามแนวสัมผัสสูงสุดจะอยูหางแกนเจ็ตมากกวาตํ าแหนงที่ความเร็วตามแนว
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แกนมีคาเปน 50 %   แตเมื่อ Sr  สูงต ําแหนงของความเร็วตามแนวสัมผัสสูงสุดจะอยูใกลแกนเจ็ต
มากกวาต ําแหนงที่ความเร็วตามแนวแกนมีคาเปน 50 %

รูปที่ 7.8c แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันบรรยากาศกับ
ความดันเจ็ตในกรณีที่เปล่ียนคา Sr  จาก 0.1 ถึง 0.7   พบวารูปรางการกระจายตัวของผลตางความ
ดัน ( )2/)( mwpp ρ−∞  ในแตละกรณีมีลักษณะกระจายคลายแบบ Gaussian ซ่ึงผลตางความดันสูง
สุดจะเกิดที่บริเวณแกนเจ็ตจากนัน้ผลตางความดันจะลดลงเมื่อระยะ η  เพิ่มขึ้น   เมื่อเพิ่มคา Sr
จาก 0.1 ถึง 0.7   พบวาระดับคาความดันแตกตาง 2/)( mwpp ρ−∞  ทีบ่ริเวณแกนเจ็ตมีคาลดลงจาก 
1.92 ในกรณี Sr  เทากับ 0.1 จนถึง 1.64 ในกรณี Sr  เทากับ 0.7   แสดงวาเมื่อเพิ่มระดับการหมุน 

)(Sr  ท ําใหความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุด )( mw  มคีาเพิ่มขึ้นแต )( pp −∞  มคีาเพิ่มขึ้นชากวา 
2
mw

จากผลการศกึษารูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกน ความเร็วตามแนวสัมผัส
และผลตางความดันโดยใชเงื่อนจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสนในกรณีที่เปล่ียนแปลงคา Sr
ตางๆขางตน  ทํ าใหสามารถสรุปไดวาเมื่อระดับการหมุนควงเพิ่มมากขึ้นทํ าใหความกวางของเจ็ต
เพิ่มขึ้น  แสดงวาเจ็ตสามารถดึงเอาอากาศจากรอบขางเขามาผสมไดดีขึ้นกวาในกรณีที่ไมหมุนควง
จงึทํ าใหมีการถายเทโมเมนตัมจากเจ็ตสูอากาศรอบขางไดมากขึ้น  นอกจากนี้ยังพบวาเมื่อระดับการ
หมนุควงเพิม่ขึ้น   ความเร็วตามแนวแกนสูงสุดจะเบี่ยงเบนออกจากแกนเจต็มากขึ้น และจะเกิดการ 
intensification ของแกน vortex (vortex core) มากขึ้น   

Case C12 โดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม (สมการ 4.5b)

รูปที่ 7.9a แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตโดยใช
เงือ่นไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุมในกรณีที่เปล่ียนแปลง Sr  จาก 0.1 ถึง 2.0   พบวาใน
กรณี Sr  มีคาเทากับ 0.1 และ 0.5 รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนที่ไดนั้นมีความ
แตกตางจากการใชเงื่อนไขสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสนคอนขางมาก  โดยรายละเอียดของ
ความแตกตางไดทํ าการวิเคราะหไวในบทที่ 8    สํ าหรับในกรณีที่ Sr  เพิ่มขึ้นเทากับ 1.5 และ 2.0  
พบวาความเร็วตามแนวแกนมากที่สุดจะมีการเบี่ยงเบนออกจากแกนเจ็ต

รูปที่ 7.9b แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสของเจ็ต
ในกรณีที่เปล่ียนแปลงคา Sr  จาก 0.1 ถึง 2.0   พบวาในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.1 รูปรางการ
กระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสที่ไดมีลักษณะลูออกซึ่งแตกตางจากรณีที่ใชเงื่อนไขสมการ
อินทกิรัลโมเมนตัมเชิงเสนมาก     แตสํ าหรับในกรณี Sr  เทากับ 0.5 ถึง 2.0 นัน้พบวารูปรางการ
กระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสมีลักษณะของ Rankine vortex  โดยทีค่วามเร็วตามแนว
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สัมผัสจะมลัีกษณะเพิ่มขึ้นตามแนวรัศมี  ในชวงแรกจนถึงคาสูงสุด   หลังจากนั้นจากนั้นความเร็ว
จะลดลงจนมีคาเขาสูศนยเมื่อระยะหางจากแกนเจ็ตเพิม่ขึน้     ซ่ึงสอดคลองกับกรณีที่ใชเงื่อนไขจาก
สมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน

เมื่อเปรียบเทียบรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสในแตละกรณีพบวาเมื่อ 
Sr  มีคาเพิ่มขึ้นจาก 0.5 ถึง 2.0   รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสมีลักษณะแคบ
ลง   จากการวิเคราะหในบทที่ 6 พบวาการที่คา Sr  เพิ่มขึ้นมีผลทํ าใหคา b  มคีาเพิ่มขึ้น  นอกจากนี้
ยังพบวาตํ าแหนงที่เกิดความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุดมีการเบี่ยงเบนจากตํ าแหนงเดิม  โดยจะ
เคล่ือนที่เขาใกลแกนเจ็ตมากขึ้นเมื่อคา Sr  เพิม่ขึ้น  ซ่ึงสอดคลองกับกรณีที่ใชเงื่อนไขจากสมการ
อินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน

รูปที่ 7.9c แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันบรรยากาศกับ
ความดันเจ็ตในกรณีที่เปล่ียนแปลง Sr  จาก 0.1 ถึง 2.0   พบวาในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.1 นั้น
รูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันที่ไดมีความแตกตางจากกรณีที่ใชเงื่อนไขสมการอินทิกรัล
โมเมนตมัเชิงเสนมากเชนเดียวกับรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัส        แตสํ าหรับ
กรณี Sr  มีคาเทากับ 0.5 ถึง 2.0  พบวารูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันมีลักษณะการ
กระจายคลายแบบ Gaussian

เมื่อเปรียบเทียบรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันในแตละกรณี  พบวาคา 
2/)( mwpp ρ−∞  สูงสุดบริเวณแกนเจ็ตมีคาลดลงเมื่อ Sr  มีคาเพิ่มขึ้น  แสดงวาเมื่อ Sr  เพิ่มขึ้น 

ท ําใหความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุด )( mw  มคีาเพิ่มขึ้นแต )( pp −∞  มคีาเพิ่มขึ้นชากวา 2
mw

จากผลการศกึษารูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกน ความเร็วตามแนวสัมผัส 
และผลตางความดันโดยใชเงื่อนจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุมในกรณีที่เปล่ียนแปลงคา Sr
ตางๆขางตน  พบวาผลที่ไดมีลักษณะแตกตางจากผลการคํ านวณโดยใชเงื่อนจากสมการอินทิกรัล
โมเมนตัมเชิงเสนคอนขางมาก  แตเมื่อพิจารณาจากผลของระดับการหมุนควง พบวาเมื่อ Sr  มีคา
เพิ่มขึ้นความเร็วตามแนวแกนมากที่สุดจะมีการเบี่ยงเบนออกจากแกนเจ็ต  และพบรูปรางการ
กระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสมีลักษณะของ Rankine vortex เชนเดียวกับกรณีที่ใชเงื่อน
ไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน

Case C2 กรณีเจ็ตท่ีหมุนควงในกระแสลมตามที่ muu >>1  โดยเปลี่ยนแปลงคา bsk

 รูปที่ 7.10a แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตใน
กรณทีีอ่ากาศดานนอกเคลื่อนที่ทิศทางเดียวกับเจ็ตดวยความเร็วที่มากกวาความเร็วเจ็ต )( 1 muu >>    

โดยเปลี่ยนแปลงคา 
2

Re 







=

m

m
bs u

w
dx
dbk  ซ่ึงเปนพารามิเตอรที่แสดงถึงระดับของการหมุนควง
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จาก 0.1 ถึง 5.0  พบวาในกรณีที่ bsk  มีคาเทากับ 0.1 นัน้รปูรางการกระจายตัวของความเร็วตาม
แนวแกนเจ็ตมลัีกษณะการกระจายคลายแบบ Gaussian ซ่ึงความเร็วตามแนวแกนมากที่สุดจะอยูที่
บรเิวณแกนเจ็ตหลังจากนั้นจะคอยๆลดลงจนมีคาเขาสูศูนยเมื่อระยะ η  เพิ่มขึ้น   สํ าหรับกรณีที่คา 
bsk  มีคาเทากับ 1.0 นัน้รปูรางการกระจายตัวยังคงมีลักษณะคลายกับกรณีที่ bsk  เทากับ 0.1   แต

เมือ่พิจารณาที่ตํ าแหนง η  มีคาเทากับ 1 ซ่ึงเปนตํ าแหนงที่ความเร็วตามแนวแกนมีคาเปน 50 %

ของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด   พบวาความกวางของเจ็ตจะมากกวาในชวงแรก )1( <η  และ
นอยกวาในชวงทาย )1( >η    สํ าหรับในกรณีที่ bsk  เทากับ 2.0 ถึง 5.0 พบวารูปรางการกระจายตัว
ของความเร็วมีลักษณะแตกตางจากกรณี bsk  มีคาเทากับ 0.1 และ 1.0 อยางชัดเจน   โดยตํ าแหนงที่
เกดิความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมากทีสุ่ดจะมีการเบี่ยงเบนออกจากแกนเจ็ต    และแนวโนมของคา 

muuu /)( 1−  สูงสุดจะเพิ่มขึ้นเมื่อ bsk  มีคาเพิ่มขึ้น  โดยมีคาเทากับ 1.07 ที่ η  เทากับ 0.38

สํ าหรับ bsk  เทากับ 2.0   และเทากับ 1.43 ที่ η  เทากับ 0.43 สํ าหรับ bsk  เทากับ 5.0    หรืออาจ
กลาวไดวา การที่ระดับการหมุนควงมีคาเพิ่มสูงขึ้นนั้นจะมีผลทํ าใหความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด
ของเจ็ตนัน้เบีย่งเบนออกจากบริเวณแกนเจ็ตมากขึ้น

  
รูปที่ 7.10b แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสของเจ็ต

ในกรณีที่อากาศดานนอกเคลื่อนที่ทิศทางเดียวกับเจ็ตดวยความเร็วท่ีมากกวาความเร็วเจ็ต 
)( 1 muu >>   โดยเปลี่ยนแปลงคา bsk  ซ่ึงเปนพารามิเตอรที่แสดงถึงระดับของการหมุนควงจาก 

0.1 ถึง 5.0  พบวาในแตละกรณีรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสมีลักษณะของ 
Rankine vortex  โดยความเร็วตามแนวสัมผัสจะมีคาเพิ่มขึ้นแบบเชิงเสนในชวงแรกและลดลงเขา
สูศูนยเมื่อระยะ η  เพิ่มขึ้น

เมื่อเปรียบเทียบรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสในแตละกรณีจะเห็นวา
รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสจะมีลักษณะแคบลงเมื่อคา bsk  มีคาเพิ่มขึ้น  
สาเหตุเนื่องจากคา b  ทีม่คีาเพิ่มขึ้น  หรืออีกนัยหนึ่งเกิดการ intensification ของแกนของ vortex 

(vortex core) เชนเดยีวกบักรณกีอนหนานี้   นอกจากนี้ยังพบวาตํ าแหนงที่เกิดความเร็วตามแนว
สัมผัสสูงสุดขยับเขาใกลแกนเจ็ตมากขึ้นเมื่อ bsk  มีคาเพิ่มขึ้น

รูปที่ 7.10c แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันบรรยากาศกับ
ความดันเจ็ตในกรณีที่อากาศดานนอกเคลื่อนที่ทิศทางเดียวกับเจ็ตดวยความเร็วที่มากกวาความเร็ว
เจ็ตมาก )( 1 muu >>      โดยเปลี่ยนแปลงคา bsk  ซ่ึงเปนพารามิเตอรที่แสดงถึงระดับของการหมุน
ควงจาก 0.1 ถึง 5.0  พบวารปูรางการกระจายตัวของผลตางความดันมีลักษณะการกระจายคลาย
แบบ Gaussian เมือ่เปรยีบเทียบในแตละกรณีพบวาคาผลตางความดันสูงสุดบริเวณแกนเจ็ตจะมีคา
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แตกตางกนัเล็กนอย   แตรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันจะมีลักษณะแคบลงเมื่อ bsk  มีคา
เพิ่มขึ้น

จากผลการศกึษารูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกน ความเร็วตามแนวสัมผัส
และผลตางความดันในกรณีที่อากาศดานนอกเคลื่อนที่ทิศทางเดียวกับเจ็ตดวยความเร็วที่มากกวา
ความเร็วเจ็ต )( 1 muu >>   โดยเปลี่ยนแปลงคา bsk  ตางๆขางตน   ทํ าใหสามารถสรุปไดวาเมื่อ bsk

ซ่ึงเปนพารามิเตอรที่แสดงถึงระดับของการหมุนเพิ่มมากขึ้นจะทํ าใหความกวางของเจ็ตเพิ่มขึ้น   
และระดับการหมุนควงที่เพิ่มสูงขึ้นยังทํ าใหความเร็วตามแนวแกนมากที่สุดเบี่ยงเบนออกจากแกน
เจ็ต และเกิดการ intensification ของแกน vortex

Case C3 กรณีเจ็ตท่ีหมุนควงในกระแสลมตามโดยเปลี่ยนแปลงคา rS  และ rV

Case C31 โดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน (สมการ 4.5a)

ผลจากกระแสลมตาม (Effect of coflow)

รูปที่ 7.11a แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตโดย
ใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสนในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.01 ถึง 0.8  โดย
เปล่ียนแปลงคา rV  จาก 0.0 ถึง 2.0    พบวาในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.01 และ 0.1 รูปรางการ
กระจายตวัของความเร็วตามแนวแกนในแตละกรณีมีลักษณะการกระจายคลายแบบ Gaussian  ซ่ึง
ความเร็วตามแนวแกนจะมีคามากที่สุดบริเวณแกนเจ็ตจากนัน้จงึลดลงจนมีคาเขาสูศูนยเมื่อระยะ η
เพิม่ขึน้   เมื่อเปรียบเทียบในแตละกรณีของคา rV    พบวาเมื่อ rV  มคีาเพิ่มขึ้นจาก 0.0 ถึง 2.0 จะ
พบวารูปรางการกระจายตัวของความเร็วบริเวณแกนเจ็ต )1( <η  จะไมเปลี่ยนแปลงมากนัก แต
บริเวณขอบเจ็ต )1( >η  จะมลัีกษณะแคบลงซึ่งคลายคลึงกับในกรณีของเจ็ตที่ไมหมุนควง

สํ าหรับในกรณีที่ Sr  มีคาเพิ่มขึ้นเปน 0.3  พบวารูปรางการกระจายตัวของความเร็วตาม
แนวแกนโดยทั่วไปยังคงมีลักษณะการกระจายคลายแบบ Gaussian  เมื่อเปรียบเทียบในกรณีที่ 
rV  มีคาเพิ่มขึ้นจาก 0.0 ถึง 2.0 จะเห็นวารูปรางการกระจายตัวของความเร็วเจ็ตจะมลัีกษณะแคบ

ลง   เมื่อพิจารณาที่ตํ าแหนง η  มีคาเทากับ 1 ซ่ึงเปนตํ าแหนงที่ความเร็วตามแนวแกนมีคาเปน 50 

% ของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด   พบวาในชวงที่ 1<η  เมื่อ rV  มคีาเพิ่มขึ้นทํ าใหรูปราง
การกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจต็กวางขึ้น  ในขณะที่ 1>η  รูปรางการกระจายตัวของ
ความเร็วเจต็จะแคบลง

สํ าหรับในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.5 นั้นรูปรางการกระจายตัวของความเร็วยังคงมี
ลักษณะการกระจายคลายแบบ Gaussian    เมือ่เปรยีบเทียบในแตละกรณีพบวารูปรางการกระจาย
ตวัของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตในชวงที่ 1<η  นัน้มีลักษณะแคบลงเมื่อ rV  มีคาเพิ่มขึ้น  ใน
ขณะที่ 1>η  รูปรางการกระจายตัวของความเร็วเจต็กลับมีความกวางเพิ่มขึ้นเมื่อ rV  มีคาเพิ่มขึ้น    
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สาเหตุเนื่องจากในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.5 ซ่ึงระดับการหมุนควงมีคาสูงพอจึงทํ าใหการหมุน
ควงเริ่มมีผลตอการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมากกวาผลจากความเร็วอากาศดาน
นอก

สํ าหรับในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.8   พบวาในกรณีที่ rV  มีคาเทากับ 0.0 และ 0.1 การ
หมุนควงจะมีผลมากจึงทํ าใหตํ าแหนงที่เกิดความเร็วตามแนวแกนมากที่สุดมีการเบี่ยงเบนออกจาก
แกนเจ็ต  โดยมีคาสูงสุดเทากับ 1.46 ที่ η  เทากับ 0.2 และ 1.42 ที่ η  เทากับ 0.16 ในกรณีที่ rV

มีคาเทากับ 0.0 และ 0.1 ตามลํ าดับ   แตเมื่อ rV  มคีาเพิ่มขึ้นเทากับ 1.0 ถึง 2.0 ผลจากความเร็ว
อากาศดานนอกจะกลับมีผลตอการกระจายตัวของความเร็วเจ็ตมากขึ้นจึงทํ าใหตํ าแหนงที่เกิด
ความเรว็ตามแนวแกนมากที่สุดกลับมาอยูที่บริเวณแกนเจ็ตเชนเดียวกับในกรณีที่ Sr  มีคาตํ่ าๆ

รูปที่ 7.11b แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสของเจ็ต
ในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.01 ถึง 0.8  โดยเปลี่ยนแปลงคา rV  จาก 0.0 ถึง 2.0   พบวารูปรางการ
กระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสมีลักษณะของ Rankine vortex โดยทีค่วามเร็วตามแนว
สัมผัสจะมีคาเพิ่มขึ้นตามแนวรัศมีในชวงแรกจนถึงคาสูงสุดจากนั้นจึงมีคาลดลงเขาสูศูนยเมื่อระยะ 
η  เพิม่ขึน้    เมื่อเปรียบเทียบในแตละกรณีของคา rV  พบวารูปรางการกระจายตัวของความเร็ว
ตามแนวสัมผัสจะมีความกวางเพิ่มขึ้นเมื่อ rV  มีคาเพิ่มขึ้นจาก 0.0 ถึง 2.0    สาเหตุเนื่องจากการ
วเิคราะหคา b  ในบทที่ 6  พบวาเมื่อความเร็วอากาศดานนอกมีคามากขึ้นทํ าให b  มีคาลดลง   ดัง
นั้นในการแสดงรูปรางการกระจายตัวของความเร็วที่สเกลคา r  ดวย b  จึงทํ าใหมีรูปรางการ
กระจายตวัของความเร็วตามแนวสัมผัสที่กวางกวาสํ าหรับในกรณีที่ rV  มคีาเพิ่มมากขึ้น  แตใน
กรณีที่ Sr  ตํ่ ากลับพบวาเมื่อ rV  เพิ่มขึ้นจาก 0.0 ถึง 0.1 รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตาม
แนวสัมผัสจะมีลักษณะแคบลง   แตเมื่อ rV  เพิ่มขึ้นจาก 0.1 ถึง 2.0 รูปรางการกระจายตัวของ
ความเร็วตามแนวสัมผัสมีความกวางเพิ่มขึ้น

นอกจากนี้ยังพบวาการที่ rV  มคีาเพิ่มขึ้นมีผลทํ าใหตํ าแหนงที่เกิดความเร็วตามแนวสัมผัส
สูงสดุเคลื่อนที่ออกหางจากแกนเจ็ตกวากรณีที่ rV  มีคาตํ่ า

รูปที่ 7.11c แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันบรรยากาศกับ
ความดันเจ็ตในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.01 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยนแปลงคา rV  จาก 0.0 ถึง 2.0   พบ
วาในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.01 และ 0.1 รูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันมีลักษณะการ
กระจายคลายแบบ Gaussian โดยทีผ่ลตางความดันมากที่สุดเกิดที่บริเวณแกนเจ็ตหลังจากนั้นจะลด
ลงเมื่อระยะ η  เพิ่มขึ้น   เมื่อเปรียบเทียบในแตละกรณีของคา rV  พบวาระดับคาของ 

2/)( mwpp ρ−∞  สูงสุดในกรณีที่ rV  จาก 0.0 ถึง 0.1 มคีาแตกตางจากกรณีที่ rV  จาก 1.0 ถึง 
2.0   เนื่องจากกรณีที่ rV  มีคาจาก 1.0 ถึง 2.0 ผลจากความเร็วอากาศดานนอกจะมีผลมากกวาผล
จากการหมุนควงจึงทํ าใหผลตางความดันบริเวณแกนเจ็ตมีคาลดลง  ในขณะที่ความเร็วตามแนว
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สัมผัสมากที่ สุดก็มีค  าลดลงในอัตราที่มากกว าการลดลงของความดันจึงทํ  าให ค าของ  
2/)( mwpp ρ−∞  สูงขึ้นกวากรณีที่ rV  มีคาจาก 0.0 ถึง 0.1   

สํ าหรับในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.3 ถึง 0.5  พบวาระดับคาของ 2/)( mwpp ρ−∞  สูงสุด
จะมีคาตางกันมากเมื่อ rV  มีคา เทากับ 0.0 และ 0.1    เนือ่งจากในกรณีที่ rV  มีคาเทากับ 0.0 และ 
0.1 นีผ้ลจากการหมุนควงจะมีผลมากกวาผลจากอากาศดานนอกจึงทํ าให )( pp −∞  มคีาเพิ่มขึ้น  
ในขณะที่ความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุด )( mw  ก็มีคาเพิ่มชากวาผลตางความดันจึงทํ าให 

2/)( mwpp ρ−∞  สูงสุดมีคาสูงขึ้นเมื่อ rV  มคีามากขึ้น     สํ าหรับในกรณีที่ rV  มีคาเทากับ 1.0

ถึง 2.0 ผลของความเร็วอากาศดานนอกจะมีมากกวาผลจากการหมุนควงจึงทํ าใหผลของระดับการ
หมนุควงไมตางกันมากนัก

สํ าหรับในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.8 พบวาระดับคาของ 2/)( mwpp ρ−∞ จะมีคาตางกัน
มากทีสุ่ด   เนื่องจากผลจากการหมุนควงมีมากกวาผลจากอากาศดานนอก

ผลจากการหมุนควง (Effect of swirl)

รูปที่ 7.12a แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตโดย
ใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสนในกรณีที่ rV  มีคาเทากับ 0.0 ถึง 2.0  โดยเปลี่ยน
แปลงคา Sr  จาก 0.01 ถึง 0.8    พบวาในกรณีที่ rV  มีคาเทากับ 0.0 และ 0.1 นัน้รูปรางการ
กระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตจะมลัีกษณะการกระจายคลายแบบ Gaussian ใกลเคียง
กัน   โดยที่ Sr  มีคาเทากับ 0.01 ถึง 0.5 ความเรว็ตามแนวแกนสูงสุดจะเกิดที่บริเวณแกนเจ็ต   แต
ในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.8 ซ่ึงระดบัการหมุนควงมีคาสูงจึงทํ าใหตํ าแหนงที่เกิดความเร็วตาม
แนวแกนมากที่สุดมีการเบี่ยงเบนออกจากแกนเจ็ต  โดยมีคามากที่สุดเทากับ 1.46 ที่ η  เทากับ 0.2 

ในกรณี rV  เทากับ 0.0 และมีคาเทากับ 1.42 ที่ η  เทากับ 0.16 ในกรณีที่ rV  เทากับ 0.1     เมื่อ
เปรียบเทียบรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตในแตละกรณี  พบวารูปรางการ
กระจายตัวของความเร็วเจ็ตจะมคีวามกวางเพิ่มขึ้นเมื่อ Sr  มีคาเพิ่มขึ้น

สํ าหรับในกรณีที่ rV  มีคาเทากับ 1.0 และ 2.0  พบวารูปรางการกระจายตัวของความเร็ว
ตามแนวแกนเจ็ตจะมีลักษณะการกระจายคลายแบบ Gaussian คลายคลึงกันโดยที่ความเร็วตาม
แนวแกนมากที่สุดเกิดที่บริเวณแกนเจ็ตในทุกคา Sr     สาเหตุเนื่องจากในกรณีที่ rV  มีคาเทากับ 
1.0 และ 2.0 นัน้ความเร็วอากาศดานนอกจะมีผลตอรูปรางการกระจายตัวของเจ็ตมากกวาผลจาก
การหมนุควง    นอกจากนี้ยังพบวารูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมคีวามกวาง
เพิ่มขึ้นเมื่อ Sr  มีคาเพิ่มขึ้น

รูปที่ 7.12b  แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสของ
เจ็ตในกรณีที่ rV  มีคาเทากับ 0.0 ถึง 2.0  โดยเปลี่ยนแปลงคา Sr  จาก 0.01 ถึง 0.8    พบวารูป
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รางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสในกรณี rV  เทากับ 0.0 ถึง 2.0 มีลักษณะ Rankine 

vortex ในทกุกรณ ี  โดยที่รูปรางการกระจายตัวของความเร็วมีลักษณะแคบลงเมื่อ Sr  มีคาเพิ่มขึ้น    
สาเหตุเนื่องจากการวิเคราะหในบทที่ 6   พบวาเมื่อ Sr  มคีาเพิ่มขึ้นจะทํ าใหคา b  มคีาเพิ่มขึ้นดัง
นั้นในการแสดงรูปรางการกระจายตัวของความเร็วที่สเกลคา r  ดวย b  จึงทํ าใหมีรูปรางการ
กระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสที่แคบกวาสํ าหรับในกรณีที่ Sr  มคีามาก  หรืออีกนัยหนึ่ง
แสดงถึงการเกิด intensification ของแกน vortex (vortex core)  นอกจากนี้ยังพบวาตํ าแหนงที่
เกดิความเร็วตามแนวสัมผัสสูงสุดนั้นจะมีการขยับเคลื่อนที่เขาใกลแกนเจ็ตมากขึ้นเมื่อ Sr  มีคาเพิ่ม
ขึ้น

รูปที่ 7.12c แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันบรรยากาศกับ
ความดันเจ็ตในกรณีที่ rV  มีคาเทากับ 0.0 ถึง 2.0  โดยเปลี่ยนแปลงคา Sr  จาก 0.01 ถึง 0.8    พบ
วาในกรณีที่ rV  มีคาเทากับ 0.0 นัน้ระดับคา 2/)( mwpp ρ−∞  จะมีคาลดลงเมื่อ Sr  มีคาเพิ่มขึ้น  
พบวาเมื่อ Sr  มคีาเพิ่มขึ้นทํ าให mw  มีคาสูงขึ้น   ในขณะที่ )( pp −∞  กม็คีาเพิ่มขึ้นดวยอัตราที่ตํ่ า
กวาการเพิ่มของ mw  จึงทํ าใหระดับคา 2/)( mwpp ρ−∞  มีคาลดลงเมื่อ Sr  เพิ่มขึ้น    เมื่อ rV  มี
คาเพิ่มขึ้นจาก 0.1 ถึง 2.0  พบวาแนวโนมของระดับคา 2/)( mwpp ρ−∞  จะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อ Sr  มี
คาเพิ่มขึ้น

จากผลการศกึษารูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกน ความเร็วตามแนวสัมผัส
และผลตางความดันโดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสนโดยเปลี่ยนแปลงคา rV

และ Sr  ตางๆขางตน  ทํ าใหสามารถสรุปไดวาเมื่อระดับการหมุนควงเพิ่มมากขึ้นทํ าใหเจ็ตมีการ
กระจายตวัเพิ่มขึ้น   แตเมื่อความเร็วอากาศดานนอกมีคาเพิ่มขึ้นจะทํ าใหผลจากการหมุนควงที่มีตอ
การกระจายตัวของเจ็ตลดลง        นอกจากนี้ยังพบวาที่ระดับการหมุนควงตํ่ า (Sr เทากับ 0.01 และ 
0.1) เมื่อคา rV  มคีาสงูขึ้นจะทํ าใหความเร็วอากาศดานนอกมีผลตอการกระจายตัวของเจ็ตมากกวา
ผลจากการหมุนควง  ดงันั้นจึงทํ าใหเจ็ตมคีณุลักษณะคลายเจ็ตทีไ่มหมุนควง

Case C32 โดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม (สมการ 4.5b)

รูปที่ 7.13a ถึง 7.14c แสดงผลการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนว
แกน ความเร็วตามแนวสัมผัส และผลตางความดันเจ็ตโดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัม
เชิงมุมในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.01 ถึง 0.8  โดยเปลี่ยนแปลงคา rV  จาก 0.0 ถึง 2.0    พบวารูป
รางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจต็ในแตละกรณีนัน้มลัีกษณะไมสอดคลองกับผลการ
ทดลองของ Chigier and Chervinsky (1967) ดงัในรูปที่ 2.9  นอกจากนี้ยังพบวามีความแตกตาง
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จากการใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสนคอนขางมาก โดยรายละเอียดจะไดนํ าไป
กลาวไวในบทที่ 8

เมือ่พจิารณาที่รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสก็พบวาในกรณีที่ Sr  มีคา
เทากับ 0.01 และ 0.1 ที่ rV  เปน 0.0 และ 0.1 นัน้มลัีกษณะแตกตางจากผลการทดลองของ 
Chigier and Chervinsky (1967) ดงัในรูปที่ 2.11   นอกจากนีย้ังมีลักษณะแตกตางจากการใช
เงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน  สํ าหรับรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดัน
นั้นก็พบวามีลักษณะแตกตางจากการใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสนเชนเดียวกับ
รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัส

7.2  ความหนา  อัตราการกระจายตัว  ความเร็ว และอัตราการลดลงของความเร็วเจ็ต

Case A1 กรณีเจ็ตท่ีไมหมุนควงในอากาศหยุดนิ่ง )0( 1 =u

ใน Case A1 จากสมการ (6.5a) และ (6.5b) พบวา
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โดยที่ 0x  เปน  virtual origin และ bk  เปนคาคงที่ดังตารางที ่5.3

รูปที่ 7.15a และ 7.15b แสดงความหนาของเจ็ต )(b  และการลดลงของความเร็ว 
centerline ตามแนวแกนเจ็ต ( )mu    ในกรณทีีไ่มมีการหมุนควงในอากาศที่หยุดนิ่งที่ Reynolds 

number (Re0) มีคาเทากับ 100, 200 และ 500   พบวาเมื่อ 0Re  มีคาเพิ่มมากขึ้น  ท ําใหความหนา
และอัตราการกระจายตัวของเจ็ตจะมีคาลดลง  แตความเร็วและอัตราการลดลงความเร็วตามแนว
แกนเจ็ตจะมีคาเพิ่มขึ้น

จากผลที่ไดพบวาสอดคลองกับผลการวิเคราะหของ Schlichting (1968) ทีพ่บวาความ
หนาของเจ็ตแปรผันกับระยะ x  และการลดลงของความเร็วตามแนวแกนมีลักษณะแปรผันกับระยะ 

1−x
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Case A2  กรณีเจ็ตท่ีไมหมุนควงในกระแสลมตามที่ muu >>1

ใน Case A2 จากสมการ (6.11a) และ (6.11b) เมือ่จัดรูปสมการใหมพบวา
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โดยที่ **, BA  เปนคาคงที่ดังตารางที่ 5.4  และ 
0

1









mu
u เปนอัตราสวนความเร็วกระแสลมตามตอ

ความเร็วตามแนวแกนที่กํ าหนด

สํ าหรับการไหลของเจ็ตทีไ่มหมุนควงในกระแสลมตามที่ muu >>1  นัน้แบงการคํ านวณ
โดยดูผลของ fuk 1

 ซ่ึงเปนพารามิเตอรอิสระ ที่แสดงผลของ pressure gradient ออกไดเปน 2

กรณี คือ กรณีที่ 1) Favorable pressure gradient ซ่ึงกํ าหนด  fuk 1
 มีคาเทากับ 2/1+   และกรณี

ที่ 2)  Adverse pressure gradient ซ่ึงกํ าหนด   fuk 1
 มีคาเทากับ 2/1−

รูปที่ 7.16a และ 7.16b แสดงความหนา และการลดลงของความเร็ว centerline ตามแนว
แกนของเจ็ตทีไ่มหมุนควงในกระแสลมตามที่ muu >>1  ที่ Re0 มีคาเทากับ 100, 200 และ 500  

พบวาทั้ง 2 กรณีนั้นเมื่อ Re0 มคีาเพิ่มขึ้น  ความหนาและอัตราการกระจายตัวของเจ็ตจะมีคาลดลง 
แตความเร็วและอัตราการลดลงของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมีคาเพิ่มขึ้น  และเมื่อเปรียบเทียบทั้ง 
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2 กรณจีะเห็นไดวาในกรณีของ Adverse pressure gradient นั้น เจ็ตจะมคีวามหนาและอัตราการ
กระจายตัวมากกวากรณี Favorable pressure gradient   แตกรณีของ Favorable pressure 

gradient นัน้อตัราการลดลงของความเร็วตามแนวแกนจะมากกวากรณีของ Adverse pressure 
gradient

Case A3  กรณีเจ็ตท่ีไมหมุนควงในกระแสลมตามที่ muu ~1  โดยเปลี่ยนแปลงคา rV

ใน Case A3 จากสมการ (6.15a) และ (6.15b) พบวา
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=  สวน 21 , II  เปนคาคงที่ดังในตารางที่ 5.5   และจากตารางดังกลาวพบ

วาคาคงที่ bk  มีคาแปรผกผันกับคา rV  ในแบบเชิงตัวเลข

รูปที่ 7.17a และ 7.17b แสดงความหนาและการลดลงของความเร็ว centerline ตามแนว
แกนเจต็ ในกรณีเจ็ตทีไ่มหมุนควงในกระแสลมตาม  โดยเปลี่ยนแปลงคา rV  จาก 0.0 ถึง 2.0 ที่ 
Re0 มีคาเทากับ 100 และ 200      พบวาในกรณีที่ rV  มีคาเทากับ 0.0 นั้นเจ็ตจะมคีวามหนามากที่
สุด   แตเมื่อ rV  มีคาเพิ่มขึ้นจาก 0.0 ถึง 2.0 ความหนาและอัตราการกระจายตัวของเจ็ตกลับมีคา
ลดลง   เนื่องจากในกรณีที่อากาศดานนอกมีความเร็วมาก  เจ็ตทีพุ่งออกมาจะมีการถายเทโมเมนตัม
ในทิศทางตามแนวรัศมีนอยกวาในทิศทางตามแนวแกนเจ็ต 
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ของเจ็ตมคีานอยกวากรณีที่อากาศดานนอกมีความเร็วตํ่ า   และเมื่อเปรียบเทียบที่คา rV  เดียวกัน
พบวาความหนาและอัตราการกระจายตัวของเจ็ตมีคาลดลงเมื่อ Re0 มีคาเพิ่มขึ้น  สํ าหรับคา
ความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อ Re0 และ rV  มีคาเพิ่มขึ้น  แตอัตราการลดลงของ
ความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมีคาลดลงเมื่อ rV  มีคาเพิ่มขึ้น
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Case B1 กรณีเจ็ตท่ีระดับการหมุนควงตํ่ าในอากาศหยุดนิ่ง )0( 1 =u

ใน Case B1 จากสมการ (4.26a), (4.26b) และ (4.26c) พบวา
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โดยที่ bk  เปนคาคงที่ดังตารางที่ 5.6 และ 
0









m

m

u
w เปนอัตราสวนความเร็วตามแนวสัมผัสตอ

ความเร็วตามแนวแกนที่กํ าหนด

รูปที่ 7.18a ถึง 7.18c แสดงความหนา การลดลงของความเร็ว centerline ตามแนวแกน
เจ็ตและความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุดของเจ็ตทีร่ะดบัการหมุนควงตํ่ าในอากาศที่หยุดนิ่งที่ Re0

มีคาเทากับ 100, 200 และ 500   พบวาเมื่อ 0Re  มคีาเพิ่มมากขึ้นทํ าใหความหนาและอัตราการ
กระจายของเจ็ตจะมีคาลดลง      แตความเร็วและอัตราการลดลงความเร็วตามแนวแกน และตาม
แนวสัมผัสเจ็ตจะมีคาเพิ่มขึ้น

Case B2 กรณีเจ็ตท่ีระดับการหมุนควงตํ่ าในกระแสลมตามที่ muu >>1

ใน CaseB2 จากสมการ (6.29a)- (6.29c) เมือ่จัดรูปสมการใหมพบวา
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โดยที่ **,*, CBA  เปนคาคงที่ดังตารางที่ 5.7

สํ าหรับการไหลของเจ็ตทีร่ะดบัการหมุนควงตํ่ าในกระแสลมตามที่ muu >>1  นัน้แบงการ
ค ํานวณโดยดูผลของ fuk 1

 ซ่ึงเปนพารามิเตอรอิสระ ที่แสดงผลของ pressure gradient ออกได
เปน 2 กรณี คือ กรณีที่ 1) Favorable pressure gradient ซ่ึงกํ าหนด  fuk 1

 มีคาเทากับ 2/1+   
และกรณีที่ 2)  Adverse pressure gradient ซ่ึงกํ าหนด   fuk 1

 มีคาเทากับ 2/1−

รูปที่ 7.19a ถึง 7.19c  แสดงความหนาของเจ็ต  การลดลงของความเร็ว centerline ตาม
แนวแกนเจ็ต และความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุดของเจ็ตที่ระดับการหมุนควงตํ่ าในกระแสลม
ตามที่ muu >>1  ที่ Re0 มีคาเทากับ 100, 200 และ 500         พบวาทั้ง 2 กรณีความหนาและอัตรา
การกระจายตัวของเจ็ตจะมคีาลดลง  แตความเร็วและอัตราการลดลงของความเร็วตามแนวแกนมีคา
เพิ่มขึ้นเมื่อ Re0 มคีาเพิ่มขึ้น และเมื่อเปรียบเทียบทั้ง 2 กรณจีะเห็นไดวาในกรณีของ Adverse 

pressure gradient นั้น เจ็ตจะมีความหนาและอัตราการกระจายตัวมากกวากรณี Favorable 
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pressure gradient  แตในกรณีของ Favorable pressure gradient นัน้อัตราการลดลงของ
ความเรว็ตามแนวแกนจะมากกวากรณี Adverse pressure gradient เชนเดียวกับกรณีเจ็ตที่ไม
หมุนควง

สํ าหรับความเร็วและอัตราการลดลงของความเร็วตามแนวสัมผัสพบวามีคาเพิ่มขึ้นเมื่อ Re0

มีคาเพิ่มขึ้น  และในกรณีของ Adverse pressure gradient มผีลทํ าใหความเร็วตามแนวสัมผัสมี
อัตราการลดลงที่เร็วกวากรณีของ Favorable pressure gradient

Case B3 กรณีเจ็ตท่ีระดับการหมุนควงตํ่ าในกระแสลมตาม muu ~1  โดยเปลี่ยนแปลงคา rV

ใน Case B3 จากสมการ (6.34a),  (6.34b) และ (6.34c) พบวา
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โดยที่ [ ]
[ ]21

21
1 2V3

2V2
IrI
IrIA

+
+

=  และ 21 , II  เปนคาคงที่ดังในตารางที่ 5.8  และจากตารางดังกลาวพบวา

คาคงที่ bk  มีคาแปรผกผันกับ rV  ในแบบเชิงตัวเลข

รูปที่ 7.20a ถึง 7.20c แสดงความหนา การลดลงของความเร็ว centerline ตามแนวแกน
เจ็ตและความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุดของเจ็ตในกรณีที่ระดับการหมุนควงตํ่ าในกระแสลมตาม  
โดยเปลี่ยนแปลงคา rV  จาก 0.0 ถึง 2.0 ที่ Re มีคาเทากับ 100 และ 200     พบวาในกรณีที่ rV  มี
คาเทากับ 0.0 นั้นเจ็ตจะมคีวามหนามากที่สุด   แตเมื่อ rV  มคีาเพิ่มขึ้นจาก 0.0 ถึง 2.0 ความหนา
และอัตราการกระจายตัวของเจ็ตกลับมคีาลดลง   เนื่องจากในกรณีที่อากาศดานนอกมีความเร็วมาก  
เจ็ตทีพุ่งออกมาจะมีการถายเทโมเมนตัมในทิศทางตามแนวรัศมีนอยกวาในทิศทางตามแนวแกนเจ็ต
จงึทํ าใหความหนาของเจ็ตมคีานอยกวากรณีที่อากาศดานนอกมีความเร็วตํ่ า   และเมื่อเปรียบเทียบที่
คา rV  เดยีวกันพบวาความหนาและอัตราการกระจายตัวของเจ็ตมีคาลดลงเมื่อ Re0 มคีาเพิ่มขึ้น   
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สํ าหรับคาความเร็วตามแนวแกนเจต็และตามแนวสัมผัสมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อ Re0 และ rV  มีคาเพิ่มขึ้น 
แตอัตราการลดลงของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตและตามแนวสัมผัสจะมีคาลดลงเมื่อ rV  มีคาเพิ่ม
ขึ้น

Case C1 การไหลของเจต็ท่ีหมุนควงในอากาศหยุดนิ่งในกรณีท่ีเปล่ียนแปลงคา rS

Case C11 โดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน
.ในกรณี Case C11 จากสมการ (4.38a), (4.38b) และ (4.38c) พบวา
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โดยที่ bk  เปนคาคงที่ดังตารางที่ 5.9

รูปที่ 7.21a ถึง 7.21b แสดงความหนา การลดลงของความเร็ว centerline ตามแนวแกน
เจต็และความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุดของเจ็ตที่หมุนควงในอากาศที่หยุดนิ่ง  โดยใชเงื่อนไขจาก
สมการอินทิกรัลโมเมนตมัเชิงเสน โดยเปลี่ยนแปลงคา Sr  จาก 0.1 ถึง 0.7 ที่ Re0 มีคาเทากับ 100

และ 200   พบวาเมื่อ 0Re  มคีาเพิม่มากขึ้นทํ าใหความหนาและอัตราการกระจายตัวของเจ็ตจะมีคา
ลดลง   ในขณะที่เมื่อ Sr  มคีาเพิ่มขึ้นความหนาและอัตราการกระจายของเจ็ตกลับมีคาเพิ่มขึ้น  
เนื่องจากคา bk  แปรผันกับ Sr  แบบเชิงตัวเลขมีคาเพิ่มขึ้น         สํ าหรับความเร็วและอัตราการลด
ลงของความเร็วตามแนวแกนและตามแนวสัมผัสเจ็ตพบวาที่ Sr  เดยีวกันจะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อ 0Re  มี
คาเพิ่มมากขึ้น   แตความเร็วและอัตราการลดลงความเร็วตามแนวแกนและตามแนวสัมผัสเจ็ตมีคา
ลดลงเมื่อ Sr  มคีาเพิ่มขึ้น เนื่องจากคา bk  เพิ่มขึ้น    

Case C12 โดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม
ในกรณี Case C12 จากสมการ (6.41a), (6.41b) และ (6.41c) พบวา
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โดยที่ bk  เปนคาคงที่ดังตารางที่ 5.10
            

รูปที่ 7.22a ถึง 7.22c แสดงความหนา การลดลงของความเร็ว centerline ตามแนวแกน
และความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุดของเจ็ตทีห่มนุควงในอากาศที่หยุดนิ่ง โดยใชเงื่อนไขจากสม
การอินทิกรัลโมเมนตมัเชิงมุมโดยเปลี่ยนแปลงคา Sr  จาก 0.5 ถึง 2.0 ที่ Re0 มีคาเทากับ 100 และ 
200   พบวาเมื่อ 0Re  และ Sr  มคีาเพิม่มากขึ้นทํ าใหความหนาและอัตราการกระจายตัวของเจ็ตจะ
มีคาลดลง แตความเร็วและอัตราการลดลงของความเร็วตามแนวแกนและตามแนวสัมผัสเจ็ตมีคา
เพิ่มขึ้น  เนื่องจาก bk  ซ่ึงแปรผกผันแบบเชิงตัวกับ Sr  มีคาลดลง

Case C2 กรณีเจ็ตท่ีหมุนควงในกระแสลมตามที่  muu >>1  โดยเปลี่ยนแปลงคา bsk

ใน CaseC2 จากสมการ (6.49a)- (6.49c) เมือ่จดัรูปสมการใหมพบวา
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โดยที่ **,*, CBA  เปนคาคงที่ดังตารางที่ 5.11  และจากตารางดังกลาวพบวาคา *A  มีคาแปรผก
ผันกับ bsk  ในแบบเชิงตัวเลข

สํ าหรับการไหลของเจ็ตทีห่มนุควงในกระแสลมตามที่ muu >>1  โดยเปลี่ยนแปลงคา bsk

นั้นแบงการคํ านวณโดยดูผลของ fuk 1
 ซ่ึงเปนพารามิเตอรอิสระ ที่แสดงผลของ pressure 

gradient ออกไดเปน 2 กรณี คือ กรณีที่ 1) Favorable pressure gradient ซ่ึงกํ าหนด  fuk 1
 มีคา

เทากับ 2/1+   และกรณีที่ 2)  Adverse pressure gradient ซ่ึงกํ าหนด   fuk 1
 มีคาเทากับ 2/1−

รูปที่ 7.23a ถึง 7.23c แสดงความหนา การลดลงของความเร็ว centerline ตามแนวแกน
และความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุดของเจ็ตทีห่มนุควงในกระแสลมตามที่ muu >>1  โดยเปลี่ยน
แปลงคา bsk  จาก 1.0 ถึง 5.0 ที่ Re0 มีคาเทากับ 100 และ 200   พบวาทั้ง 2 กรณีนั้นความหนาและ
อัตราการกระจายตัวของเจ็ตจะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อ bsk  มีคาเพิ่มขึ้นขณะที่ Re0 มีคาลดลง  และเมื่อ
เปรียบเทียบทั้ง 2 กรณจีะเห็นไดวาในกรณีของ Adverse pressure gradient นั้น เจ็ตจะมคีวาม
หนาและอัตราการกระจายตัวมากกวากรณี Favorable pressure gradient        

สํ าหรับความเร็วและอัตราการลดลงของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมคีาเพิ่มขึ้น  เมื่อ Re0 มี
คาเพิ่มขึ้นขณะที่ bsk  มีคาลดลง  เมื่อเปรียบเทียบทั้ง 2 กรณีพบวาในกรณีของ Favorable 

pressure gradient นัน้การลดลงของความเร็วจะมากกวากรณีของ Adverse pressure gradient
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สํ าหรับความเร็วและอัตราการลดลงของความเร็วตามแนวสัมผัสเจ็ตมีคาเพิ่มขึ้น  เมื่อ Re0

มคีาเพิ่มขึ้นขณะที่ bsk  มีคาลดลง   และพบวาในกรณีของ Adverse pressure gradient มีผลทํ าให
ความเร็วตามแนวสัมผัสมีอัตราการลดลงที่เร็วกวากรณีของ Favorable pressure gradient

Case C3  กรณีเจ็ตท่ีหมุนควงในกระแสลมตามที่ muu ~1  โดยเปลี่ยนแปลงคา Sr  และ  rV

Case C31 โดยใชเงื่อนไขจากอินทิกรัลสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน
ในกรณี Case C31 จากสมการ (6.53a), (6.53b) และ (6.53c) พบวา
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=  และ bk  เปนคาคงที่ดังตารางที่ 5.12-5.17  และจากตารางดัง

กลาวพบวา bk  มีคาแปรผันกับ Sr  แตแปรผกผันกับ rV แบบเชิงตัวเลข

รูปที่ 7.24a ถึง 7.24c แสดงความหนา  การลดลงของความเร็ว centerline ตามแนวแกน
เจ็ตและความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุดของเจ็ตที่หมุนควงโดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโม
เมนตัมเชิงเสนในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.1 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยนแปลงคา rV  จาก 0.0 ถึง 1.0 ที่ 
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Re0 มีคาเทากับ 100 และ 200     เมื่อ 0Re  และ rV  มคีาเพิ่มขึ้นขณะที่  Sr  ลดลง  พบวาความ
หนาและอัตราการกระจายตัวของเจ็ตจะมีคาลดลง  สํ าหรับความเร็วตามแนวแกนเจ็ตและตามแนว
สัมผัสพบวาจะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อ 0Re  และ rV  มคีาเพิ่มขึ้นในขณะที่ Sr  ลดลง   แตอัตราการลดลง
ของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตและตามแนวสัมผัสนั้นพบวาจะมีคาลดลงเมื่อ rV  มีคาเพิ่มขึ้นใน
ขณะที่ Sr  ลดลง

Case C32 โดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม
ในกรณี Case C31 จากสมการ (6.56a), (6.56b) และ (6.56c) พบวา
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โดยที่ bk  เปนคาคงที่ดังตารางที่ 5.18-5.23  และจากตารางดังกลาวพบวา bk  มีคาแปรผันกับ Sr
แตแปรผกผันกับ rV แบบเชิงตัวเลข

 
รูปที่ 7.25a ถึง 7.25c แสดงความหนา การลดลงของความเร็ว centerline ตามแนวแกน

เจ็ตและความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุดของเจ็ตที่หมุนควงโดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโม
เมนตัมเชิงมุมในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.1 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยนแปลงคา rV  จาก 0.0 ถึง 1.0 ที่ 
Re0 มีคาเทากับ 100 และ 200     เมื่อ 0Re  และ rV  มคีาเพิ่มขึ้นในขณะที่ Sr  มีคาลดลงพบวา
ความหนาของเจ็ตมีคาลดลง  สํ าหรับความเร็วตามแนวแกนเจ็ตและตามแนวสัมผัสพบวาจะมีคาเพิ่ม
ขึ้นเมื่อ 0Re  และ rV  มคีาเพิ่มขึ้นในขณะที่ Sr  ลดลง   แตอัตราการลดลงของความเร็วตามแนว
แกนเจ็ตและตามแนวสัมผัสนั้นพบวาจะมีคาลดลงเมื่อ rV  มคีาเพิ่มขึ้นในขณะที่ Sr  ลดลง



บทที่ 8

อภิปรายผลการทดลอง

8.1 อภิปรายผลการทดลอง

เนื่องจากผลของกระแสลมตาม (Coflow) และผลของการหมุนควงมีอิทธิพลตอการพัฒนา
ตัวและคุณลักษณะของเจ็ต  ดังนั้นแนวทางในการวิเคราะหผลการคํ านวณจึงพิจารณารูปรางของ
การกระจายตัวของความเร็ว และความหนาของเจต็ทีเ่กิดจากผลของการหมุนควงของเจต็ในกระแส
ลมตาม  จากผลการศึกษาของ Rajaratnam (1976) พบวาในกรณีของเจต็ในอากาศหยุดนิ่งความ
หนาของเจต็จะแปรผันตาม x  และความเร็วตามแนวแกนแปรผันตาม 1−x    สํ าหรับกรณีของเจ็ต
ในกระแสลมตามความหนาของเจ็ตแปรผันตาม 3/1x  และความเร็วตามแนวแกนแปรผันตาม 

3/2−x  ซ่ึงมีคานอยกวากรณีของเจต็ในอากาศหยุดนิ่ง
สํ าหรับผลของกระแสลมตามที่ทํ าใหเจ็ตการกระจายตัวลดลง  เนื่องจากในขณะที่เจ็ตถูกฉีด

ออกมา  เจ็ตจะมีความเร็วแตกตางจากอากาศภายนอกซึ่งผลจากความแตกตางนี้จะทํ าใหเกิดเปน 
Shear layer ขึน้ดังรูปที่ 8.1   โดย Shear layer นี ้ เปนกลไกสํ าคัญที่ทํ าใหเจ็ตเกิดการผสมกับ
อากาศภายนอกจึงมีการถายเทโมเมนตัมจากเจ็ตสูอากาศภายนอก ดังนั้นความเร็วของเจ็ตจึงมีคาลด
ลง  แตเมือ่อากาศภายนอกมีการเคลื่อนที่ในทิศทางเดียวกับเจ็ตทํ าใหความแตกตางระหวางความเร็ว
เจต็กับอากาศภายนอกลดลง  Shear layer ทีเ่กดิขึ้นจะมีกํ าลังลดลงจึงทํ าใหการถายเทโมเมนตัม
ระหวางเจ็ตกับอากาศลดลง  ดังนั้น  ความหนาและการลดลงของความเร็วเจ็ตจึงมีคาลดลง

เมื่อพิจารณาจากผลการวิเคราะห Order magnitude สํ าหรับสมการ x -โมเมนตัมซึ่งแสดง
ไดดังสมการ (8.1) พบวาเทอม
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ซ่ึงพบวาเมื่อ 
mu
u1  มคีาเพิ่มขึ้น หรืออากาศดานนอกมีความเร็วมากขึ้นเทอม 

x
uu
∂
∂  จะมขีนาดมาก

กวาเทอม 
r
u
∂
∂v  แสดงวาการถายเทโมเมนตมัสวนใหญจะมีทิศทางไปตามแนวแกน x  มากกวา

แกน r   จึงทํ าใหเจ็ตมกีารกระจายตัวลดลง
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จากผลการศึกษาในกรณี Case C3 โดยที่ทํ าการเปลี่ยนแปลงคา Sr  และ rV   พบวาไมมี
Exact similarity solution ในกรณีที่ Sr  และ rV  เปนคาคงที่  ในที่นี้จึงผอนผันโดยแบงการ
ศกึษาออกเปน 2 กรณี คือ กรณีที่ใชสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน (Case C31) หรือสมการอิน
ทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม (Case C32)    จากผลการคํ านวณพบวารูปรางการะจายตัวของความเร็ว
และผลตางความดันที่ไดจากการใชสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุมนั้นมีความแตกตางจากผลการ
ค ํานวณที่ไดจากการใชสมการโมเมนตัมเชิงเสนคอนขางมาก  โดยเฉพาะรูปรางการกระจายตัวของ
ความเร็วตามแนวแกนและตามแนวสัมผัสของเจ็ตในกรณีที่ Sr  และ rV มีคาตํ่ า   เนื่องจากในกรณี
ดังกลาวนี้เชื่อวาผลจากโมเมนตัมเชิงเสนนาจะมีผลตอการไหลของเจ็ตมากกวาผลจากโมเมนตัม
เชิงมุม

จากผลการศึกษาใน Case B2 กรณีเจต็ที่ระดับการหมุนควงตํ่ าในกระแสลมตามโดย
เปล่ียนแปลงคา rV   พบวาเมื่อ rV  มีคาเพิ่มขึ้นนั้นรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนว
แกนและตามแนวสัมผัสเจ็ตจะมีลักษณะแคบลง ดังในรูปที่ 7.7    และเมื่อพิจารณาใน  Case C31

กรณีเจต็ทีห่มุนควงในกระแสลมตามโดยเปลี่ยนแปลงคา Sr  และ rV  โดยใชเงื่อนไขจากสมการ
อินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน  พบวารูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมีลักษณะ
แคบลงเชนเดียวกับ Case B2    แตสํ าหรับรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสเจ็ต
ในกรณีที่ Sr  สูงกลับมีลักษณะกวางเพิ่มขึ้นเมื่อ rV มีคาเพิ่มขึ้น   ในขณะที่ Sr  ตํ่ ารูปรางการ
กระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสเจ็ตจะมีลักษณะแคบลงเล็กนอยกอนที่จะเพิ่มขึ้น   เมื่อ rV

มคีาเพิ่มขึ้นดังในรูปที่ 7.11b   ซ่ึงลักษณะรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสเจ็ตที่
แตกตางกันของ 2 กรณนีี้อาจเปนเพราะการศึกษาใน Case B2 นั้นเปนกรณีที่ mm uw <<  ซ่ึงอาจ
สอดคลองอยูในชวงที่ Sr  ตํ ่ากวาใน Case C31 ดังในรูปที่ 7.11b



บทที่ 9

สรุปผลการศึกษา

9.1 สรุปผลการการศึกษา

งานวิจัยนี้เปนการศึกษาวิเคราะหคุณลักษณะของการไหลแบบราบเรียบของเจ็ตที่หมุนควง 
(Laminar swirling jet) ทีม่ีความสมมาตรรอบแกน (Axisymmetric) ทัง้ในกรณีที่ไมมีและมี
Coflow ดวยวิธีวิเคราะหแบบซิมิลาริตี้ โดยจะศึกษาถึงผลของการหมุนควงและผลของ Coflow

ตอคุณลักษณะของเจ็ต ซ่ึงผลการคํ านวณไดแสดงรปูรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกน
( )muuu /)( 1−  ความเร็วตามแนวสัมผัส )/( mww  และผลตางความดัน 2/)( mwpp ρ−∞  รวมทั้ง
ความหนา )(xb  การลดลงของความเร็ว centerline ตามแนวแกนเจ็ต )(xum และการลดลงของ
ความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุด )(xwm  ของเจ็ตในสภาวะตางๆ  ซ่ึงสามารถสรุปไดดังนี้

 จากผลการศึกษาในกรณีของเจ็ตทีไ่มหมนุควงในอากาศหยุดนิ่งและในกระแสลมตามพบวา
1) ใน Case A1 กรณีเจ็ตทีไ่มหมุนควงในอากาศหยุดนิ่ง  พบวารปูรางการกระจายตัวของ

ความเรว็ตามแนวแกนมีลักษณะการกระจายคลายแบบ Gaussian  สํ าหรับความหนา  )(b  และ
การลดลงของความเร็ว centerline ตามแนวแกนเจ็ต )( mu  พบวาเมื่อ b  มีคาแปรผัน x   สวน mu

มีคาแปรผัน 1−x     จากผลที่ไดพบวาสอดคลองกับผลการวิเคราะหของ Schlichting (1968) ที่พบ
วาความหนาของเจต็แปรผันกับระยะ x  และการลดลงของความเร็วตามแนวแกนมีลักษณะแปรผัน
กบัระยะ 1−x

2) ใน Case A2 กรณีเจ็ตทีไ่มหมุนควงในกระแสลมตามที่ muu >>1  พบวารูปรางการ
กระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมีลักษณะแคบกวากรณีที่อากาศดานนอกหยุดนิ่ง  เนื่อง
จากความหนาของเจ็ตลดลง  ซ่ึงจากผลการวิเคราะห Order of  magnitude พบวาในกรณีที่อากาศ
ดานนอกมีความเร็วสูงนั้นเทอม 
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∂ v  ซ่ึงแสดงวาอัตราการถายเทโมเมนตมัไปตามแนว

แกน x  มากกวาตามแนวแกน r  จึงทํ าใหการกระจายตัวของเจ็ตลดลง

3) ใน Case A3 กรณีเจต็ทีไ่มหมุนควงในกระแสลมตามในกรณีที่เปล่ียนแปลงคา rV   
พบวาเมื่อทํ าการเพิ่มคา rV  ขึ้นจนถึง 2.0   รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตจะ
มลัีกษณะแคบลง   สาเหตุเนื่องมาจากเมื่ออากาศดานนอกมีความเร็วมากขึ้นการถายเทโมเมนตัมไป
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ในทศิทางตามแนวรัศมีของเจ็ตจะลดลงตามการวิเคราะห Order of magnitude  เชนเดียวกับ 
Case A2  ซ่ึงแสดงใหเห็นวา เมื่ออากาศดานนอกเคลื่อนที่การ entrainment ของเจ็ตจะลดลง

สํ าหรับความหนา  และการลดลงของความเร็วตามแนวแกนของเจ็ตพบวาในกรณีที่ rV  มี
คาเทากับ 0.0 นั้นเจต็จะมีความหนามากที่สุด   แตเมื่อ rV  มคีาเพิ่มขึ้นจาก 0.0 ถึง 2.0 ความหนา
และอัตราการกระจายตัวของเจ็ตกลับมีคาลดลง   สํ าหรับคาความเร็วตามแนวแกนเจ็ต มคีาเพิ่มขึ้น
เมื่อ rV  มีคาเพิ่มขึ้น   แตอัตราการลดลงของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมีคาลดลงเมื่อ rV  มีคาเพิ่ม
ขึ้น

จากผลการศึกษาในกรณีเจ็ตทีร่ะดบัการหมุนควงตํ่ าในอากาศหยุดนิ่งและในกระแสลมตามพบวา
1) ใน Case B1 กรณีเจ็ตที่ระดับการหมุนควงตํ่ าในอากาศหยุดนิ่ง พบวาเจ็ตมีคุณ

ลักษณะคลายกับในกรณีที่ไมมีการหมุนควง  โดยความหนา )(b  และการลดลงของความเร็ว
centerline ตามแนวแกนเจ็ต )( mu  พบวา b  มีคาแปรผัน x   สวน mu   มีคาแปรผัน 1−x  และ
สํ าหรับการลดลงของความเร็วตามแนวสัมผัสเจ็ต )( mw พบวา mw   มีคาแปรผัน 2−x    

  นอกเหนือจากนั้นเมื่อพิจารณาระดับคา 2/)( mwpp ρ−∞   สูงสุดแกนบนเจ็ต )0( =η  จะ
พบวามีคาคงที่เทากับ 1.58   แตจากการคํ านวณการลดลงของความเร็วตามแนวสัมผัส  พบวามีการ
ลดลงในลักษณะ 2−∝ xwm    ดังนั้นคา )( pp −∞  จงึมีคาลดลงในอัตราที่เทากันคือ ประมาณ 2−x

หรือกลาวอีกนัยหนึ่ง คอืความดนัมีคาเพิ่มขึ้นตามแนวแกนเจ็ต  จึงทํ าใหเกิด Adverse pressure 

gradient ตามแนวแกนเจ็ต

2) ใน  Case B2 กรณีเจ็ตทีร่ะดบัการหมุนควงตํ่ าในกระแสลมตามที่ muu >>1   จาก
การที่กํ าหนดสมมติฐานให mm uw <<  จงึท ําใหรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนมี
ลักษณะใกลเคยีงกับกรณีที่ไมมีการหมุนควง   โดยพบวารูปรางการกระจายของความเร็วตามแนว
แกนเจต็มลัีกษณะแคบลงกวาในกรณีที่อากาศดานนอกหยุดนิ่ง

สํ าหรับรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัส พบวามีลักษณะแคบลงกวาใน
กรณทีีอ่ากาศหยุดนิ่ง     นอกจากนี้ยังพบวาผลจากการที่อากาศดานนอกเคลื่อนที่ยังทํ าใหตํ าแหนงที่
เกดิความเรว็ตามแนวสัมผัสมากที่สุดมีการเปลี่ยนแปลงจากตํ าแหนงเดิมเล็กนอย  โดยตํ าแหนงดัง
กลาวเล่ือนเขาสูแกนกลางเจ็ตมากขึ้น

สํ าหรับรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันพบวาในกรณีที่อากาศดานนอกเคลื่อนที่มี
ลักษณะใกลเคียงกับกรณีที่อากาศดานนอกหยุดนิ่ง   แตระดับคา 2/)( mwpp ρ−∞  สูงสุดบนแกน
เจต็ในกรณีที่อากาศดานนอกเคลื่อนที่มีคาเทากับ 1.36 ซ่ึงตํ ่ากวากรณีที่อากาศดานนอกหยุดนิ่งที่มี
คาเทากับ 1.58
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3) ใน Case B3 กรณีเจต็ทีร่ะดบัการหมุนควงตํ่ าในกระแสลมตามในกรณีที่เปล่ียนแปลง
คา rV  พบวารูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมีลักษณะแคบลงเมื่อ rV  มีคา
เพิ่มขึ้นจาก 0.0 ถึง 2.0

สํ าหรับรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสพบวาที่ rV  มีคาเทากับ 0.0 นั้น
พบวารูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสจะมีลักษณะที่กวางที่สุด   แตเมื่อเพิ่มคา 
rV  ขึ้นจนถึง 2.0 จะสงัเกตเห็นวาความกวางของเจต็มีลักษณะลดลง

สํ าหรับรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันพบวาระดับคา 2/)( mwpp ρ−∞  สูงสุดที่
แกนเจ็ตมีคาลดลงเมื่อ rV  มีคาเพิ่มขึ้น  เนื่องจากการที่ rV  มคีาเพิ่มขึ้นทํ าใหผลของการหมุนควง
ลดลงจงึเปนสาเหตุใหความดันบริเวณแกนเจ็ตมคีาเพิ่มขึ้น

ในสวนของความหนา  และการลดลงของความเร็ว centerline ตามแนวแกนและความเร็ว
ตามแนวสัมผัสมากที่สุดของเจ็ตพบวาเมื่อ rV  มีคาเพิ่มขึ้นจาก 0.0 ถึง 2.0 ความหนาและอัตรา
การกระจายตัวของเจ็ตมีคาลดลง   สํ าหรับคาความเร็วตามแนวแกนเจ็ต และตามแนวสัมผัสมีคาเพิ่ม
ขึ้นเมื่อ rV  มคีาเพิ่มขึ้น  แตอัตราการลดลงของความเร็วตามแนวแกนเจ็ต และตามแนวสัมผัสจะมี
คาลดลงเมื่อ rV  มีคาเพิ่มขึ้น

จากผลการศึกษาในกรณีของเจ็ตทีห่มนุควงในอากาศหยุดนิ่งและในกระแสลมตามพบวา
1) ใน Case C11  กรณีเจ็ตทีห่มนุควงในอากาศหยุดนิ่ง โดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิ 

กรัลโมเมนตมัเชิงเสนโดยเปลี่ยนแปลง Sr   พบวารูปรางกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนมี
ความกวางเพิ่มขึ้นเมื่อ Sr  มคีาเพิ่มขึ้น  และในกรณี Sr  มีคาเทากับ 0.7 นัน้พบวาตํ าแหนงที่เกิด
ความเรว็ตามแกนสูงสุดจะเบี่ยงเบนออกจากแกนเจ็ต  ทํ าใหเกิดเปน Wake component บริเวณ
ตรงกลางแกนเจ็ต

สํ าหรับรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสพบวามีลักษณะแคบลงเมื่อ Sr  มี
คาเพิ่มขึ้น    หรืออีกนัยหนึ่งเมื่อ Sr  สูงขึ้นแกนของ vortex จะมีขนาดสัมพัทธเล็กลง หรือเกิดการ 
intensification ของ vortex core นัน่เอง     

  สํ าหรับรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันพบวาเมื่อคา Sr  เพิ่มขึ้น  ระดับคาความ
ดัน 2/)( mwpp ρ−∞  ทีบ่ริเวณแกนเจต็มคีาลดลง   แสดงวาเมื่อเพิ่มระดับการหมุน )(Sr  ทํ าให
ความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุด )( mw  มคีาเพิ่มขึ้นแต )( pp −∞  มคีาเพิ่มขึ้นชากวา 2

mw

ในสวนของความหนา  การลดลงของความเร็ว centerline ตามแนวแกนเจ็ต และความเร็ว
ตามแนวสัมผัสมากที่สุดของเจ็ตพบวาเมื่อ Sr  มคีาเพิ่มขึ้นความหนาและอัตราการกระจายตัวของ
เจต็มคีาเพิ่มขึ้น   สํ าหรับคาความเร็วตามแนวแกน และตามแนวสัมผัสพบวามีคาเพิ่มขึ้นเมื่อ rV  มี
คาเพิ่มขึ้น   แตอัตราการลดลงของความเร็วตามแนวแกน และตามแนวสัมผัสมากจะมีคาลดลงเมื่อ 
rV  มีคาเพิ่มขึ้น
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2) ใน Case C12 กรณีเจ็ตทีห่มนุควงในอากาศหยุดนิ่ง   โดยใชเงื่อนไขจากสมการอิน
ทกิรัลโมเมนตัมเชิงมุมในกรณีที่เปล่ียนแปลง Sr  พบวารูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนว
แกนและความเร็วตามแนวสัมผัสมีความแตกตางจากการใชเงื่อนไขสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิง
เสนคอนขางมาก

3) ใน  Case C2 กรณีเจต็ทีห่มุนควงในกระแสลมตามที่ muu >>1  โดยเปลี่ยนแปลงคา 
2

Re 







=

m

m
bs u

w
dx
dbk  ซ่ึงเปนพารามิเตอรที่แสดงถึงระดับของการหมุนควง  พบวารูปรางการ

กระจายตวัของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมีลักษณะกวางขึ้นเมื่อ bsk  มีคาเพิ่มขึ้น    และเมื่อ bsk  มี
คาเพิ่มขึ้นจาก 2.0 ถึง 5.0 พบวาต ําแหนงที่เกิดความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมากที่สุดจะมีการเบี่ยงเบน
ออกจากแกนเจ็ต  ทํ าใหเกิดเปน Wake component บริเวณตรงกลางแกนเจ็ต

สํ าหรับรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสพบวามีลักษณะแคบลงเมื่อคา 
bsk  มคีาเพิ่มขึ้น   สาเหตุเนื่องจากคา b  ทีม่คีาเพิ่มขึ้น  หรืออีกนัยหนึ่งเกิดการ intensification 

ของแกนของ vortex (vortex core)   นอกจากนีย้งัพบวาตํ าแหนงที่เกิดความเร็วตามแนวสัมผัสสูง
สุดขยับเขาใกลแกนเจ็ตมากขึ้นเมื่อ bsk  มีคาเพิ่มขึ้น

สํ าหรับรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันพบวาคา 2/)( mwpp ρ−∞  สูงสุดบริเวณ
แกนเจต็จะมีคาแตกตางกันเล็กนอย   แตรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันจะมีลักษณะแคบ
ลงเมื่อ bsk  มีคาเพิ่มขึ้น

สวนความหนา  การลดลงของความเร็ว centerline ตามแนวแกนและความเร็วตามแนว
สัมผัสมากที่สุดของเจ็ตพบวา เมื่อ bsk  มีคาเพิ่มขึ้น  ความหนาและอัตราการกระจายตัวของเจ็ตจะมี
คาเพิ่มขึ้น  แตความเร็วและอัตราการลดลงของความเร็วตามแนวแกนและตามแนวสัมผัสเจ็ตมีคา
ลดลง

4) ใน Case C31 กรณีเจต็ทีห่มนุควงในกระแสลมตามโดยเปลี่ยนแปลงคา rS  และ
rV  โดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทกิรัลโมเมนตัมเชิงเสน

 ผลจากกระแสลมตาม
พบวาในกรณีที่ Sr  ตํ่ าเมื่อ rV  มีคาเพิ่มขึ้นจาก 0.0 ถึง 2.0 รูปรางการกระจายตัวของ

ความเรว็เจ็ตจะมีลักษณะแคบลงซึ่งคลายคลึงกับในกรณีของเจ็ตที่ไมหมุนควง   เมื่อระดับการหมุน
ควงมีคาสูงพอจะทํ าใหการหมุนควงเริ่มมีผลตอการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตมาก
กวาผลจากความเร็วอากาศดานนอก   ดังในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.8 พบวาเมื่อ rV  มีคาเทากับ 
0.0 และ 0.1 การหมนุควงจะมีผลมากจึงทํ าใหตํ าแหนงที่เกิดความเร็วตามแนวแกนมากที่สุดมีการ
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เบีย่งเบนออกจากแกนเจ็ต  ท ําใหเกิดเปน Wake component บริเวณตรงกลางแกนเจ็ต  แตเมื่อ 
rV  มีคาเพิ่มขึ้นเทากับ 1.0 ถึง 2.0 ผลจากความเร็วอากาศดานนอกจะกลับมีผลตอการกระจายตัว

ของความเร็วเจ็ตมากขึ้นจึงทํ าใหตํ าแหนงที่เกิดความเร็วตามแนวแกนมากที่สุดกลับมาอยูที่บริเวณ
แกนเจต็เชนเดียวกับในกรณีที่ Sr  มีคาตํ่ าๆ

สํ าหรับรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสพบวารูปรางการกระจายตัวของ
ความเร็วตามแนวสัมผัสมีความกวางเพิ่มขึ้นเมื่อ rV  มคีาเพิ่มขึ้นจาก 0.0 ถึง 2.0   นอกจากนี้ยังพบ
วาการที่ rV  มคีาเพิ่มขึ้นมีผลทํ าใหตํ าแหนงที่เกิดความเร็วตามแนวสัมผัสสูงสุดเคลื่อนที่ออกหาง
จากแกนเจ็ตมากกวากรณีที่ rV  มีคาตํ่ า

สํ าหรับรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันพบวาในกรณีที่ Sr  ตํ ่าพบวาระดับคาของ 
2/)( mwpp ρ−∞  สูงสุดที่บริเวณแกนเจต็ในกรณีที่ rV  จาก 0.0 ถึง 0.1 มคีาตํ่ ากวาในกรณีที่ rV

จาก 1.0 ถึง 2.0    แตเมื่อ Sr  มีคาเทากับ 0.8 พบวาระดับคาของ 2/)( mwpp ρ−∞  มีคาตางกันมาก
ทีสุ่ด   โดยที่มีคาเพิ่มขึ้นเมื่อ rV  มีคาเพิ่มขึ้นจาก 0.0 ถึง 2.0

ผลจากการหมุนควง
พบวาในกรณีที่ rV  ตํ่ านั้น  เมื่อ Sr  มีคาเทากับ 0.01 ถึง 0.5 ความเร็วตามแนวแกนสูงสุด

จะเกิดที่บริเวณแกนเจต็   แตในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.8 ต ําแหนงที่เกิดความเร็วตามแนวแกนมาก
ทีสุ่ดมกีารเบี่ยงเบนออกจากแกนเจ็ต    แตสํ าหรับในกรณีที่ rV  สูงพบวาความเร็วตามแนวแกน
มากทีสุ่ดเกิดที่บริเวณแกนเจ็ตในทุกคา Sr     นอกจากนี้ยังพบวารูปรางการกระจายตัวของความเร็ว
ตามแนวแกนเจ็ตมีความกวางเพิ่มขึ้นเมื่อ Sr  มีคาเพิ่มขึ้น

สํ าหรับรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสของเจ็ตในทุกกรณีของ rV  
โดยเปลี่ยนแปลงคา Sr  จาก 0.01 ถึง 0.8    พบวารูปรางการกระจายตัวของความเร็วมีลักษณะแคบ
ลงเมื่อ Sr  มีคาเพิ่มขึ้น

สํ าหรับรูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันพบวาในกรณีที่ rV  มคีาเทากับ 0.0 นั้น
ระดับคา 2/)( mwpp ρ−∞  จะมีคาลดลงเมื่อ Sr  มีคาเพิ่มขึ้น    เมื่อ rV  มีคาเพิ่มขึ้นจาก 0.1 ถึง
2.0   พบวาแนวโนมของระดับคา 2/)( mwpp ρ−∞  จะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อ Sr  มีคาเพิ่มขึ้น

สวนความหนา  การลดลงของความเร็ว centerline ตามแนวแกนและความเร็ตามแนว
สัมผัสมากที่สุดของเจ็ต พบวาเมื่อ rV  มีคาเพิ่มขึ้น  ความหนาและอัตราการกระจายตัวของเจ็ตจะมี
คาลดลง   แตจะมีคาเพิ่มมากขึ้นเมื่อ Sr  เพิ่มขึ้น    สํ าหรับความเร็วตามแนวแกนและตามแนว
สัมผัสพบวาจะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อ rV  มคีาเพิ่มขึ้นในขณะที่ Sr  ลดลง   แตอัตราการลดลงของ
ความเร็วตามแนวแกนและตามแนวสัมผัสนั้นพบวาจะมีคาลดลงเมื่อ rV  มคีาเพิ่มขึ้นในขณะที่ Sr
ลดลง
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5) ใน Case C32 กรณีเจต็ทีห่มนุควงในกระแสลมตามในกรณีที่เปล่ียนแปลงคา rS

และ rV  โดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม  พบวารูปรางการกระจายตัวของ
ความเร็วตามแนวแกนและตามแนวสัมผัสเจ็ตในแตละกรณีนั้นมีลักษณะแตกตางจากผลที่ไดจาก
การใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสนคอนขางมาก
             สํ าหรับความสัมพันธของ ความหนา )(b  การลดลงของความเร็ว centerline ตามแนวแกน 

)( mu และความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุดของเจ็ต )( mw  ในกรณีตางๆไดสรุปไวดังตาราง 6.1

9.2 ขอเสนอแนะสํ าหรับงานวิจัยในอนาคต

ในการศึกษาการไหลแบบรายเรียบของเจต็ทีห่มุนควงในกระแสลมตาม  โดยการวิเคราะห
ซิมิลาริตี้นั้นเปนการศึกษาถึงคุณลักษณะตางๆของเจ็ต ไดแก รูปรางการกระจายตัวของความเร็ว 
การแพรกระจายตัว  และการลดลงของความเร็วเจต็ที่สภาวะตางๆ  ซ่ึงสามารถนํ าไปเปนขอมูลพื้น
ฐาน และบรรทัดฐานในการศึกษาการไหลในสภาวะที่เปน Turbulence ตอไป  และจากขอมูลที่ได
แสดงถึงผลจากการหมุนควงมีสวนทํ าใหเจ็ตผสมกับอากาศภายนอกไดดีขึ้นกวาในกรณีที่ไมมีการ
หมนุควง  ซ่ึงสามารถนํ าไปเปนขอมูลในการประยุกตใชกับการผสมของเชื้อเพลิงกับอากาศ  หรือ
ในการผสมของสารเคมีในลักษณะของเจต็ในกระแสลมตาม

นอกจากนี้ขอมูลในงานวิจัยนี้นาจะเปนแนวทางในการศึกษาเกี่ยวกับการควบคุมการไหล
รวมทัง้เปนแนวทางในการประยุกตใชสํ าหรับการไหลในลักษณะอื่นๆไดอีก



ประมวลตาราง



2.1 ตารางสรุปงานวิจัยที่ผานมาของ Circular jet

ลํ าดับ ผูวิจัย สภาวะที่ทํ าการศึกษา ผลที่ไดรับจากงานวิจัย

1 Schilchting (1968) •  ศกึษาเกี่ยวกับ Laminar circular jet  โดย
ใชวิธีการวิเคราะหซิมิลาริตี้เพื่อทํ าการลดรูปสม
การ Navier-strokes โดยที่กํ าหนดให Stream

f u n c t i o n  และตั ว แปรไร  มิ ติ มี ค  า เ ป  น
)(ηνψ xF=  และ xy /=η   ซึ่ง )(ηF  เปน 

Similarity function

• ศึกษาในกรณีที่เปน Turbulent โดยนํ า
ทฤษฎี Prandtl's mixing length มาใชในการ
วเิคราะหซึ่ง ก ําหนดให y

u
y
u

t l ∂
∂

∂
∂= 2ρτ   โดยที่

tτ  คือ Turbulent viscosity และ l  คือ
Mixing length

•  ในกรณีของ Laminar jet การลดลงของ
ความเร็วมากที่สุดตามแนวแกนมีลักษณะแปรผัน
กบัระยะทางตามแนวแกน 1−x  )( 1−∝ xum  และ
ความกวางของเจ็ตจะมีลักษณะแปรผันกับระยะทาง
ตามแนวแกน x  )( xb ∝

•  สํ าหรับกรณี Turbulent การลดลงของความเร็ว
มากที่สุดตามแนวแกนมีลักษณะแปรผันกับระยะ
ทางตามแนวแกน 1−x  )( 1−∝ xum  และความ
กวางของเจ็ตจะมีลักษณะแปรผันกับระยะทางตาม
แนวแกน  x  )( xb ∝  เช นเดียวกับกรณีของ 
Laminar
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ลํ าดับ ผูวิจัย สภาวะที่ทํ าการศึกษา ผลที่ไดรับจากงานวิจัย

2 Rajaratnam (1976) •  ทํ  าการศึกษาลักษณะของ Turbulent 

circular jet  โดยการวิเคราะหทางทฤษฎีดวยวิธี
การวิเคราะหซิมิลาริตี้ซึ่งกํ าหนดใหความเร็ว 

)()( ηfxuu m=  โดยที่ )(ηf  เปนซิมิลาริตี้
ฟงกชัน

•  พบวาสามารถแบงลักษณะของเจ็ตออกไดเปน 3
บริเวณคือ
1. Potential core region ซึ่งเปนบริเวณที่มี
ความเร็วสมํ่ าเสมอ
2. Flow development region ซึ่งเปนบริเวณที่
อยูใกลทางออกของเจ็ต โดยที่บริเวณนี้การไหลมี
การพัฒนาของ shear layer เนือ่งจากความไมตอ
เนื่องของความเร็วของเจ็ตและอากาศดานนอก
3. Fully developed flow ซึ่งเปนบริเวณที่พบวา
การไหลมีลักษณะ Similarity

•  พบวาการลดลงของความเร็วมากที่สุดแปรผัน
กบัระยะตามแนวแกน 1−x  )( 1−∝ xum  และความ
กวางของเจ็ตแปรผนักับระยะตามแนวแกน x

)( xb ∝
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ลํ าดับ ผูวิจัย สภาวะที่ทํ าการศึกษา ผลที่ไดรับจากงานวิจัย

3 Rankin et al. (1983) • ไดทํ าการทดลองศึกษาเกี่ยวกับ Laminar 

submerged jet โดยทดลองในระบบปดที่ใช
ของไหลเปนนํ้ าซึ่งนํ้ าจะถูกฉีดออกจากทอที่มี
เสนผาศูนยกลางภายใน 6.35 mm  และยาว
2.43 m

• ปะ 1Re)/( −= cc dxX  โดยทํ าการทดลองที่
คา cRe  มีคาเทากับ 1,000, 1,500 และ 2,000

• จากผลการทดลองพบวาการเปลี่ยนแปลงของ
ความเร็วตามแนวแกนเจ็ตที่บริเวณใกลทางออก
ของเจ็ต )05.0( =cX  จะมีลักษณะรูปรางการ
กระจายตัวเปนพาราโบลา แตเมื่อระยะ cX เพิ่มขึ้น
เทากับ 0.01 รูปรางการกระจายตัวของความเร็ว
ตามแนวแกนจะมีการเปลี่ยนแปลงเขาใกลลักษณะ
รูปรางการกระจายตัวความเร็วของ Schlichting

(1968) จนเมื่อ cX เทากับ 0.018  พบซิมิลาริตี้
ของรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนว
แกนซึ่งมีคาสอดคลองกับผลของ Schlichting
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ลํ าดับ ผูวิจัย สภาวะที่ทํ าการศึกษา ผลที่ไดรับจากงานวิจัย

4 Paullay et al. (1985) •  ท ําการคํ านวณหา similarity solution ของ
Turbulent plane jet และ Radial jet โดยใช

ε−k  model และการแทนคาดวยตัวแปรซิมิ
ลาริตี้ (similarity variable) แลวจึงทํ าการแก
สมการหาความเร็ว  turbulent kinetic energy

และ dissipation rate profile  นอกจากนี้ยัง
ได คํ  านวณหาอัตราการลดลงของความเร็ว
entrainment rate และอัตราการแพรกระจาย
ของเจ็ต (growth rate)

• จากผลการคํ านวณพบวาอัตราการลดลงของ
ความเร็ว อัตราการแพรกระจาย และ entrainment 

rate ของ Turbulent plane jet มคีาเปน 0.1595,

0.108 และ 0.0567 ตามลํ าดับ

• สํ าหรับกรณีของ Radial jet นั้นมีคาเปน
0.1412, 0.0951 และ 0.0972  ตามลํ าดับ

•  ในกรณีของ Plane jet นัน้เมื่อเปรียบเทียบอัตรา
การแพร กระจายของเ จ็ ตที่คํ  านวณไดกับของ  
Ljuboja และ Rodi (1980) ที่ใช Algebraic 

Reynolds stress model  พบวามีคาเปน 0.114

ซึ่งมีคามากกวาผลการคํ านวณที่ไดประมาณ 6

เปอรเซ็นต
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2.2 ตารางสรุปงานวิจัยที่ผานมาของ Circular jet in coflow

ลํ าดับ ผูวิจัย สภาวะที่ทํ าการศึกษา ผลที่ไดรับจากงานวิจัย

1 Squire and Trouncer
(1944)

• ทํ าการศึกษาทางทฤษฎีของเจ็ตในกระแสลม
ขนาน (Parallel  Stream) ดวยการอินทิเกรต
สมการโมเมนตัม โดยใชทฤษฎี Mixing 

length และหาคํ าตอบโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัว
เลขสํ าหรับคาตางๆของ λ  ซึ่งกํ าหนดใหเปน
อัตราสวนของความเร็วอากาศดานนอกตอ
ความเร็วเจ็ตที่ทางออกจาก nozzle ซึ่งมีคาเทา
กับ   0.0, 0.125, 0.25  และ 0.5

•  พบวาความยาวของ Potential core สั้นที่สุดที่
λ  เทากับ 0

• อัตราการลดลงของความเร็วตามแนวแกนเจ็ตจะ
มีคาลดลงเมื่อความเร็วของอากาศดานนอกมีคาสูง
ขึ้น (λ  มีคาเพิ่มขึ้น)

2 Alpinier (1964) • ไดศึกษาเจ็ตในกระแสลมขนาน (Parallel  

stream) กรณีที่ λ  มีคามากกวา 1 โดยที่
ความเร็วเจ็ตมีคานอยกวาความเร็วอากาศดาน
นอก

• พบวาการลดลงของความเร็วขึ้นอยูกับทั้งอัตรา
สวนความเร็วและอัตราสวนความหนาแนน โดย
สํ  าห รับกรณี ของไอโดร เ จนในอากาศและ
คารบอนไดออกไซดในอากาศมีอัตราสวนความ
หนาแนนเปน 29/2 และ 29/44  ตามลํ าดับ
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ลํ าดับ ผูวิจัย สภาวะที่ทํ าการศึกษา ผลที่ไดรับจากงานวิจัย

•  ไดใชคารบอนไดออกไซดและไฮโดรเจน
เป นเ จ็ ตที่ ถูกฉีดเข าไปในอากาศที่ เคลื่อนที่  
สํ าหรับคารบอนไดออกไซดในอากาศนั้น λ  มี
คาเทากับ 1.28, 1.55 และ 2.13  สํ าหรับกรณี
ไฮโดรเจนในอากาศนั้น λ  มีคาเทากับ 1.05

และ 1.5

ซึ่งเมื่อ λ  มคีาเพิ่มมากขึ้นและอัตราสวนความหนา
แนน (Density ratio) ลดลงจะทํ าใหการลดลงของ
ความเร็วของเจ็ตมีคาเพิ่มมากขึ้น

3 Antonia and Bilger
(1973)

• ทํ าการทดลองศึกษาการไหลของเจ็ตใน
กระแสลมตาม โดยใชอุโมงคลมที่มีพื้นที่หนา
ตัด 3.05x3.05 2m และเจ็ตทีม่ีเสนผาศูนยกลาง
ภายใน 5.28 mm  และใช Pitot tube และ Hot

wire ในการวัดความเร็ว

• ทํ าการทดลองที่ 1uu j=λ  มีคาเทากับ 3

และ 4.5 ซึ่งความเร็วอากาศดานนอกมีคาคงที่
30.5 sm /  และความเร็วเจ็ตมีคา 91.3 และ
137 sm /

• จากผลการทดลองพบซิมิลาริตี้ของ Mean 

velocity เมื่อ dx /  มีคาตั้งแต 38 เปนตนไป

• พบซิมิลาริตี้ของ Turbulence intensity เมื่อ 
dx /  มีคาตั้งแต 152  เปนตนไป

• พบซิมิลาริตี้ของ Reynolds shear stress

สํ าหรับ λ  เทากับ 2 และ 3.5 เมื่อ dx / มากกวา 
150 และคามากที่สุดของ Reynolds shear stress

จะเกิดที่ตํ าแหนง 0.7 0L
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2.3 ตารางสรุปงานวิจัยที่ผานมาของ Swirling jet

ลํ าดับ ผูวิจัย สภาวะที่ทํ าการศึกษา ผลที่ไดรับจากงานวิจัย

1 Rose (1962) •  ศกึษาเกี่ยวกับ  Swirling turbulent jet โดย
ใชทอที่มีเสนผาศูนยกลาง 17/32 นิว้ ยาว 100

เทาของเสนผาศูนยกลางทํ าใหเกิดการหมุนดวย
ความเร็ว 9,500 รอบตอนาที และใช Hot-wire

anemometer ในการวัดคาความเร็วเฉลี่ย โดย
เริ่มวัดจากทางออกของเจ็ตไปตามแนวแกนจน
ถึงระยะ 15 เทาของเสนผาศูนยกลางทอ

• จากผลการทดลองพบวารูปรางของการกระจาย
ตัวของความเร็วตามแนวแกนมีลักษณะคลาย  
Ga us s i an  p ro f i l e  และพบลักษณะของ  
Similarity ทั้งในความเร็วตามแนวแกน และ
ความเร็วตามแนวสัมผัส

•   ผลของการหมุนจะมีผลตอรูปรางการกระจาย
ตัวของความเร็วตามแนวแกนนอยกวาความตาม
แนวรัศมีและที่ระยะ 15D  นัน้ความกวางของเจ็ตจะ
เพิม่ในลักษณะเปนเชิงเสน
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ลํ าดับ ผูวิจัย สภาวะที่ทํ าการศึกษา ผลที่ไดรับจากงานวิจัย

2 Lee (1965) •  ทํ  า ก า ร ศึ ก ษ า ท า ง ท ฤ ษ ฎี เ กี่ ย ว กั บ  
Axisymmteric turbulent swirling jet โดย
นํ าสมมติฐาน Similarity และ Entrainment

มาใชในการในการพิจารณาหาการลดลงของ
ความเร็วตามแนวแกนและความเร็วตามแนว
สัมผัส
• ในการวิเคราะหไดใช Boundary-layer 

approximate และการกํ าหนดใหความเร็วเปน
ดังนี้

        ( ) ( ) 









−

=
2

2

, b
r

exurxu

        ( ) ( ) 





=

b
rfxwrxw ,

        ( ) =xb คารัศมีของเจ็ตที่ตํ าแหนงซึ่งมี
ความเร็วมีคาเปน muu 5.0=  และกํ าหนดให  
( ) ( )xubx α−=,v  โดยที่ =α สัมประสิทธิ์

ของการ Entrainment ซึ่งมีคาเทากับ 0.08

• จากผลการวิเคราะหทางทฤษฎีทํ าใหไดการเปลี่ยนแปลง
ความเร็วตามแนวแกนและตามแนวสัมผัสดังสมการ

( )
( )[ ]23212

21232
1

0 1−+

+
=

−

−

GXc

GXccG
u
u        =0u 40.6 fps

( )
( )[ ]232122

1

123

0 1−+

+
=

−

−

GXcG

GXcc
w
w   =0w 5.91 fps

 ( )[ ]
( )122

212

0

1
−

−

+
−+

=
GXcc

GXc
b
b          =0b 0.351 in

โดยที่คาคงที่ c  และ G  มีคาเทากับ 2.707 และ  
0.134 ตามลํ าดับ

• เมื่อเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Rose 

(1962) โดยวัดที่ตํ าแหนง 1.5, 3.06, 4.5, 6.0,

9.0 และ 15 เทาของเสนผาศูนยกลางทอพบวาผลที่
ไดสอดคลองกัน 117



ลํ าดับ ผูวิจัย สภาวะที่ทํ าการศึกษา ผลที่ไดรับจากงานวิจัย

3 Chigier and Chervinsky
(1967)

•  ท ําการทดลองศึกษาเกี่ยวกับ Swirling jet

ที่คา Degree of swirl )(S  ตางๆ  โดยศึกษา
ครอบคลุมทั้ง Weak, Moderate และ Strong 

swirl    ในการทดลองไดวัดคาความเร็วตาม
แนวแกน ความเร็วตามแนวสัมผัสเฉลี่ย ความ
ดันสถิต และความกวางของเจ็ตทีร่ะยะ dx /

เทากับ 0.2, 1.0, 2.0, 4.1, 6.2, 8.3, 10.0, 

15.0 โดยมี S  เทากับ 0.066, 0.134, 0.234,
0.416, 0.6, 0.64

•  จากผลการทดลองพบลักษณะ Similarity ของ
การกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกน  ความเร็ว
ตามแนวสัมผัสและคาความดันสถิต สํ าหรับ Weak

และ Moderate swirl ทีร่ะยะ 4 เทาของเสนผา
ศูนยกลางทอ  สวน Strong swirl นั้นจะพบ
Similarity ของการกระจายตัวของความเร็วตาม
แนวแกนที่ระยะ 10 เทาของเสนผาศูนยกลางทอ
เปนตนไป

•  รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกน
และคาความดันสถิตของเจ็ต ซึ่งแสดงไดดวย
Gaussian curve ดังสมการ )exp( 2ξu

m

k
u
u

−=

และ )exp( 2ξp
m

k
pp

pp
−=

−
−

∞

∞   โดยที่ uk  และ

pk  คอืคาคงที่การลดลงของความเร็วตามแนวแกน
และความดันสถิต
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ลํ าดับ ผูวิจัย สภาวะที่ทํ าการศึกษา ผลที่ไดรับจากงานวิจัย

4 Pratte and Keffer (1972) •  ทํ าการทดลองศึกษา Swirling turbulent     
jet ในการทดลองไดใชทอยาว 23 นิว้ เสนผา
ศูนยกลางภายใน 0.493 นิ้ว หมุนที่ความเร็ว 
8,700 rpm โดยมีคา Reynolds number

(Re)  เทากับ 2,300 และคา Swirl number เทา
กับ 0.3

•  จ ากผลการทดลองแสดงให  เห็ นว  าพบ
Similarity ของคา Mean velocity เกดิขึ้นไดเร็ว
กวา Turbulent intensity

• จากการวิเคราะหทางทฤษฎีโดยใช  Boundary-

layer  approximation สามารถแสดงการเปลี่ยน
แปลงคา Maximum ของความเร็วตามแนวแกน
และความเร็วตามแนวสัมผัสไดเปนฟงชันกของ 
( ) 1

0
−− xx   และ ( ) 2

0
−− xx ตามลํ าดับ

• สํ าหรับรูปรางการกระจายตัวของความเร็วตาม
แนวแกนสามารถแสดงไดโดย Gaussian profile

ดังสมการ  ( ) 245

0

ηη −= e
u

u
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    ตารางที่ 5.1  ตารางสรุปคาคงที่กรณีการไหลของเจ็ตในกรณีตางๆ
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     ตารางที่ 5.2  ตารางสรุปสมการ Governing equations และ Parameters ของเจ็ตในกรณีตางๆ
Case Governing equations Parameters

 General case                 สมการ Differential equation

x -momentum          [ ] [ ] [ ] 0
2''VVV12

3''VV12
1

2
'2''22'222

2
'''''' =−








++−








+++−++



−



++−

η
η

ηη
ηη

ηη
F

mukFrbkrmukrukFrbkrukFF
mukbkFF

mukbkGSrbkGSrmwkFFF

θ -momentum           [ ] [ ] [ ] 0
2

2'V12
1V'V

2
1V'2

2
''' =+++−








−−








++++−+

ηη
η

ηηη
Fg

mukbkgF
bkmwkgrukrmwkgrmukrbkFg

mukbkggg

                                                สมการ Integral equation

 Linear momentum       [ ] [ ] 022225222V2V12V1 =



 +−++++ SrbkSrmwkIbkmukIrbkrukrmukI

 Angular momentum     [ ] [ ] 0V3VV1433 =+++++ rbkrmwkrukIbkmwkmukI

Case A1
กรณี 0=mw  และ

01 =u

สมการ Differential equation

[ ] [ ] [ ] 0
2'

2
'2''2

2
'''''' =−+−+++−

ηηηηη
F

mukFF
mukbkFF

mukbkFFF

สมการ Integral equation

[ ] 0222 =+ mukbkI

• มี 2 Parameter คือ bk และ

muk

• ไมม ีFree Parameter

Case A2
กรณีที่ 0=mw  และ

muu >>1

สมการ Differential equation

0'12
3''12

1
2
'''''' =








++−








+++− FfmukbfkfukFbfkfukFFF η

ηη
  

สมการ Integral equation

[ ] 01221 =++ fukfmukbfkI

หรือสามารถจัดรูปสมการใหมีเพียง 2 Parameter ไดคือ
สมการ Differential equation

[ ] [ ] 0'**''*2
''''' =+−++− FBAFAFFF η

ηη

สมการ Integral equation

[ ] 0**21 =+BAI                                           โดยที ่ bfkfukA += 15.0*  และ fmukfukB += 1*

• ม ี2 Parameter คือ A*และ B*

• ไมม ีFree Parameter
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Case Governing equations Parameters

General case                   สมการ Differential equation

x -momentum          [ ] [ ] [ ] 0
2''VVV12

3''VV12
1

2
'2''22'222

2
'''''' =−








++−








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
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η
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ηη
ηη

ηη
F

mukFrbkrmukrukFrbkrukFF
mukbkFF

mukbkGSrbkGSrmwkFFF

θ -momentum           [ ] [ ] [ ] 0
2

2'V12
1V'V

2
1V'2

2
''' =+++−








−−








++++−+

ηη
η

ηηη
Fg

mukbkgF
bkmwkgrukrmwkgrmukrbkFg

mukbkggg

                                                สมการ Integral equation

 Linear momentum       [ ] [ ] 022225222V2V12V1 =



 +−++++ SrbkSrmwkIbkmukIrbkrukrmukI

 Angular momentum     [ ] [ ] 0V3VV1433 =+++++ rbkrmwkrukIbkmwkmukI

Case A3

กรณีที่ 0=mw  และ
muu ~1   โดยที ่ =muu /1

คาคงที่

สมการ Differential equation

[ ] [ ]

[ ] 0
2''VVV12

3

''VV12
1

2
'2''22

''''''

=−







++−









+++−+++−

η

η
ηηηη

F
mukFrbkrmukruk

FrbkrukFF
mukbkFF

mukbkFFF

สมการ Integral equation

[ ] [ ] 0222V2V12V1 =++++ bkmukIrbkrukrmukI

• มี 4 Parameter คือ bk ,
muk , 1uk  และ rV

• มี  Free Parameter คือ rV

Case B1

กรณีที่ mumw <<  และ
01 =u

สมการ  Differential equation

[ ] [ ] [ ] 0
2'

2
'2''22

'''''' =−+−+++−
ηηηηη

F
mukFF

mukbkFF
mukbkFFF

[ ] [ ] [ ] 022''22
''' =+++−++−+

ηηηηη
Fg

mukbkgF
mwkbkFg

mukbkggg

สมการ  Integral equation

      [ ] 0222 =+ bkmukI

[ ] 033 =++ bkmukmwkI

• มี 3 Parameter คือ bk ,
muk และ mwk

• ไมม ี Free Parameter
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Case Governing equations Parameters

General case                        สมการ Differential equation

x -momentum                 [ ] [ ] [ ] 0
2''VVV12

3''VV12
1

2
'2''22'222

2
'''''' =−








++−








+++−++



−



++−

η
η

ηη
ηη

ηη
F

mukFrbkrmukrukFrbkrukFF
mukbkFF

mukbkGSrbkGSrmwkFFF

θ -momentum                 [ ] [ ] [ ] 0
2

2'V12
1V'V

2
1V'2

2
''' =+++−








−−








++++−+

ηη
η

ηηη
Fg

mukbkgF
bkmwkgrukrmwkgrmukrbkFg

mukbkggg

                                          สมการ Integral equation

 Linear momentum                [ ] [ ] 022225222V2V12V1 =



 +−++++ SrbkSrmwkIbkmukIrbkrukrmukI

 Angular momentum              [ ] [ ] 0V3VV1433 =+++++ rbkrmwkrukIbkmwkmukI

Case B2
กรณีที่ mumw <<  และ muu >>1

สมการ Differential equation

[ ] [ ] [ ] [ ] 0'15.1''15.02'22
'''''' =++−++−++− FbfkfmukfukFbfkfukGbskGsmwkFFF ηηη

ηη

012
1'12

1
2

''' =







−−








++−+ gfukfmwkgbfkfukggg η

ηη

สมการ Integral equation

[ ] 02121 =++ bfkfukfmukI

 [ ] 0314 =++ bfkfukfmwkI

หรือสามารถจัดรูปสมการใหมีเพียง 3 Parameter ไดคือ
สมการ Differential equation

[ ] [ ] 0'**''*2
''''' =+−++− FBAFAFFF η

ηη

[ ] [ ] 0*'*2
''' =−+−− gCgAggg η

ηη

สมการ Integral equation

[ ] 0**21 =+BAI

[ ] 0**34 =+CAI                       โดยที ่ bfkfukA += 15.0* , fmukfukB += 1*  fukfmwkC 15.0* −=

• มี 3 Parameter คือ A*, B* และ C*

• ไมม ี Free Parameter
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Case Governing equations Parameters

General case                                 สมการ Differential equation

x -momentum                    [ ] [ ] [ ] 0
2''VVV12

3''VV12
1

2
'2''22'222

2
'''''' =−






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θ -momentum                    [ ] [ ] [ ] 0
2

2'V12
1V'V

2
1V'2

2
''' =+++−








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
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


++++−+
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ηηη
Fg
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bkmwkgrukrmwkgrmukrbkFg

mukbkggg

                                                               สมการ Integral equation

 Linear momentum                         [ ] [ ] 022225222V2V12V1 =



 +−++++ SrbkSrmwkIbkmukIrbkrukrmukI

 Angular momentum                        [ ] [ ] 0V3VV1433 =+++++ rbkrmwkrukIbkmwkmukI

Case B3

กรณีที่ mumw <<  และ muu ~1

โดยที ่ =muu /1  คาคงที่

สมการ Differential equation

[ ] [ ] [ ] 0
2'

'VVV12
3

''VV12
1

2
'

2
''

2
2
'''

'' =−







++−
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




+++−+++−

η
η

ηηηη
F

mukFrbkrmukrukFrbkruk
FF

mukbk
FF

mukbk
FF

F

[ ] [ ] [ ] 0
2

2
'

V12
1

V'V
2
1

V
'

2
2

'
'' =+++−








−−








++++−+

ηη
η

ηηη

Fg
mukbk

gF
bkmwkgrukrmwkgrmukrbk

Fg
mukbk

gg
g

สมการ Integral equation

[ ] [ ] 0222V2V12V1 =++++ bkmukIrbkrukrmukI

[ ] [ ] 0V3VV1433 =+++++ rbkrmwkrukIbkmwkmukI

• มี 5 Parameter คือ bk , muk , mwk ,
1uk  และ rV

• มี  1 Free Parameter คือ rV

Case C11
กรณีที่ mumw ~   และ 01 =u  และ

=mumw /  คาคงที่ โดยใชเงื่อนจากสม
การโมเมนตัมเชิงเสน

สมการ Differential equation

( ) ( ) [ ] [ ] [ ] 0
2'

2
'

2
''

22'222
2
'''

''' =−+−++



−



++−

ηηη
ηη

ηη
F

muk
FF

mukbk
FF

mukbkGSrbkGSrmwk
FF

F

[ ] [ ] [ ] 0
2

2''2
2

''' =+++−++−+
ηηηηη
Fg

mukbkgF
bkmwkFg

mukbkggg

สมการ Integral equation

[ ] ( ) [ ] 0222
5222 =+−+ bkmwkSrIbkmukI

• มี 4 Parameter คือ bk , muk , mwk และ
Sr

• มี  1 Free Parameter คือ Sr
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Case Governing equations Parameters

General case                                   สมการ Differential equation

x -momentum                      [ ] [ ] [ ] 0
2''VVV12

3''VV12
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'2''22'222
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'''''' =−


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mukFrbkrmukrukFrbkrukFF
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θ -momentum                     [ ] [ ] [ ] 0
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2'V12
1V'V

2
1V'2

2
''' =+++−








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
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ηη
η

ηηη
Fg
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mukbkggg

                                                                สมการ Integral equation

 Linear momentum                  [ ] [ ] 022225222V2V12V1 =



 +−++++ SrbkSrmwkIbkmukIrbkrukrmukI

 Angular momentum                [ ] [ ] 0V3VV1433 =+++++ rbkrmwkrukIbkmwkmukI

Case C12
กรณีที่ mumw ~   และ 01 =u  และ

=mumw /  คาคงที่ โดยใชเงื่อนจากสม
การโมเมนตัมเชิงมุม

สมการ Differential equation

[ ] [ ] [ ] 0
2'

2
'

2
''

22'222
2
'''

''' =−+−++



−



++−

ηηη
ηη

ηη
F

muk
FF

mukbk
FF

mukbkGSrbkGSrmwk
FF

F

[ ] [ ] [ ] 0
2

2''2
2

''' =+++−++−+
ηηηηη
Fg

mukbkgF
bkmwkFg

mukbkggg

สมการ Integral equation

[ ] 033 =++ bmwmu kkkI

• มี 4 Parameter คือ bk , muk , mwk และ
Sr

• มี  1 Free Parameter คือ Sr

Case C2
กรณีที่ mumw ~  และ muu >>1

สมการ Differential equation

[ ] [ ] [ ] 0'15.1''12
12'2

2
'''''' =++−








++−++− FbfkfmukfukFbfkfukGbskGsmwkFFF ηηη

ηη

012
1'12

1
2

''' =







−−








++−+ gfukfmwkgbfkfukggg η

ηη

สมการ Integral equation

[ ] [ ] 02252121 =+−++ bsksmwkIbfkfukfmukI

[ ] 0314 =++ bfkfukfmwkI

หรือสามารถจัดรูปสมการใหมีเพียง 5 Parameter ไดคือ

• มี 5 Parameter คือ A*, B*,C*, bsk และ
smwk

• มี  2 Free Parameter คือ bsk และ smwk
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Case Governing equations Parameters

General case                                  สมการ Differential equation

x -momentum                  [ ] [ ] [ ] 0
2''VVV12

3''VV12
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θ -momentum                  [ ] [ ] [ ] 0
2
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1V'V

2
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2
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                                                                สมการ Integral equation

 Linear momentum                  [ ] [ ] 022225222V2V12V1 =



 +−++++ SrbkSrmwkIbkmukIrbkrukrmukI

 Angular momentum                [ ] [ ] 0V3VV1433 =+++++ rbkrmwkrukIbkmwkmukI

Case C31
กรณีที่ mumw ~  โดยที่ mumw /  และ

=muu /1  คาคงที่  โดยใชเงื่อนไขจาก
สมการโมเมนตัมเชิงเสน

สมการ Differential equation

[ ] [ ]
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g

สมการ Integral equation

[ ] [ ] 022225222V2V12V1 =



 +−++++ SrbkSrmwkIbkmukIrbkrukrmukI

• มี 6 Parameter คือ bk , muk , mwk ,

1uk , Sr และ rV

• มี  2 Free Parameter คือ Sr และ rV

Case C32
กรณีที่ mumw ~  โดยที่ mumw /  และ

=muu /1  คาคงที่  โดยใชเงื่อนไขจาก
สมการโมเมนตัมเชิงมุม

สมการ Differential equation

[ ] [ ]

[ ] 0
2''VVV12

3''VV12
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สมการ Integral equation

[ ] [ ] 0V3VV1433 =+++++ rbkrmwkrukIbkmwkmukI

• มี 6 Parameter คือ bk , muk , mwk ,

1uk , Sr และ rV

• มี  2 Free Parameter คือ Sr และ rV
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bk muk 2I
3.316 -3.316 0.402

ตารางที่ 5.3     Case A1 คาคงที่กรณีเจ็ตที่ไมหมุนควงในอากาศที่หยุดนิ่ง )0( 1 =u

A* B* 1I
1.368 -2.736 0.722

ตารางที่ 5.4     Case A2 คาคงที่กรณีเจ็ตที่ไมหมุนควงในกระแสลมตามที่ muu >>1

Vr bk muk 1uk 1I 2I
0 3.316 -3.316 0 1.178 0.402

0.1 3.008 -2.727 -2.727 1.022 0.394
0.5 1.953 -1.545 -1.545 0.843 0.376
1.0 1.334 -0.995 -0.995 0.792 0.369
2.0 0.814 -0.580 -0.580 0.759 0.365

ตารางที่ 5.5    Case A3 คาคงที่กรณีเจ็ตที่ไมหมุนควงในกระแสลมตามโดยเปลี่ยนคา rV

bk muk
mwk 2I 3I

3.316 -3.316 -6.632 0.402 0.960

ตารางที่ 5.6    Case B1  คาคงที่กรณีเจ็ตที่ระดับการหมุนควงตํ่ าในอากาศที่หยุดนิ่ง )0( 1 =u

A* B*        C* 1I 4I
1.368 -2.736 -4.104 0.721 2.071

ตารางที่ 5.7     Case B2 คาคงที่กรณีเจ็ตที่ระดับการหมุนควงตํ่ าในกระแสลมตามที่ muu >>1
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Vr bk muk 1uk mwk 1I 2I 3I 4I

0.0 3.316 -3.316 0.0 -6.632 1.178 0.401 0.959 16.000

0.1 3.008 -2.727 -2.727 -6.296 1.022 0.394 0.743 5.119
0.5 1.953 -1.545 -1.545 -4.315 0.843 0.376 0.588 2.793
1.0 1.334 -0.995 -0.995 -3.007 0.791 0.369 0.552 2.421
2.0 0.814 -0.580 -0.580 -1.862 0.759 0.366 0.529 2.224

ตารางที่ 5.8  Case B3 คาคงทีก่รณีเจ็ตที่ระดับการหมุนควงตํ่ าในกระแสลมตามโดยเปลี่ยนแปลงคา rV

Sr bk muk mwk 2I 5I

0 3.316 -3.316 -3.316 0.402 7.532
0.01 3.319 -3.319 -3.319 0.404 7.510
0.1 3.566 -3.566 -3.566 0.754 6.207
0.2 4.579 -4.579 -4.579 1.588 4.311
0.3 9.102 -9.102 -9.102 1.795 2.112
0.4 28.388 -28.388 -28.388 1.199 0.712
0.5 44.575 -44.575 -44.575 1.182 0.428
0.6 62.006 -62.006 -62.006 1.191 0.289
0.7 81.350 -81.350 -81.350 1.199 0.207

ตารางที่ 5.9 Case C11 คาคงที่กรณีเจ็ตที่หมุนควงในอากาศที่หยุดนิ่ง )0( 1 =u  โดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน
                           โดยเปลี่ยนคา Sr 128



Sr bk muk mwk 3I
0.0 1.915 -2.872 -2.872 -3.261
0.1 1.961 -2.941 -2.941 -2.502
0.3 3.379 -5.069 -5.069 3.306
0.4 7.550 -11.325 -11.325 1.013
0.5 13.785 -20.677 -20.677 0.365
0.6 14.705 -22.058 -22.058 0.310
0.7 14.508 -21.762 -21.762 0.292
0.8 14.022 -21.033 -21.033 0.282
0.9 13.481 -20.222 -20.222 0.286
1.2 11.954 -17.931 -17.931 0.316
1.4 11.081 -16.622 -16.622 0.321
1.5 10.721 -16.081 -16.081 0.332
2.0 9.164 -13.746 -13.746 0.369

       ตารางที่ 5.10       Case C12  คาคงที่กรณีเจ็ตที่หมุนควงในอากาศที่หยุดนิ่ง )0( 1 =u  โดยใช
                     เงือ่นไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุมโดยเปลี่ยน แปลงคา Sr
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A* B* C* bsk smwk 1I 4I 5I

1.398 -2.823 -4.195 0.01 -0.03 0.746 2.004 0.487
1.702 -3.581 -5.105 0.1 -0.3 0.899 1.494 0.400
2.038 -4.353 -6.115 0.2 -0.6 0.967 1.1401 0.334
2.350 -5.051 -7.050 0.3 -0.9 0.992 0.924 0.290
2.638 -5.688 -7.913 0.4 -1.2 1.001 0.775 0.259
2.902 -6.272 -8.707 0.5 -1.5 1.004 0.672 0.235
3.148 -6.812 -9.443 0.6 -1.8 1.006 0.595 0.217
3.377 -7.316 -10.132 0.7 -2.1 1.007 0.536 0.202
3.591 -7.786 -10.774 0.8 -2.4 1.008 0.489 0.190
3.794 -8.229 -11.381 0.9 -2.7 1.009 0.450 0.180
3.985 -8.641 -11.956 1 -3 1.010 0.418 0.171
4.338 -9.420 -13.015 1.2 -3.6 1.015 0.368 0.157
4.812 -10.454 -14.435 1.5 -4.5 1.024 0.316 0.142
5.231 -11.370 -15.694 1.8 -5.4 1.036 0.279 0.130
5.489 -11.932 -16.467 2 -6 1.044 0.260 0.124
6.066 -13.188 -18.197 2.5 -7.5 1.065 0.223 0.113
6.572 -14.290 -19.716 3 -9 1.088 0.198 0.104
7.027 -15.281 -21.082 3.5 -10.5 1.110 0.179 0.097
7.442 -16.182 -22.327 4 -12 1.1322 0.165 0.092
7.825 -17.013 -23.475 4.5 -13.5 1.1532 0.153 0.088
8.180 -17.785 -24.541 5 -15 1.1736 0.143 0.084

ตารางที่ 5.11 Case C2 คาคงที่กรณีเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามที่ muu >>1   โดยเปลี่ยนแปลงคา bsk
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Vr bk muk 1uk mwk 1I 2I 5I
0.0 3.319 -3.319 0.0 -3.319 1.339 0.404 7.880
0.1 3.040 -2.737 -2.737 -2.737 1.128 0.397 7.298
1 1.337 -0.996 -0.996 -0.996 0.802 0.369 10.668

2.0 0.815 -0.580 -0.580 -0.580 0.764 0.366 11.950

ตารางที่ 5.12 Case C31 คาคงทีก่รณีเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน โดยเปลี่ยนแปลงคา
rV ที่ Sr  มีคาเทากับ 0.01

Vr bk muk 1uk mwk 1I 2I 5I
0.0 3.566 -3.566 0.0 -3.566 6.211 0.783 6.468
0.1 3.737 -3.063 -3.063 -3.063 4.272 0.611 6.790
1 1.487 -1.043 -1.043 -1.043 1.620 0.396 11.068

2.0 0.865 -0.593 -0.593 -0.593 1.207 0.376 12.284

ตารางที่ 5.13 Case C31 คาคงทีก่รณีเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน โดยเปลี่ยนแปลงคา
rV ที่ Sr  มีคาเทากับ 0.1

Vr bk muk 1uk mwk 1I 2I 5I

0.0 9.114 -9.114 0.0 -9.114 10.793 1.876 2.173
0.1 8.590 -7.110 -7.110 -7.110 10.082 1.736 3.5801
1 2.036 -1.346 -1.346 -1.346 5.728 0.791 10.345
2 1.059 -0.688 -0.688 -0.688 3.808 0.538 12.252

ตารางที่ 5.14 Case C31 คาคงทีก่รณีเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน โดยเปลี่ยนแปลงคา
rV ที่ Sr  มีคาเทากับ 0.3
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Vr bk muk 1uk mwk 1I 2I 5I

0.0 28.388 -28.388 0.0 -28.388 8.427 1.245 0.729
0.1 31.281 -25.581 -25.581 -25.581 8.642 1.307 1.449
1 2.6772 -1.769 -1.769 -1.769 8.074 1.235 9.019
2 1.2159 -0.783 -0.783 -0.783 5.651 0.767 11.655

ตารางที่ 5.15 Case C31 คาคงทีก่รณีเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน โดยเปลี่ยนแปลงคา
rV ที่ Sr  มีคาเทากับ 0.4

Vr bk muk 1uk mwk 1I 2I 5I

0.0 44.582 -44.582 0.0 -44.582 8.193 1.225 0.437
0.1 64.310 -52.742 -52.742 -52.742 7.685 1.179 0.782
1 4.738 -3.141 -3.141 -3.141 9.224 1.525 6.704
2 1.485 -0.954 -0.954 -0.954 7.573 1.113 10.651

ตารางที่ 5.16 Case C31 คาคงทีก่รณีเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน โดยเปลี่ยนแปลงคา
rV ที่ Sr  มีคาเทากับ 0.5

Vr bk muk 1uk mwk 1I 2I 5I

0.0 102.436 -102.436 0.0 -102.436 9.329 1.316 0.163
0.1 201.500 -167.394 -167.394 -167.394 6.566 1.114 0.249
1 45.590 -30.745 -30.745 -30.7451 4.209 0.889 1.161
2 9.972 -6.423 -6.423 -6.423 7.960 1.209 4.252

ตารางที่ 5.17 Case C31 คาคงทีก่รณีเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสน โดยเปลี่ยนแปลงคา
rV ที่ Sr  มีคาเทากับ 0.8
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Vr bk muk 1uk mwk 3I 4I
0.0 1.915 -2.873 0.0 -2.873 -28.112 17.026
0.1 1.539 -2.308 -2.308 -2.308 -18.005 24.856
1 0.559 -0.839 -0.839 -0.839 -1.961 68.387
2 0.328 -0.492 -0.492 -0.492 -1.534 51.113

ตารางที่ 5.18 Case C32 คาคงทีก่รณีเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม โดยเปลี่ยนแปลงคา rV

                           ที่ Sr  มีคาเทากับ 0.01

Vr bk muk 1uk mwk 3I 4I
0.0 1.928 -2.893 0.0 -2.893 -24.998 18.055
0.1 1.554 -2.332 -2.332 -2.332 -15.416 26.390
1 0.566 -0.849 -0.849 -0.849 -1.609 66.063
2 0.330 -0.495 -0.495 -0.495 -1.408 50.415

ตารางที่ 5.19 Case C32 คาคงทีก่รณีเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม โดยเปลี่ยนแปลงคา rV

                           ที่ Sr  มีคาเทากับ 0.1

Vr bk
muk

1uk
mwk

3I 4I
0.0 2.670 -4.001 0.0 -4.001 5.142 18.409
0.1 2.365 -3.547 -3.547 -3.547 4.660 28.793
1 0.631 -0.946 -0.946 -0.946 0.398 50.382
2 0.350 -0.525 -0.525 -0.525 -0.508 44.905

ตารางที่ 5.20 Case C32 คาคงทีก่รณีเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม โดยเปลี่ยนแปลงคา rV

                           ที่ Sr  มีคาเทากับ 0.3

133



Vr bk muk 1uk mwk 3I 4I
0.0 5.650 -8.475 0.0 -8.475 -2.667 8.202
0.1 3.775 -5.663 -5.663 -5.663 2.097 8.757
1 0.670 -1.049 -1.049 -1.049 1.351 39.648
2 0.370 -0.555 -0.555 -0.555 0.115 40.449

ตารางที่ 5.21 Case C32 คาคงทีก่รณีเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม โดยเปลี่ยนแปลงคา rV

                           ที่ Sr  มีคาเทากับ 0.4

Vr bk muk 1uk mwk 3I 4I

0.0 4.672 -7.007 0.0 -7.007 1.213 2.154
0.1 3.426 -5.139 -5.139 -5.139 1.642 3.618
1 0.813 -1.219 -1.219 -1.219 1.864 28.998
2 0.398 -0.598 -0.598 -0.598 0.724 35.215

ตารางที่ 5.22 Case C32 คาคงทีก่รณีเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม โดยเปลี่ยนแปลงคา rV

                           ที่ Sr  มีคาเทากับ 0.5

Vr bk muk 1uk mwk 3I 4I

0 - - - - - -
0.1 - - - - - -
1 2.282 -3.422 -3.422 -3.422 0.813 4.671
2 0.594 -0.891 -0.891 -0.891 1.600 1.739

ตารางที่ 5.23 Case C32 คาคงทีก่รณีเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุม โดยเปลี่ยนแปลงคา rV

                       ที่ Sr  มีคาเทากับ 0.8
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ตารางที่ 6.1  ตารางสรุปความสัมพันธของความหนาและการลดลงของความเร็วเจ็ตในกรณีตางๆ
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รูปที่ 2.1   ลักษณะของ Recirculation ใน Swirling jet ที่ Re=606, S=1.42 (Billant et al., 1998)

รูปที่ 2.2   ลักษณะการลดลงของคา Maximum ของความเร็วตามแนวแกน, ความเร็วตามแนวสัมผัส
และความเร็วตามแนวรัศมีตลอดความยาวของเจ็ต (Beer and Chigier, 1972)
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รูปที่ 2.3    ลักษณะการแบงบริเวณเจ็ต (Beer and Chigier, 1972)

รูปที่ 2.4    ลักษณะของ Circular turbulent jet (Rajaratnam, 1976)
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รูปที่ 2.5    ลักษณะของ Circular compound jet (Rajaratnam, 1976)

รูปที่ 2.6   ลักษณะการลดลงของความเร็ว Center line ตลอดแกนของ Round jet ใน Co-current
stream (Squire and Trouncer, 1944)
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รูปที่ 2.7   เสนความกวางที่ตํ าแหนง 5.0/ =muu  ของ Round jet ใน Co-current stream (Squire
and Trouncer, 1944)

รูปที่ 2.8   ลักษณะการลดลงของความเร็ว Center line ตลอดแกนเจ็ตของ Round jet ใน Co-
current stream (Alpinier, 1964)
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รูปที่ 2.9     ลักษณะการกระะจายตัวตามแนวรัศมีของความเร็วตามแนวแกนของ Swirling jet
(Chigier and Chervinsky, 1967)

รูปที่ 2.10    ลักษณะการกระจายตัวตามแนวรัศมีของความดันสถิตของ Swirling jet (Chigier and
Chervinsky, 1967)
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รูปที่ 2.11    ลักษณะการกระจายตัวตามแนวรัศมีของความเร็วตามแนวสัมผัสของ Swirling jet
(Chigier and Chervinsky, 1967)

รูปที่ 2.12    ลักษณะมุมและรูปรางของ Swirling jet (Wygnanski, 1970)
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รูปที่ 2.13    ลักษณะการแพรกระจายของ Swirling turbulent jet (Pratte and Keffer, 1972)

รูปที่ 2.14    รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเฉลี่ยของ  Swirling turbulent jet
(Pratte and Keffer, 1972)
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รูปที่ 2.15    รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสเฉลี่ยของ  Swirling turbulent jet
(Pratte and Keffer, 1972)

รูปที่ 2.16    รูปรางการกระจายตัวของความดันสถิตเฉลี่ยของ  Swirling turbulent jet (Pratte and
Keffer, 1972)

144



รูปที่ 2.17    ลักษณะรูปรางและ Computational domain ของ Swirling jet (Leschziner  and
Rodi, 1984)
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รูปที ่3.1    การกํ าหนดตัวแปรตางๆที่ทํ าการศึกษา

x
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θ
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รูปที่ 3.2     ขัน้ตอนการคํ านวณการประยุกตใชระเบียบวิธี Rung Kutta อันดับสี่สํ าหรับแกสมการ
                    เชิงอนุพันธสามัญที่อันดับสูงกวาหนึ่ง

 STOP

If i≥ n

i=i+1

Yes

No

1) Initial conditions

3) Solve

2) Solve
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รูปที่ 7.1   Case A1: รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนของเจ็ตที่ไมหมุนควง )0( 1 =u
                   เปรียบเทียบกับผลการคํ านวณของ Schlichting (1968)

รูปที่ 7.2   Case A1: รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนของเจ็ตที่ไมหมุนควง )0( 1 =u
                   เปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Laminar jet ของ Rankin et al. (1983)
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รูปที่ 7.3   รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนของ Case A1: เจ็ตที่ไมหมุนควงในอากาศ
                  ที่หยุดนิ่ง )0( 1 =u  และ Case A2: เจ็ตในกระแสลมตามที่มีความเร็วมากกวาความเร็วเจ็ต
                  มาก )( 1 muu >>

รูปที่ 7.4   Case A3: รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนของเจ็ตที่ไมหมุนควงในกระแส
                   ลมตามโดยเปลี่ยนแปลงคา rV  จาก 0.0 ถึง 2.0

0 1 2 3 4 5 6
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0  A1: Circular jet (u1=0)

 A2: Circular jet in coflow (u1>>um)

(u
-u

1)
/u

m

η

0 1 2 3 4 5 6
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

(u
-u

1)
/u

m

 Vr=0.0   Vr=1.0  

 Vr=0.1   Vr=2.0

 A2: Circular jet in coflow (u1>>um)

η

149



   

รูปที่ 7.5    Case B1: เจ็ตที่ระดับการหมุนควงตํ่ าระดับการหมุนควงตํ่ าในอากาศที่หยุดนิ่ง )0( 1 =u

                    และ Case B2: เจ็ตในกระแสลมตามที่มีความเร็วมากกวาความเร็วเจ็ต )( 1 muu >>

                  (a)  รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนและแนวสัมผัสของเจ็ต
                    (b)   รูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันของเจ็ต
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รูปที่ 7.6  Case B1: รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนของเจ็ตที่หมุนควงในอากาศหยุด
                 นิ่ง )0( 1 =u เปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Chigier and Chervinsky (1967)
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รูปที่ 7.7    Case B3: กรณีเจ็ตที่ระดับหมุนควงตํ่ าในกระแสลมตามโดยเปลี่ยนแปลงคา rV จาก 0.0
                ถึง 2.0
                (a)  รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนและแนวสัมผัส
                     (b)  รูปรางการกระจายตัวของผลตางความดัน
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รูปที่ 7.8      Case C11: กรณีเจ็ตที่หมุนควงในอากาศหยุดนิ่ง )0( 1 =u โดยใชเงื่อนไขจากสมการ
                     โมเมนตัมเชิงเสนในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.0 ถึง 0.7
                 (a)  รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกน
                 (b)  รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัส
                 (c)  รูปรางการกระจายตัวของความดัน
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รูปที่ 7.9       Case C12 กรณีเจ็ตที่หมุนควงในอากาศหยุดนิ่ง )0( 1 =u โดยใชเงื่อนไขจากสมการโม
                        เมนตัมเชิงมุมในกรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.1 ถึง 2.0
                   (a)  รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกน
                   (b)  รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัส
                   (c)  รูปรางการกระจายตัวของความดัน
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รูปที่ 7.10      Case C2: กรณีเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามที่ความเร็วมากกวาความเร็วเจ็ต
                        )( 1 muu >> โดยเปลี่ยนแปลงคา bsk  เทากับ 0.1 ถึง 5.0
                   (a)  รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกน
                   (b)  รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัส
                   (c)  รูปรางการกระจายตัวของผลตางความดัน
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      รูปที่ 7.11a   Case C31: รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนของเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขจากสมการโมเมนตัมเชิงเสนในกรณี
                            ที่ rS  เทากับ 0.01 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยนแปลงคา rV  มีคาเทากับ 0.0 ถึง 2.0
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       รูปที่ 7.11b  Case C31: รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสของเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขจากสมการโมเมนตัมเชิงเสนใน
                            กรณีที่ rS  เทากับ 0.01 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยนแปลงคา rV มีคาเทากับ 0.0 ถึง 2.0
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    รูปที่ 7.11c  Case C31: รูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันของเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขจากสมการโมเมนตัมเชิงเสนในกรณีที่ rS   
                         เทากับ 0.01 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยนแปลงคา rV  มีคาเทากับ 0.0 ถึง 2.0
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    รูปที่  7.12a    Case C31: รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนของเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขจากสมการโมเมนตัมเชิงเสนใน
                           กรณีที่ rV  มีคาเทากับ 0.0 ถึง 2.0 โดยเปลี่ยนแปลงคา  rS  เทากับ 0.01 ถึง 0.8
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    รูปที่ 7.12b    Case C31: รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสของเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขจากสมการโมเมนตัมเชิงเสนใน
                           กรณีที่ rV มีคาเทากับ 0.0 ถึง 2.0 โดยเปลี่ยนแปลงคา  rS  เทากับ 0.01 ถึง 0.8

 Sr=0.01  Sr=0.1  Sr=0.3

 Sr=0.5  Sr=0.8

0 2 4 6 8 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

w
/w

m

Vr=0.1

η

0 2 4 6 8 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

w
/w

m

Vr=0.0

0 2 4 6 8 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

η

η

η

w
/w

m

Vr=1.0

0 2 4 6 8 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

w
/w

m

Vr=2.0

160



         
                  

     รูปที่ 7.12c    Case C31: รูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันของเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขจากสมการโมเมนตัมเชิงเสนในกรณี
                           ที่ rV  มีคาเทากับ 0.0 ถึง 2.0 โดยเปลี่ยนแปลงคา  rS  เทากับ 0.01 ถึง 0.8
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      รูปที่ 7.13a    Case C32: รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนของเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขจากสมการโมเมนตัมเชิงมุมใน
                             กรณีที่  rS  เทากับ 0.01 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยนแปลงคา rV  มีคาเทากับ 0.0 ถึง 2.0
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 รูปที่ 7.13b   Case C32: รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสของเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขจากสมการโมเมนตัมเชิงมุมในกรณี
                       ที่ rS  เทากับ 0.01 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยนแปลงคา rV  เทากับ 0.0 ถึง 2.0
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  รูปที่ 7.13c     Case C32: รูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันของเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขจากสมการโมเมนตัมเชิงมุมในกรณีที่ rS

                          เทากับ  0.01 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยนแปลงคา rV  เทากับ 0.0 ถึง 2.0
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รูปที่ 7.14a     Case C32: รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนของเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขจากสมการโมเมนตัมเชิงมุมในกรณีที่
                       rV มี คาเทากับ 0.0 ถึง 2.0 โดยเปลี่ยนแปลงคา  rS  เทากับ 0.01 ถึง 0.8
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     รูปที่ 7.14b    Case C32: รูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวสัมผัสของเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามโดยใชเงื่อนไขจากสมการโมเมนตัมเชิงมุมใน
                            กรณีที่ rV  มีคาเทากับ 0.0 ถึง 2.0 โดยเปลี่ยนแปลงคา  rS  เทากับ 0.01 ถึง 0.8
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   รูปที่ 7.14c    Case C32: รูปรางการกระจายตัวของผลตางความดันของเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขจากสมการโมเมนตัมเชิงมุมในกรณีที่ rV

                          มีคาเทากับ 0.0 ถึง 2.0 โดยเปลี่ยน แปลงคา rS  เทากับ 0.01 ถึง 0.8
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รูปที่ 7.15   Case A1: กรณีเจ็ตที่ไมหมุนควงในอากาศหยุดนิ่งที่ 0Re  มีคาเทากับ 100, 200 และ 500
                    (a)    ความหนาของเจ็ต
                     (b)   การลดลงของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด
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รูปที่  7.16       Case A2: กรณีเจ็ตที่ไมหมุนควงในกระแสลมตามที่  muu >>1  ที ่ 0Re  มีคาเทากับ
                    100, 200  และ 500  ในกรณี fuk

1
 มีคาเทากับ +1/2   และกรณี  fuk

1
 มีคาเทากับ –1/2

                          (a)   ความหนาของเจ็ต
                    (b)   การลดลงของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด
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รูปที่  7.17      Case A3: กรณีเจ็ตที่ไมหมุนควงในกระแสลมตามที่ muu ~1  โดยเปลี่ยนแปลงคา rV
                        เทากับ 0.0, 1.0 และ 2.0 ที ่ 0Re  มีคาเทากับ  100 และ 200
                        (a)   ความหนาของเจ็ต
                   (b)  การลดลงของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด    
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รูปที่ 7.18       Case B1: กรณีเจ็ตที่ระดับการหมุนควงตํ่ าในอากาศหยุดนิ่งที่ 0Re  มีคาเทากับ  100,
                    200 และ  500
                         (a)  ความหนาของเจ็ต
                    (b)  การลดลงของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด
                    (c)  การลดลงของความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุด
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รูปที่ 7.19       Case B2: กรณีเจ็ตที่ระดับการหมุนควงตํ่ าในกระแสลมตามที่ muu >>1  ที ่ 0Re  มีคา
                          เทากับ  100, 200     และ 500  ในกรณี fuk

1
=  1/2  และกรณี fuk

1
 = –1/2

                        (a)   ความหนาของเจ็ต
                    (b)   การลดลงของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด
                    (c)   การลดลงของความเร็วตามแนวสัมผัสของที่สุด
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รูปที่ 7.20     CaseB3: กรณีเจ็ตที่ระดับการหมุนควงตํ่ าในกระแสลมตามที่ muu ~1  โดยเปลี่ยนแปลง
                         คา rV  เทากับ 0.0, 1.0 และ 2.0 ที ่ 0Re  มีคาเทากับ  100 และ 200
                   (a)  ความหนาของเจ็ต
                   (b)  การลดลงของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด    

0.0V =r

0.1 1
10-2

10-1

100

x[m]

w
m
(x

)[m
/s]

 Re0=100  
 Re0=200

0.0V =r

0.1V =r

0.2V =r

0.2V =r
0.1V =r

0.0V =r

0.2V =r

0.1V =r

(c)

(b)

(a)

0 2 4 6 8 10 12
0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

b(
x)

[m
]

x[m]

 Re0=100  

 Re0=200

0.1 1 10

10-1

101

103

u m
(x

)[
m

/s
]

x[m]

 Re0=100  

 Re0=200

173



รูปที่  7.21      Case C11: กรณีเจ็ตที่หมุนควงโดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมตัมเชิงเสนใน
                          กรณีที่ Sr  มี คาเทากับ 0.1, 0.5 และ 0.7 ที ่ 0Re  มีคาเทากับ  100 และ 200
                          (a)  ความหนาของเจ็ต
                    (b)  การลดลงของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด
                    (c)  การลดลงของความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุด
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รูปที่  7.22    Case C12: กรณีเจ็ตที่หมุนควงโดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุมใน
                        กรณีที่ Sr  มีคาเทากับ 0.5, 1.5 และ 2.0 ที ่ 0Re  มีคาเทากับ  100 และ 200
                       (a)   ความหนาของเจ็ต
                   (b)   การลดลงของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด
                   (c)   การลดลงของความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุด
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รูปที่  7.23    Case C2 กรณีเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตามที่ muu >>1 โดยเปลี่ยนแปลงคา bsk  เทา
                       กับ 1.0 และ 5.0 ที ่ 0Re  มีคาเทากับ  100 และ 200  ในกรณี  fuk

1
= +1/2 และกรณี

                       fuk
1

= -1/2

                      (a)   ความหนาของเจ็ต
                  (b)  การลดลงของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุด
                  (c)  การลดลงของความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุด

0.1
10-2

10-1

100

           Re0=100  Re0=200
kbs=1.0:        
kbs=5.0:        

w
m
(x

)[m
/s

]

x[m]

0.1 1 10
10-2

10-1

100

101

102

           Re0=100  Re0=200
kbs=1.0:        
kbs=5.0:        

u m
(x

)[m
/s

]

x[m]

2/11 −=fuk

2/11 +=fuk

2/11 +=fuk

2/11 −=fuk

2/11 +=fuk

2/11 −=fuk

(c)

(b)

(a)

0 2 4 6 8 10 12
0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030            Re0=100  Re0=200
kbs=1.0:        
kbs=5.0:        

b(
x)

[m
]

x [m]

176



รูปที่ 7.24a     Case C31: ความหนาของเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขจากสมการอิน
                        ทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสนในกรณีที่ rS  มีคาจาก 0.1 ถึง 0.8  โดยเปลี่ยนแปลงคา rV  จาก
                         0.0 ถึง 1.0 ที่ 0Re มีคาเทากับ  100 และ 200
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รูปที่ 7.24b       Case C31: การลดลงของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุดของเจ็ตที่หมุนควงในกระแส
                          ลมตาม โดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสนในกรณีที่ rS  มีคาจาก 0.1
                          ถึง 0.8 โดยเปลี่ยนแปลงคา rV  จาก  0.0 ถึง 1.0 ที่ 0Re มีคาเทากับ  100 และ 200
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รูปที่ 7.24c       Case 31: การลดลงของความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุดของเจ็ตที่หมุนควงในกระแส
                          ลมตาม โดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงเสนในกรณีที่ rS  มีคาจาก 0.1
                          ถึง 0.8 โดยเปลี่ยนแปลงคา rV  จาก 0.0 ถึง 1.0 ที่ 0Re  มีคาเทากับ  100 และ 200

0.1 1 10
10-2

10-1

100

101

x[m]

Sr=0.1

w m(
x)

[m
]

0.1 1 10
10-2

10-1

100

101

x[m]

Sr=0.5

w m(
x)

[m
]

0.1 1 10
10-2

10-1

100

x[m]

Sr=0.8

w m(
x)

[m
]

 Re0=200
Vr=0.0:

 Re0=100

Vr=0.1:
Vr=1.0:

179



รูปที่ 7.25a       Case 32: ความหนาของเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตาม โดยใชเงื่อนไขจากสมการอิน
                          ทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุมในกรณีที่ rS  มีคาจาก 0.1 ถึง 0.8 โดยเปลี่ยนแปลงคา rV  จาก
                          0.0 ถึง 1.0 ที่ 0Re มีคาเทากับ  100 และ 200
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รูปที่ 7.25b       Case 32: การลดลงของความเร็วตามแนวแกนมากที่สุดของเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลม
                          ตาม โดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทิกรัลโมเมนตัมเชิงมุมในกรณีที่ rS  มีคาจาก 0.1 ถึง
                          0.8 โดยเปลี่ยนแปลงคา rV  จาก 0.0 ถึง 1.0 ที่ 0Re มีคาเทากับ  100 และ 200
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รูปที่ 7.25c        Case 32: การลดลงของความเร็วตามแนวสัมผัสมากที่สุดของเจ็ตที่หมุนควงในกระแส
                           ลมตาม โดยใชเงื่อนไขจากสมการอินทกรัลโมเมนตัมเชิงมุมในกรณีที่ rS  มีคาจาก 0.1
                     ถึง 0.8 โดย เปลี่ยนแปลงคา rV  จาก 0.0 ถึง 1.0 ที่ 0Re มีคาเทากับ  100 และ 200

0.1 1
10-2

10-1

100

101

102
Sr=0.1

w m(
x)

[m
]

x[m]

0.1 1
10-2

10-1

100

101

102
Sr=0.5

w m(
x)

[m
]

x[m]

0.1 1
10-2

10-1

100

101

102
Sr=0.8

w m(
x)

[m
]

x[m]
 Re0=200

Vr=0.0:
 Re0=100

Vr=0.1:
Vr=1.0:

182



รูปที่ 8.1     ลักษณะการเกิด Shear layer เนือ่งจากความไมตอเนื่องของความเร็วเจ็ต
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รูปที่ ก.1    การประมาณคาอินทิกรัลโดยใชกฎซิมปสัน

รูปที่ ก.2    การประมาณคาอินทิกรัลโดยใชกฎซิมปสันแบบหลายชวง
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          รูปที่ ค.1   ขัน้ตอนการคํ านวณของกรณีการไหลของเจ็ตที่ไมหมุนควงและที่ระดับการหมุน
                             ควงตํ ่าในอากาศหยุดนิ่งและในกระแสลมตามที่มีความเร็วมากกวาความเร็วเจ็ต
                            (Case A1, Case A2, Case B1, Case B2)

  2) Calculate
      

mwmu kk ,  or fmwfmu kk ,

1) Initial guess

       k   k

3) Calculate
    F’’, F’, F, g’ and g by
    RK order 4 method

  Stop

4) Convergence ?
    If 5.0)1( =F

   Set new
   kb or kbf

Yes

No
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        รูปที่ ค.2   ขัน้ตอนการคํ านวณของกรณีการไหลของเจ็ตที่ไมหมุนควงและที่ระดับการหมุน
                           ควงตํ่ าในกระแสลมตามโดยเปลี่ยนแปลงคา Vr (Case A3, Case B3)

No

1) Define Vr

    Initial guess

3) Calculate
    I1, I2, I3, I4 and I5 by
   Simpson’s  rule

2) Calculate
    F’’, F’, F, g’ and g by
    RK order 4 method

  Stop

4) Calculate new
                  andmwmu kk ,

1uk

6) Convergence ?
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mwmu kk , and 

1uk
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5) Convergence ?
    If 610error −≤

Yes
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รูปที่ ค.3    ขัน้ตอนการคํ านวณของกรณีการไหลของเจ็ตที่หมุนควงในอากาศหยุดนิ่งและ
                  ในกระแสลมตามที่มีความเร็วมากกวาความเร็วเจ็ตโดยเปลี่ยนแปลงคา Sr และ kbs

                (Case C11, Case C12, Case C2)

No

1) Define Sr or bsk

    Initial guess

   
mwmub kkk ,, or

3) Calculate
    I1, I2, I3, I4 and I5 by
    Simpson’s  rule

2) Calculate
    F’’, F’, F, g’ and g by
    RK order 4 method

  Stop

4) Calculate new
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6) Convergence ?
     If 5.0)1( =F
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mwmu kk , or

fmwfmu kk ,

Yes

No
5) Convergence ?
    If 610error −≤

Yes
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     รูปที่  ค.4    ขัน้ตอนการคํ านวณของกรณีการไหลของเจ็ตที่หมุนควงในกระแสลมตาม
                        โดยเปลี่ยนแปลงคา Sr และ Vr  (Case C31 , Case C32)

1) Define Sr or Vr

    Initial guess

3) Calculate
    I1, I2, I3, I4 and I5 by
    Simpson’s  rule

2) Calculate
    F’’, F’, F, g’ and g by
    RK order 4 method

  Stop

4) Calculate new
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1uk
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6) Convergence ?
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5) Convergence ?
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ภาคผนวก ก

ก1 การหาคาอินกรัลจากกฎของซิมปสันแบบหลายชวง (Simpson's rules)

สํ าหรับการหาคาอินทิกรัลโดยใชของกฎซิมปสันนั้นเปนการหาพื้นที่ใตเสนโคง (เสนประ) ซ่ึง
เปนเสนโคงที่อยูในรูปของฟงกชันพหุนามอันดับสอง ดังแสดงในรูปที่ ก.1
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ในการหาคาอินทิกรัลทํ าไดโดยประมาณฟงชันกชัน f(x) ดวยฟงกชันพหุนามอันดับสอง (Secondary

order Lagrange polynomial) ซ่ึงมีรูปแบบดังสมการ
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โดยที่ตํ าแหนง 210 ,, xxx  นัน้สามารถคํ านวณหาคา )(),(),( 210 xfxfxf  ได  ซ่ึงกํ าหนดให
hxxxx =−=− 0112    ดงันั้นเมื่อแทนคาในสมการ (ก.1) จงึหาคาอินทิเกรตไดเปน
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สมการ (ก.2) นี ้เรยีกวา กฎเศษหนึ่งสวนสามของซิมปสัน (Simpson's 1/3 rule) ซ่ึงคํ าวาเศษหนึ่ง
สวนสามนี้มาจากสัมประสิทธ 1/3 ของสมการ
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การหาคาอินทิกรัลของ
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โดยจะแบงการหาคาอินทิกรัลนี้ออกเปนทีละ n/2 ชวง ซ่ึงเริ่มจากชวง 20 xxx ≤≤ , 42 xxx ≤≤ เร่ือย
ไปจนถึงชวง nn xxx ≤≤−2 ดังนี้
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เนือ่งจากเปนการประยุกตกฎของซิมปสันจํ านวน n/2 คร้ังลงบนชวงของการอินทิเกรตทั้งหมด n/2
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ก2 ระเบียบวิธีรุงเง-คุตตา (Runge-kutta method)

สํ าหรับในการหาสมการของระเบียบวิธี Rung-Kutta อันดบัสี่ซ่ึงมีที่มาโดยเริ่มตนพิจารณา
จากอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) ดังนี้
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แทนคาทั้งหมดลงในสมการ (ก.4) แลวจัดรูปสมการใหมไดเปน
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รูปแบบโดยทั่วไปของสมการระเบียบวิธี Rung-Kutta อันดับสี่ (Fourth-order Runge-kutta

method) เปนดังนี้
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แทนคา k  ตางๆในสมการ (ก.6)
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ถาพิจารณาวาดานนอกของ Thin shear layer เปนการไหลแบบ Inviscid flow ดงันั้นจากสมการ
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ข4  Similarity ส ําหรับ Integral Governing Equation

สํ าหรับในการทํ า Similarity สํ าหรับ Integral Governing Equation นัน้ไดมีการรวมสมการความ
ตอเนื่องและสมการ r -โมเมนตัมเขาไวในสมการ x -โมเมนตัม และสมการ θ -โมเมนตัม จึงทํ าใหสม
การที่ไดมีเพียง 2 สมการ  ซ่ึงมีรายละเอียดดังนี้
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แทนคาสมการ (ข4.7), (ข4.8) และ (ข4.9) ในสมการ (ข4.6) ไดเปน
( ) ( ) ( ) 021

1
22

5
22

21
2

1 =+−+ bu
dx
du

Iwb
dx
dIub

dx
dIuub

dx
dI mmmm

ท ําการหาคาอนุพันธไดเปน

+



 ++

dx
dbbuu

dx
duub

dx
du

ubI mm
m

1
12

1
2

1 22 



 +

dx
dbbu

dx
du

ubI m
m

m
22

2 22

                                                         022 22
5 =



 +−

dx
dbbw

dx
dw

wbI m
m

m          (ข4.10)
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ภาคผนวก ค

ค1 ขั้นตอนการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วและผลตางความดัน

สํ าหรับการคํ านวณหารูปรางการกระจายตัวของความเร็วและผลตางความดันกรณีการไหลของเจ็ต
ที่ไมหมุนควงและที่ระดับการหมุนควงตํ่ า  ในกรณีที่อากาศดานนอกหยุดนิ่งและในกระแสลมตามที่มี
ความเรว็มากกวาความเร็วเจ็ตนั้นมีขั้นตอนการคํ านวณดังรูปที่ ค.1   โดยเริ่มตนจากการกํ าหนดคา bk  หรือ

bfk  สํ าหรับกรณีกระแสลมตาม   จากนั้นคํ านวณหาคา 
mwmu kk , หรือ fmwfmu kk ,  จากสมการ Integral 

equation   เมื่อแทนคาคงที่ทั้งหมดลงในสมการ Differential equation แลวจึงทํ าการแกสมการอนุพันธเชิง
สามัญโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข Rung-Kutta อันดับ 4  จากนั้นตรวจสอบเงื่อนไขการลูเขาที่ 5.0)1( =F

ถาไมลูเขาใหกํ าหนดคา bk  หรือ bfk ใหมแลวทํ าการคํ านวณซํ้ าใหมจนลูเขา

หมายเหตุ    สํ าหรับในกรณีเจ็ตที่ไมหมุนควงนั้นกํ าหนดให 
mwk และ fwm

k  มคีาเทากับศูนย  และในกรณี
กระแสลมตามที่มีความเร็วไมคงที่นั้นใหแทนคา bfk  ดวย A* และแทนคา fmuk  ดวย B*

ในการคํ านวณหารูปรางการกระจายตัวของความเร็วและผลตางความดันกรณีการไหลของเจ็ตที่ไม
หมนุควงและที่ระดับการหมุนควงตํ่ า  ในกระแสลมตามโดยเปลี่ยนแปลงคา rV  นัน้มีขั้นตอนการคํ านวณ
ดงัรปูที่ ค.2  โดยเริ่มตนจากการกํ าหนดคา 

mwmub kkk ,,  และ 
1uk  จากนั้นแทนคาคงที่ทั้งหมดลงในสมการ 

Differential equation แลวจงึทํ าการแกสมการอนุพันธเชิงสามัญ โดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข Rung-Kutta 
อันดับ 4  ตอมาก็ทํ าการคํ านวณคาคงที่ I  ตางๆจากการอินทิเกรตดวย  Simpson’s rule   จากนั้นจึงคํ านวณ
คา 

mwmu kk ,  และ 
1uk ใหม    เมื่อเปรียบเทียบคาที่คํ านวณไดกับคาที่กํ าหนดเริ่มตนถาไมลูเขาใหกํ าหนดคา 

mwmu kk ,  และ 
1uk ขึน้มาใหมแลวจึงทํ าการคํ านวณซํ้ าขั้นตอนที่ 2 ใหมจนลูเขา    หลังจากนั้นตรวจสอบ

เงื่อนไขการลูเขาที่ 5.0)1( =F  ถาไมลูเขาใหกํ าหนดคา bk  ใหมแลวจึงเริ่มทํ าการคํ านวณซํ้ าขั้นตอนที่ 1 
ใหมจนลูเขา

หมายเหตุ    สํ าหรับในกรณีเจ็ตที่ไมหมุนควงนั้นกํ าหนดให 
mwk  มีคาเทากับศูนย

สํ าหรับการคํ านวณหารูปรางการกระจายตัวของความเร็วและผลตางความดันกรณีการไหลของเจ็ต
ที่หมุนควงในกรณีที่อากาศดานนอกหยุดนิ่งและในกระแสลมตามที่มีความเร็วมากกวาความเร็วเจ็ต โดย
เปลี่ยนแปลงคา Sr  หรือ bsk  นัน้มขีัน้ตอนการคํ านวณดังรูปที่ ค.3   โดยเริ่มตนจากการกํ าหนดคา 

mwmub kkk ,,  หรือ fmwfmubf kkk ,,  สํ าหรับกรณีกระแสลมตาม    จากนั้นแทนคาคงที่ทั้งหมดลงในสมการ 
Differential equation แลวจงึทํ าการแกสมการอนุพันธเชิงสามัญโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข Rung-Kutta 
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อันดับ 4  ตอมาก็ทํ าการคํ านวณคาคงที่ I  ตางๆจากการอินทิเกรตดวย  Simpson’s rule     จากนั้นจึง
คํ านวณคา 

mwmu kk ,  หรือ fmwfmu kk , ใหม    เมื่อเปรียบเทียบคาที่คํ านวณไดกับคาที่กํ าหนดเริ่มตนถาไมลู
เขาใหกํ าหนดคา 

mwmu kk ,  หรือ fmwfmu kk ,  ขึน้มาใหมแลวจึงทํ าการคํ านวณซํ้ าขั้นตอนที่ 2 ใหมจนลูเขา    
หลังจากนั้นตรวจสอบเงื่อนไขการลูเขาที่ 5.0)1( =F  ถาไมลูเขาใหกํ าหนดคา bk  หรือ bfk ใหมแลวจึงเริ่ม
ท ําการคํ านวณซํ้ าขั้นตอนที่ 1 ใหมจนลูเขา

หมายเหตุ    สํ าหรับในกรณีกระแสลมตามที่มีความเร็วมากกวาความเร็วเจ็ตนั้นใหแทนคา bfk  ดวย A* และ
แทนคา fmuk  ดวย B*

ในการคํ านวณหารูปรางการกระจายตัวของความเร็วและผลตางความดันกรณีการไหลของเจ็ตที่
หมนุควงในกระแสลมตาม โดยเปลี่ยนแปลงคา Sr  และ rV  นัน้มขีั้นตอนการคํ านวณดังรูปที่ ค.4   โดยเริ่ม
ตนจากการกํ าหนดคา 

mwmub kkk ,,  และ 
1uk     จากนั้นแทนคาคงที่ทั้งหมดลงในสมการ Differential 

equation แลวจงึทํ าการแกสมการอนุพันธเชิงสามัญโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข Rung-Kutta อันดับ 4  ตอมา
กท็ํ าการคํ านวณคาคงที่ I  ตางๆจากการอินทิเกรตดวย  Simpson’s rule     จากนั้นจึงคํ านวณคา 

mwmu kk ,

และ 
1uk  ใหม    เมื่อเปรียบเทียบคาที่คํ านวณไดกับคาที่กํ าหนดเริ่มตนถาไมลูเขาใหกํ าหนดคา 

mwmu kk ,

และ 
1uk  ขึน้มาใหมแลวจึงทํ าการคํ านวณซํ้ าขั้นตอนที่ 2 ใหมจนลูเขา    หลังจากนั้นตรวจสอบเงื่อนไขการลู

เขาที่ 5.0)1( =F  ถาไมลูเขาใหกํ าหนดคา bk  หรือ bfk ใหมแลวจึงเริ่มทํ าการคํ านวณซํ้ าขั้นตอนที่ 1 ใหม
จนลูเขา

ค2 โปรแกรมการคํ านวณรูปรางการกระจายตัวของความเร็วและผลตางความดัน

ในสวนของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดแสดงไวในภาคผนวก ค นี้เปนโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ใช
สํ าหรับในการคํ านวณหารูปรางการกระจายตัวของความเร็ว และผลตางความดันของทั้งกรณี เจ็ตที่ไมหมุน
ควงและกรณีเจ็ตที่หมุนในกรณีตางๆ  โดยที่รายละเอียดของโปรแกรมนั้นจะประกอบไปดวยสวนที่เปน
โปรแกรมหลัก (Main program) และสวนที่เปนโปรแกรมยอย (Subroutine) ตางๆ ดังนี้
- Main Program Case Nocoflow and Vary velocity ratio (Vr)

   เปนโปรแกรมหลักที่ใชในการคํ านวณในกรณีของ Case A1, Case A3, Case B1, Case B3,    

  Case C11, Case C12, Case C31 และ Case 32  โดยภายในโปรแกรมหลักนี้จะมีการกํ าหนด
   คาคงที่ตางๆ  เพื่อใชคํ านวณตอไปโดยโปรแกรมยอย
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- Main Program for Case strong Coflow

   เปนโปรแกรมหลักที่ใชในการคํ านวณในกรณีของ Case A2, Case B2 และ Case C2 โดยภาย
  ในโปรแกรมหลักนี้จะมีการกํ าหนดคาคงที่ตางๆ  เพื่อใชคํ านวณตอไปโดยโปรแกรมยอย

- Subroutine Rang-Kutta order 4
   เปนโปรแกรมยอยที่ใชในการคํ านวณแกสมการ ODE โดยระเบียบวิธี Rang-Kutta order 4

- Subroutine Integrate by Simpson’s rule

   เปนโปรแกรมยอยที่ใชในการคํ านวณการหาคาการอินทิเกรตโดยระเบียบวิธี Simpson’s rule

สํ าหรับรายละเอียดตัวโปรแกรมที่ใชในการคํ านวณแสดงไดดังนี้

222



229

Main Program Case Nocoflow and Vary velocity ratio (Vr)
C******PROGRAM SIMILARITY CIRCULAR JET AND SWIRLING JET IN *******
C         CASE NOCOFLOW (U1=0) AND VARY VELOCITY RATION (Vr=U1/UM)
C
C            APPLY SUBROUTINE FOR PROGRAM
C          EQUATION FOR SECONDARY ORDER OF SETA-MOMENTUM
C                    AND THIRD ORDER OF X- MOMENTUM EQUATION)
C************************************************************************
C                                                           ETA  = N
C                                                F  = F
C               DF/DN  = P = F'
C              DP/DN  = Q = F''
C                                 G  = G
C             DG/DN  = A = G'
C                               F'/N  = T
C********************** *** SET UP CONDITION ***************************
C    MAIN PROGRAM
C                          ////DEFINE SW BUT DEFINE CF////
C
C
C********************** THIS PROGRAM IS MODIFLING  ********************
C**********  SUBROUTINE FOR CALCULATE RANK-KUTTA ORDER 4*********

PROGRAM SIMILARITY_JET
PARAMETER (NX=4101)
DIMENSION ETA(NX),F(NX),P(NX),Q(NX),A(NX),G(NX)
DIMENSION U(NX),W(NX),PESS(NX)
REAL INTEG
ETAMAX=10.0
H=0.01

C**************** DEFINE ERROR FOR  CALCULATION   ********************
                  EPSLON1=1.0E-2

EPSLON2=1.0E-3
MX=INT(ETAMAX/H)+1
MAX=MX

C****************  ITER1= ITERATION OF  PEAK G-EQATION ****************
C**************** ITER2= ITERATION OF  KB ******************************
C**************** ITER3= ITERATION OF CONSTRAN ***********************

ITER1MAX=200
                 ITER2MAX=200

ITER3MAX=200

ITER2=1
KBEAK=0.5
PEAK=1.0

C******************* SET UP SWIRL NUMBER (SW=WM/UM) ****************
SW=0.8

C****************** SET UP VELOCITY RATIO (CF=U1/UM) *****************
CF=1.0

C**************** SET CONSTANT C1,C2,C3,C5 FOR ODE *********************
C C1=Re(db/dx)
C C2=Re(b/um)(dum/dx)
C C3=Re(b/u1)(du1/dx)
C C5=Re(b/wm)(dwm/dx)
C            FOR CF AND SW IS DEFINED

C1=37.086
DC1=0.5

C************************************************************************
51                C1=C1+DC1
                    C2=-C1
                    C3=C2
                    C5=C2

ITER3=1
C************************************************************************
101 A0=0.6

DA0=0.2
ITER1=1

C******************** START ITERATION AT ETA=0.************************
C******************** SET UP BOUNDARY CONDITION *********************
1 I=1

ETA(1)=0.01
A0=A0+DA0

C******************** FIRST SET UP VALUE FOR ACALCULATION ***********
TOL1=0.0
TOL2=0.0
TOL3=0.0
TOL4=0.0
TOL5=0.0

C********** SET UP BOUNDARY CONDITION OF AXIAL EQUATION***********
F(1) = 0.0
P(1) = 0.01
Q(1) = 1.0

C********* SET UP BOUNDARY CONDITION OF TANGENTIAL EQUATION *****
G(1)=0.0

C********* GUESS A(0) UNTIL A(00)=0
A(1)=A0

C******************* APPLY RK-4 FORMULAR FOR ODE ********************
ETA0=ETA(1)

C************************************************************************
2 CALL INTEGATEG(I,MX,G,H,ETA0,ETAMAX,INTEG)

CALL RANK4(I,H,MX,INTEG,SW,CF,C1,C2,C3,C5,ETA,F,P,Q,G,A)

ETA(I+1)=ETA(1)+I*H
I=I+1
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IF (I.LT.MX ) GOTO 2
CONTINUE

C******************** SERACH LARGEST VALUE **************************
3 CALL BIGEST(MX,G,BIG)
C************************************************************************
C      LOOP ITERATION FOR APPROXIMATE BOUNDARY CONDITION
C      IS SATISFIED (G'(OO))

                     ERRORIT=ABS(BIG-PEAK)
IF (ERRORIT.LE.EPSLON1) GOTO 30
IF (((BIG.GT.PEAK).AND.(DA0.GT.0.)).OR.
*   ((BIG.LT.PEAK).AND.(DA0.LT.0.))) DA0=-DA0/2.
IF (ITER1.GE.ITER1MAX) GOTO 30
ITER1=ITER1+1
GOTO 1

30 CONTINUE

C*********  LOOP FOR CALCULATION INTEGRATION BY TRAPEZOIDAL *****
C************   I1=SUM1, I2=SUM2, I3=SUM3,  I4=SUM4,  I5=SUM5   ***********

CALL INTEGATE1(MX,P,H,SUM1)

CALL INTEGATE2(MX,P,ETA,H,SUM2)

CALL INTEGATE3(MX,P,G,ETA,H,SUM3)

CALL INTEGATE4(MX,G,ETA,H,SUM4)

CALL INTEGATE5(MX,G,ETA,H,SUM5)

C************** SET FOR LINEAR MOMENTUM CONSTRAINT ***************
                  C2N=-2*C1*(SUM1*CF+SUM2-SUM5*SW*SW)/
*                (3*SUM1*CF+2*SUM2-2*SUM5*SW*SW)

C************** SET FOR ANGULAR MOMENTUM CONSTRAINT *************
C C2N=-C1*(3*SUM3+3*SUM4*CF)/(2*SUM3+2*SUM4*CF)
C************************************************************************

DEL=ABS(C2-C2N)
C2=C2N
C3=C2
C5=C2
IF (DEL.LE.EPSLON2) GOTO 35
ITER3=ITER3+1
IF (ITER3.GT.ITER3MAX) GOTO 7
WRITE (*,87) DEL,C2,C1,ITER3

87 FORMAT ('  DEL =',1X,F8.5,2X,'C2=',1X,F12.6,2X,'(C1)=',1X,F12.6
     *         ,    2X,'ITER3 =',1X,I4)

GOTO 101
35 CONTINUE

C******************** ITERATION K **************************************
NUM=INT((1-ETA(1))/H)+1
PIG=P(NUM)/ETA(NUM)

                  ERRORIT2=ABS(PIG-KBEAK)
 IF (ERRORIT2.LE.EPSLON2) GOTO 97

IF (((PIG.GT.KBEAK).AND.(DC1.LT.0.)).OR.
*   ((PIG.LT.KBEAK).AND.(DC1.GT.0.))) DC1=-DC1/2.

                    IF (ITER2.GE.ITER2MAX) GOTO 97
ITER2=ITER2+1

                  WRITE(*,99) ERRORIT,ERRORIT2,C1,ITER2
99 FORMAT (' ERR K =',2X,F8.5,2X,'ERR PEAK =',2X,F8.5,

* 2X,'C1 =',2X,F10.5,2X,'ITER =',2X,I5)
GOTO 51

97 CONTINUE

C************************************************************************
C*********** CALCULATE U/UM AND W/WM *******************************
15                 DO 10 I=1,MX

U(I)=P(I)/ETA(I)
W(I)=G(I)

C*************************************************************************
                  SIGMA=0.0

FS=(G(I)*G(I))/ETA(I)
FN=(G(MX)*G(MX))/ETA(MX)

DO 121 J=I,MX
SIGMA=SIGMA+((G(J)*G(J))/ETA(J))

121 CONTINUE

PESS(I)=0.5*H*(2*SIGMA-FS-FN)

10 CONTINUE

C*********************************************************************
C********************** PRINT DATA RESULT  **************************
4 WRITE(8,11) SUM1,SUM2,SUM3,SUM4,SUM5
11 FORMAT(10X'I1=',2X,F8.4,8X,'I2=',2X,F8.4,8X,'I3=',2X,F8.4,8X,
     *           'I4=',2X,F8.4,8X,'I5=',2X,F8.4)

WRITE(8,12) SW,CF
12 FORMAT(10X,' SWIRL NUMBER =  ',F8.4 // 10X,' COFLOW  = ',F8.3)

WRITE(8,31) ITER1,ITER2,ITER3
31 FORMAT(10X' ITERATION1 OF SATIFY BC =',2X,I4 /,
     *           10X' ITERATION2 OF SATIFY BC =',2X,I4 /,
     *           10X' ITERATION3 OF SATIFY BC =',2X,I4)

WRITE(8,81) H,C1,C2,C3,C5
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81 FORMAT(10X,'H = ',2X,F13.5,10X,'C1 = ',2X,F13.5,10X,'C2 = ',F13.5,
     *           10X,'C3 = ',F13.5,10X,'C5 = ',F13.5)
C********************* PRINT DATA RESULT *****************************
  WRITE(8,5) ITER2
 5 FORMAT( 1H1,23X,24HNUMBER OF ITERATION   = ,I3 //
                  22X,3HETA,20X,
     *           1HF,20X,2HF*,20X,3HF**,20X,1HG,20X,2HG*

  Main Program for Case strong Coflow
C********** PROGRAM SIMILARITY JET IN  COFLOW STREAM ************
C
C    (MODIFY SUBROUTINE FOR INTEGRATION BY SIMPSON1/3 METHOD
C            APPLY SUBROUTINE FOR PROGRAM
C         (EQUATION FOR SECONDARY ORDER OF SETA-MOMENTUM
C            AND THIRD ORDER OF X-MOMENTUM EQUATION)

C*********************************************************************
C                                                     ETA  = N
C                                                                 F  = F
C                                  DF/DN  = P = F'
C                                 DP/DN  = Q = F''
C                                                 G  = G
C                                DG/DN  = A = G'
C                                             F'/N  = T
C************************** SET UP CONDITION *************************
C****************************** MAIN PROGRAM ************************
  PROGRAM SIMILARITY_JET

PARAMETER (NX=3101)
DIMENSION ETA(NX),F(NX),P(NX),Q(NX),A(NX),G(NX)
DIMENSION U(NX),W(NX),PESS(NX)
REAL INTEG
ETAMAX=10.0
H=0.01
MX=INT(ETAMAX/H)+1
MAX=MX

C*************** DEFINE ERROR FOR  CALCULATION   *********************
                  EPSLON1=1.0E-6

EPSLON2=1.0E-4
NU=1.4E-5
RHO=1.225
PI=22/7.

C************************************************************************
C ITER1MAX = MAX ITERATION OF PEAK
C ITER2MAX = MAX ITERATION OF BOUNDARY CONDITION K2
C ITER3MAX = MAX ITERATION OF K1

*           ,  20X,4HU/UM,20X,4HW/WM,20X,5HPRESS)
WRITE(8,6) (ETA(I),F(I),P(I),Q(I),G(I),A(I),U(I),W(I),PESS(I),

     *           I=1,MX,1)
6                FORMAT(22X,F8.4,8E19.7)
                  WRITE(*,*)  ' CONVERGE '
 7 STOP

END

ITER1MAX=200
                 ITER2MAX=200

ITER3MAX=200

ITER3=1
PEAK=1.0
KBEAK=0.5

C*************** SET CONSTANT C1,C2,C3,C4,C5 FOR ODE *******************
C
C     C1 = A = 0.5*Re(b/u1)(du1/dx)*(u1/um) + Re(db/dx)*(u1/um)
C     C2 = B = Re(b/u1)(du1/dx)*(u1/um) + Re(b/um)(dum/dx)*(u1/um)
C     C3 = C = Re(b/wm)(dwm/dx)*(u1/um) - 0.5Re(b/u1)(du1/dx)*(u1/um)
C     C4 = Re(db/dx)*((wm/um)**2)
C     C5 = Re(b/wm)(dwm/dx)*((wm/um)**2)
C
C                              FOR C1 AND C4 IS DEFINED

C1=3.79375
DC1=0.00002

C***********************************************************************
52 ITER2=1
                  C1=C1+DC1

C3=-3*C1
                  C4=0.9
                  C2=-2*C1

C5=-3*C4

C********************** ASSUME WEAK SWIRLING JET *******************
51 A0=0.6

DA0=0.2
ITER1=1

C************** SET INITIAL VALUE FOR CALCULATION ******************

DO 200 N=1,MX
G(N)=0.0

200 CONTINUE

C******************  START ITERATION AT ETA=0.  ***********************
C******************  SET UP BOUNDARY CONDITION  *********************
  1 I=1

ETA(1)=0.01
A0=A0+DA0
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C********** SET UP BOUNDARY CONDITION OF AXIAL EQUATION *********
F(1) = 0.0
P(1) = 0.01
Q(1) = 1.0

C****** SET UP BOUNDARY CONDITION OF TANGENTIAL EQUATION *******
G(1)=0.0

C****************** GUESS A(0) UNTIL A(00)=0  ***************************
A(1)=A0

C***************** APPLY RK-4 FORMULAR FOR ODE *********************
C                                        APPLY SUBROUTINE INTEGRATION
C**************** INTEGRATIN FOR G BY TRAPEZOIDAL RULE ************
C

ETA0=ETA(1)
2 CALL INTEGATEG(I,MX,G,H,ETA0,ETAMAX,INTEG)

C***********************************************************************
CALL RANK4(I,H,MX,INTEG,C1,C2,C3,C4,C5,ETA,F,P,Q,G,A)
ETA(I+1)=ETA(1)+I*H
I=I+1
IF (I.LT.MX) GOTO 2
CONTINUE

C******************** SERACH LARGEST VALUE *************************
3 CALL BIGEST(MX,G,BIG)
C***********************************************************************
C            LOOP ITERATION FOR APPROXIMATE BOUNDARY CONDITION
C            IS SATISFIED (G'(OO))

                     ERRORIT1=ABS(BIG-PEAK)
IF (ERRORIT1.LE.EPSLON1) GOTO 30
IF (((BIG.GT.PEAK).AND.(DA0.GT.0.)).OR.
*   ((BIG.LT.PEAK).AND.(DA0.LT.0.))) DA0=-DA0/2.
IF (ITER1.GE.ITER1MAX) GOTO 30
ITER1=ITER1+1
GOTO 1

30 CONTINUE

C***********  LOOP FOR CALCULATION INTEGRATION BY TRAPEZOIDAL ****
C**********   I1=SUM1, I2=SUM2, I3=SUM3,  I4=SUM4,  I5=SUM5   *************

CALL INTEGATE1(MX,P,H,SUM1)

CALL INTEGATE2(MX,P,ETA,H,SUM2)

CALL INTEGATE3(MX,P,G,ETA,H,SUM3)

CALL INTEGATE4(MX,G,ETA,H,SUM4)

CALL INTEGATE5(MX,G,ETA,H,SUM5)

C******************** (CF <>0) ,CHECK ONE EQUATION ONLY  ***************

TEM1=SUM5/SUM1
TEM2=2*C5+2*C4
TEM3=-2*C1

C2N=(TEM1*TEM2)+TEM3
ERRORIT2=ABS(C2-C2N)

C2=C2N

C********** CHECK CONVERSE OF ITERATION OF (CONSTANT C) ***********
C IF(ITER2.GE.ITER2MAX) GOTO 15

WRITE(*,24) ITER1,ITER2,ERRORIT2
24 FORMAT(' ITER1PEAK = ',I3,7X,' ITER2K2 = ',I3,5X,'ERRK2 = ',
     *           F10.6)

C****************** GOTO 15 FOR WITHOUT U1 *************************
IF(ITER2.GE.ITER2MAX) GOTO 15

C*********************************************************************
C IF(ITER2.GE.ITER2MAX) GOTO 7

ITER2=ITER2+1
C IF((ERROR1.GT.EPSLON2).OR.(ERROR2.GT.EPSLON2)) GOTO 51

IF (ERRORIT2.GT.EPSLON2) GOTO 51

C************************** ITERATION K1 ****************************
                    NUM=INT((1-ETA(1))/H)+1
 PIG=P(NUM)/ETA(NUM)

                     ERRORIT3=ABS(PIG-KBEAK)
 IF (ERRORIT3.LE.EPSLON2) GOTO 97

IF (((PIG.GT.KBEAK).AND.(DC1.LT.0.)).OR.
*   ((PIG.LT.KBEAK).AND.(DC1.GT.0.))) DC1=-DC1/2.

                    IF (ITER3.GE.ITER3MAX) GOTO 97
ITER3=ITER3+1

                     WRITE(*,99) ERRORIT1,ERRORIT2,ERRORIT3,C1
99 FORMAT ('  ERRPEAK =',2X,F8.5,3X,'ERRK2 =',2X,F8.5,

* 3X,'  ERRK1 =',2X,F8.5,2X,'C1 =',2X,F8.5)
WRITE(*,100) ITER3

100 FORMAT('  ITER K1 =',I3)
GOTO 52

97 CONTINUE

C****** CALCULATE U/UM AND W/WM AND PRESSURE DISTRIBUTION *****
15    DO 10 I=1,MX

U(I)=P(I)/ETA(I)
W(I)=G(I)
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C***********************************************************************

                  SIGMA=0.0
FS=(G(I)*G(I))/ETA(I)
FN=(G(MX)*G(MX))/ETA(MX)

DO 121 J=I,MX
SIGMA=SIGMA+((G(J)*G(J))/ETA(J))

121 CONTINUE

PESS(I)=0.5*H*(2*SIGMA-FS-FN)

10 CONTINUE

C************************************************************************
C********************* PRINT HEADLINE DATA RESULT  *******************
4 WRITE(8,11) SUM1,SUM2,SUM3,SUM4,SUM5
11 FORMAT(10X'I1=',2X,F10.5,8X,'I2=',2X,F10.5,8X,'I3=',2X,F10.5,8X,
     *           'I4=',2X,F10.5,8X,'I5=',2X,F10.5)

WRITE(8,31) ITER1
31 FORMAT(10X' ITERATION OF SATIFY BC OF G = ',2X,I3)

WRITE(8,81) C1,C2,C3,C4,C5

Subroutine Rang-Kutta order 4
C****************SUBROUTINE RANG-KUTTA ORDER 4 ********************
                SUBROUTINE  RANK4(I,H,MX,INTEG,SW,CF,C1,C2,C3,C5,ETA,F,P,Q,G,A)
DIMENSION ETA(MX),F(MX),P(MX),Q(MX),A(MX),G(MX)

REAL INTEG
EXTERNAL FUNC1,FUNC2,FUNC3,FUNC4,FUNC5

D1F = H*FUNC1(P(I))
                 D1P = H*FUNC2(Q(I))

D1Q = H*FUNC3(F(I),P(I),Q(I),G(I),A(I),ETA(I),C1,C2,C3,C5,SW,CF,
*      INTEG)
D1G = H*FUNC4(A(I))
D1A = H*FUNC5(F(I),P(I),G(I),A(I),ETA(I),C1,C2,C3,C5,CF)

Z=ETA(I)+0.5*H

FF=F(I)+0.5*D1F
PP=P(I)+0.5*D1P
QQ=Q(I)+0.5*D1Q
GG=G(I)+0.5*D1G
AA=A(I)+0.5*D1A

D2F=H*FUNC1(PP)
D2P=H*FUNC2(QQ)
D2Q=H*FUNC3(FF,PP,QQ,GG,AA,Z,C1,C2,C3,C5,SW,CF,INTEG)
D2G=H*FUNC4(AA)
D2A=H*FUNC5(FF,PP,GG,AA,Z,C1,C2,C3,C5,CF)

81 FORMAT(10X,'C1 =  ',F10.5,10X,'C2 = ',F10.5,10X,'C3 = ',F10.5,
     *           10X,'C4 = ',F10.5,10X,'C5 = ',F10.5)

C***********************  PRINT DATA RESULT   ***************************

  WRITE(8,5) ITER2
 5 FORMAT( 1H1,23X,24HNUMBER OF ITERATION   = ,I3 // 22X,3HETA,17X,
     *           1HF,17X,2HF*,17X,3HF**,17X,1HG,17X,2HG*
     *           ,  17X,4HU/UM,17X,4HW/WM,17X,3HWAX,17X,4HWTAN)

WRITE(8,6) (ETA(I),F(I),P(I),Q(I),G(I),A(I),U(I),W(I),PESS(I),
     *            I=1,MX,1)
 6                FORMAT(22X,F8.4,8F14.7)

C*********** CALCULATE GROWTH RATE AND VELOCITY DECAY **********
C
C SET FOR NOT CALCULATE GROWTH RATE AND VELOCITY DECAY

GOTO 7

C************************   END PROGRAM     *****************************
 7 STOP

END

Z=ETA(I)+0.5*H
 FF=F(I)+0.5*D2F

PP=P(I)+0.5*D2P
QQ=Q(I)+0.5*D2Q
GG=G(I)+0.5*D2G
AA=A(I)+0.5*D2A

 D3F=H*FUNC1(PP)
 D3P=H*FUNC2(QQ)

D3Q=H*FUNC3(FF,PP,QQ,GG,AA,Z,C1,C2,C3,C5,SW,CF,INTEG)
D3G=H*FUNC4(AA)
D3A=H*FUNC5(FF,PP,GG,AA,Z,C1,C2,C3,C5,CF)

Z=ETA(I)+H
  FF=F(I)+D3F

PP=P(I)+D3P
QQ=Q(I)+D3Q
GG=G(I)+D3G
AA=A(I)+D3A

D4F=H*FUNC1(PP)
  D4P=H*FUNC2(QQ)

D4Q=H*FUNC3(FF,PP,QQ,GG,AA,Z,C1,C2,C3,C5,SW,CF,INTEG)
D4G=H*FUNC4(AA)
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D4A=H*FUNC5(FF,PP,GG,AA,Z,C1,C2,C3,C5,CF)

F(I+1)=F(I)+(D1F+2.*D2F+2.*D3F+D4F)/6.
                  P(I+1)=P(I)+(D1P+2.*D2P+2.*D3P+D4P)/6.
                 Q(I+1)=Q(I)+(D1Q+2.*D2Q+2.*D3Q+D4Q)/6.

                Subroutine Integrate by Simpson’s rule

C************************************************************************
SUBROUTINE INTEGATEG(I,MX,G,H,ETA0,ETAMAX,INTEG)
 DIMENSION  G(MX)

REAL INTEG

                  SUM=0.0
ETAI=ETA0+(I-1)*H

DO 77 J=I,MX
ZZ=ETA0+(J-1)*H

 SUM=SUM+((G(J)*G(J))/ZZ)
77 CONTINUE

FX0=(G(I)*G(I))/ETAI
FXN=(G(MX)*G(MX))/ETAMAX

  INTEG=(2*SUM-FX0-FXN)*H/2
RETURN
END

C******************** SUBROUTINE LARGEST VALUE **********************
SUBROUTINE BIGEST(MX,G,BIG)
DIMENSION G(MX)
BIG=G(1)
DO 150 J=1,MX-1
SECH=(BIG-G(J+1))
IF (SECH.LT.0.) BIG=G(J+1)

  150          CONTINUE
RETURN
END

C************************************************************************
                  SUBROUTINE INTEGATE1(MX,P,H,SUM1)

DIMENSION  P(MX)
                  SUM=0.0

DO 14 I=2,MX-1,2
SUM=SUM+P(I)

14 CONTINUE

 SUMF=0.0
DO 141 I=3,MX-2,2
SUMF=SUMF+P(I)

                  G(I+1)=G(I)+(D1G+2.*D2G+2.*D3G+D4G)/6.
                  A(I+1)=A(I)+(D1A+2.*D2A+2.*D3A+D4A)/6.

RETURN
EN

141 CONTINUE

FX0=P(1)
                     FXN=P(MX)
  SUM1=(FX0+FXN+4*SUM+2*SUMF)*H/3

RETURN
END

C************************************************************************
SUBROUTINE INTEGATE2(MX,P,ETA,H,SUM2)
DIMENSION  P(MX),ETA(MX)

                     SUM=0.0

DO 15 I=2,MX-1,2
SUM=SUM +(P(I)**2/ETA(I))

15 CONTINUE

SUMF=0.0
DO 151 I=3,MX-2,2
SUMF=SUMF+(P(I)**2/ETA(I))

151 CONTINUE

FX0=(P(1)**2/ETA(1))
                     FXN=(P(MX)**2/ETA(MX))
  SUM2=(FX0+FXN+4*SUM+2*SUMF)*H/3

RETURN
END

C************************************************************************
SUBROUTINE INTEGATE3(MX,P,G,ETA,H,SUM3)

 DIMENSION  P(MX),G(MX),ETA(MX)
                    SUM=0.0

DO 16 I=2,MX-1,2
SUM=SUM+(P(I)*G(I)*ETA(I))

16 CONTINUE

SUMF=0.0
DO 161 I=3,MX-2,2
SUMF=SUMF+(P(I)*G(I)*ETA(I))

161 CONTINUE

FX0=P(1)*G(1)*ETA(1)
                  FXN=P(MX)*G(MX)*ETA(MX)
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  SUM3=(FX0+FXN+4*SUM+2*SUMF)*H/3
RETURN
END

C********************************************************
SUBROUTINE INTEGATE4(MX,G,ETA,H,SUM4)

 DIMENSION  G(MX),ETA(MX)
                  SUM=0.0

DO 17 I=2,MX-1,2
SUM=SUM+(G(I)*ETA(I)*ETA(I))

17 CONTINUE

SUMF=0.0
DO 171 I=3,MX-2,2
SUMF=SUMF+(G(I)*ETA(I)*ETA(I))

171 CONTINUE

FX0=G(1)*ETA(1)*ETA(1)
                  FXN=G(MX)*ETA(MX)*ETA(MX)
  SUM4=(FX0+FXN+4*SUM+2*SUMF)*H/3

RETURN
END

C*****************************************************************************
            Function (f, f’, f’’, g, g’)
C********************** SET FUNCTION FOR ODE **************************
                 FUNCTION FUNC1(PP)

FUNC1=PP
RETURN
END

C************************************************************************
FUNCTION FUNC2(QQ)

FUNC2=QQ
RETURN
END

C***********************************************************************
C******* SET CONSTANT AND SWIRL NUMBER FOR CALCULATION ********

FUNCTION FUNC3(FF,PP,QQ,GG,AA,Z,C1,C2,C3,C5,SW,CF,INTEG)
C   
C  INTEG=INTEGRAL OF G
C

   REAL INTEG
                     TEM1=(QQ/Z)-(PP/Z**2)

TEM2=C1*(SW**2)*Z*GG*GG
TEM3=-2*C5*(SW**2)*INTEG*Z
TEM4=(C2/Z)*PP*PP
TEM5=(C2+2*C1)*FF*PP/(Z**2)
TEM6=-(C2+2*C1)*QQ*(FF/Z)
TEM7=-(0.5*CF*C3+CF*C1)*QQ*Z

C*****************************************************************************
                    SUBROUTINE INTEGATE5(MX,G,ETA,H,SUM5)
                    DIMENSION  G(MX),ETA(MX)
                    SUM=0.0

DO 18 I=2,MX-1,2
SUM=SUM+(G(I)*G(I)*ETA(I))

18 CONTINUE

SUMF=0.0
DO 181 I=3,MX-2,2
SUMF=SUMF+(G(I)*G(I)*ETA(I))

181 CONTINUE

FX0=G(1)*G(1)*ETA(1)
                     FXN=G(MX)*G(MX)*ETA(MX)
  SUM5=0.5*(FX0+FXN+4*SUM+2*SUMF)*H/3

RETURN
END

C***********************************************************************

TEM8=(1.5*CF*C3+CF*C1+CF*C2)*PP

FUNC3=TEM1+TEM2+TEM3+TEM4+TEM5+TEM6+TEM7+TEM8
RETURN
END

C****************************************************************************
FUNCTION FUNC4(AA)
FUNC4=AA
RETURN
END

C********* SET CONSTANT FOR CALCULATION *********************************
FUNCTION FUNC5(FF,PP,GG,AA,Z,C1,C2,C3,C5,CF)
TEM1=-(AA/Z)+(GG/Z**2)
TEM2=-(2*C1+C2)*(AA*FF/Z)
TEM3=-(0.5*CF*C3+CF*C1)*AA*Z
TEM4=(CF*C5-0.5*CF*C3)*GG
TEM5=(C1+C5)*(GG*PP/Z)
TEM6=-(2*C1+C2)*(GG*FF/Z**2)

FUNC5=TEM1+TEM2+TEM3+TEM4+TEM5+TEM6
RETURN
END

C***************************************************************************
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