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คําอธิบายสัญลักษณ

 A เมตริกซยาโคบี (Jacobian matrix) ของ E หรือ F เทียบกับ U

 c ความเร็วของเสียง (speed of sound)

 oc คาความเร็วเสียงอางอิงที่ระดับความดันบรรยากาศ

Cp คาความรอนจําเพาะที่ความดันคงที่

Cv คาความรอนจําเพาะที่ปริมาตรคงที่

dpi คาระยะหางของจุดตอ (nodal spacing value)

 e พลังงานภายใน

 E เวกเตอรของปริมาณฟลักซแบบไมหนืด (inviscid flux) ในทิศแกน x

F เวกเตอรของปริมาณฟลักซแบบไมหนืดในทิศแกน y

nF
~ ปริมาณฟลักซแบบเชิงเลข

 g แรงโนมถวงโลก

 h  คาเอนทัลป (enthalpy)

 H คาเอนทัลปรวม (total enthalpy)

 J เวกเตอรของแรงเนื่องจากน้ําหนักในทิศแกน y

 M เมตริกซการแปลง (transformation matrix) จากตัวแปรเชิงอนุรักษ

 เปนตัวแปรปฐมภูมิ

m มวล
 n̂ เวกเตอรหนึ่งหนวย  ในทิศทางตั้งฉากกับดานของเอลิเมนต
nx, ny ทิศทางโคไซน (direction cosine) ของเวกเตอร  n̂  ในแนวแกน x และ y  ตามลําดับ

p ความดัน

 op   คาความดันอางอิงที่ระดับความดันบรรยากาศ

 pc จุดศูนยถวงของเอลิเมนตสามเหลี่ยม

R คาคงที่ของกาซ (Gas constant)
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คําอธิบายสัญลักษณ (ตอ)

T อุณหภูมิ

t เวลา

 U เวกเตอรของตัวแปรอนุรักษ (conservation variables)

 nU เวกเตอรความเร็วที่ตั้งฉากกับขอบเอลิเมนตที่กําลังพิจารณา

u ความเร็วในแนวแกน x

v ความเร็วในแนวแกน y

 V
r ความเร็วในรูปของเวกเตอร

 tV   เวกเตอรความเร็วที่ขนานกับขอบเอลิเมนตที่กําลังพิจารณา

Γ ขอบของการไหล

Ω โดเมนของการไหล

γ อัตราสวนของคาความรอนจําเพาะที่ความดันคงที่ ตอปริมาตรคงที่

 ε พลังงานรวม (total energy)

ρ ความหนาแนน

 oρ คาความหนาแนนอางอิงที่ระดับความดันบรรยากาศ

σ ความเคนในแนวตั้งฉาก (normal stress)

τ ความเคนเฉือน (shear stress)

 δ ความยาวของดานรวมของเอลิเมนต

λ คาเจาะจง (Eigenvalue) ของ A

Λ เมตริกซทแยงของคาเจาะจงของ A

α คาสัมประสิทธิ์อัลฟา สําหรับการสรางจุดตอภายในโดเมน

β คาสัมประสิทธิ์เบตา สําหรับการสรางจุดตอภายในโดเมน



บทที่  1
บทนํา

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา

การศึกษาถึงผลกระทบของการระเบิดใตน้ําที่มีตอโครงสรางของทองเรือเปนการ
ศึกษาเชิงประยุกต  โดยการนําเอาทฤษฎีทางดานกลศาสตรของของไหล มาประยุกตรวมกับ
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (finite element method)  เพื่อทําการคํานวณเพื่อแสดงลักษณะการ
เกิดคลื่นช็อก (shock wave)  อันเนื่องมาจากแรงกดดันของการระเบิดใตน้ํา  โดยผลจากพลังงาน
ของคลื่นช็อกจะทําใหเกิดการกระจายของแรงดัน (pressure) บนโครงสรางทองเรือ  ซึ่งจะทําให
เกิดความเครียดอันจะนําไปสูการเสียหายของโครงสรางทองเรือ  ดังนั้นการศึกษาเชิงประยุกตนี้จะ
ชวยในการพยากรณภาระการรับแรง  และความนาจะเปนของลักษณะการเกิดความเสียหายของ
โครงสรางทองเรืออันเนื่องมาจากพลังงานของคลื่นช็อก นอกจากนี้ยังกอใหเกิดประโยชนทางวิชา
การเปนอยางมาก  ในดานการพัฒนาอัลกอริทึมสําหรับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ (adaptive remeshing)   ดวยวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน (Delaunay 
triangulation) โดยการประยุกตเทคนิคการแบงเอลิเมนตสามเหลี่ยมใหมีขนาดเล็กลง 
(refinement)   และสามารถควบคุมอัตราสวนระหวางความยาวดานที่ยาวที่สุดและดานตั้งฉาก
ของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่นอยที่สุด (aspect ratio)  ซึ่งการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่สามารถ
ปรับตัวได  สามารถที่จะนําไปประยุกตใชไดกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต สําหรับการคํานวณ
ดานกลศาสตรของแข็ง  การถายเทความรอน  และกลศาสตรของไหล  โดยในการศึกษานี้จะนํามา
ประยุกตกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัลกอริทึมอัปวินดเซลลเซนเตอร (upwind cell-centered) 
สําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ  และวิธีการเลือกชวงเวลาแบบชัดแจง (explicit time-
stepping)  สําหรับการคํานวณปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งใน
สภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัว (steady state and unsteady state high-speed inviscid 
compressible flows)  ซึ่งถูกควบคุมโดยระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส

สุดทายจะนําเอาผลการศึกษาเชิงทฤษฎีและเชิงประยุกตดังกลาว  มาใชในการ
พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรสําเร็จรูปที่สามารถนําไปใชแกปญหาในลักษณะเดียวกันแตมีเงื่อนไข
ขอบเขต (boundary conditions) หรือขอบเขตของโดเมนที่แตกตางกัน  โดยโปรแกรม
คอมพิวเตอรที่ไดเปนโปรแกรมที่สามารถสรางรูปทรงทางเรขาคณิตซับซอนของปญหา  และ
ขอบเขตของโดเมนแบบปฏิสัมพันธในโหมดกราฟก (interactive computer graphics)   แกระบบ
สมการของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  และแสดงผลลัพธในรูปแบบกราฟกที่หลาก
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หลาย  ซึ่งจะมีประโยชนอยางมากตอการนําไปใชในทางปฏิบัติ  และสามารถที่จะพัฒนาตอเพื่อ
ชวยในการพัฒนาเทคโนโลยีการคํานวณสําหรับภาคอุตสาหกรรมอื่นๆไดตอไป

1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย

1.2.1 ศึกษาระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสในระนาบสองมิติ  สําหรับปญหา
การไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว (unsteady state 
high-speed compressible flows)

1.2.2 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร (upwind cell-centered 
finite element)  สําหรับระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส

1.2.3 ประยุกตวิธีการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน (Delaunay Triangulation)  สําหรับการ
แบงโดเมนของปญหาการไหลในระนาบสองมิติ

1.2.4 พัฒนาระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive remeshing) ในระนาบ
สองมิติ  ภายใตแนวคิดของวิธีการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน

1.2.5 ปรับปรุงผลลัพธของระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  โดยการประยุกตใช
งานรวมกับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ

1.2.6 สรางโปรแกรมคอมพิวเตอรชวยในการสรางโดเมน การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมโดย
อัตโนมัติ  และการแสดงผลลัพธในรูปแบบกราฟก เชน  การแสดงผลความสัมพันธ
แบบ x-y (XY plot)  การแสดงผลเสนชั้น (contour plot)  เปนตน  โดยโปรแกรม
คอมพิวเตอรที่ไดจะทํางานแบบปฏิสัมพันธในโหมดกราฟก (interactive computer 
graphic program)  และนําโปรแกรมที่ไดมาใชในการวิเคราะหปญหาการไหล

1.3 ขอบเขตของการวิจัย

ขอบเขตของการศึกษาที่สอดคลองกับวัตถุประสงคขางตน  มีดังตอไปนี้
1.3.1 ศึกษาระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสในระนาบสองมิติ  สําหรับปญหา

การไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว  และระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร

1.3.2 ศึกษาวิธีการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน (Delaunay Triangulation) และระเบียบวิธี
ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive remeshing) ในระนาบสองมิติ

1.3.3 สรางโปรแกรมคอมพิวเตอรชวยในการสรางโดเมน  การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม
โดยอัตโนมัติ  และการแสดงผลลัพธในรูปแบบกราฟก เชน  การแสดงผลความ
สัมพันธแบบ x-y (XY plot)  การแสดงผลเสนชั้น (contour plot)  เปนตน  โดย
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โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดจะทํางานแบบปฏิสัมพันธในโหมดกราฟก (interactive 
computer graphic program)  เพื่อนําไปวิเคราะหปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมี
การอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัวทั้งสําหรับของไหลที่เปนอากาศและน้ําทะเล

1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ

1.4.1 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร  สําหรับระบบสมการเชิง
อนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสในระนาบสองมิติ  สําหรับปญหาการไหลแบบไมหนืดแต
มีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว

1.4.2 สามารถนําเอาระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  มาใชในการแกปญหา
การไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัวในระนาบสองมิติ  
โดยการประยุกตเขากับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร

1.4.3 สามารถประยุกตวิธีการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน (Delaunay Triangulation)  และ
พัฒนาระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติในระนาบสองมิติ  และสามารถที่
จะนํามาประยุกตใชกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร

1.4.4 ทําใหเกิดการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรในลักษณะของโปรแกรมสําเร็จรูป 
(application)  ที่สามารถนําไปใชแกไขปญหาที่มีรูปรางหรือเงื่อนไขขอบเขตที่แตก
ตางกันได  ซึ่งโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดสามารถที่จะชวยลดเวลาการสรางโมเดลที่มี
ความซับซอนไดมาก

1.4.5 สามารถที่จะพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรอยางตอเนื่อง  เพื่อใหสามารถนําไปใชใน
เชิงพาณิชย

1.4.6 ลดการพึ่งพาโปรแกรมสําเร็จรูปจากตางประเทศ

1.5 วิธีดําเนินการวิจัย

1.5.1 ศึกษาหลักการและทฤษฎีที่เกี่ยวของกับวิทยานิพนธ
1.5.2 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อทดสอบ  การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนโดย

อัตโนมัติ
1.5.3 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอร  สําหรับการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

อัปวินดเซลลเซนเตอรสําหรับของไหลที่เปนอากาศ
1.5.4 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอร  สําหรับการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

อัปวินดเซลลเซนเตอรสําหรับของไหลที่เปนน้ําทะเล
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1.5.5 ทดสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นมา  ดวยการเปรียบ
เทียบผลลัพธที่ไดกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง

1.5.6 ประดิษฐโปรแกรมดานคอมพิวเตอรกราฟก  เพื่อรวมโปรแกรมที่ไดจากขั้นตอนขางตน
เขาดวยกัน

1.5.7 ประยุกตโปรแกรมสําหรับการแกปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็ว
สูงในสภาวะคงตัวและไมคงตัว

1.5.8 จัดทํารายงานเพื่อนําเสนอ และสรุปผล



บทที่  2
เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ

งานวิจัยฉบับนี้มีความเกี่ยวของกับแนวความคิดทางทฤษฎีสองประการหลัก ๆ 
ดังนี้  ประการที่หนึ่ง ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร (upwind cell-centered) 
สําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ  และวิธีการเลือกชวงเวลาแบบชัดแจง (explicit time-
stepping)  สําหรับการคํานวณปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง (high-
speed inviscid compressible flows)   ประการที่สองการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน
(Delaunay triangulation)  และระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive meshing 
technique)  โดยมีแนวคิดพื้นฐานโดยสังเขปดังตอไปนี้

2.1 แนวคิดและทฤษฎีเกี่ยวกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร

สําหรับปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว  
จะถูกควบคุมโดยระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  ซึ่งสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบ
อนุรักษ (conservation form) ไดดังนี้
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∂ (2.1)

โดย { } U  หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรอนุรักษ (conservation variables) ดังนี้
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ρ  หมายถึง คาความหนาแนน u  และ v  หมายถึง คาความเร็วในแนวแกน x และ y ตามลําดับ 
และ ε  หมายถึง คาพลังงานรวม (total energy)  สวน { }E  และ { }F  หมายถึง เวกเตอรของ
ปริมาณฟลักซแบบไมหนืด (inviscid flux) ในทิศแกน x และ y ตามลําดับ  ดังนี้
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p  หมายถึง คาความดัน และ { }J  หมายถึง เวกเตอรของแรงและพลังงานเนื่องจากน้ําหนักในทิศ
แกน x และ y ตามลําดับ  ดังตอไปนี้

{ }
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


















+

=

yx

y

x

vfufρ
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J (2.4)

xf  และ yf  หมายถึงแรงเนื่องจากน้ําหนักในทิศแกน x และ y ตามลําดับ  สําหรับพลังงานรวม 
(total energy)  จะประกอบดวยพลังงานภายใน (internal energy) e และพลังงานจลน (kinetic 
energy)  ดังนี้

2
vueε

22 +
+= (2.5)

การประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนต  โดยการประยุกตใชระเบียบวิธีอัปวินดเซลล
เซนเตอร (upwind cell-centered)  จะใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ  [1,2]  และเขียน
สมการ (2.1) ใหอยูในรูปอินทิกรัลบนเอลิเมนต [3]  โดย Ω  หมายถึงพื้นที่ของเอลิเมนต ดังนี้
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เมื่อทําการประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (method of weighted 
residuals) และประยุกตทฤษฎีบทของเกาส (Gauss theorem) เขากับสมการ (2.6)  ก็จะทําใหได
สมการไฟไนตเอลิเมนตระเบียบวิธีอัปวินดเซลลเซนเตอร  สําหรับปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมี
การอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว  ดังนี้
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โดย [ ]I  หมายถึง เมตริกซเอกลักษณขนาด 4x4  สวน iδ  หมายถึง ความยาวของดานลําดับที่ i 
ของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  และ { }G  หมายถึง ปริมาณฟลักซแบบไมหนืดเฉลี่ย ดังนี้

{ } ( )[ ]n
L

1n
R

n
iL

1n
iR UU AGG

2
1G −−+= ++ (2.8)



7

สวน A  หมายถึง คาดีเทอรมิแนนทของเมตริกซยาโคบี (Jacobian matrix)  ดังจะไดกลาวราย
ละเอียดทั้งสําหรับกรณีที่ของไหลเปนอากาศและน้ําทะเลในบทถัดไป

2.2 แนวคิดและทฤษฎีเกี่ยวกับการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน

การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ใชในวิทยานิพนธฉบับนี้  จะอางอิง
จากงานวิจัยของ Weatherill, et. al. [4]  และ Karamete, et. al. [5]   โดยไดนําเสนอเทคนิคการ
สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีคุณสมบัติเดอลอนเน  ซึ่งเปนสามเหลี่ยมที่มีลักษณะใกลเคียงกับ
สามเหลี่ยมดานเทามากที่สุดเมื่อเปรียบเทียบกับสามเหลี่ยมที่สรางดวยวิธีอ่ืน [6]  และวิธีการ
แทรกจุดตอภายในโดเมนเพื่อแบงขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมใหเล็กลง  โดยแนวคิดทั้งสอง
สามารถที่จะทําการแบงโดเมนออกเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมไดตามที่ตองการ  โดยสามารถใชได
ทั้งกรณีที่เปนโดเมนอยางงายและโดเมนที่รูปรางซับซอน

แนวคิดโดยสรุปของการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีคุณสมบัติเดอลอนเน  ก็คือ
การเลือกเชื่อมตอเสนตรงระหวางจุดตอสองจุดที่กําหนด  เพื่อใหเกิดเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่จะตอง
ไมมีจุดตอใดๆของเอลิเมนตสามเหลี่ยมอยูภายในวงกลมที่ลอมรอบสามเหลี่ยมนั้นๆ  หรืออีกนัย
หนึ่งสามารถกลาวไดวาเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีคุณสมบัติเดอลอนเน  หมายถึงเอลิเมนต
สามเหลี่ยมที่ผานคุณสมบัติ Empty circumcircle [5,6] เทานั้น

สวนแนวคิดโดยสรุปของวิธีการแทรกจุดตอภายในโดเมน  จะทําการแทรกลงตรง
ตําแหนงจุดศูนยถวง (centroid) ของสามเหลี่ยมที่ผานการทดสอบคาสัมประสิทธิ์อัลฟา (alpha 
test) และเบตา (beta test)  โดยคาสัมประสิทธิ์ทั้งสองจะใชในการควบคุมความหนาแนนของ
จํานวนสามเหลี่ยมซึ่งจะมีผลตอรูปรางของสามเหลี่ยม  และควบคุมความสม่ําเสมอของการสราง
สามเหลี่ยมโดยการตรวจสอบระยะหางจากจุดตอที่ถูกแทรกในครั้งที่ผานมาตามลําดับ  การผสม
ผสานระหวางคาสัมประสิทธิ์ทั้งสองจะสงผลตอรูปราง  ขนาดและจํานวนของสามเหลี่ยมที่ถูก
สรางขึ้นมาทั้งหมด

สําหรับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive remeshing 
technique)  ที่ใชในวิทยานิพนธฉบับนี้  เปนเทคนิคที่คิดขึ้นมาใหมโดยอาศัยแนวคิดพื้นฐานมา
จากอัลกอลิทึมเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  ผสมผสานกับแนวคิดของการเลือกตัวชี้วัดคา
ความผิดพลาด (error indicator) [2,7]   ซึ่งคาที่ไดจะใชเปนตัวกําหนดขนาดของเอลิเมนต
สามเหลี่ยมที่จะถูกสรางในการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติคร้ังถัด ๆ ไป  ซึ่งเปนวิธีการสราง
เอลิเมนตสามเหลี่ยมขึ้นมาใหมทั้งหมด  จากขอมูลของเอลิเมนตสามเหลี่ยมในครั้งที่ผานมา  และ
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สงผลใหเกิดเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดเล็กจํานวนมากในบริเวณที่เกิดคลื่นช็อก  และเอลิเมนต
สามเหลี่ยมขนาดใหญในบริเวณอื่น ๆ ที่เหลือ

2.3 เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ

การศึกษานี้เปนการศึกษาในลักษณะของเชิงประยุกต ดังนั้น  จึงไดทําการศึกษา
จากบทความในวารสารที่ใหความรูในเชิงทฤษฎีที่สามารถนํามาประยุกตใชกับงานวิจัย  โดยองค
ความรูที่ทําการศึกษาจากบทความในวารสาร  สามารถแบงออกไดเปนสองกลุม  ดังนี้  กลุมที่หนึ่ง
เกี่ยวกับการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร (upwind cell-
centered)  สําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ และวิธีการเลือกชวงเวลาแบบชัดแจง 
(explicit time-stepping)  สําหรับการคํานวณปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่
ความเร็วสูง (high-speed compressible flows)  และการเลือกตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด
(error indicator)  สวนกลุมที่สองเกี่ยวกับการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยวิธีเดอลอนเน  และ
ระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive remeshing technique)  ดังตอไปนี้

Roe [8]  ไดทําการศึกษาวิธีการคํานวณเชิงตัวเลขสําหรับปญหาที่ถูกควบคุมดวย
สมการเชิงอนุพันธยอยออยเลอรในรูปแบบไฮเปอรโบลิก (hyperbolic) โดยการทดสอบความถูก
ตองกับปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ (shock in a tube)  หรือปญหาไลแมนน (Riemann 
problem)  โดยในเอกสารไดนําเสนอใหเขียนสมการเชิงอนุพันธยอยออยเลอรใหอยูในรูปแบบของ
เวกเตอรพารามิเตอร (parameter vector) ประกอบกับสมการสถานะของกาซ (Gas equation of 
state) ก็จะทําใหสามารถหาคาเมตริกซยาโคบี (Jacobian matrix) ซึ่งสามารถนําไปใชในการแก
ปญหาตอไป  โดยการประยุกตเขากับระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง  เพื่อประมาณผลลัพธของปญหา
ไลแมนน

0HGFu zyxt =+++ (2.9)
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Gnoffo [3]  ไดนําเสนอวิธีการคํานวณเชิงตัวเลขสําหรับปญหาที่ถูกควบคุมดวย
สมการเชิงอนุพันธยอยออยเลอร/นาเวียร-สโตกส ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม  โดยอาศัยแนวคิดที่
นําเสนอโดย Roe [8]  มาประยุกตเปนระเบียบวิธีอัปวินดแบบแนบนัย (implicit upwind method) 
บนโดเมนการคํานวณแบบตาขายสี่เหลี่ยม (rectangular mesh)  เพื่อใหอัลกอริทึมมีความเสถียร
อันเปนผลมาจากธรรมชาติของอัปวินดของประมาณปริมาณฟลักซ  ที่ไหลผานผนังของเอลิเมนต

Huang [9]  ไดทําการศึกษาวิธีการคํานวณการตอบสนองทางไดนามิกสของโครง
สรางที่อยูใตน้ําเมื่อถูกกระทบโดยพัลซของความดัน (pressure pulse) ดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  
โดยจะทําการคํานวณสมการการเคลื่อนตัวของแผนระนาบไปพรอม ๆ กับระบบสมการเชิงอนุพันธ
ยอยนาเวียร-สโตกสที่ไมมีสมการพลังงาน  และอาศัยสมการสถานะของ Tait (Tait equation of 
state)  ในการแสดงความสัมพันธระหวางความหนาแนนและความดันของของไหล  ซึ่งสามารถใช
ไดทั้งของไหลที่เปนอากาศ  น้ํา และน้ําทะเล  ซึ่งมีรูปแบบดังนี้
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 โดย

oρ

2
o ρ

pc 







∂
∂

=   หมายถึง  คาความเร็วเสียงอางอิงในสภาวะที่ไมถูกรบกวน  และ

ในสภาวะเอนโทรปมีคาคงที่ (isentropic)
op   หมายถึง  คาความดันอางอิงในสภาวะที่ไมถูกรบกวน

oρ   หมายถึง  คาความหนาแนนอางอิงในสภาวะที่ไมถูกรบกวน

n  หมายถึง  คาคงที่เทากับ 7.15 ในกรณีของน้ําทะเล

Peraire et al. [7]  ทําการศึกษาเกี่ยวกับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ  สําหรับนํามาใชปรับปรุงคุณภาพของผลลัพธในสภาวะคงตัว (steady state) ของระบบ
สมการออยเลอร (Euler equations)  โดยนํามาใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิ-
เมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ  และวิธีการเลือกชวงเวลาแบบชัดแจง (explicit time-stepping)  
การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ใชในบทความจะใช  อัลกอริทึมการสรางฟอนตแบบคืบหนา 
(advancing front algorithm)  ซึ่งใชหลักการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมโดยเริ่มตนจากบริเวณขอบ
ของโดเมนเขาสูภายในของโดเมน   โดยที่ขนาดของ  เอลิเมนตสามเหลี่ยมจะถูกควบคุมดวยอัตรา
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สวน streching (streching ratio)  ซึ่งเปนอัตราสวนระหวางความยาวของดานที่ยาวที่สุดและ
ความยาวของดานตั้งฉากกัน (ดานที่สั้นที่สุด)

สําหรับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ก็อาศัยอัลกอริทึมการสราง
ฟอนตแบบคืบหนาเชนกัน  แตขนาดและทิศทางการวางตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยมจะถูกควบคุม
ดวยตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  (error indicator)  โดยในบทความจะใชปริมาณอนุพันธยอย
อันดับสองของคาความหนาแนนของไหลเปนตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  สําหรับเอลิเมนตใด ๆ 
เอลิเมนตหนึ่ง (e) ในหนึ่งมิติสามารถแสดงไดโดยสมการ (2.11) ดังนี้
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−= (2.11)

โดย ix  หมายถึง ตําแหนงใดๆของจุดบนเอลิเมนตตามแนวแกน x  และ eh หมายถึง ความยาว
ของเอลิเมนต  สําหรับคารากที่สองของกําลังสองเฉลี่ยของคาความผิดพลาดทองที่ (local error, 
Ee) จะเปนดังในสมการ (2.12)
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ดังนั้น  สําหรับปญหาสองมิติการประมาณขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่สอด
คลองกับขนาดความผิดพลาด  สามารถแสดงไดโดยสมการ (2.13)
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โดยที่ λmax หมายถึง ปริมาณหลักที่มีคามากที่สุดในโดเมน

Probert et al. [10]  ไดทําการศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  และกระบวน
การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  สําหรับการคํานวณผลลัพธที่ขึ้นกับเวลาของปญหา
การไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัว  โดยนํามาใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิ
เมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ  และวิธีการเลือกชวงเวลาแบบผลตางสืบเนื่องตรงกลาง (central 
difference time-stepping)  สําหรับตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาดที่ใชในบทความจะใชคาตัวแปร
อนุรักษ (conservation variables) ที่ไดจากการคํานวณ  โดยจะนํามาคํานวณในรูปแบบของคา
สัมประสิทธิ์ Pressure-Switch (Pressure-Switch coefficient)  ดังนี้
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คาคงที่ α จะถูกกําหนดใหมีคาเทากับ 0.01  และ  Cv หมายถึง คาคงที่ที่ถูก
กําหนดโดยผูใช (user-specified constant)   สําหรับขนาดความผิดพลาดที่ไดจากสมการ (2.14) 
จะถูกนํามาใชในการปรับขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมภายในโดเมน  โดยเปรียบเทียบกับคา 
Emin และ Emax ที่กําหนดขึ้นมา  โดยจะทําการปรับขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมใหเล็กลงถา
หาก EI มากกวา Emax  และในทางกลับกันปรับขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมใหโตขึ้น  ถาหาก 
EI นอยกวา Emin  โดยในบทความไดเสนอแนะใหใชคา Emin และ Emax เทากับ 0.1 และ 0.25 
ตามลําดับ  สําหรับการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  ก็อาศัยอัลกอริทึมการสราง
ฟอนตแบบคืบหนาเชนเดียวกับบทความขางตน  เพียงแตในบทความนี้ไมไดเสนอแนะวิธีการปรับ
ทิศทางการวางตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยม   ดังนั้นอัลกอริทึมการสรางฟอนตแบบคืบหนาในบท
ความนี้จึงไมมีคุณสมบัติการปรับทิศทางการวางตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  (directional 
control)

Bibb et al. [11]  ทําการศึกษาเกี่ยวกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหา
การไหลที่ความเร็วสูงผานรูปทรงซับซอนในสามมิติ  โดยการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตจากแนว
คิดของการไหลผานดานของเอลิเมนต  ซึ่งเปนแนวคิดที่เร่ิมตนมาจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
(finite volume)  สวนปริมาณของฟลักซจะถูกคํานวณโดยใชเทคนิคการแบงปริมาณเวกเตอร
ฟลักซระหวางดานรวมของเอลิเมนต (flux vector splitting)

( ) 0S FFF
3
1 

V
1

dt
dU f

k
iFf

n
k

m
k

l
ki

i

=∑ +++
∈

(2.15)

โดยตัวหอยทาย k หมายถึง แนวแกน x, y และ z ตามลําดับ สวนตัวยกขึ้นบน l, m และ n หมาย
ถึงโหนดทั้งสามของดานของเอลิเมนตทรงเหลี่ยมสี่หนา  iF  หมายถึง ดานทั้งหมดของเอลิเมนต
ทรงเหลี่ยมสี่หนาสามมิติ  iV  หมายถึง ปริมาตรของเอลิเมนตทั้งหมดที่มีจุดปลายเชื่อมตอกับจุด
ที่ i f

kS  หมายถึง เวกเตอรที่ตั้งฉากกับดานของเอลิเมนตสามมิติในแนวแกน x, y และ z  สวน iU
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หมายถึง เวกเตอรซึ่งประกอบดวยตัวแปรอนุรักษ (conservation variables) ของโหนดที่ i  ซึ่ง
สามารถที่จะเขียนใหอยูในรูปแบบทั่วไปของ { }U  ไดดังนี้

{ }















=

ρε
vρ
ρ

U r

และ Fk(U) หมายถึง เวกเตอรซึ่งประกอบดวยปริมาณฟลักซในทิศแกน x, y และ z ตามลําดับดังนี้



























+
+
+

=

k

3kk3

2kk2

1kk1

k

k

ρHu
pδ  uρu
pδ  uρu
pδ  uρu

ρu

(U)F

สมการขางตนไดถูกนําไปประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ชื่อ FELISA  และไดนํา
มาประยุกตเพื่อแสดงลักษณะการไหลและการเกิดคลื่นช็อกของอากาศที่ผานอากาศยานรุน X-33 
ขององการอวกาศ NASA

ปญญา จันทรไพแสง [1]  ไดทําการศึกษาวิธีการคํานวนการไหลแบบไมหนืดแต
มีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะคงตัว (steady state high-speed inviscid compressible 
flows)  ในระนาบสองมิติ ดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร (upwind cell-
centered finite element)  และวิธีการเลือกชวงเวลาแบบชัดแจง (explicit time-stepping)  รวม
กับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive remeshing)  เพื่อปรับปรุงคุณภาพของ
ผลลัพธใหมีความแมนยํามากขึ้น

สําหรับการสรางตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  ในงานวิจัยเสนอแนะใหใชปริมาณ
อนุพันธยอยอันดับสองของคาความหนาแนนของไหลในระนาบสองมิติ สามารถเขียนใหอยูในรูป
ของเมตริกซ ดังในสมการ (2.16)



















∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

2

22

2

2

2

y
ρ

yx
ρ

yx
ρ

x
ρ

(2.16)
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โดยในการคํานวณคาสูงสุดของปริมาณอนุพันธยอยอันดับสองของคาความหนา
แนนของของไหล  หมายถึงการคํานวณปริมาณหลัก (principal quantities)  ซึ่งจะทําใหผลคูณ
อนุพันธขวาง (cross derivatives)  ในสมการ (2.16) หมดไป  และจะไดความสัมพันธของปริมาณ
หลัก และขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมสําหรับการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  ดัง
ในสมการ (2.17)

max
2
min2

2
2
22

2
2
1 λhconstant

Y
ρh

X
ρh ==

∂
∂

=
∂
∂ (2.17)

สวนทิศทางการวางตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยมตามแนวคลื่นช็อก  จะถูกกําหนด
ในรูปของมุมที่วัดโดยเทียบกับแนวแกนหลัก (α) ดังในสมการ (2.18)




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


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= −

2
i

2

2
i

2

i
2

1

y
ρ

x
ρ

2
1

yx
ρ

tan
2
1α (2.18)

การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมในวิทยานิพนธ จะใชอัลกอริทึมการสรางฟอนต
แบบคืบหนา (advancing front algorithm)  ซึ่งใชหลักการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมโดยเริ่มตน
จากบริเวณขอบของโดเมนเขาสูภายในของโดเมน  โดยที่ขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมจะถูกควบ
คุมดวยอัตราสวน streching (streching ratio)  ซึ่งเปนอัตราสวนระหวางความยาวของดานที่ยาว
ที่สุดและความยาวของดานตั้งฉากกัน (ดานที่สั้นที่สุด)

Dechaumphai และ Limtrakarn [2]  อธิบายวิธีการวิเคราะหปญหาการไหล
แบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะคงตัว (steady state high-speed inviscid 
compressible flows)  ในระนาบสองมิติดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร 
(upwind cell-centered finite element)  และวิธีการเลือกชวงเวลาแบบชัดแจง (explicit time-
stepping)  รวมกับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive remeshing)  เพื่อปรับ
ปรุงคุณภาพของผลลัพธใหมีความแมนยํามากขึ้น  การไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็ว
สูงถูกควบคุมโดยระบบ สมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส (Navier-Stokes) โดยอัลกอริทึม
อัปวินดเซลลเซนเตอรที่นํามาใชอาศัยการคํานวณอัตราการไหลของฟลักซ (flux) ระหวางเอลิเมนต
ที่อยูติดกันตามกระบวนการคํานวณคาเฉลี่ยของโรย (Roe's averaging)  ดังในสมการ (2.19) 
โดยที่ G  หมายถึง ปริมาณฟลักซแบบไมหนืดเฉลี่ย  และ U หมายถึงตัวแปรอนุรักษ
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( )[ ]RLRL UU *AGG
2
1G +++= (2.19)

สําหรับการสรางตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  ในบทความเสนอแนะใหใชปริมาณ
อนุพันธยอยอันดับสองของคาความหนาแนนของไหลในระนาบสองมิติ  (การเปลี่ยนแปลง
เกรเดียน) สามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซ ดังในสมการ (2.15) ขางตน  ในการคํานวณคาสูง
สุดของการเปลี่ยนแปลงเกรเดียนของคาความหนาแนนของไหล  ก็จะหมายถึงการคํานวณปริมาณ
หลัก (principal quantities)  ซึ่งทําใหผลคูณอนุพันธขวาง (cross derivatives)  ในสมการ (2.16) 
หมดไป  และจะไดความสัมพันธของปริมาณหลักและขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมสําหรับการ
สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  ดังปรากฏในสมการ (2.17) ขางตน

โดยที่ λmax หมายถึง ปริมาณหลักที่มีคามากที่สุดในโดเมน

สําหรับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  จะอาศัยขอมูลของการ
เปลี่ยนแปลงเกรเดียนของคาความหนาแนนของของไหลที่ไดจากสมการ (2.17) ขางตน  รวมกับ
ขอมูลของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ใชในการคํานวณครั้งที่ผานมา  มาใชในการสรางเอลิเมนต
สามเหลี่ยมขึ้นมาใหม  โดยเอลิเมนตสามเหลี่ยมในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงเกรเดียนของคา
ความหนาแนนของของไหลสูงก็จะมีขนาดที่เล็กลง  สวนในบริเวณที่การเปลี่ยนแปลงเกรเดียนของ
คาความหนาแนนของของไหลต่ําก็จะมีขนาดเทาเดิมหรือโตขึ้น  ซึ่งจะทําใหผลลัพธที่ไดมีความ
แมนยํามากขึ้น

Liang [12]  ศึกษาเกี่ยวกับปญหาการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อก  เพื่อนําไปใชในการ
ประมาณผลกระทบที่จะเกิดกับโครงสรางที่ถูกตกกระทบโดยคลื่นช็อก  โดยในงานวิจัยไดใช
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเพื่อประยุกตระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสสําหรับการไหลที่มี
การอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว  และใชรูปแบบ WENO ลําดับที่หา (fifth-order 
Weighted essentially non-oscillatory) ในการประมาณพจนการพา (convection term)  และทํา
การอินทิเกรตเวลาโดยใชวีธี Runge-Kutta  สําหรับในกรณีที่ของไหลเปนอากาศในงานวิจัยไดใช
สมการของสถานะของ Tait ในการแสดงความสัมพันธระหวางคาความดันและคาความหนาแนน  
และทําการประยุกตเขากับปญหาการระเบิดในอากาศ

Bowyer [13]  นําเสนออัลกอริทึมการสรางแผนผังโวโรนอย (Voronoi diagram 
หรือ Dirichlet Tesselation)  ซึ่งเปนแผนผังที่ไดจากการเชื่อมตอจุดซึ่งเปนปญหาการคนหาเสน
ทางที่สั้นที่สุด (optimized path searching)  เชน กําหนด n จุดในระนาบหนึ่งๆ  ถาหากตองการที่
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จะสรางโครงสรางขอมูล (data structure) เพื่อคนหาจุด q  โดยใชเวลานอยที่สุด  สามารถกระทํา
ไดโดยการแบงระนาบออกเปนโครงรางทั้งหมด n โครงราง  โดยที่แตละโครงรางจะสัมพันธกับแต
ละจุด ดังนั้นโครงราง P ที่สัมพันธกับจุด p  ถาหาก P เปนเสนทางการเดินของจุดของโครงรางที่
ใกลกับจุด p มากกวาจุดอื่นๆในระนาบ  การแบงระนาบออกเปนโครงรางยอยๆที่ตอเชื่อมกันเรียก
วา  แผนผังโวโรนอย ซึ่งถูกแสดงดวยเสนประ และการสรางสามเหลี่ยมที่ไดจากการเชื่อมตอจุดที่
สัมพันธกับแตละโครงรางเรียกวา การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน  (Delaunay Triangulation) ซึ่ง
ถูกแสดงดวยเสนทึบ ดังในรูปที่ 2.1

รูปที่ 2.1  แผนผังโวโรนอยและสามเหลี่ยมเดอลอนเน

อัลกอริทึมการสรางแผนผังโวโรนอยจากจุดที่กําหนดให ในระนาบ ไดถูกนําเสนอ  
โดยสมมติวาตองการที่จะแทรกจุดใหม (Q) ลงในแผนผังโวโรนอย สามารถแบงออกเปน 6 ข้ันตอน  
ดังตอไปนี้

1. อานจุดตอของแผนผังโวโรนอยจากโครงสรางขอมูล  โดยกําหนดใหเปนจุดที่จะถูกลบ
ทิ้งออกจากโครงสรางขอมูล

2. คนหาจากโครงสรางขอมูล  เพื่อกําหนดจุดตอของแผนผังโวโรนอยอื่นๆที่จะถูกลบทิ้ง
ออกจากโครงสรางขอมูล  โดยจุดที่จะถูกลบทิ้งออกจากโครงสรางขอมูล  จะหมายถึง
จุดที่อยูใกล Q มากกวาจุดอื่นๆในโครงสรางโวโรนอย

3. กําหนดจุดตอสามเหลี่ยมทั้งหมด  ที่สัมพันธกับจุดตอของแผนผังโวโรนอยที่จะถูกลบ
ทิ้งออกจากโครงสรางขอมูล

4. ลบทิ้งการเชื่อมตอระหวางจุดตอที่ได
5. สรางแผนผังโวโรนอยขึ้นมาใหม
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6. แทนที่จุดตอที่ถูกลบทิ้งดวยจุดตอใหมในโครงสรางขอมูล

Weatherill และ Hassan [4]  ไดนําเสนอวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอ-
ลอนเนในระนาบสามมิติ  และวิธีการสรางจุดในโดเมนแบบอัตโนมัติ (automatic point creation)   
โดย อัลกอริทึมการสรางเอลิเมนตรูปทรงเหลี่ยมสี่หนาเดอลอนเนในระนาบสามมิติ  จะอางอิงจะ
งานของ Bowyer [13] โดยมีรายละเอียดตามขั้นตอนตอไปนี้

1. กําหนดใหมีเซตของจุดบนขอบเขตของโดเมนแบบนูน (convex hull domain)
2. แทรกจุดหนึ่งจากเซตของจุดลงในโดเมนแบบนูน
3. คนหาจุดตอทั้งหมดของแผนผังโวโรนอยที่จะถูกลบทิ้ง  หมายถึง จุดทั้งหมดที่อยูภาย

ในรัศมีของทรงกลม (r) ที่มีจุดตอของแผนผังโวโรนอยเปนจุดศูนยกลาง (xc)  ดังแสดง
ในสมการ (2.20)

rxx newc <− (2.20)

4. คนหาจุดที่สัมพันธกับแผนผังโวโรนอยที่จะถูกลบทิ้ง  (ไดจากขั้นตอนที่ 3)
5. คนหาจุดตอของแผนผังโวโรนอยใกลเคียง  ซึ่งอยูติดกับแผนผังโวโรนอยที่จะถูกลบทิ้ง
6. สรางแผนผังโวโรนอยขึ้นมาใหม
7. กําหนดจุดตอของแผนผังโวโรนอยที่ถูกสรางขึ้นมาใหม  ใหกับแผนผังโวโรนอยใกล

เคียง
8. ปรับปรุงโครงสรางขอมูลสําหรับแผนผังโวโรนอยที่ถูกสรางขึ้นมาใหม
9. วนซ้ําขั้นตอนที่ 2 ถึง 8 สําหรับจุดตอๆไป

สําหรับอัลกอริทึมการสรางจุดในโดเมนแบบอัตโนมัติ  จะใชวิธีการแทรกจุดลงตรง
ตําแหนงจุดศูนยถวงของรูปทรงเหลี่ยมสี่หนา (tetrahedral)  และควบคุมเงื่อนไขการสรางรูปทรง
เหลี่ยมสี่หนาใหมดวยสัมประสิทธิ์อัลฟา (α)  และสัมประสิทธิ์เบตา (β) โดยที่สัมประสิทธิ์อัลฟา  
เปนคาสัมประสิทธิ์สําหรับการตรวจสอบระยะหางระหวางจุดที่ตองการแทรกและจุดตอทั้งสามของ
สามเหลี่ยม ซึ่งจะมีผลตอความหนาแนนของเอลิเมนตสามเหลี่ยม (mesh density)  และ
สัมประสิทธิ์เบตา  เปนคาสัมประสิทธิ์สําหรับการทดสอบระยะหางระหวางจุดในบริเวณใกลเคียงที่
มีอยูแลวกับจุดที่ตองการแทรกเขาไปใหม  ซึ่งจะมีผลตอรูปรางของสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมาใหม 
(regularity of triangulation) โดยมีรายละเอียดตามขั้นตอนตอไปนี้
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รูปที่ 2.2  การคํานวณฟงกชันการกระจายของจุดบนขอบเขตของโดเมน

1. คํานวณคาฟงกชันการกระจายของจุด (point distribution function)  สําหรับจุดบน
ขอบเขตของโดเมน โดยจะมีคาเทากับคาเฉลี่ยของระยะหางระหวางจุดดังกลาวและ
จุดสองจุดที่อยูติดกัน ดังในรูปที่ 2.2 โดยที่    |  | หมายถึง ระยะหางระหวางจุดทั้งสอง

2. สรางเอลิเมนตรูปทรงเหลี่ยมสี่หนาในระนาบสามมิติ  สําหรับจุดบนขอบเขตของ
โดเมนทั้งหมด

3. กําหนดใหจํานวนจุดภายในโดเมนเทากับศูนย
4. สรางรูปทรงเหลี่ยมสี่หนาภายในโดเมน  โดยมีข้ันตอนยอย ดังนี้

4.1. เลือกจุดศูนยถวงของรูปทรงเหลี่ยมสี่หนา Q เปนจุดที่ตองการแทรกลงในโดเมน
4.2. คํานวณฟงกชันการกระจายของจุด (dpQ) โดยการประมาณคาเฉลี่ยจากจุด

ปลายทั้งสี่ของรูปทรงเหลี่ยมสี่หนา
4.3. คํานวณระยะหางจากจุด Q ไปยังจุดปลายทั้งสี่ของรูปทรงเหลี่ยมสี่หนา (dm, m

= 1, …, 4)
4.4. ถาหาก dm < αdpQ ปฏิเสธการสรางจุด  และกระโดดไปยังขั้นตอนที่ 4
4.5. คํานวณระยะหางจากจุด Q ไปยังจุดที่ถูกแทรกกอนหนานี้ที่อยูใกลเคียง (sj) ซึ่ง

หมายถึงจุดในเซต P
4.6. ถาหาก sj < βdpQ ปฏิเสธการสรางจุด  และกระโดดไปยังขั้นตอนที่ 4
4.7. ยอมรับการสรางจุด Q  และจัดเก็บจุด Q ลงในในเซต P
4.8. กําหนดคาฟงกชันการกระจายของจุด  ใหกับจุด Q ที่ถูกจัดเก็บใน P
4.9. ไปยังทรงเหลี่ยมสี่หนาถัดไป

5. ถาหากจํานวนสมาชิกในเซต P = 0 ไปยังขั้นตอนที่ 7
6. สรางเอลิเมนตรูปทรงเหลี่ยมสี่หนาเดอลอนเนในระนาบสามมิติ  สําหรับจุดในเซต P

และกลับไปยังขั้นตอนที่ 3
7. ปรับปรุงรูปรางของรูปทรงเหลี่ยมสี่หนาใหดีข้ึน ดวยอัลกอริทึมลาปลาซ (Laplace 

smoothing algorithm)

2
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Karamete et al. [5]  ไดนําเสนอเทคนิคการเขียนโปรแกรมเชิงวัตถุ (Object 
Oriented Programming, OOP)  และการจัดเก็บขอมูลของจุดและสามเหลี่ยมดวยโครงสรางขอ
มูลแบบแผนภูมิตนไมที่เรียกวา Alternating Digitla Tree (ADT)  มาใชปรับปรุงอัลกอริทึมการ
สรางเอลิเมนตรูปทรงเหลี่ยมสี่หนาเดอลอนเนในระนาบสามมิติ  และวิธีการสรางจุดในโดเมนแบบ
อัตโนมัติของ Weatherill [4]  สําหรับวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนในระนาบสองมิติ  
โดยอัลกอริทึมการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนในระนาบสองมิติ มีขั้นตอนดังนี้

Read geometrical data from a disk file or by a graphical interface.
Begin with an interior point p

Find the nearest point q to point p.
Set pq as the generating line segment.

 Search for the points in the search list.
Foint point r giving minimum-distance-to-center.
Load Triangle pqr to Triangle_List.
Load Triangle number toeach three points' Point_Triangle_List.
Repeat
Increase active triangle number.
For i:=1 To 2 do
Begin

Extract active triangle pt from Triangle_List.
If i = 1 Then p:=pt.[1]; q:=pt.[3]; r:=pt.[2];
Else p:=pt.[2]; q:=pt.[3]; r:=pt.[1];

The line segment pq is the generating line segment.
Set boolean Skip to False.
Check to see pq to be boundary line segment.
If Yes Then Slip := True.
If Triangle_List size greater Then 1 and not Skip Then
Begin
Extract triangle numbers of point p from Point_Triangle_List.
Extract triangle numbers of point q from Point_Triangle_List.
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Check to see one of the p and q's triangle numbers other than 
the active triangle to coincide.

If Yes Then Skip := True and Break if loop.
End
If not Skip Then
Begin

Extract point coordinate of p from Point_List.
Extract point coordinate of q from Point_List.
Extract point coordinate of r from Point_List.

Search for the points opposite to point r from the 
Search_List.

Find point m satisfying minimum-distance-to-center 
criterion.

If found Then Found := True Else Found := False.
If Found Then
Begin
Load Triangle pqm to Triangel_List.
Check for Boundedness and delete bounded points from 

Search_List.
End (Found)

End (Skip)
End (i)

Until Search_List size equals zero.
End (Triangulize)

สําหรับอัลกอริทึมการสรางจุดในโดเมนแบบอัตโนมัติ   จะมีรายละเอียดตามขั้น
ตอนตอไปนี้

1. คํานวณคาฟงกชันการกระจายของจุด (point distribution function)  สําหรับจุดบน
ขอบเขตของโดเมน โดยจะมีคาเทากับคาเฉลี่ยของระยะหางระหวางจุดดังกลาวและ
จุดสองจุดที่อยูติดกัน ดูรูปที่ 2.2
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2. สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนในระนาบสองมิติ  สําหรับจุดบนขอบเขตของ
โดเมนทั้งหมด

3. กําหนดใหจํานวนจุดภายในโดเมนเทากับ 0
4. สรางสามเหลี่ยมภายในโดเมน  โดยมีข้ันตอนยอย ดังนี้

4.1. เลือกจุดศูนยถวงของรูปสามเหลี่ยม Q เปนจุดที่ตองการแทรกลงในโดเมน
4.2. คํานวณฟงกชันการกระจายของจุด (dpQ) โดยการประมาณคาเฉลี่ยจากจุด

ปลายทั้งสามของรูปสามเหลี่ยม
4.3. คํานวณระยะหางจากจุด Q ไปยังจุดปลายทั้งสี่ของรูปสามเหลี่ยม (dm, m = 1, 

2, 3)
4.4. ถาหาก dm < αdpQ ปฏิเสธการสรางจุด  และกระโดดไปยังขั้นตอนที่ 4
4.5. คํานวณระยะหางจากจุด Q ไปยังจุดที่ถูกแทรกกอนหนานี้ที่อยูใกลเคียง (sj) ซึ่ง

หมายถึงจุดในเซต P
4.6. ถาหาก sj < βdpQ ปฏิเสธการสรางจุด  และกระโดดไปยังขั้นตอนที่ 4
4.7. ยอมรับการสรางจุด Q  และจัดเก็บลงในในโครงสรางขอมูล Point_List  และ 

Point_Triangle_List
4.8. กําหนดคาฟงกชันการกระจายของจุดใหกับจุด Q  ที่ถูกจัดเก็บโครงสรางขอมูล 

Point_List
4.9. ไปยังสามเหลี่ยมถัดไป

5. ถาหากจํานวนสมาชิกในโครงสรางขอมูล Point_List = 0 ไปยังขั้นตอนที่ 7
6. สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนในระนาบสองมิติ  สําหรับจุดในโครงสรางขอมูล 

Point_List  และ Point_Triangle_List และกลับไปยังขั้นตอนที่ 3
7. ปรับปรุงรูปรางของสามเหลี่ยมใหดีขึ้น ดวยอัลกอริทึมลาปลาซ (Laplace smoothing 

algorithm)

Ruppert [14]  ไดนําเสนออัลกอริทึมการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  
และวิธีการแบงสามเหลี่ยมภายในโดเมน  โดยที่แตละสามเหลี่ยมที่ถูกสรางจะถูกควบคุมโดยอัตรา
สวนระหวางดานที่ยาวที่สุด  และดานตั้งฉากของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่นอยที่สุด (aspect ratio)   
สําหรับการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนภายในโดเมนสองมิติ  ดวยอัลกอริทึม 
DelaunayRefine   จะกําหนดให V  หมายถึง จุดปลายของสามเหลี่ยม  และ  DT(V)  หมายถึง 
เซตของเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  มีรายละเอียดดังตอไปนี้
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subroutine SplitTri(triangle t)
Add circumcenter of  t to V, updating DT(V)

subroutine SplitSeg(segment s)
Add midpoint of s to V, updating DT(V)
Remove s from S, add its two halves s1 and s2 to S

Algorithm DelaunayRefine
INPUT : planar straightline graph X;

desired minimum angle bound α
OUTPUT : triangulation of X, with all angle ≥ α.

Initialize:
add a bounding square B to X:

compute extremes of X: xmin, ymin, xmax, ymax
let span(X) = max(xmax- xmin, ymax- ymin)
let B be the square of side 3 x span(X), centered on X
add the four boundary segments of B to X

let segment list S = edge of X
let vertex list V = vertices of X
compute initial Delaunay triangulation DT(V)

repeat:
while any segments s is encroached upon:

SplitSeg(s)
let t be (any) skinny triangle (min angle < α)
let p be t's circumcenter

if p encroaches upon any segments s1, …, sk then
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for i:=1 to k;
SplitSeg(si)

else
SplitTri(t) (* add p to V *)

endif
until no segments encroached upon, and no angle < α

output current Delaunay triangulation DT(V)

รูปที่ 2.3  โดเมนที่ตองการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน

รูปที่ 2.4  ขั้นตอนการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนของอัลกอริทึม DelaunayRefine

Devillers [15]  ไดนําเสนออัลกอริทึมสําหรับทําการลบทิ้งจุดตอออกจากโดเมน
ของเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  โดยสามเหลี่ยมที่เหลือยังคงเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเนทุก
ประการ  โดยอัลกอริทึมที่ถูกนําเสนอจะสามารถทํางานไดรวดเร็วกวา  และยังมีความเที่ยงตรง



23

กวาอัลกอริทึมในอดีต  สําหรับข้ันตอนการทํางานของอัลกอริทึมดังกลาว  สามารถแสดงในรูปแบบ
ของการเขียนโปรแกรมเชิงวัตถุ (OOP) สําหรับอัลกอริทึม Delete(DT(S), p)) ไดดังนี้

อัลกอริทึม Delete(DT(S), p))

Let qoq1…qk-1 the vertices incident to p in DT(S) in ccw order around p;
Let Q be a priority queue;
for i = 0 to k – 1

do ear ← qiqi+1qi+2;
if counterclockwise(qiqi+1qi+2)

then p ← ∞;
else p ← -power(p, ear);

Q.insert(p, ear);

while size(Q) > 3
do ear ← Q.minimum();

create triangle ear and linked it to its two existing neighbors;
ear0 ← ear.previous;
ear1 ← ear.next;
ear0.vertex(2) ← ear.vertex(2);  ear0.next ← ear1;
ear1.vertex(0) ← ear.vertex(0);  ear1.previous ← ear2;
Q .delete(ear);
Q.modify-priority(ear0);
Q.modify-priority(ear1);

ear ← Q.minimum();
Create triangle ear and linked it to its three existing neightbors;

Pirzadeh [16]  ไดศึกษาวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม แบบปรับตัวได  โดย
รวมเอาเทคนิคการแบงขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยม (grid subdivision)  การสรางเอลิเมนต
สามเหลี่ยมขึ้นมาใหมเฉพาะสวน (local remeshing)  และการยายตําแหนงเอลิเมนตสามเหลี่ยม 
(grid movement)   และไดนําเอาอัลกอริทึมที่พัฒนาข้ึนมาใหมมาใชในการแกปญหาการไหลแบบ
ไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง
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โดยในรูปที่ 2.5  แสดงแผนผังภาพรวมของการทํางานของการแบงขนาดเอลิเมนต
สามเหลี่ยม การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมขึ้นมาใหมเฉพาะสวน และการยายตําแหนงเอลิเมนต
สามเหลี่ยม  ซึ่งประกอบดวย 3 สวนหลัก ๆ ดังนี้ สวนที่หนึ่งเปนการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม
เบื้องตน  สวนที่สองเปนการคํานวณผลลัพธและการประมาณคาความผิดพลาด  และขั้นตอนที่
สามเปนการปรับขนาดเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยกระบวนการดังกลาว  และสิ้นสุดดวยการปรับ
ปรุงรูปรางของเอลิเมนตสามเหลี่ยม   ซึ่งในบทความไดนําเสนอเทคนิคลาปลาซ

รูปที่ 2.5  แผนผังภาพรวมของการทํางานของการแบงขนาดของสามเหลี่ยม
 การสรางสามเหลี่ยมขึ้นมาใหมเฉพาะสวน และการยายตําแหนงสามเหลี่ยม

สําหรับการสรางตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  ในบทความเสนอแนะใหใชคา
ความหนาแนนและความดันสถิตยของของไหลในการประมาณคาความผิดพลาด  ดังนี้

i

i

a

i
i p

∆p
δ
δ1E 







+= (2.21)

โดยที่ pi และ ∆pi  หมายถึง ความดันสถิตยที่จุดตอและอัตราการเพิ่มข้ึนของความดันสถิตยที่จุด
ตอ (อัตราการเปลี่ยนแปลงที่ไดจากการคํานวณสมการไมเชิงเสนแบบวนซ้ําตามลําดับ  สวน δi

และ δa หมายถึง  ระยะหางของจุดตอ (local grid spacing)  และระยะหางเฉลี่ยของจุดตอ 
(average grid spacing) ตามลําดับ

No

Yes

Geometric Adaptation

Design, aeroelastic
Store separation, etc.

Geometry
Deformation/movement

Grid movement

Local remeshing

Flow solution

Solution
interpolation

Grid smoothing

Initial grid

New grid

Solution Adaptation

Error estimate

Adaptation
convergence?

Flag cells

Local grid
refinement

Stop
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รูปที่ 2.6 แสดงตัวอยางการแบงขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  โดยสมมติวา   
เอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีความผิดพลาดมากกวาที่กําหนดไดถูกแสดงดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ไม
ถูกระบายดังในรูปทางซายมือ  สวนรูปกลางแสดงการแบงขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมใหเล็กลง
โดยการสรางจุดลงบนตําแหนงกึ่งกลางของดานของเอลิเมนตสามเหลี่ยมดังกลาว  และรูปทางขวา
มือแสดงเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมาใหมซึ่งจะมีขนาดเล็กลง  การแบงขนาดของ
เอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยวิธีดังกลาวในบางครั้งจะถูกเรียกวากระบวนการ mesh enrichment

รูปที่ 2.6  ตัวอยางการแบงขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยม (grid subdivision)



บทที่  3
สมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการไหล

การศึกษาในงานวิจัยนี้  จะตองอาศัยทฤษฎีหรือระเบียบวิธีพื้นฐานที่เกี่ยวของกับ
องคความรูสามประการ  ดังนี้

1. ทฤษฎีพื้นฐานของการไหล  สําหรับการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงใน
สภาวะไมคงตัวในสองมิติ  จะถูกควบคุมโดยระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส 
ซึ่งประกอบดวย  สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวล  สมการเชิงอนุพันธยอยของ
การอนุรักษโมเมนตัม  และสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน

2. ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร (upwind cell-centered)  สําหรับระบบ
สมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส

3. ทฤษฎีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  และระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ

เนื่องจากงานวิจัยนี้จะศึกษาเฉพาะการไหลในสองมิติ  ดังนั้นในการพิสูจนสมการ
ที่เกี่ยวของกับทฤษฎีพื้นฐานของการไหล  ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร  และ
อัลกอริทึมการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  ก็จะพิจารณาเฉพาะในระบบแกนพิกัดฉากใน
สองมิติเทานั้น  โดยมีรายละเอียดดังตอไปนี้

3.1  สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวล

สําหรับโมเดลเอลิเมนตขนาดเล็กอยูกับที่ในโดเมน  (Infinitesimally small 
element fixed in space model)  [17]  ดังในรูปที่ 3.1  โดยสมมติใหความหนาของเอลิเมนตใน
แนวแกน z เทากับ 1 หนวย  การไหลของมวลในแนวแกน x  จะไหลเขาทางดานซายและไหลออก
ทางดานขวา  สวนการไหลของมวลในแนวแกน y  จะไหลเขาทางดานลางและไหลออกทางดานบน  
ดังนั้นปริมาณการไหลออกสุทธิของมวล (net outflow of mass) ในแนวแกน x และ y ตามลําดับ  
สามารถแสดงไดดวยสมการ (3.1) และ (3.2) ตามลําดับ

( ) ( ) ( ) dydx 
x
ρudyρudydx

x
ρuρu

∂
∂

=−



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∂
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+ (3.1)

( ) ( ) ( ) dydx 
y
ρvdxρvdxdy

y
ρvρv

∂
∂

=−







∂

∂
+ (3.2)
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และปริมาณการไหลออกสุทธิของมวลผานเอลิเมนต สามารถแสดงไดดวยสมการ (3.3)  ซึ่งไดจาก
การรวมสมการ (3.1) และ (3.2)  เขาดวยกันดังนี้

( ) ( ) dydx 
y
ρv

x
ρu  outflow massnet 








∂

∂
+

∂
∂

= (3.3)

รูปที่ 3.1  โมเดลเอลิเมนตขนาดเล็กอยูกับที่ในโดเมนของฟลักซของมวลผานดานของเอลิเมนต

ตามหลักการคงที่ของมวล  ดังนั้นปริมาณการไหลออกสุทธิของมวลผานเอลิเมนต  
จะตองมีคาเทากับอัตราการลดลงของมวลภายในเอลิเมนต  ดังแสดงในสมการ (3.4)

( ) ( ) dydx 
t
ρdydx 

y
ρv

x
ρu 

∂
∂

−=







∂

∂
+

∂
∂ (3.4)

และสามารถที่จะเขียนใหอยูในรูปแบบเชิงอนุรักษ (conservation form)  ของสมการเชิงอนุพันธ
ยอยของการอนุรักษมวล  ดังแสดงในสมการ (3.5)

( ) 0Vρ 
t
ρ

=⋅∇+
∂
∂ rr (3.5)

3.2 สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัม

เมื่อพิจารณาโมเดลเอลิเมนตขนาดเล็กเคลื่อนที่ในโดเมน  (Infinitesimally small 
element moving in space model)  ดังในรูปที่ 3.2  ซึ่งมีแรงภายนอกมากระทํากับเอลิเมนต  
สําหรับแรงภายนอกดังกลาวสามารถที่จะแบงออกไดเปนสองชนิด  คือแรงเนื่องจากน้ําหนักของ

Y

X

dx

dy
( )dyρu
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∂
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วัตถุ (body forces)  และแรงกระทําที่ผิว (surface forces)  เมื่อทําการพิจารณาเฉพาะแรง
ภายนอกที่มากระทําเฉพาะในแนวแกน x  สามารถแสดงแรงเนื่องจากน้ําหนักไดดวยสมการ (3.6)

dydx ρf  forcebody xx = (3.6)

รูปที่ 3.2  โมเดลเอลิเมนตขนาดเล็กเคลื่อนที่ในโดเมนของแรงภายนอกกระทํากับเอลิเมนต

จากกฏขอที่สองของนิวตัน (Newton's second law)  Fx = max  สามารถที่จะ
เขียนผลรวมของแรงภายนอกในแนวแกน x ที่มากระทํากับเอลิเมนตดังในสมการ (3.7)

 
dxτdy
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x
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(3.7)

ดังนั้นแรงสุทธิในแนวแกน x ที่กระทํากับเอลิเมนต  จะเทากับผลรวมของสมการ 
(3.6) และ (3.7)

dydx ρfdydx 
y
τ

x
σ

x
p F x

yxxx
x +








∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

−= (3.8)

เนื่องจากความเรงมีคาเทากับอัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็วเทียบกับเวลา  
ดังนั้นจึงสามารถแสดงสมการ (3.8) ไดดวยสมการ (3.9)
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x
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เพื่อใหสามารถเขียนสมการ (3.9) ใหอยูในรูปแบบเชิงอนุรักษ  ก็ตองแทนที่พจน
ทางซายมือของสมการดวยสมการเชิงอนุพันธยอย  โดยอาศัยความสัมพันธของสมการ (3.10)
และ (3.11) ดังนี้

uVρ
t
uρ 

Dt
Duρ ∇⋅+
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rr (3.10)
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และ  โดยอาศัยความสัมพันธเชิงเอกลักษณของไดเวอรเจนซของผลคูณของปริมาณสกาลารและ
เวกเตอร

( ) ( ) ( ) uVρVρu Vρu ∇⋅+⋅∇=⋅∇
rrrrrr (3.12)

เมื่อแทนที่สมการ (3.10)  (3.11) และ (3.12) ลงในสมการ (3.9)  ก็จะสามารถ
เขียนสมการ (3.9)  ใหอยูในรูปแบบเชิงอนุรักษ ที่เรียกวา สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษ
โมเมนตัมในแนวแกน x  ไดดังนี้

( ) ( ) x
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สวนสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน y ก็สามารถ
สรางไดดวยวิธีเดียวกับสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x  โดยการ
เปลี่ยนตัวแปรของแรงกระทําและความเร็วในแนวแกน x ใหเปนแรงกระทําและความเร็วในแนว
แกน y  ดังนั้นจึงสามารถแสดงสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน y ใน
รูปแบบเชิงอนุรักษ ไดดังสมการ (3.14)
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3.3 สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน

เมื่อพิจารณาโมเดลเอลิเมนตขนาดเล็กเคลื่อนที่ในโดเมน  (Infinitesimally small element 
moving in space model)  ดังในรูปที่ 3.3 จากกฏขอที่หนึ่งของเทอรโมไดนามิกส  สามารถแสดง
ความสัมพันธระหวางพลังงานภายใน  ปริมาณความรอนและงานที่กระทําตอเอลิเมนตไดดังนี้

อัตราการเปลี่ยนแปลงพลังงานภายในเอลิเมนต = ปริมาณฟลักซความรอนสุทธิที่ไหลเขา
สูเอลิเมนต + อัตราของงานที่กระทําตอเอลิเมนต อันเนื่องจากแรงเนื่องจาก
น้ําหนักของวัตถุและแรงกระทําที่ผิว

จากความสัมพันธขางตนอัตราของงานที่กระทําตอเอลิเมนต อันเนื่องจากแรง
เนื่องจากน้ําหนักของวัตถุสําหรับเอลิเมนตของของไหลที่เคลื่อนที่ดวยความเร็ว V

r   สามารถแสดง
ไดดวยสมการ (3.15)

( )dydx VfρWb

rr
⋅= (3.15)

สวนอัตราของงานที่กระทําตอเอลิเมนต  อันเนื่องจากแรงกระทําที่ผิวในแนวแกน 
x สําหรับเอลิเมนตของของไหลที่เคลื่อนที่ดวยความเร็ว u  ในสวนที่เกิดจากแรงดัน (pressure) 
ความเคนหลัก (main stress)  และความเคนเฉือน (shear stress)  สามารถแสดงไดดวยสมการ 
(3.16)  (3.17) และ (3.18)  ตามลําดับดังนี้

( ) ( ) dydx 
x
up dydx
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( ) ( ) dydx 
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สําหรับอัตราของงานที่กระทําตอเอลิเมนต  อันเนื่องจากแรงกระทําที่ผิวในแนว
แกน y  สําหรับเอลิเมนตของของไหลที่เคลื่อนที่ดวยความเร็ว v  ในสวนที่เกิดจากแรงดัน 
(pressure) ความเคนหลัก (main stress)  และความเคนเฉือน (shear stress)  ก็สามารถสรางขึ้น
มาไดดวยวิธีเชนเดียวกัน  ดังนั้น อัตราของงานสุทธิที่กระทําตอเอลิเมนต  อันเนื่องจากแรงเนื่อง
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จากน้ําหนักของวัตถุและแรงกระทําที่ผิว  จึงเทากับผลรวมของสมการ (3.15) ถึง (3.18)  และงาน
ที่กระทําตอเอลิเมนตอันเนื่องจากแรงกระทําที่ผิวในแนวแกน y ดังนี้

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) dydx Vfρdydx 
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(3.19)

สําหรับปริมาณฟลักซความรอนสุทธิที่ไหลเขาสูเอลิเมนต  จะประกอบดวยอัตรา
ความรอนสะสมภายในปริมาตรของเอลิเมนตของไหล (volumetric heating)  และปริมาณการ
ถายเทความรอนผานผิวของเอลิเมนต (heat transfer)  ดังในรูปที่ 3.4  โดยที่อัตราความรอนสะสม
ภายในปริมาตรของเอลิเมนตของไหล  จะมีคาเทากับดังที่ปรากฏในสมการ (3.20)  สวนปริมาณ
การถายเทความรอนผานผิวของเอลิเมนตในแนวแกน x  และแกน y  จะมีคาเทากับดังที่ปรากฏใน
สมการ (3.21) และ (3.22) ตามลําดับ ดังนี้

dydx  qρ   heating volumetric &= (3.20)
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dydx 
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โดยที่

y
Tkq         ;       

x
Tkq yx ∂

∂
−=

∂
∂

−= &&

ดังนั้นปริมาณฟลักซความรอนสุทธิที่ไหลเขาสูเอลิเมนต  จึงเทากับผลรวมของ
สมการที่ (3.20) ถึง (3.22)  ดังนี้

dydx 
y

q
x
qqρ yx 
















∂

∂
+

∂
∂

−
&&

& (3.23)



32

รูปที่ 3.3  โมเดลเอลิเมนตขนาดเล็กเคลื่อนที่ในโดเมนของฟลักซงานผานเอลิเมนต

รูปที่ 3.4  โมเดลเอลิเมนตขนาดเล็กเคลื่อนที่ในโดเมนของฟลักซพลังงานผานเอลิเมนต

สําหรับในสวนของพลังงานภายในเอลิเมนตจะเกิดจากสองแหลงดังนี้  พลังงาน
ภายในเนื่องจากการเคลื่อนที่แบบสุมของโมเลกุล  ซึ่งจะรวมเปนพลังงานเฉลี่ยและเรียกวาพลัง
งานภายใน (e)  และพลังงานภายในเนื่องจากการเคลื่อนที่ของเอลิเมนตของของไหล (kinetic 
energy)  ดังในสมการ (3.24)

dydx 
Dt

2
VeD

ρ  energy   internal

2


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




+

= (3.24)
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เพื่อใหสามารถเขียนสมการ (3.24) ใหอยูในรูปแบบเชิงอนุรักษ  ก็ตองแทนที่พจน
ทางซายมือของสมการดวยสมการเชิงอนุพันธยอย  โดยอาศัยความสัมพันธดังนี้

eVρ
t
eρ 

Dt
Deρ ∇⋅+

∂
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=
rr (3.25)

( )
t
ρe

t
ρe

t
eρ

∂
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−
∂

∂
=

∂
∂ (3.26)

และโดยอาศัยความสัมพันธเชิงเอกลักษณของไดเวอรเจนซของผลคูณของปริมาณสกาลารและ
เวกเตอร

( ) ( ) ( ) eVρVρe Vρe ∇⋅+⋅∇=⋅∇
rrrrrr (3.27)

สวนพจนอัตราการเปลี่ยนแปลงพลังงานภายใน  เนื่องจากการเคลื่อนที่ของ
เอลิเมนตของของไหล  สามารถหาไดจากการคูณสมการที่ (3.9) ดวย u  ดังนี้
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และเนื่องจาก V2 = u2 + v2  ดังนั้นอัตราการเปลี่ยนแปลงพลังงานภายในเนื่องจากการเคลื่อนที่
ของเอลิเมนตของของไหล  จึงเทากับผลรวมของสมการ (3.28)  และสมการในรูปแบบเชนเดียวกับ
สมการ (3.28)  แตเปนสมการสําหรับแรงกระทําจนเกิดงานจากการเคลื่อนตัว  และความเร็วใน
แนวแกน y (v)  ดังนี้
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เมื่อแทนที่สมการ (3.15)  (3.19)  (3.23)  (3.25) ถึง (3.29)  ลงในสมการความ
สัมพันธขางตน ก็สามารถที่จะเขียนสมการใหอยูในรูปแบบเชิงอนุรักษ ที่เรียกวา สมการเชิง
อนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน ไดดังนี้



34

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )yx
yy

xyyxxx

2

2

vfufρ
y

vσ
                

x
vτ

y
uτ

x
uσ

y
vp 

x
up                

y
Tk

yx
Tk

x
qρ V

2
Veρ

t
2

Veρ

++
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
−

∂
∂

−









∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

+=















+⋅∇+

∂

















+∂

&
rr

(3.30)

3.4 สมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการไหลในรูปแบบอนุรักษ

สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวล (3.5)  สมการเชิงอนุพันธยอยของ
การอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x และ y (3.14 และ 3.15)  และสมการเชิงอนุพันธยอยของการ
อนุรักษพลังงาน (3.30)  สามารถที่จะเขียนใหอยูในรูปแบบอยางงาย ไดดังนี้
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โดย{ }U  หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรอนุรักษ (conservation variables) ดังนี้
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{ }E  และ { }F  หมายถึง เวกเตอรของปริมาณฟลักซในทิศแกน x และ y ตามลําดับ  ดังนี้
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{ }J  หมายถึง เวกเตอรของแรงเนื่องจากน้ําหนักในทิศแกน x และ y  และความรอนสะสมภายใน
ดังนี้
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โดย ε แทนพลังงานรวม (total energy)  ซึ่งประกอบดวยพลังงานภายใน (internal energy) e

และพลังงานจลน (kinetic energy)  ดังนี้

2
vueε

22 +
+= (3.36)

เนื่องจากขอบเขตของวิทยานิพนธฉบับนี้  จะมุงเนนศึกษาเฉพาะปญหาการไหล
ไมคงตัวความเร็วสูงแบบอัดตัวไดและไรความหนืด  และไมพิจารณาพจนการนําความรอนรวมทั้ง
ความรอนสะสมภายในของไหล  และพิจารณาเฉพาะแรงเนื่องจากน้ําหนักในแนวแกน y เทานั้น 
ดังนั้นจึงสามารถลดรูปสมการ (3.33) ถึง (3.35)  โดยตัดพจนที่ไมเกี่ยวของออกไป  ก็จะไดระบบ
สมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสในรูปแบบอยางงายดังตอไปนี้
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โดยที่ { }E  และ { }F  หมายถึง เวกเตอรของปริมาณฟลักซแบบไมหนืด (inviscid flux) ในทิศแกน 
x และ y ตามลําดับ
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และ { }J  หมายถึง เวกเตอรของแรงเนื่องจากน้ําหนักในทิศแกน y
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ระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสขางตน  เมื่อนํามาแกปญหาการไหล
ในกรณีที่ของไหลเปนอากาศ  ก็จะใชสมมติฐานของอากาศในอุดมคติ (ideal gas) มาพิจารณา
รวมกับระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  โดยผานทางสมการสถานะของกาซ (Gas
equation of state)  ซึ่งแสดงความสัมพันธระหวางความหนาแนนและความดันของของกาซ ดังนี้

ρRTp = (3.39)

และพลังงานภายใน e  สามารถคํานวณไดจากสมการแสดงความสัมพันธทางเทอรโมไดนามิกส  
ดังนี้

Tce v= (3.40)

v

p

c
c

γ = (3.41)

สําหรับในกรณีที่ของไหลเปนน้ําทะเล  เชนการวิเคราะหปญหาการระเบิดใตทอง
น้ําทะเล เปนตน  สมมติฐานของอากาศในอุดมคติจะไมสามารถนํามาใชงานไดอยางถูกตอง  ดัง
นั้นในกรณีนี้จึงจําเปนตองใชสมการสถานะของ Tait สมการ (2.9)  ดังที่กลาวมาแลวในบทที่ผาน
มา  เพื่อนํามาพิจารณารวมกับระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  แตเนื่องจากสมการ
ดังกลาวไมแสดงความสัมพันธเฉพาะระหวางความหนาแนนและความดันของของไหล  โดยไม
ปรากฏอุณหภูมิเปนตัวแปรในสมการ  ดังนั้นในกรณีที่ของไหลเปนน้ําทะเล  ระบบสมการเชิง
อนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสที่นํามาใชในการสรางระบบสมการไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซน-
เตอรดังที่จะกลาวในบทตอไป  ก็จะมีเฉพาะสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวล (3.5)  และ
สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x และ y (3.13 และ 3.14) เทานั้น  
เพราะในการประดิษฐเมตริกซแบบยาโคบี (Jacobian matrix)  สําหรับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
อัปวินดเซลลเซนเตอร จะตองแปลงสมการเชิงอนุพันธยอยของอนุรักษพลังงานในรูปของพลังงาน
รวมใหอยูในรูปของความดันโดยอาศัยความสัมพันธจากสมการสถานะ  ดังนั้นสมการในรูปแบบ
อยางงายของตัวแปรอนุรักษสามารถที่จะแสดงไดดังตอไปนี้
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โดย { }U  หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรอนุรักษ (conservation variables) ดังนี้
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(3.43)

{ }E  และ { }F  หมายถึง เวกเตอรของปริมาณฟลักซแบบไมหนืด (inviscid flux) ในทิศแกน x และ 
y ตามลําดับ
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J (3. 44)

และ { }J  หมายถึง เวกเตอรของแรงเนื่องจากน้ําหนักในทิศแกน y



บทที่  4
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร

ระเบียบวิธีอัปวินดเซลลเซนเตอรเพื่อแกปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได  
ถูกปรับปรุงใหสามารถใชไดกับเอลิเมนตรูปรางใด ๆ  เพื่อนําไปใชคํานวณการไหลของอากาศผาน
หนายานที่มีรูปทรงซับซอนโดย Gnoffo [3]  ในวิทยานิพนธฉบับนี้จะทําการศึกษาตอเนื่องสําหรับ
การนํามาประยุกตเปนสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีการวางตัวอยางไม
เปนระเบียบ (unstructured mesh)  ดังที่ไดกลาวมาแลวในบทที่ 3 ในการสรางระบบสมการ
ไฟไนตเอลิเมนตดวยระเบียบวิธีอัปวินดเซลลเซนเตอร  จะถูกแบงออกเปนสองกรณี   กรณีแรก
สําหรับปญหาการไหลที่ของไหลเปนอากาศ  ซึ่งจะทําการศึกษาโดยเริ่มตนจากระบบสมการเชิง
อนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสที่ประกอบดวยสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวล  สมการเชิง
อนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x และ y  และสมการเชิงอนุพันธยอยของการ
อนุรักษพลังงาน

สวนกรณีที่สองสําหรับปญหาการไหลที่ของไหลเปนน้ําทะเล  เพื่อนําไปใชในการ
วิเคราะหปญหาการแพรกระจายของคลื่นช็อกจากการระเบิดใตทองทะเลซึ่งจะทําการศึกษาโดย
เร่ิมตนจากระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสที่ประกอบดวยสมการเชิงอนุพันธยอยของ
การอนุรักษมวล  และสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x และ y  เทา
นั้น  โดยจะแสดงรายละเอียดตาง ๆ ในหัวขอตอไปนี้

4.1 สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับอากาศ

ระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสดังที่ไดประดิษฐขึ้นในบทที่ 3 
สําหรับปญหาการไหลที่ของไหลเปนอากาศ  ภายใตศึกษาสมมติฐานของงานวิจัยที่มุงเนนศึกษา
เฉพาะปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว  ไมพิจารณาพจน
การนําความรอนรวมทั้งความรอนสะสมภายในของไหล  และพิจารณาเฉพาะแรงเนื่องจากน้ําหนัก
ในแนวแกน y เทานั้น จะถูกนํามาแสดงอีกครั้ง ดังนี้

J
y
F

x
E

t
U

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ (4.1)

โดย{ }U  หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรอนุรักษ (conservation variables) ดังนี้
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{ }E  และ { }F  หมายถึง เวกเตอรของปริมาณฟลักซแบบไมหนืด (inviscid flux) ในทิศแกน x และ 
y ตามลําดับ
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และ { }J  หมายถึง เวกเตอรของแรงเนื่องจากน้ําหนักในทิศแกน y
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โดย ε แทนพลังงานรวม (total energy)  ซึ่งประกอบดวยพลังงานภายใน (internal energy) e

และพลังงานจลน (kinetic energy)  ดังนี้

2
vueε

22 +
+= (4.5)

ระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสขางตน  เมื่อนํามาแกปญหาการไหล
ในกรณีที่ของไหลเปนอากาศ  ก็จะใชสมมติฐานของอากาศในอุดมคติ (ideal gas) มาพิจารณา
รวมกับระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  โดยผานทางสมการสถานะของกาซ (Gas 
equation of state)  เนื่องจากจํานวนตัวแปรที่ปรากฏมากกวาจํานวนสมการของระบบสมการเชิง
อนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  ซึ่งแสดงความสัมพันธระหวางความหนาแนนและความดันของของ
กาซ ดังนี้

ρRTp = (4.6)
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และพลังงานภายใน e  ในรูปแบบของความสัมพันธระหวางตัวแปรปฐมภูมิ (primitive variables)
ที่ปรากฏในสมการ (4.2) สามารถคํานวณไดจากสมการแสดงความสัมพันธทางเทอรโมไดนามิกส  
ดังตอไปนี้

ρ
p 

1γ
1    Tc    e v −

== (4.7)

v

p

c
c

γ = (4.8)

สําหรับคาความดัน p  คาเอนทัลป (enthalpy) h  และคาเอนทัลปรวม (total 
enthalpy) H  สามารถเขียนใหอยูในรูปของคาพลังงานรวมและคาความเร็วได ดังนี้
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สําหรับคาความเร็วของเสียง (speed of sound) c  ที่ตําแหนงตางๆภายในโดเมน
ก็จะมีคาไมคงที่  โดนจะมีคาขึ้นกับคาของความดันและคาความหนาแนน  ดวยความสัมพันธดัง
ในสมการ (4.12)

ρ
pγc = (4.12)

การพิจารณาเงื่อนไขขอบเขตผานโดเมนของการไหลแบบอัดตัวได โดยทั่วไปจะ
ประกอบดวยเงื่อนไขในสามลักษณะ ดังตอไปนี้ (1) เงื่อนไขขอบเขตของการไหลเขาดวยความเร็ว
มากกวาเสียง (supersonic inflow)  (2) เงื่อนไขขอบเขตการไหลออกดวยความเร็วมากกวาเสียง
(supersonic outflow)  และ (3)  เงื่อนไขขอบเขตการไหลในทิศทางขนานกับผนัง (solid wall) ดัง
ในรูปที่ 4.1

(1)  เงื่อนไขขอบเขตของการไหลเขาดวยความเร็วมากกวาเสียง (supersonic 
inflow)  ตลอดขอบ S1 จะกําหนดใหคาตัวแปรปฐมภูมิมีคาเทากับคาเริ่มตน (initial values) ดังนี้
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(2)  เงื่อนไขขอบเขตการไหลออกดวยความเร็วมากกวาเสียง (supersonic 
outflow)  ตลอดขอบ S2 ไมตองมีการแกไขคาตัวแปรปฐมภูมิ  โดยปลอยใหเปนคาที่ไดจากการแก
ระบบสมการไฟไนตเอลิเมนต

(3)  เงื่อนไขขอบเขตการไหลในทิศทางขนานกับผนัง (solid wall)  ตลอดขอบ S3  
ภายใตสมมติฐานของการไหลแบบไมหนืด  ดังนั้นจะกําหนดความเร็วใหอยูในทิศทางที่สัมผัส 
(tangent) กับผนังตลอดแนว  สวนความเร็วในแนวตั้งฉากกับผนังตลอดแนว n̂v ⋅r  จะตองมีคา
เปนศูนยเสมอ

รูปที่ 4.1  เงื่อนไขขอบเขตของการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดผานโดเมน

สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับระเบียบวิธีอัปวินดเซลลเซนเตอรในวิทยานิพนธนี้  
จะประดิษฐบนเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ [18] ดังในรูปที่ 4.2  ซึ่งโดยที่แตละจุดตอ
ประกอบดวยตัวแปรอนุรักษที่ไมรูคาสี่ตัว  คือ ρ, ρu, ρv และ ρε  ตามที่ปรากฏในสมการ (4.2)  
เมื่อพิจารณาใหคาฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตมีคาคงที่  ดังนั้นคาเฉลี่ยของตัวแปร
อนุรักษใด ๆ สําหรับแตละเอลิเมนตสามารถคํานวณไดดวยสมการ (4.13)

3

U
U

3

1i
i∑

= = (4.13)
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การประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับระเบียบวิธีอัปวินดเซลลเซนเตอร  จะ
เร่ิมตนดวยการประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (method of weighted residuals) [18] 
เขากับสมการ (4.1)  และเขียน ใหอยูในรูปอินทิกรัลบนเอลิเมนต [3] ดังนี้

∫ ∫ ∫ =−







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

Ω Ω Ω

0dΩJdΩ
y
F

x
EdΩ

t
U (4.14)

เพื่อใหสมการ (4.13)  สามารถที่จะเขียนใหอยูในรูปของปริมาณฟลักซไหลผาน
ผนังรวมของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  ก็ตองทําการประยุกตทฤษฎีบทของเกาส (Gauss theorem)  
เขากับพจนปริมาณฟลักซของสมการ (4.14) ก็จะไดสมการ (4.15)

∫ ∫ ∫ ⋅∇−⋅=⋅∇
Ω Γ Ω

dΩ )vu()dΓn̂v(u )dΩv(u rrrrr (4.15)

∫ ∫ ∫ =−++
∂
∂

Ω Γ Ω

0JdΩ)dΓyFnx(EndΩ
t
U (4.16)

โดย ĵn    înn̂ yx +=   หมายถึง เวกเตอรหนึ่งหนวย (unit vector) ตั้งฉากกับขอบเอลิเมนตที่กําลัง
พิจารณา

ดังนั้น ปริมาณฟลักซที่ตั้งฉากกับขอบของเอลิเมนต  หรือพจนที่สองในสมการ 
(4.16) สามารถคํานวณไดจากผลคูณไดเวอรเจนซ (divergence product)  ของสมการ (4.3)  กับ
เวกเตอรหนึ่งหนวยที่ตั้งฉากกับขอบเอลิเมนตที่กําลังพิจารณา  ดังนี้
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โดย nU  หมายถึง เวกเตอรความเร็วที่ตั้งฉากกับขอบเอลิเมนตที่กําลังพิจารณา  และ tV หมายถึง 
เวกเตอรความเร็วที่ขนานกับขอบเอลิเมนตที่กําลังพิจารณา  ดังนี้

yxn   vn unU += (4.18)

xyt   vn unV +−= (4.19)
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จากสมการ (4.16)  พจนการเปลี่ยนแปลงคาตัวแปรอนุรักษเทียบกับเวลา  
สามารถที่จะประมาณใหอยูในรูปของผลตาง  โดยการประยุกตผลตางสืบเนื่องแบบไปขางหนา
ตามเวลา (forward difference in time)  ไดดังนี้

∫
−

=
∂
∂ +

Ω

m1m

Ω
∆t

UUdΩ
t
U (4.20)

และแทนที่ปริมาณฟลักซแบบไมหนืด  ดวยปริมาณฟลักซแบบเชิงเลข (numerical flux) nF~  ดังใน
สมการ (4.21)

∑∫∫
=

=




 +

3

1n Γ
n

Γ

dΓF~dΓyFnxEn (4. 21)

แทนสมการ (4.20) และ (4.21)  กลับลงในสมการ (4.15) จะได

∫∑∫ +−=−
=

+

Ω

3

1n Γ
n

m1m JdΩ
Ω
∆tdΓF~

Ω
∆tUU (4.22)

ปริมาณฟลักซแบบเชิงเลข nF~   ที่ไหลผานขอบรวมความยาว δ ของเอลิเมนตซาย
มือ L  และเอลิเมนตขวามือ R  ดังแสดงในรูปที่ 4.2  สามารถแสดงในรูปแบบความสัมพันธดังที่
ปรากฏในเอกสารอางอิง [2]  ดังนี้

2
)U(U A   

2
)F(FF~ RLnRnL

n

−
+

+
= (4.23)

โดยที่ ตัวหอยทาย L และ R  หมายถึง ปริมาณของเอลิเมนตซายมือ L และเอลิเมนตขวามือ R 
ตามลําดับ  และ  A    หมายถึง คาดีเทอรมิแนนท (determinant) ของเมตริกซแบบยาโคบี 
(Jacobian matrix) ดังจะไดกลาวถึงวิธีการหาเมตริกซแบบยาโคบีตอไป

รูปที่ 4.2  เอลิเมนตซายมือ L  และเอลิเมนตขวามือ R ที่มีดานรวมยาว δ

δL R
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เมื่อแทนสมการ (4.23) ลงใน (4.22)  จะไดสมการที่ใชในการคํานวณคาการ
เปลี่ยนแปลงของตัวแปรอนุรักษ  ในแตละรอบของการคํานวณ  ซึ่งสามารถที่จะนําไปใชในการ
ปรับปรุงคาตัวแปรอนุรักษ  สําหรับการคํานวณครั้งใหมไดทันที

[ ] ∫+∑ −++−=
=

+

Ω

3

1n

m
R

m
L

mm
nR

m
nL

1m JdΩ
Ω
∆t)U(U A   )F(F nδ2Ω

∆t∆U (4.24)

การตรวจสอบคาความผิดพลาดในแตละรอบของการทําซ้ํา  สามารถคํานวณได
จากคารากที่สองของกําลังสองเฉลี่ย (root mean square) ของผลตางของคาตัวแปรเชิงอนุรักษ
ของทุกเอลิเมนต  ดังนี้

( )2elem

1n

m

n

1m

n UU error ∑ −=
=

+ (4.25)

คาตัวแปรเชิงอนุรักษที่คํานวณได โดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลล
เซนเตอรขางตน  เปนคาตัวแปรเชิงอนุรักษของแตละเอลิเมนต  ดังนั้นถาหากตองการแปลงคาตัว
แปรเชิงอนุรักษดังกลาวใหเปนคาของแตละจุดตอ (node) ของเอลิเมนต  ก็ตองทําการหาคาเฉลี่ย
ของคาตัวแปรเชิงอนุรักษของทุกเอลิเมนตที่เชื่อมโยงกับจุดตอ ดังนี้

n

U
U

n

1i
i

node

∑
= = (4.26)

โดย n หมายถึง จํานวนเอลิเมนตที่เชื่อมโยงกับจุดตอ  หรือจํานวนเอลิเมนตที่ลอมรอบจุดตอ

จากสมการ (4.24) เมตริกซแบบยาโคบี  A
r   ของระบบสมการเชิงอนุพันธยอย

นาเวียร-สโตกส  ถูกกําหนดใหเปนคาการเปลี่ยนแปลงของปริมาณฟลักซเทียบกับคาของตัวแปร
อนุรักษ [19] ซึ่งไดจากการเขียนสมการ (4.1) ใหอยูในรูปแบบ ดังนี้
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การคํานวณหาเมตริกซแบบยาโคบีโดยตรงจากสมการ (4.28) คอนขางยุงยาก  
ดังนั้นจึงตองเขียนสมการ (4.28) ใหอยูในรูปของตัวแปรปฐมภูมิ (primitive variables) แลวจึงทํา
การคํานวณหาเมตริกซแบบยาโคบีสําหรับตัวแปรปฐมภูมิ  A~

r
  จากนั้นจึงทําการแปลงเมตริกซ

แบบยาโคบีสําหรับตัวแปรปฐมภูมิ  ใหกลับเปนเมตริกซแบบยาโคบีสําหรับตัวแปรเชิงอนุรักษอีก
คร้ัง โดยผานทางเมตริกซสําหรับการแปลงคา (transformation matrix) M  ดังนี้

W
UM

∂
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= (4.29)

J WMA
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W 11 −− =∇⋅+
∂
∂ rr (4.31)

J~ WA~
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=∇⋅+

∂
∂ rr

(4.32)

ดังนั้น เมตริกซแบบยาโคบีสําหรับตัวแปรปฐมภูมิ A~
r

  จะมีความสัมพันธกับ
เมตริกซแบบยาโคบีสําหรับตัวแปรเชิงอนุรักษ  A

r  ดังนี้

MAMA~ 1
rr

−= (4.33)

1MA~MA −=
rr (4.34)

JMJ~ 1−= (4.35)

นอกจากนี้ โดยอาศัยคุณสมบัติทางคณิตศาสตรของสมการเชิงอนุพันธยอยออย
เลอร  ที่มีพฤติกรรมในลักษณะไฮเปอรโบลิก (hypobolic) ดังนั้นโดยวิธีการหาคาเจาะจง 
(eigenvalue) ของเมตริกซแบบเจาะจง (eigenvector matrix)  ก็สามารถที่จะแสดงเมตริกซแบบ
ยาโคบีสําหรับตัวแปรปฐมภูมิ  ในลักษณะของเมตริกซแบบเจาะจง [1,19] ไดดังนี้

1LΛLA~ −=
r

(4.36)

โดย L  หมายถึง เมตริกซแบบเจาะจง  และ Λ  หมายถึง เมตริกซแบบเจาะจงเฉียง (diagonal 
eigenvector matrix) ซึ่งประกอบดวยคาเจาะจง λ  เฉพาะในแนวทแยงมุมหลักของเมตริกซ
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เมื่อแทนสมการ (4.36) กลับลงในสมการ (4.34)  ก็จะไดสมการที่ใชในการ
คํานวณหาเมตริกซแบบยาโคบีสําหรับตัวแปรเชิงอนุรักษ  ดังนี้

111 RΛRMLΛLMA −−− ==
r (4.37)
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สําหรับคาสัมประสิทธิ์ตาง ๆ ในเมตริกซทั้งสามขางตน ก็จะมีคาตามที่กําหนดใน
สมการ (4.9) ถึง (4.12) และ (4.18) ถึง (4.19) สวนคาสัมประสิทธิ์ α และ β มีคาดังนี้

2
vuα

22 +
= (4.41)

1γβ −= (4.42)

สวนคาตัวแปรที่จะนําไปใชในสมการ (4.38) ถึง (4.41) จะตองเปนคาของการ
ไหลผานดานรวม δ ระหวางเอลิเมนตซายมือ L  และเอลิเมนตขวามือ R โดยจะถูกประมาณดวย
วิธีการหาคาเฉลี่ยของโรย (Roe’s averaging) [8] ดังนี้
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RL ρρρ = (4.43)
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4.2 สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับน้ําทะเล

จากหัวขอที่ผานมาจะเห็นวาเมตริกซแบบยาโคบีสําหรับตัวแปรเชิงอนุรักษ  จะถูก
คํานวณมาจากเมตริกซแบบยาโคบีสําหรับตัวแปรปฐมภูมิ  และเนื่องจากสมการของสถานะของ
กาซ (4.6) แตกตางไปจากสมการของสถานะของน้ําทะเล ซึ่งในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชสมการ
ของสถานะของ Tait (Tait equation of state) [9] โดยจะขอยกจากบทที่ 2 มากลาวอีกครั้ง ดังนี้
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 โดย

oρ
o ρ

pc 







∂
∂

= หมายถึง  คาความเร็วเสียงอางอิงที่ระดับความดันบรรยากาศ  

ซึ่งกําหนดใหมีคาเทากับ 1,515 m/s.
op   หมายถึง   คาความดันอางอิงที่ระดับความดันบรรยากาศ  ซึ่งกําหนดใหมี

คาเทากับ 100,000 Pa.
oρ   หมายถึง   คาความหนาแนนอางอิงที่ระดับความดันบรรยากาศ  ซึ่งกําหนด

ใหมีคาเทากับ 1,020.95 kg/m3.
n  หมายถึง  คาคงที่เทากับ 7.15 ในกรณีของน้ําทะเล

เมื่อดําเนินการตามขั้นตอนดังที่ในหัวขอที่ผานมา  แตใชสมการของสถานะของ 
Tait  แทนสมการของสถานะของกาซ  ก็จะไดสมการที่ใชในการคํานวณหาเมตริกซแบบยาโคบี
สําหรับตัวแปรเชิงอนุรักษที่อยูในรูปแบบเชนเดียวกับสมการ (4.37)  แตจะเปนเมตริกซขนาด 3x3 
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เนื่องจากระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  ที่นํามาประดิษฐโดยระเบียบวิธีไฟไนต
เอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอรจะไมรวมสมการเชิงอนุพันธยอยของพลังงาน  ดังนั้นคา
สัมประสิทธิ์ตาง ๆ ของเมตริกซดังกลาวจะมีคาเปลี่ยนแปลงไป ดังนี้
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สําหรับคาสัมประสิทธิ์ตาง ๆ ในเมตริกซทั้งสามขางตน ก็จะมีคาตามที่กําหนดใน
สมการ (4.18) ถึง (4.19) สวนคาสัมประสิทธิ์ *ρ  มีคาดังนี้

2
1n

o

*

ρ
ρρ

−









= (4.51)

สวนคาตัวแปรที่จะนําไปใชในสมการ (4.48) ถึง (4.51) จะตองเปนคาของการ
ไหลผานดานรวม δ ระหวางเอลิเมนตซายมือ L  และเอลิเมนตขวามือ R โดยจะถูกประมาณดวย
วิธีการหาคาเฉลี่ยของโรย (Roe’s averaging) [8] ดังนี้

RL ρρρ = (4.52)
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RRLL

ρρ
uρuρ

u
+

+
= (4.53)
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RL

RRLL

ρρ
vρvρ

v
+

+
= (4.54)

สมการไฟไนตเอลิเมนตที่ประดิษฐโดยใชสมการสถานะของ Tait ขางตน  จะใช
เวลาในการประมวลผลคอนขางมาก  เพราะปรากฏการยกกําลังเลขจํานวนจริงหลายครั้งใน
เมตริกซขางตน  ดังนั้นเพื่อเปนการลดเวลาของการประมวลผล  จึงควรที่จะแปลงสมการสถานะ
ของ Tait  ขางตนใหอยูในรูปสมการเชิงเสนตรง  ซึ่งจะทําใหไดสมการไฟไนตเอลิเมนตดังที่ปรากฏ
รายละเอียดในภาคผนวก ก  จากตารางที่ 4.1 จะเห็นวาใหความแตกตางของผลลัพธที่ระดับความ
ดัน 1,000 บารเหนือระดับความดันอางอิงมีคาประมาณ 12.4456 เปอรเซ็นต  เมื่อเปรียบเทียบกับ
สมการไฟไนตเอลิเมนตที่ประดิษฐโดยใชสมการสถานะของ Tait แบบเต็ม

ตารางที่ 4.1   เปรียบเทียบความแตกตางระหวางอัตราสวนของคาความดันตอคาความดันอางอิง
 ที่ระดับความดันตาง ๆ เหนือระดับความดันอางอิง ที่ไดจากสมการสถานะของ Tait
 แบบสมการเต็ม  และแบบสมการเชิงเสน

(ρ - ρ0) / ρ0

(p- p0) (บาร) Linear Tait Full Tait Error (%)
100 0.004263 0.004208 1.3032
200 0.008525 0.008310 2.5920
300 0.012788 0.012311 3.8668
400 0.017050 0.016218 5.1283
500 0.021313 0.020035 6.3771
600 0.025575 0.023766 7.6135
700 0.029838 0.027415 8.8382
800 0.034100 0.030986 10.0515
900 0.038363 0.034482 11.2538

1000 0.042625 0.037907 12.4456



บทที่  5
การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน

การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมในวิทยานิพนธฉบับนี้  จะเลือกใชวิธีการสราง
เอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน (Delaunay triangulation)  โดยเนื้อหาในบทนี้จะเริ่มตนดวยการ
อธิบายเทคโนโลยีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่เปนที่ยอมรับในปจจุบัน  ถัดไปก็จะเปนการ
อธิบายวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  ซึ่งจะยึดแนวคิดสําคัญและอัลกอริทึมจาก
เอกสารอางอิง [4,5]  พรอมทั้งแสดงตัวอยางการเกิดเอลิเมนตสามเหลี่ยมอยางเปนขั้นเปนตอน  
สุดทายก็จะอธิบายการสรางตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  (error indicator)  และทําการประยุกต
เขากับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive remeshing technique)  ซึ่งเปน
อัลกอริทึมที่ถูกพัฒนาข้ึนมาใหมภายใตเงื่อนไขของการการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  
เพื่อนําไปใชในการตรวจจับช็อกที่เกิดจากการไหลแบบอัดตัวไดที่ความเร็วสูง

5.1 เทคโนโลยีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมในปจจุบัน

จากการสํารวจจากเอกสารงานวิจัยที่ไดรับการเปดเผย และเอกสารเผยแพรจาก
บริษัทผูประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  
ประกอบกับงานสํารวจของ Owen [20] พบวา เทคโนโลยีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่เปนที่
ยอมรับในปจจุบันสามารถแบงออกไดเปน 3 กลุมใหญ ๆ ดังนี้

1. Octree/Quadtree
2. Advancing Front
3. Delaunay triangulation

5.1.1 Octree/Quadtree

เทคนิค Octree ไดถูกคิดคนขึ้นครั้งแรกสําหรับใชในการสรางเอลิเมนตทรงเหลี่ยม
ส่ีหนา (tetrahedral) สําหรับโดเมนในสามมิติ Shephard [21,22] เปนบุคคลสําคัญที่ชวยในการ
พัฒนาเทคนิคดังกลาว สําหรับการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมในสองมิติจะเรียกเทคนิคเดียวกันนี้
วา Quadtree หลักการโดยสําคัญของ Quadtree  ก็คือ การเริ่มตนสรางสี่เหลี่ยมครอบโดเมนจะ
เรียกสี่เหลี่ยมดังกลาววา root จากนั้นจึงทําการแบงพื้นที่ของสี่เหลี่ยมใหเล็กลงจากสี่เหลี่ยมหนึ่ง
รูปเปนสี่เหลี่ยมสี่รูป และเรียกสี่เหลี่ยมที่เกิดขึ้นจาก root วา leaf  ซึ่งเปนแนวคิดคลายกับแผนภูมิ
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ตนไมไบนารี (binary tree)  ถัดไปก็จะเปนการตรวจสอบดานของสี่เหลี่ยมที่ตัดกับขอบของโดเมน  
ก็ใหทําการคํานวณจุดตัดและแทรกจุดตอลงตรงจุดตัดดังกลาว  และลบทิ้งของของสี่เหลี่ยมที่อยู
นอกโดเมน ลําดับสุดทายก็จะเปนการแบงสี่เหลี่ยมที่ไดออกเปนสามเหลี่ยมสองรูป  ดังตัวอยางใน
รูปที่ 5.1 แสดงตัวอยางการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยเทคนิค Quadtree

รูปที่ 5.1  ตัวอยางการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยเทคนิค Quadtree

5.1.2 Advancing Front

เทคนิค Advancing Front เปนวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมวิธีหนึ่งที่ไดรับ
ความนิยมอยางมากในปจจุบัน  เนื่องจากสามารถที่จะใหเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีคุณภาพคอน
ขางดี Lohner [23,24] และ Lo [25,26]  เปนบุคคลสําคัญที่ชวยในการพัฒนาเทคนิคดังกลาวให
เปนที่แพรหลาย  หลักการโดยสําคัญของ Advancing Front เร่ิมตนดวยการสรางจุดตอตามขอบ
ของโดเมนจากนั้นใหเลือกเสนตอระหวางจุดตอข้ึนมาหนึ่งเสน เรียกวา front เพื่อทําการสราง
สามเหลี่ยมดานเทาขึ้นมา  แลวทําการลบทิ้ง front ดังกลาวออกจากบัฟเฟอร พรอมทั้งกําหนดให
เสนขอบที่เหลืออีกสองดานของสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมาใหมเปน front สําหรับเลือกใชใน
อนาคตโดยเก็บใสลงในบัฟเฟอร และกระบวนการเลือก front  แลวสรางสามเหลี่ยมจะดําเนินไป
เร่ือยๆจากขอบของโดเมนเขาสูพื้นที่ดานในของโดเมน  ดังตัวอยางในรูปที่ 5.2 แสดงการสราง
เอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยเทคนิค Advancing Front

รูปที่ 5.2  ตัวอยางการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยเทคนิค Advancing Front
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5.1.3 Delaunay triangulation

เทคนิค Delaunay triangulation เปนวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ไดรับ
ความนิยมมากที่สุด [20]  เนื่องจากสามารถที่จะใหเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีคุณภาพคอนขางดีอัน
เนื่องมาจากเงื่อนไข Delaunay หรือเรียกอีกอยางวาคุณสมบัติ empty sphere ในสามมิติและ 
empty circumcircle ในสองมิติ อันเนื่องมาจากเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน จะตองเปน
สามเหลี่ยมที่จุดปลายทั้งสามของสามเหลี่ยม  จะตองไมอยูภายในวงกลมที่ลอมรอบและลากผาน
จุดปลายทั้งสามของสามเหลี่ยมอื่นๆ  ซึ่งเปนหลักการโดยสําคัญของเทคนิค Delaunay 
triangulation ดวยเหตุผลดังกลาวจึงทําใหสามเหลี่ยมเดอลอนเน  เปนสามเหลี่ยมที่มีมุมภายในที่
เล็กที่สุดโตกวาสามเหลี่ยมที่สรางโดยวิธีอ่ืนๆ [6]  เงื่อนไข Delaunay ถูกนํามาพัฒนาจนเปนวิธีที่
ใชในการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม (Delaunay triangulation) โดย Lawson [27] Bowyer [13]
และ Watson [28]  แตเนื่องจากเงื่อนไข Delaunay  ไมไดแนะนําวิธีการสรางจุดตอภายในโดเมน  
ในชวงตอมาไดมีผูทําการศึกษาและพัฒนาวิธีการสรางจุดตอภายในโดเมน  จนทําใหวิธี 
Delaunay triangulation ไดรับการยอมรับอยางแพรหลาย ก็คือ Baker [29]  Weatherill [4]  
George [30]  Chew [31]  Ruppert [14]  และ Shewchuk [6]

รูปที่ 5.3  ตัวอยางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ผานเงื่อนไข Delaunay

จากการศึกษา [20] พบวาในปจจุบันเทคนิค Advancing Front  และเทคนิค 
Delaunay triangulation  เปนสองวิธีที่ไดรับความนิยมและยังคงไดรับการศึกษาในแงของการวิจัย
เพิ่มเติม  และไดถูกนําไปประยุกตลงในโปรแกรมเชิงพาณิชยที่ทําการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบ
วิธีไฟไนตเอลิเมนต เชน Nastran หรือ Ansys เปนตน  แตยังไมพบวามีเอกสารงานวิจัยใดที่แยก
แยะขอดีขอเสียหรือเปรียบเทียบจุดเดนจุดดอยของวิธีทั้งสองอยางชัดเจน  แตจากการศึกษาและ
ทดลองสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม  และทําการวิเคราะหปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัว
ที่ความเร็วสูงโดยการประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหา  พอที่จะ
สรุปขอดีขอเสียของการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยวิธีทั้งสอง  ดังตอไปนี้
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เทคนิค Advancing Front

ขอดี
1. เอลิเมนตสามเหลี่ยมจะมีลักษณะที่ใกลเคียงสามเหลี่ยมดานเทาคอนขางมาก  โดยเฉพาะ

อยางยิ่งเอลิเมนตสามเหลี่ยมบริเวณขอบของโดเมน
2. สามารถกําหนดทิศทางการวางตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยม
3. เมื่อทําการประยุกตเขากับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive meshing 

technique)  จะทําใหไดเอลิเมนตสามเหลี่ยมจํานวนไมมากเมื่อเทียบกับที่ไดจากเทคนิค 
Delaunay triangulation  เนื่องจากผลของขอที่ 2

4. อัลกอริทึมมีความซับซอนไมมาก
5. ไดถูกนําไปการประยุกตลงในโปรแกรมเชิงพาณิชย  ที่ทําการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธี

ไฟไนตเอลิเมนต เชน Ansys เปนตน

ขอเสีย
1. กรณีที่โดเมนมีรูปทรงที่เรียวยาวที่ดานใดดานหนึ่ง  อาจจะทําใหเอลิเมนตสามเหลี่ยมบริเวณ

ดังกลาวมีคุณภาพที่ไมดี
2. เนื่องจากเปนวิธีที่อยูบนพื้นฐานของการสรางสามเหลี่ยมดานเทาจากขอบ  ดังนั้นจึงไมเหมาะ

กับปญหาที่มีเอลิเมนตขนาดเล็กมากและเอลิเมนตขนาดโตมากอยูติด ๆ กัน  เพราะเทคนิค
ดังกลาวตองการการสรางเอลิเมนตที่มีการเปลี่ยนแปลงขนาดจากขนาดเล็กไปหาขนาดใหญ
หรือในทางตรงกันขาม แบบคอยเปนคอยไป (element size grading)

3. ถึงแมวาจะสามารถควบคุมทิศทางการวางตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยมตามแนวของเสนช็อก
ได  แตไมสามารถที่จะปรับขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมใหโตขึ้นมากๆ  เพราะอัลกอริทึมนี้
ยังคงมีขอจํากัดในการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มี aspect ratio มากๆ  ซึ่งจะสงผลใหไม
สามารถประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิ-เมนตโดยอัตโนมัติไดมากครั้งตามที่ตองการ

เทคนิค Delaunay triangulation

ขอดี
1. จากคุณสมบัติเดอลอนเนดังจะกลาวตอไป ทําใหเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ไดจะมีมุมที่เล็กที่สุด

โตกวาเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่สรางโดยวิธีอ่ืนๆภายใตเงื่อนไขเดียวกัน  หรืออีกนัยหนึ่งสามารถ
กลาวไดวาเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ไดจะเขาใกลสามเหลี่ยมดานเทามากกวานั่นเอง

2. สามารถสรางเอลิเมนตขนาดเล็กมากและเอลิเมนตขนาดโตมากในบริเวณที่ใกล ๆ กันได
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3. ในโดเมนหนึ่ง ๆ สามารถที่จะสรางเอลิเมนตที่มีขนาดแตกตางกันกวา 100 เทาได  ซึ่งคุณ
สมบัตินี้จะเหมาะกับการนําไปประยุกตเขากับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ

4. สามารถใชไดกับโดเมนรูปทรงใด ๆ หรือโดเมนมีรูปทรงที่เรียวยาวที่ดานใดดานหนึ่ง
5. อัลกอริทึมมีความซับซอนไมมาก
6. ไดถูกนําไปประยุกตลงในโปรแกรมเชิงพาณิชย  ที่ทําการวิเคราะหปญหาโดยอาศัยระเบียบ

วิธีไฟไนตเอลิเมนต เชน Nasrtan หรือ Fluent  ซึ่งเปนโปรแกรมเพียงตัวเดียวในปจจุบันที่
สามารถวิเคราะหการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได (high-speed compressible flow) และ
สามารถประยุกตเขากับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ เปนตน

ขอเสีย
1. ไมสามารถกําหนดทิศทางการวางตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยม
2. เนื่องจากสามารถสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดเล็กมากและเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดโต

มากในบริเวณที่ใกล ๆ กันได  ดังนั้นการประยุกตเขากับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ  ในบางกรณีอาจจะใหเอลิเมนตสามเหลี่ยมมีคุณภาพไมดี หรือมีลักษณะเรียวยาว
มาก  ในบริเวณที่ไมสามารถแทรกจุดภายโดเมน

3. โดยทั่วไปสําหรับปญหาหนึ่ง ๆ เมื่อทําการประยุกตเขากับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ  จะทําใหเกิดเอลิเมนตสามเหลี่ยมจํานวนมากกวาที่ไดจากเทคนิค Advancing 
Front

4. การประยุกตเขากับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  จะเกิดความยุงยากในการ
กําหนดคา hmin และ hmax ที่เหมาะสม  เพราะไมมีเงื่อนไขที่ตายตัวในการกําหนดคา hmin

และ hmax  เพราะจะขึ้นกับกายภาพของปญหาและลักษณะของโดเมน

จากการเปรียบเทียบขางตน ประกอบกับงานวิจัยที่ผาน ๆ มา จะใชเทคนิค 
Advancing Front  ในการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม  แตไมเคยศึกษาเทคนิค Delaunay 
triangulation มากอน ประกอบกับความสําเร็จในการนําไปใชงานในเชิงพาณิชยของเทคนิค 
Delaunay triangulation ที่ปรากฏในโปรแกรม Fluent  ดังนั้นจึงเลือกที่จะศึกษาและประยุกต
เทคนิค Delaunay triangulation  สําหรับวิทยานิพนธฉบับนี้

5.2 การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนและการสรางจุดตอภายโดเมน

การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  สามารถแบงออกไดเปนสองขั้นตอน
หลัก ๆ  ดังนี้  ขั้นตอนที่หนึ่งเปนการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนใหกับจุดตอที่อยูบนขอบ
ของโดเมน (boundary node triangulation)  และขั้นตอนที่สองเปนการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม
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เดอลอนเนภายในโดเมนโดยการแบงยอยเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ไดจากขั้นตอนที่หนึ่ง  
ดวยวิธีการสรางจุดตอภายในโดเมนแบบอัตโนมัติ  และวิธีการตรวจสอบระยะหางระหวางจุดตอที่
มีอยูแลวกับจุดตอที่ตองการแทรกเขาไปใหม  เพื่อปองกันการเกิดเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีรูปราง
แบนราบจนเกินไป  สําหรับอัลกอริทึมในการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนในบทความนี้  
จะอางอิงถึงอัลกอริทึมที่พัฒนาโดย Bowyer  [13]  ซึ่งไดนําเสนอวิธีการทดสอบจุดภายในวงกลม 
(in-circle test)  มาใชในการทดสอบคุณสมบัติเดอลอนเนของเอลิเมนตสามเหลี่ยม

กอนที่จะกลาวถึงอัลกอริทึมในการสรางสามเหลี่ยมเอลิเมนตเดอลอนเน  ก็จะขอ
อธิบายแนวคิดพื้นฐานเกี่ยวกับสามเหลี่ยมเดอลอนเน  และแผนผังโวโรนอย (Voronoi diagram)  
ซึ่ง Dirichlet [13,28]  เปนบุคคลแรกที่นําเสนอวิธีการสรางแผนผังโวโรนอย หรือเรียกอีกชื่อวา 
Dirichlet tessellation  (ดูตัวอยางในรูปที่ 5.4)  โดยนิยามในดานเรขาคณิตการคํานวณ 
(computational geometry)  แผนผังโวโรนอย หมายถึง แผนผังที่ไดจากการแบงโดเมนออกเปน
กลุมของรูปหลายเหลี่ยม  โดยถาหากกําหนดใหมีจุดตอภายในโดเมน {Pk}, k=1,…, n  เรา
สามารถที่สรางพื้นที่ของรูปหลายเหลี่ยม (region) {Vk}, k=1,…, n ลอมรอบจุดตอดังกลาว  โดย
แตละพื้นที่ของรูปหลายเหลี่ยมจะลอมรอบจุดตอเพียงจุดเดียว  ซึ่งจะทําใหระยะหางจากจุดตอไป
ยังขอบของรูปหลายเหลี่ยมจะเปนระยะทางที่สั้นที่สุด  เมื่อเทียบกับระยะหางจากจุดตอของพื้นที่
ของรูปหลายเหลี่ยมที่ลากมายังขอบของรูปหลายเหลี่ยมดังกลาว

รูปที่ 5.4  แผนผังโวโรนอยของจุดตอภายในโดเมน

ดังนั้นจากนิยามขางตน  ก็สามารถที่จะแสดงความหมายของแผนผังโวโรนอย  
ในรูปแบบของสมการเซต [4] ไดดังนี้

{ }ij ,Pp Pp :P V jiik ≠∀−<−= (5.1)

จากสมการ (5.1) สามารถกลาวไดวาขอบแผนผังโวโรนอยแตละดาน  จะตองวาง
อยูตองกึ่งกลางระหวางจุดตอสองจุดตอที่ขอบดังกลาวเปนขอบรวม (ดูรูปที่ 5.5)  ถาหากทุกจุดตอ
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ที่อยูภายในแผนผังโวโรนอยถูกเชื่อมตอกันดวยเสนตรง โดยการลากเสนตรงเชื่อมตอระหวางจุดตอ
สองจุดตอที่มีขอบเปนขอบรวม (common boundary) ดังในรูปที่ 5.6  รูปสามเหลี่ยมที่เกิดขึ้นจาก
กระบวนการดังกลาวจะถูกเรียกวาสามเหลี่ยมเดอลอนเน (Delaunay triangle)  ในทางทฤษฎี
กราฟ (Graph theory)  สามเหลี่ยมเดอลอนเนจะถูกนิยามใหเปนกราฟ (graph) ที่เมื่อลากวงกลม
ผานจุดปลายทั้งสามของสามเหลี่ยมลอมรอบ  จะตองไมมีจุดตออ่ืนอยูภายในวงกลมดังกลาว ยก
เวนจุดปลายทั้งสามของสามเหลี่ยมเองซึ่งจะอยูบนเสนรอบวงกลม  คุณลักษณะดังกลาวของ
สามเหลี่ยมเดอลอนเนถูกเรียกวาคุณสมบัติ empty circumcircle

รูปที่ 5.5  ระยะหางที่เทากันของระยะทางจากจุดตอมายังขอบรวม

รูปที่ 5.6  สามเหลี่ยมเดอลอนเนและแผนผังโวโรนอย

อัลกอริทึมการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน (DelaunayTriangulation) 
ประกอบดวยงานหลัก ๆ สองประการ ดังนี้  ประการที่หนึ่งการแบงจุดตอบนขอบเขตของโดเมน  
และ ประการที่สองการลากเสนเชื่อมโยงจุดตอดังกลาวเพื่อแบงพื่นที่ของโดเมนออกเปนเอลิเมนต
สามเหลี่ยม  ดังนี้

อัลกอริทึมที่ 1  DelaunayTriangulation(P, T)

1. กําหนดให P, k = 1,…, n เปนเซตของจุดตอทั้งหมดบนขอบเขตของโดเมน  โดยลําดับของจุด
ตอบนขอบของโดเมนจะตองจัดเก็บตามลําดับแบบทวนเข็มนาฬิกา (ccw)  ถาหากเปนจุดตอ
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บนขอบนอกของโดเมน  และจัดเก็บตามลําดับแบบตามเข็มนาฬิกา (cw)  ถาหากเปนจุดตอ
บนขอบในหรือรูของโดเมน ดังในรูปที่ 5.7  ซึ่งการอานจุดตอบนขอบของโดเมนมายัง P ก็จะ
อานตามลําดับการจัดเก็บดังกลาว

รูปที่ 5.7  การจัดเรียงลําดับจุดตอบนขอบของโดเมน

2. กําหนดให T  เปนเซตสําหรับจัดเก็บเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมาใหม
3. กําหนดให TD เปนเซตสําหรับจัดเก็บเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ตองการลบทิ้ง
4. กําหนดให T เปนเซตวาง
5. คนหาตําแหนงจุดตอบนขอบของโดเมนที่มีตําแหนงโคออรดิเนตในแนวแกน x และ y  ที่นอยที่

สุดและมากที่สุด  เพื่อใชในการสรางสี่เหลี่ยมนูน (convex hull rectangle)
6. สรางสี่เหลี่ยมนูนที่สามารถบรรจุจุดตอทั้งหมดเอาไวในโดเมนของสี่เหลี่ยมนูน   และจัดเก็บจุด

ปลายทั้งสี่ของสี่เหลี่ยมนูนเขาไปในเซต P  โดยมีสถานะเปนจุดตอที่เคยถูกอานจากเซต P
7. สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมรูปที่หนึ่ง  และเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่สองที่ไดจากการแบงครึ่ง

สี่เหลี่ยมนูน (แบงสี่เหลี่ยมนูนออกเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมสองรูป)  ดังในรูปที่ 5.8

รูปที่ 5.8  การแบงสี่เหลี่ยมนูนออกเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมสองรูป

8. อานจุดตอลําดับถัดไป pi  จากเซต P
9. คนหาเอลิเมนตสามเหลี่ยม ti ในเซต T  ที่มีจุดตอลําดับที่ pi  อยูภายในสามเหลี่ยม  ซึ่งวิธีการ

คนหาจะใชทดสอบผลคูณเวกเตอร (cross product)  โดยเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีจุดตอ
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ลําดับที่ pi อยูภายในจะตองมีผลคูณเวกเตอรระหวางดานทั้งสามของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  
กับเสนตรงที่เชื่อมตอระหวางจุดตอ pi กับจุดปลายของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่กําลังทดสอบ
เปนบวกเสมอ  ดังตัวอยางในรูปที่ 5.9

รูปที่ 5.9  การคนหาจุดภายในเอลิเมนตสามเหลี่ยม

10. กําหนดให TD เปนเซตวาง
11. คนหาเอลิเมนตสามเหลี่ยมในเซต T  ที่ไมผานการทดสอบวงกลมภายใน (in-circle test)  โดย

การลากวงกลมผานจุดปลายทั้งสามของเอลิเมนตสามเหลี่ยม ti ที่ไดจากขั้นตอนที่ 9  และจัด
เก็บเอลิเมนตสามเหลี่ยมดังกลาวลงในเซต TD

12. ลบทิ้งเอลิเมนตสามเหลี่ยมในเซต TD  ออกจากเซต T
13. สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  โดยการลากเสนเชื่อมโยงระหวางจุดตอ pi  และจุดตอ

ของเอลิเมนตอ่ืน ๆ ที่มีขอบลอมรอบจุดตอ pi  และใหเพิ่มเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่
ถูกสรางขึ้นมาใหมลงในเซต T

14. ปรับปรุงหมายเลขของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีดานติดกับสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมาใหม
15. กลับไปยังขั้นตอนที่ 8  จนกวาจุดตอทั้งหมดจะถูกอานจากเซต P
16. ลบทิ้งเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่อยูนอกโดเมน  เนื่องจากในขั้นตอนที่ 7 มีการสรางเอลิเมนต

สามเหลี่ยมจากการแบงครึ่งสี่เหลี่ยมนูน  ดังนั้นจึงทําใหมีเอลิเมนตสามเหลี่ยมบางสวนในเซต 
T  ที่อยูนอกโดเมน  จึงตองทําการลบทิ้งเอลิเมนตสามเหลี่ยมดังกลาวออกจาก T

17. ทําการเรียงลําดับหมายเลขของเอลิเมนตสามเหลี่ยมใหมอีกครั้ง

ดังที่กลาวมาแลวขางตนวาอัลกอริทึมการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน
ไมไดแนะนําวิธีการสรางจุดตอภายโดเมน  ดังนั้นจึงตองอาศัยวิธีอ่ืน ๆ ในการสรางจุดภายโดเมน  
สําหรับวิธีการสรางจุดตอลงในโดเมนโดยอัตโนมัติ  มีอยูดวยกันหลากหลายวิธี  เชน  Cavendish 
[32]  ไดแนะนําวิธีการแบงแยกโดเมนออกเปนโซนๆตามความหนาแนนของจุด  และในแตละโซนก็
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จะทําการแบงพื้นที่ออกเปนสี่เหลี่ยมเล็ก  จากนั้นวิธีการสรางจุดตอลงในโดเมนโดยอัตโนมัติลงใน
ส่ีเหลี่ยมขนาดเล็กแตละรูป  โดยตําแหนงการสรางจุดตอจะไดจากการสุมตําแหนงภายในพื้นที่ของ
ส่ีเหลี่ยม  และเงื่อนไขที่ใชในการทดสอบการสรางจุดตอ  ก็คือภายในรัศมีที่กําหนดจากจุดตอที่
สราง  จะตองไมมีจุดตอที่ถูกสรางกอนหนานี้อยูภายในวงกลม  ซึ่งแนวคิดดังกลาวนี้จะถูกนํามา
ประยุกตใชในการสรางจุดตอลงในโดเมนโดยอัตโนมัติ  สวน Frey [33]  ไดมีการนําเสนอแนวคิด
เกี่ยวกับการสรางฟงกชันระยะหางของจุด (point spacing function)  เพื่อใชในการควบคุมความ
หนาแนนของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  แนวคิดดังกลาวไดถูกนํามาประยุกตใชในการสรางอัลกอริทึม
การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตอไป

สําหรับวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชเทคนิคที่แนะนําในเอกสารอางอิง [4,5]   โดยการ
สรางจุดตอภายในโดเมนโดยอัตโนมัติ จะถูกควบคุมดวยพารามิเตอรที่สําคัญสองคา คือ 
สัมประสิทธิ์อัลฟา (α) เปนคาสัมประสิทธิ์สําหรับการตรวจสอบระยะหางระหวางจุดตอที่ตองการ
แทรกและจุดตอทั้งสามของเอลิเมนตสามเหลี่ยม ซึ่งจะมีผลตอความหนาแนนของเอลิเมนต
สามเหลี่ยม (mesh density)  สวนสัมประสิทธิ์เบตา (β) เปนคาสัมประสิทธิ์สําหรับการทดสอบ
ระยะหางระหวางจุดตอในบริเวณใกลเคียงที่มีอยูแลวกับจุดตอที่ตองการแทรกเขาไปใหม  ซึ่งจะมี
ผลตอรูปรางของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมาใหม (regularity of triangulation)  หลังจาก
ที่จุดตอถูกสรางใหมภายในโดเมนผานการทดสอบดวยคาสัมประสิทธิ์ทั้งสอง  เอลิเมนต
สามเหลี่ยมเดอลอนเนก็จะถูกสรางขึ้นมา  ดวยอัลกอริทึม DelaunayTriangulation ขางตนทุก
ประการ  โดยอัลกอริทึมสําหรับการสรางจุดตอภายในโดเมนโดยอัตโนมัติ (MeshRefinement)  มี
ดังตอไปนี้

อัลกอริทึมที่ 2  MeshRefinement(P, T, α, β)

1. กําหนดให P, k = 1 , …, n เปนเซตของจุดตอทั้งหมดบนขอบเขตของโดเมน  โดยลําดับของ
จุดตอบนขอบของโดเมนจะตองจัดเก็บตามลําดับแบบทวนเข็มนาฬิกา (ccw)  ถาหากเปนจุด
ตอบนขอบนอกของโดเมน  และจัดเก็บตามลําดับแบบตามเข็มนาฬิกา (cw)  ถาหากเปนจุด
ตอบนขอบในหรือรูของโดเมน ดังในรูปที่ 5.7  ซึ่งการอานจุดตอบนขอบของโดเมนมายัง P ก็
จะอานตามลําดับการจัดเก็บดังกลาว

2. กําหนดให V เปนเซตสําหรับจัดเก็บจุดตอที่จะถูกแทรกลงภายในโดเมน
3. กําหนดให T  เปนเซตสําหรับจัดเก็บเอลิเมนตสามเหลี่ยม  ที่ถูกสรางขึ้นมาโดยอัลกอลิทึม 

DelaunayTriangulation
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4. กําหนดใหคาสัมประสิทธิ์ α เปนคาสําหรับควบคุมความหนาแนน (density) ของเอลิเมนต
สามเหลี่ยม

5. กําหนดใหคาสัมประสิทธิ์ β เปนคาสําหรับควบคุมรูปราง (shape or regularity) ของเอลิเมนต
สามเหลี่ยม

6. กําหนดให V เปนเซตวาง
7. คํานวณตําแหนงจุดศูนยถวง (centroid)  ของเอลิเมนตสามเหลี่ยม ดวยสมการ 5.2 ดังนี้
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8. คํานวณคาระยะหางของจุดตอ (nodal spacing value, dpi)  ซึ่งเปนคาเฉลี่ยของระยะหาง
ระหวางจุดตอที่มีดานเชื่อมตอกับจุดปลายของสามเหลี่ยม คาดังกลาวจะเปนคาประจําของ
ทุก ๆ จุดตอภายในโดเมน และจะถูกใชในการเปรียบเทียบสําหรับเงื่อนไขการทดสอบอัลฟา
และเบตาตอไป   โดยการคํานวณคาระยะหางของจุดตอจะแบงออกเปน 2 กรณี ดังนี้ กรณีที่
ระยะหางของจุดตอบนขอบเขตของโดเมน (boundary node)  จะมีคาเทากับคาเฉลี่ยของ
ระยะหางระหวางจุดตอสองจุดที่อยูติดดวยสมการ (5.3)  แตถาหากเปนจุดตอภายในโดเมน  
ก็จะมีคาเทากับคาเฉลี่ยของคาระยะหางของจุดตอของทุกจุดตอที่เชื่อมโยงกับจุดตอดังกลาว
ดวยสมการ (5.4) ดังตัวอยางในรูปที่ 5.10
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รูปที่ 5.10  ตัวอยางการคํานวณคาระยะหางของจุดตอ
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9. อานหมายเอลิเมนตสามเหลี่ยม ti จากเซต T
10. กําหนดใหตําแหนงจุดศูนยถวงเอลิเมนตสามเหลี่ยม ti  เปนจุดตอ pc  คํานวณคาระยะหาง

ของจุดตอ pc ดวยสมการ (5.4)
11. คํานวณระยะหางจากตําแหนงโคออรดิเนตจุดศูนยถวงไปยังจุดปลายทั้งสามของสามเหลี่ยม ti

(dm โดยที่ m = 1, 2, 3)
12. คํานวณระยะหาง sj  จากจุดตอ pc ไปยังจุดตอที่ถูกแทรกกอนหนานี้ สมมติใหเทากับจํานวน 

N จุดตอ
13. ทําการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ α โดยถาหาก dm < (α dpc)  สําหรับบางคาของ m = 1, 2, 3

แสดงวาจุดตอ pc  ไมผานการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ α  ก็ใหกลับไปยังขั้นตอนที่ 9 เพื่ออาน
หมายเลขเอลิเมนตสามเหลี่ยมถัดไป

14. ทําการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ β โดยถาหาก sj < (β dpc)  สําหรับบางคาของ j = 1, …, N
แสดงวาจุดตอ pc  ไมผานการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ β  ก็ใหกลับไปยังขั้นตอนที่ 9 เพื่ออาน
หมายเลขเอลิเมนตสามเหลี่ยมถัดไป

15. จัดเก็บจุดตอ pc ลงในเซต V
16. ถาหากยังคงมีเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ยังไมถูกอานจากเซต T  ใหกลับไปยังขั้นตอนที่ 9 เพื่อ

อานหมายเลขเอลิเมนตสามเหลี่ยมถัดไป
17. ทําการแทรกจุดทั้งหมดในเซต V ลงในโดเมน และสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยอัลกอริทึม 

DelaunayTriangulation  ดังตัวอยางในรูปที่ 5.11

รูปที่ 5.11  ตัวอยางการแทรกจุดภายในโดเมน

โดยปกติเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ไดจากการสรางดวยอัลกอริทึมทั้งสอง
ขางตน  อาจจะยังไมมีคาสัดสวนของดานยาวที่สุดและดานที่ตั้งฉากกัน  (aspect ratio) ที่ดีเพียง
พอ ดังนั้นจึงควรที่จะทําการปรับปรุงรูปรางของเอลิเมนตสามเหลี่ยมใหดีข้ึน  โดยการทําใหคาสัด
สวนของดานยาวที่สุดและดานที่ตั้งฉากกัน  (aspect ratio) ของแตละเอลิเมนตสามเหลี่ยมมีคา
ใกลเคียงกันดวยวิธีลาปลาซ (Laplacian smoothing technique) ซึ่งเปนวิธีที่ไดรับความนิยมมาก
[34]  เนื่องจากทําใหไดเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีคุณภาพดีขึ้นและเปนวิธีที่สามารถที่จะทํางานได
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รวดเร็ว  การปรับปรุงรูปรางของสามเหลี่ยมดวยวิธีลาปลาซ  เปนการยายตําแหนงโคออรดิเนตของ
จุดที่ถูกลอมรอบดวยจุดอื่นๆ  ไปยังตําแหนงโคออรดิเนตที่ไดจากคาเฉลี่ยของตําแหนงโคออรดิเนต
ของจุดที่ลอมรอบ  ซึ่งสามารถแสดงไดดวยดังในสมการ (5.5)

M ..., 2, 1,i         
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รูปที่ 5.12  การปรับปรุงรูปรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยวิธีลาปลาซ

จากการทดลองประยุกตการปรับปรุงรูปรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยวิธีลาปลาซ  
หลังกระบวนการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยอลักอริทึม Delaunay triangulation  พบวาโดย
สวนใหญเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ไดจะมีรูปทรงที่ดีข้ึน  หรืออีกนัยหนึ่งหมายถึงเอลิเมนตสามเหลี่ยม
ที่ไดจะมีลักษณะใกลเคียงกับสามเหลี่ยมดานเทามากยิ่งขึ้น  แตสําหรับกรณีที่ทําการประยุกตเขา
กับเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ไดจากระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  พบวาในบางครั้งจะ
ทําใหเอลิเมนตสามเหลี่ยมในบริเวณแนวเสนช็อกมีขนาดโตขึ้น  อันเนื่องมาจากการเฉลี่ยขนาดกับ
เอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาดโตหวาและมีเสนขอบติดกัน  ดังนั้นจึงสงผลใหตองทําการปรับขนาด
เอลิเมนตโดยอัตโนมัติมากครั้งยิ่งขึ้น  เพราะใหผลของการปรับปรุงรูปรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวย
วิธีลาปลาซที่มีตอเอลิเมนตสามเหลี่ยมในบริเวณแนวเสนช็อกลดลง

เพื่อแสดงใหเห็นถึงศักยภาพของวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน ดวย
อัลกอริทึมทั้งสองขางตนก็จะขอแสดงตัวอยางการสรางเอลิเมนตสําหรับโดเมนที่มีรูปทรงซับซอน 
ดังตอไปนี้  รูปที่ 5.13 จะแสดงการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับโดเมนของใบเลื่อย  
รูปที่ 5.14 จะแสดงการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับโดเมนของบานอยูอาศัยสอง
ชั้น  สวนรูปที่ 5.15 และ 5.16  จะแสดงใหถึงการเกิดเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนอยางเปนขั้น
เปนตอน  โดยรูปที่ 5.15 จะแสดงการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับโดเมนของ 
airfoil  สวนรูปที่ 5.16 จะแสดงการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับโดเมนของแผน
ระนาบเจาะสองรู
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รูปที่ 5.13 การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับโดเมนของใบเลื่อย

รูปที่ 5.14  การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับโดเมนของบานอยูอาศัยสองชั้น
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Multi-connected domain Boundary Triangulation NP=241, NE=241

Refinement #1 NP=394, NE=547 Refinement #2 NP=748, NE=1255

Refinement #3 NP=1696, NE=3151 Refinement #4 NP=2855, NE=5469

Refinement #5 NP=4324, NE=8407 After Smoothing

รูปที่ 5.15  การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับโดเมนของ airfoil
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Multi-connected Domain Boundary Triangulation NP=135, NE=137

Refinement #1 NP=246, NE=359 Refinement #2 NP=544, NE=955

Refinement #3 NP=810 NE=1487 Refinement #4 NP=1033, NE=1933

Refinement #5 NP=1058, NE=1983 After Smoothing

รูปที่ 5.16  การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับโดเมนของแผนระนาบเจาะสองรู
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5.3 ตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาดและระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ

ระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติในวิทยานิพนธฉบับนี้  เปนการ
ประยุกตอัลกอริทึมการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน (Delaunay triangulation) และการ
สรางจุดภายในโดเมนโดยอัตโนมัติ (automatic point creation)   เขากับการสรางเอลิเมนต
สามเหลี่ยมขึ้นมาใหม (remeshing)  โดยอาศัยผลลัพธจากการคํานวณตัวชี้วัดขนาดความผิด
พลาด (error indicator)  และตําแหนงของเอลิเมนตสามเหลี่ยมครั้งที่ผานมาเปนตัวกําหนดเงื่อน
ไขในการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน  ดวยระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติคร้ังใหม  ซึ่ง
จะใหเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่วางตัวอยางเหมาะสมกับปญหาการไหลตาง ๆ  และสงผลใหผลลัพธที่
ไดมีความถูกตองมากยิ่งขึ้น

สําหรับการเลือกตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  จะตองเลือกตัวแปรที่สามารถบง
บอกถึงการเปลี่ยนแปลงของเกรเดียน (gradient) ภายในโดเมนไดเปนอยางดี เชน ความหนาแนน 
ความดัน หรือคาเอนโทรป (entropy) เปนตน [1,2,7]  การสรางตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด
สามารถที่จะกระทําไดในหลาย ๆ รูปแบบ ทั้งนี้ข้ึนกับเวกเตอรนอรม (norm)  ที่ตองการพิจารณา 
[7]  สําหรับในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชคาอนุพันธยอยอันดับที่สองของคาความหนาแนน หรือคา
ความดันในระนาบสองมิติ  ซึ่งสามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซ ดังในสมการที่ 5.6
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โดยอาศัยแนวคิดจากการคํานวณคาความเคนหลัก (principal stress)  ในดาน
กลศาสตรของแข็ง  ในการคํานวณคาสูงสุดของอนุพันธยอยอันดับที่สองของคาความหนาแนน  ก็
จะหมายถึงการคํานวณปริมาณหลัก (principal quantities)  ซึ่งจะทําใหผลคูณอนุพันธยอยขวาง 
(cross derivatives)  ในสมการ (5.6) หมดไป  และจะไดความสัมพันธของปริมาณหลักและขนาด
ของเอลิเมนตที่เหมาะสมสําหรับการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดดังนี้
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จากนั้น  จึงนําคาปริมาณหลักมากที่สุด (λmax) ที่คํานวณไดมาใชในการคํานวณ
หาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสม (h) โดยที่คา hmin และ hmax  ในสมการ (5.8) จะถูกกําหนดโดย
ตัวผูใช

constantλhλh max
2
mini

2
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จากสมการ (5.8)  จะเห็นวาในการคํานวณหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสม
สําหรับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  จําเปนตองกําหนดขนาดของเอลิเมนตที่เล็กที่
สุด (hmin)  ซึ่งการกําหนดคา hmin ที่นอยเกินไปจะทําใหมีการแบงตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่
มากเกินไป  และในทางกลับกันถาหากกําหนดคา hmin ที่มากเกินไปจะทําใหมีการแบงเอลิเมนต
สามเหลี่ยมนอยเกินไป  ซึ่งอาจจะสงผลตอความแมนยําในการคํานวณผลลัพธ  ดังนั้นการเลือกคา 
hmin ที่เหมาะสมจึงเปนสิ่งที่สําคัญมาก  ในทางปฏิบัติในการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับ
ตัวไดขึ้นมาใหมในแตละครั้ง  ยังไมมีวิธีใดที่สามารถบอกไดวาคา hmin ที่เหมาะสมควรมีคาเทาใด  
ทั้งนี้ก็ขึ้นกับลักษณะของปญหาและประสบการณ  โดยในเอกสารอางอิง [7]  ไดแนะนําใหทําการ
ปรับลดคา hmin ลงมาประมาณ 2 ถึง 3 เทาของครั้งกอน

เมื่อสามารถคํานวณขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมตรงจุดตอได  ในขั้นตอนถัด
ไปก็จะเปนการประดิษฐระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  โดยใชเอลิเมนตสามเหลี่ยม
คร้ังกอนหนาเปนตาขายพื้นหลัง (background grid)  และทําการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมขึ้นมา
ใหมโดยจะปรับขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  ใหมีความสอดคลองกับขนาดของเอลิเมนตที่
คํานวณไดจากสมการ (5.8)  โดยมีขั้นตอนดังตอไปนี้

อัลกอริทึมที่ 3 AdaptiveRemeshing(P, T, α, β, hmin, hmax)

1. กําหนดให P, k = 1,…, n เปนเซตของจุดตอทั้งหมดบนขอบเขตของโดเมน  โดยลําดับของจุด
ตอบนขอบของโดเมนจะตองจัดเก็บตามลําดับแบบทวนเข็มนาฬิกา (ccw)  ถาหากเปนจุดตอ
บนขอบนอกของโดเมน  และจัดเก็บตามลําดับแบบตามเข็มนาฬิกา (cw)  ถาหากเปนจุดตอ
บนขอบในหรือรูของโดเมน ดังในรูปที่ 5.7  ซึ่งการอานจุดตอบนขอบของโดเมนมายัง P ก็จะ
อานตามลําดับการจัดเก็บดังกลาว

2. กําหนดให T, l = 1,…, m  เปนเซตสําหรับจัดเก็บเอลิเมนตสามเหลี่ยมพื้นหลัง (background)
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3. กําหนดให NP เปนเซตสําหรับจัดเก็บจุดตอที่จะถูกสรางขึ้นมาใหม
4. กําหนดให NT เปนเซตสําหรับจัดเก็บเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่จะถูกสรางขึ้นมาใหม
5. กําหนดให hmin และ hmax  เปนคากําหนดขนาดเอลิเมนตสามเหลี่ยมเล็กที่สุดและใหญที่สุด

ตามลําดับ
6. กําหนดให NP เปนเซตวาง
7. กําหนดให NT เปนเซตวาง
8. คํานวณหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสม (h)  โดยใชสมการ (5.8) และ (5.9)
9. ทําการสรางจุดตอบนขอบของโดเมนขึ้นมาใหมโดยใชคา h การหาระยะหางระหวางจุดตอ  

และทําการคํานวณคาระยะหางของจุดตอ (nodal spacing value, dpi)  สําหรับจุดตอบน
ขอบของโดเมนใหมทั้งหมด  และจัดเก็บจุดตอทั้งหมดลงในเซต NP

10. คาตัวแปรสําหรับจุดตอบนขอบของโดเมนทั้งหมดในในเซต NP  สามารถคํานวณไดจากการ
ประมาณ (interpolate) จากคาตัวแปรของเอลิเมนตสามเหลี่ยมพื้นหลัง

11. สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนเชื่อมโยงจุดตอบนขอบของโดเมนทั้งหมดในเซต NP  
โดยอาศัยอัลกอริทึม DelaunayTriangulation  และจัดเก็บเอลิเมนตสามเหลี่ยมทั้งหมดลงใน
เซต NT

12. ทําการสรางจุดตอภายในโดเมนโดยอาศัยอัลกอริทึม MeshRefinement  และจัดเก็บจุดตอทั้ง
หมดที่ถูกสรางขึ้นมาในเซต NP

13. อานจุดตอ pi  จากเซต P
14. ถาหาก hi > hmax  กลับไปยังขั้นตอนที่ 13 เพื่ออานจุดตอถัดไป
15. คนหาเอลิเมนตสามเหลี่ยม ti ภายในเซต NT ที่มีจุดตอ pi  อยูภายในเอลิเมนตสามเหลี่ยม
16. คํานวณตําแหนงจุดศูนยถวงของเอลิเมนตสามเหลี่ยม ti  และกําหนดใหเปนจุดตอ pc  และ

คํานวณคาระยะหางของจุดตอ pc ดวยสมการ (5.4)
17. คํานวณระยะหางจากตําแหนงโคออรดิเนตจุดศูนยถวง (pc) ไปยังจุดปลายทั้งสามของ

สามเหลี่ยม ti (dm โดยที่ m = 1, 2, 3)
18. ถาหาก hi > คาเฉลี่ยของ dm โดยที่ m = 1, 2, 3  กลับไปยังขั้นตอนที่ 13  เพื่อทําการอานจุด

ตอถัดไป
19. ถาหาก hmin < dm โดยที่ m = 1, 2, 3  กลับไปยังขั้นตอนที่ 13 เพื่ออานจุดตอถัดไป
20. จัดเก็บจุดตอ pc ลงในเซต NP
21. ถาหากยังคงมีจุดตอที่ยังไมถูกอานจากเซต P  ใหกลับไปยังขั้นตอนที่ 13 เพื่ออานจุดตอถัดไป
22. ทําการแทรกจุดทั้งหมดในเซต NP ลงในโดเมน และสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยอัลกอริทึม 

DelaunayTriangulation
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เมื่อเสร็จสิ้นกระบวนการของระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ก็ควรที่
จะปรับปรุงรูปรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยวิธีลาปลาซดังที่กลาวมาแลวขางตน  เพื่อชวยลด
จํานวนเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีรูปรางไมเหมาะสม  แตจากการทดลองพบวาเอลิเมนตสามเหลี่ยม
บางสวนในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงเกรเดียนสูงที่ผานการปรับปรุงรูปรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม
ดวยวิธีลาปลาซ  อาจจะมีขนาดที่โตขึ้น  ซึ่งจะสงผลใหตองทําการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ
มากครั้งกวาปกติ



บทที่  6
การใชโปรแกรม FEMESH

โปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตเอลิเมนตที่ประดิษฐข้ึนมา  สําหรับในวิทยานิพนธ
ฉบับนี้เปนโปรแกรมที่ทํางานในโหมดกราฟก  และสามารถที่จะใชงานไดอยางสะดวก  เพราะ
สามารถที่จะออกแบบโมเดลและทําการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมไดทันที  จากนั้นสามารถที่จะสง
ตอใหกับโปรแกรมที่ทําการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  และสุดทายก็จะนําผลลัพธที่
ไดมาแสดงผลในรูปแบบกราฟกที่หลากหลาย  ในบทนี้ก็จะอธิบายถึงวิธีการใชงานโปรแกรม 
FEMESH  พรอมทั้งรูปแบบมาตรฐานของไฟลนําสงขอมูลที่นําสงเพื่อนําไปคํานวณดวยระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนต

6.1 โปรแกรม FEMESH

ในปจจุบันโปรแกรมเชิงพาณิชย  สําหรับการวิเคราะหปญหาเชิงตัวเลขดวย
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่เปนที่รูจักและไดรับความนิยมมีอยูดวยกัน 2 โปรแกรม คือ โปรแกรม 
Nastran  เปนโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ถูกออกแบบมาสําหรับการวิเคราะหปญหาดานกลศาสตร
ของแข็งและการถายเทความรอน  และโปรแกรม Ansys เปนโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ถูกออกแบบ
มาสําหรับการวิเคราะหปญหาดานกลศาสตรของแข็ง ดานกลศาสตรการแตกราว  การถายเท
ความรอน และปญหาการไหลของของไหลที่ความเร็วต่ําทั้งแบบอัดตัวไดและอัดตัวไมไดในสภาวะ
คงตัวและไมคงตัว  แตโปรแกรมทั้งสองขางตนไมสนับสนุนระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ (adaptive meshing technique)  ในชวงไมกี่ปที่ผานมาไดมีผูผลิตโปรแกรมคอมพิวเตอร 
Fluent  ซึ่งเปนโปรแกรมแรกที่สามารถใชวิเคราะหการไหลแบบอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะคง
ตัวและไมคงตัว  และสนับสนุนระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ดังนั้นพอที่จะกลาว
โดยนัยไดวา  สําหรับการวิเคราะหการไหลแบบอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะคงตัวและไมคงตัว
ดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  และระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ยังคงเปนเรื่องที่
คอนขางใหมและยังคงในระดับงานวิจัย

โปรแกรม FEMESH  เปนโปรแกรมประเภท integrated environment  ที่ถูก
ประดิษฐขึ้นมาเองทั้งหมด  โดยรวมเอาความสามารถระหวางสวนที่เกี่ยวของกับงานดาน
คอมพิวเตอรกราฟก  และการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเขาดวยกัน  โปรแกรมที่
ประดิษฐขึ้นเปนโปรแกรมที่รวมเอาความสามารถบางสวนของโปรแกรม Nastran Ansys  และ 
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Fluent  สําหรับการวิเคราะหปญหาในระดับสองมิติเขาดวยกัน  โดยโปรแกรม FEMESH สามารถ
ที่จะวิเคราะหปญหาพื้นฐานดานวิศวกรรมเครื่องกลในระดับสองมิติที่หลากหลาย เชน ปญหาดาน
กลศาสตรของแข็ง  ปญหาดานกลศาสตรการแตกราวและการติดตามรอยราว  ปญหาดานการ
ถายเทความรอนในสภาวะคงตัวและไมคงตัว ปญหาดานการไหลที่ความเร็วต่ําแบบมีความหนืด  
และการไหลแบบศักยในสภาวะคงตัว  และปญหาดานการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่
ความเร็วสูงในสภาวะคงตัวและไมคงตัว เปนตน  ภาพโดยรวมของโครงสรางการทํางานของ
โปรแกรม FEMESH สามารถที่จะแบงออกไดเปนสามสวนหลัก ๆ ดังนี้

1. สวนทํางานกอนการประมวลผล (Pre-processing)  ซึ่งหมายถึง สวนของ
โปรแกรมที่ชวยในการเตรียมความพรอมของโมเดล  เชน  การวาดเสนตรง หรือเสนโคง  การสราง
เอลิเมนตสามเหลี่ยม  การกําหนดภาระ (load)  หรือการกําหนดเงื่อนไขที่ขอบ (boundary 
constraint) เปนตน  ซึ่งเปนภาระงานลําดับแรก ๆ ของการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนต
เอลิเมนต  ดังนั้น งานหลักของสวนทํางานกอนการประมวลผล  ก็คือ  การทํางานดานคอมพิวเตอร
ชวยการออกแบบ (CAD)  ซึ่งประกอบดวยคําสั่งตางๆมากมายที่ชวยในการสรางรูปทรงเรขาคณิต
ในระดับสองมิติ  โดยรูปแบบและรูปแบบการทํางานของคําสั่งในสวนนี้จะคลายกับคําสั่งของ
โปรแกรม Nastran และ AutoCAD ทั้งนี้เพื่อลดเวลาในการเรียนรูการใชงานโปรแกรมของผูใชที่
เคยใชงานโปรแกรมประเภทเดียวกันกับ FEMESH

2. สวนการประมวลผล (Processing) ซึ่งหมายถึง สวนของโปรแกรมที่ทําการ
คํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  สําหรับปญหาตางๆ เชน  ปญหาดานกลศาสตรของแข็ง  
ปญหาดานกลศาสตรการแตกราว  ปญหาดานการไหลที่ความเร็วต่ํา  และปญหาดานการไหลที่
ความเร็วสูง เปนตน  โดยทั่วไปการทํางานในขั้นตอนนี้จะใชเวลามากที่สุด  ทั้งนี้ก็ข้ึนกับอัลกอริทึม
การแกปญหา และจํานวนโหนดของระบบสมการ

3. สวนทํางานหลังการประมวลผล (Post-processing)  ซึ่งหมายถึง สวนของ
โปรแกรมที่ชวยในการแสดงผลลัพธที่ไดจากการคํานวณในรูปแบบกราฟก เชน  การแสดงการเสีย
รูปของโดเมน (deformation)  การแสดงเสนชั้น (contour)  หรือการแสดงเวกเตอรของความเร็ว 
(velocity vector) เปนตน  ซึ่งเปนที่ชวยใหการตีความผลลัพธสามารถกระทําไดดีขึ้นกวาการ
พิจารณาโดยตรงจากตัวเลขซึ่งมีอยูเปนจํานวนมาก  นอกจากนี้ในกรณีที่ตองการประยุกตระเบียบ
วิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive meshing technique)  เขากับปญหาเพื่อตองการ
ใหไดผลลัพธที่มีความแมนยํามากยิ่งขึ้น  ก็จะเปนการทํางานในสวนนี้เชนกัน  โดยจะนําผลลัพธที่
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ไดมาทําการคํานวณขนาดของเอลิมนตที่เหมาะสม  และทําการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมขึ้นมา
ใหมอีกครั้ง

รูปที่ 6.1  หนาตางหลักของโปรแกรม FEMESH

6.2  การใชโปรแกรม FEMESH สําหรับการวิเคราะหปญหาการไหลแบบไรความหนืด
      อัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว

การใชงานโปรแกรม FEMESH  เพื่อทําการวิเคราะหปญหาการไหลแบบไรความ
หนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว  มีขั้นตอนหลัก ๆ ดังนี้

6.2.1 สรางโครงรางของโมเดล (model outline) โดยใชคําสั่งที่เกี่ยวของกับการ
สรางรูปทรงทางเรขาคณิต เชน  การสรางเสนตรง (line)  การสรางสวนของวงกลม (arc) การสราง
วงกลม (circle) หรือการสรางเสนโคง spline (spline curve) เปนตน  เพื่อความสะดวกในการออก
แบบโมเดล  โปรแกรม FEMESH ไดเตรียมวิธีการสรางรูปทรงทางเรขาคณิตในหลาย ๆ วิธี โดย
อาศัยคําสั่งดังตอไปนี้

การสรางเสนตรง (คําสั่ง Create/Line) ประกอบดวยคําสั่งยอยตาง ๆ ที่ชวยใน
การสรางเสนตรงภายใตเงื่อนไขที่สะดวกและเหมาะสมตอการออกแบบรูปทรงเรขาคณิต ดังนี้

คําสั่ง Projected Points สําหรับการสรางเสนตรง  ที่เกิดจากการกําหนดจุดปลาย
สองจุด  ซึ่งการกําหนดสามารถกระทําไดสามวิธี ดังนี้ วิธีที่หนึ่งโดยการใชเมาสคลิกลงในพื้นที่ของ
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หนาตางออกแบบของโปรแกรมโดยตรง  วิธีที่สองเลือกจุด (point) ที่มีอยูแลวในโมเดล  และวิธีที่
สามเลือกจุดตอ (node) ที่มีอยูแลวในโมเดล

คําสั่ง Projected Points with Length สําหรับการสรางเสนตรง  ที่เกิดจากการ
กําหนดจุดปลายสองจุดและการกําหนดความยาวของเสนตรง  โดยโปรแกรมจะลากเสนตรงจาก
จุดปลายแรกไปยังทิศทางของจุดปลายที่สอง  ดวยขนาดความยาวของที่กําหนด

คําสั่ง Horizontal สําหรับการสรางเสนตรงในแนวราบ ดวยความยาวที่กําหนด

คําสั่ง Vertical สําหรับการสรางเสนตรงในแนวตั้ง ดวยความยาวที่กําหนด

คําสั่ง Perpendicular สําหรับการสรางเสนตรง ในทิศทางที่ตั้งฉากกับเสนตรงอีก
หนึ่งเสนที่ถูกเลือก ดวยความยาวที่กําหนด

คําสั่ง Parallel สําหรับการสรางเสนตรง  ในทิศทางที่ขนานกับเสนตรงอีกหนึ่งเสน
ที่ถูกเลือก ดวยความยาวที่กําหนด

คําสั่ง Mid Line สําหรับการสรางเสนตรง ในทิศทางที่แบงกึ่งกลางระหวางเสน
ตรงสองเสนที่ถูกเลือก

คําสั่ง At angle สําหรับการสรางเสนตรง ณ ตําแหนงมุมตางๆ

คําสั่ง Rectangle สําหรับการสรางเสนตรงสี่เสน เพื่อประกอบเปนรูปส่ีเหลี่ยม

คําสั่ง Continuous สําหรับการสรางเสนตรงหลายๆเสนตอเนื่อง (polygon) ซึ่ง
สามารถที่จะกําหนดใหเปนเสนตรงหลายๆเสนตอเนื่องแบบเปด (open-ended) หรือแบบปดก็ได 
(closed-loop)

การสรางสวนของวงกลม (คําสั่ง Create/Arc) ประกอบดวยคําสั่งยอย ดังนี้

คําสั่ง Center-Start-End สําหรับการสรางสวนของวงกลม  ดวยการกําหนด
ตําแหนงจุดศูนยกลาง  ตําแหนงจุดเริ่มตน และตําแหนงจุดสิ้นสุด

คําสั่ง Radius-Start-End สําหรับการสรางสวนของวงกลม ดวยการกําหนดความ
ยาวรัศมี  ตําแหนงจุดเริ่มตน และตําแหนงจุดสิ้นสุด

คําสั่ง Angle-Start-End สําหรับการสรางสวนของวงกลม ดวยการกําหนดขนาด
ของมุม  ตําแหนงจุดเริ่มตน และตําแหนงจุดสิ้นสุด

คําสั่ง Points สําหรับการสรางสวนของวงกลม ดวยการกําหนดตําแหนงจุดสาม
จุด ที่จะอยูบนขอบของสวนของวงกลม
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การสรางวงกลม (คําสั่ง Create/Circle) ประกอบดวยคําสั่งยอย ดังนี้

คําสั่ง Radius สําหรับการสรางวงกลม  ดวยการเลือกจุดสองจุด เพื่อใชในการ
คํานวณหาความยาวของรัศมี

คําสั่ง Diameter สําหรับการสรางวงกลม  ดวยการเลือกจุดสองจุด เพื่อใชในการ
คํานวณหาความยาวของเสนผานศูนยกลาง

คําสั่ง Center สําหรับการสรางวงกลม  ดวยการกําหนดตําแหนงจุดศูนยกลาง

คําสั่ง Points สําหรับการสรางวงกลม  ดวยการกําหนดตําแหนงจุดสามจุด ที่จะ
อยูบนขอบของวงกลม

การสรางเสนโคง spline (คําสั่ง Create/Spline) ประกอบดวยคําสั่งยอยที่ชวยใน
การสรางเสนโคงงอใด ๆ (spline) ดังนี้

คําสั่ง Project Control Points สําหรับการสรางเสนโคง spline ดวยวิธีการ
กําหนดจุดควบคุม (control point) สี่จุด

คําสั่ง Tangents สําหรับการสรางเสนโคง spline ดวยวิธีการกําหนดจุดปลาย
สองจุด  และจุดที่กําหนดทิศทางของเวกเตอรที่จะขนาดของสวนโคงของเสนโคง spline อีกสองจุด

คําสั่ง Points สําหรับการสรางเสนโคง spline ดวยวิธีการกําหนดจุดสี่จุด  เพื่อใช
ในการกําหนดจุดที่เสนโคง spline  จะตองพาดผาน

รูปที่ 6.2   สรางโครงรางของโมเดลสําหรับปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวได
 ที่ความเร็วสูงกวาเสียง 6 เทาผานวัตถุผิวโคงมน (blunt body)
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6.2.2 กําหนดขอบเขตของโมเดล (boundary) ดวยคําสั่ง Generate/Defined 
Boundary  เพื่อเลือกขอบเขตของโมเดลที่ตองการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม โดยแตละขอบเขตจะ
ตองประกอบดวยเสนที่ตอเนื่องกันเปนแบบวงปด (closed loop) เทานั้น  ดังนั้นถาหากมีวงกลม
หรือการเจาะรูภายในโดเมน  สวนเหลานี้ก็ตองถูกเลือกเปนขอบเขตตางหากของตนเอง

รูปที่ 6.3  ขอบเขตของโมเดล

6.2.3 การสรางวัสดุ  ดวยคําสั่ง Create/Material  ในกรณีของการไหลเปนการ
สรางหรือกําหนดคุณสมบัติของอากาศหรือน้ําทะเล  ที่จะนําไปใชในการคํานวณดังในรูปที่ 6.4 
เนื่องจากเปนการวิเคราะหการไหลแบบไมหนืด  ดังนั้นใหระบุเฉพาะคา γ (ชอง Specific Heat 
Ratio, GAMMA) และ/หรือคาแรงโนมถวง (ชอง Y-gravity) เทานั้น

รูปที่ 6.4  การกําหนดคุณสมบัติของอากาศ
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6.2.4 การสรางคุณสมบัติของเอลิเมนตสามเหลี่ยม ดวยคําสั่ง Create/Property 
ในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง  ก็ตองเลือกเอลิเมนตสามเหลี่ยม
ประเภท HIGH SPEED FLUID ซึ่งเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ  จากนั้นใหเลือกวัสดุที่
ถูกสรางตามขั้นตอนที่ผานมาใหกับคุณสมบัติของเอลิเมนตสามเหลี่ยม

รูปที่ 6.5  การสรางคุณสมบัติของเอลิเมนตสามเหลี่ยม

6.2.5 การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม  ดวยคําสั่ง Generate/Boundary Mesh ดัง
ในรูปที่ 6.6  จะตองกําหนดคาพารามิเตอรตางๆที่จําเปนในการเอลิเมนตสามเหลี่ยม ดังนี้

ชอง Node ID  กําหนดหมายเลขเริ่มตนของจุดตอ

ชอง Elem ID  กําหนดหมายเลขเริ่มตนของเอลิเมนตสามเหลี่ยม

ชอง Property  เลือกคุณสมบัติของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  ที่ถูกสรางตามขั้นตอน
ที่ 6.1.4 ขางตน

ชอง Laplacian Smoothing Iteration  กําหนดจํานวนครั้งที่จะทําการปรับปรุงรูป
รางของเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยเทคนิค Laplacian  ตามที่ไดอธิบายในบทที่ผานมา

ชอง Smooth To  กําหนดคาตัวเลขที่ใชหยุดการทํางานของการปรับปรุงรูปราง
ของเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยเทคนิค Laplacian  โดยถาหากระยะทางจุดตอที่ถูกยายที่มากที่สุดมี
คานอยกวาคาที่กําหนด  ก็ใหหยุดการทํางานของการปรับปรุงรูปรางของเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวย
เทคนิค Laplacian  ทันที

ชอง Alpha Constant  กําหนดคาสัมประสิทธิ์ α

ชอง Beta Constant  กําหนดคาสัมประสิทธิ์ β

ชอง Adaptive Iteration  กําหนดจํานวนครั้งในการสรางจุดตอภายในโดเมน
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กลุม Mesh Type  ใหเลือก 3 nodes สําหรับการวิเคราะหปญหาการไหลแบบไร
ความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง

ตัวเลือก Post Cosmetics  ใชในการปรับแตงเอลิเมนตสามเหลี่ยมบางสวนที่เมื่อ
แสดงผลแลวอาจจะทําใหดูแลวขาดความสวยงาม เชน ปรากฏเอลิเมนตสามเหลี่ยมจํานวนนอย
ในบริเวณที่มีแตเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดที่ใหญกวา เปนตน  ถึงแมวาเอลิเมนตสามเหลี่ยมเหลา
นี้จะผานคุณสมบัติเดอลอนเนก็ตาม  สําหรับข้ันตอนการประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนต
โดยอัตโนมัติเขากับปญหา  ไมแนะนําใหเลือกตัวเลือกนี้  เพราะอาจจะสงผลตอคุณภาพของ
ผลลัพธในบริเวณที่เกิดเสนช็อก

รูปที่ 6.6  การกําหนดพารามิเตอรสําหรับการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม



78

รูปที่ 6.7  เอลิเมนตสามเหลี่ยมภายในโดเมน

6.2.6 การกําหนดเงื่อนไขที่ขอบ (constraint)  ที่เกี่ยวของกับปญหา  ดวยคําสั่ง 
Create/Constraint  เงื่อนไขที่ขอบที่เปนไปไดสําหรับปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่
ความเร็วสูง  มีดังนี้  เงื่อนไขการไหลเขาที่ความเร็วสูงกวาเสียง (Supersonic Inflow)  เงื่อนไขการ
ไหลออกที่ความเร็วสูงกวาเสียง (Supersonic Outflow)  เงื่อนไขผนัง (Solid Wall)  เงื่อนไขการ
ไหลแบบสมมาตรในแนวแกน x (X-Symmetry)  เงื่อนไขการไหลแบบสมมาตรในแนวแกน y (Y-
Symmetry)

รูปที่ 6.8  เงื่อนไขที่ขอบสําหรับปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง

6.2.7 การกําหนดภาระเริ่มตนที่จุดตอ (initial condition) ที่เกี่ยวของกับปญหา  
ดวยคําสั่ง Create/Load  ภาระเริ่มตนที่จุดตอที่เปนไปไดสําหรับปญหาการไหลแบบไรความหนืด
อัดตัวไดที่ความเร็วสูง  มีดังนี้

ชอง X-Velocity  กําหนดคาความเร็วในแนวแกน x

ชอง Y-Velocity  กําหนดคาความเร็วในแนวแกน y

ชอง Fluid Density  กําหนดคาความหนาแนน

ชอง Total Energy  กําหนดคาพลังงานรวม

กรอบ Criteria  ประกอบดวยพารามิเตอรสําหรับกําหนดเงื่อนไขของตําแหนงของ
จุดตอที่จะทําการสรางภาระเริ่มตน  ซึ่งสามารถที่จะกําหนดในรูปแบบของสมการคณิตศาสตร
พรอมๆกับเงื่อนไขทางตรรกศาสตรไดพรอมๆกัน  ดังนี้

ปุมเลือก Domain  หมายถึง  การสรางภาระเริ่มตนสําหรับทุกจุดตอภายในโดเมน
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ปุมเลือก No Load Nodes  หมายถึง  การสรางภาระเริ่มตนเฉพาะสําหรับจุดตอ
ที่ยังไมมีภาระเริ่มตน

ปุมเลือก Conditional  หมายถึง  การสรางภาระเริ่มตนแบบมีเงื่อนไข

ตัวเลือก Cartesian  ใชเลือกเพื่อใหสามารถกําหนดเงื่อนไขของตําแหนงของจุด
ตอในรูปแบบของโคออรดิเนต x และ y  หรือตามแนวรัศมี (r)

ชอง X  กําหนดเงื่อนไขตําแหนงของจุดตอในแนวแกน x

ชอง Y  กําหนดเงื่อนไขตําแหนงของจุดตอในแนวแกน y

ชอง r  กําหนดเงื่อนไขตําแหนงของจุดตอในแนวรัศมี

ชอง CenterX  กําหนดตําแหนงจุดศูนยกลางของรัศมี

ชอง CenterX  กําหนดตําแหนงจุดศูนยกลางในแนวแกน x ของรัศมี

ชอง CenterY  กําหนดตําแหนงจุดศูนยกลางในแนวแกน y ของรัศมี

รูปที่ 6.9  การกําหนดภาระเริ่มตนที่จุดตอ

6.2.8 การวิเคราะหปญหาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  ดวยคําสั่ง File/Analyze  
ดังในรูปที่ 6.10  คาพารามิเตอรสําหรับปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงทั้ง
ในสภาวะคงตัวและไมคงตัว  มีดังนี้
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ชอง Type  กําหนดตัวแกปญหา  โดยสามารถเลือกรายการลําดับที่ 15 สําหรับ
กรณีที่ของไหลเปนอากาศ  หรือรายการลําดับที่ 16 สําหรับกรณีที่ของไหลเปนน้ําทะเล

ชอง Error Ind.  กําหนดคาตัวแปรที่จะใชในการคํานวณคาตัวชี้วัดขนาดความผิด
พลาด

ชอง Title  กําหนดชื่อเร่ืองของปญหาที่กําลังจะวิเคราะห

ชอง Sub Title  กําหนดชื่อเร่ืองยอยของปญหาที่กําลังจะวิเคราะห

ชอง Iteration  กําหนดจํานวนครั้งของการทําซ้ํา

ชอง Tolerance  กําหนดคาความเผื่อของคาความผิดพลาด  เพื่อใชเปนเงื่อนไข
ในการหยุดการทําซ้ํา  ถาหากคาความผิดพลาดที่มากที่สุดในรอบดังกลาวนอยกวาคาความเผื่อ
ของคาความผิดพลาดที่กําหนด

ชอง Transient Time (sec,) or 0 for Steady State  กําหนดชวงเวลา (time 
step) ในการปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัวถาหากมีคา
มากกวาศูนย  หรือมีคาเทากับศูนยสําหรับปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง
ในสภาวะคงตัว

ชอง Load Set  กําหนดชุดของภาระที่จะใชในการคํานวณ  ซึ่งจะใชในการกรณีที่
ตองการทดสอบหลายๆกรณีของภาระเริ่มตนของโมเดลเดียวกัน

ชอง Constraint Set  กําหนดชุดของเงื่อนไขที่ขอบที่จะใชในการคํานวณ  ซึ่งจะ
ใชในการกรณีที่ตองการทดสอบหลายๆกรณีของภาระเริ่มตนของโมเดลเดียวกัน

กรอบ Remeshing Parameters  สําหรับกําหนดคาพารามิเตอรสําหรับระเบียบ
วิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ดังนี้

ชอง Minimum  กําหนดคาขนาดเอลิเมนตสามเลี่ยมที่นอยที่สุด (hmin)

ชอง Maximum  กําหนดคาขนาดเอลิเมนตสามเลี่ยมที่มากที่สุด (hmax)

กรอบ Process Priority  สําหรับกําหนดลําดับความสําคัญของกระบวนงานที่
ระบบปฏิบัติการวินโดวสจะเลือกมาประมวลผล  ซึ่งจะชวยใหโปรแกรมสามารถทํางานไดเร็วขึ้น

กรอบ Termination After Analyze  กําหนดใหระบบปฏิบัติการวินโดวสปดตัวเอง 
(terminate) หรือปดเครื่องคอมพิวเตอร  เมื่อการประมวลผลของสวนประมวลผลดวยระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนตส้ินสุดการทํางาน



81

รูปที่ 6.10   การกําหนดพารามิเตอรสําหรับปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวได
  ที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและไมคงตัว

6.2.9 การแสดงผลหลังการวิเคราะหปญหาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต   เมื่อการ
การวิเคราะหปญหาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสิ้นสุด  ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณก็จะถูกอาน
มายังโปรแกรมโดยอัตโนมัติ  จากนั้นก็สามารถที่จะแสดงผลของผลลัพธที่ไดในรูปแบบกราฟกดวย
คําสั่ง View/Select  ดังในรูปที่ 6.11 ซึ่งสามารถที่จะเลือกวิธีหรือรูปแบบการแสดงผลลัพธ  ไดดังนี้

การเลือกชนิดของตัวแปร  ดังนี้ คาความหนาแนน  คาความดัน  คาพลังงานรวม  
คาความเร็วในแนวแกน x  คาความเร็วในแนวแกน y  และคาความเร็วรวม

ตัวเลือก Vector  สําหรับการแสดงผลคาความเร็วรวมในรูปแบบของเวกเตอร

กรอบ Contour  เพื่อกําหนดรูปแบบของการแสดงผลเสนชั้น โดยสามารถที่จะ
แสดงผลไดทั้งที่เปนเสนชั้นแบบเสน (contour line) และเสนชั้นแบบระดับพื้นที่สี (contour area)

ตัวเลือก Draw Model  สําหรับการแสดงผลโมเดลควบคูกับการแสดงผลลัพธ
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กรอบ XY Style  สําหรับเลือกรูปแบบของการแสดงผลกราฟเสนตรง XY เชน 
กราฟเสนตรง XY แสดงความสัมพันธระหวางผลลัพธของตัวแปรที่ถูกเลือกกับตําแหนงในแนวแกน 
x (XY vs X-Position) หรือกราฟเสนตรง XY แสดงความสัมพันธระหวางผลลัพธของตัวแปรที่ถูก
เลือกกับหมายเลขประจําของจุดตอ (XY vs ID) เปนตน

ปุมคําสั่ง Set Contour Colors and Range  จะประกอบดวยคาพารามิเตอร
สําหรับการกําหนดระดับสีและชวงของคาต่ําสุดและคาสูงสุดของเสนชั้นที่ตองการแสดงผล

รูปที่ 6.11  การกําหนดรูปแบบการแสดงผลลัพธ

รูปที่ 6.12  ตัวอยางการแสดงผลลัพธดวยเสนชั้นแบบระดับพื้นที่สี 128 ระดับ
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รูปที่ 6.13  ตัวอยางการแสดงผลลัพธดวยเสนชั้นแบบเสน 16 ระดับ

รูปที่ 6.14   กราฟเสนตรง XY แสดงความสัมพันธระหวางผลลัพธของตัวแปรคาความหนาแนน
 ตลอดขอบลางแนวนอนของโดเมน กับตําแหนงในแนวแกน x

6.3 รูปแบบของไฟลขอมูล

ไฟลขอมูลที่ถูกสรางโดยโปรแกรมประกอบไปดวยไฟลสามประเภท ดังนี้

6.3.1 ไฟลโมเดล (model file)  เปนไฟลไบนารี (binary file) ที่มีนามสกุล .cuf
ดังนั้นไฟลโมเดลจึงไมสามารถที่จะเปดดูดวยโปรแกรมประเภทแกไขขอความ (text editor)  ไฟล
โมเดลเปนไฟลที่มีความสําคัญอยางมาก  เพราะขอมูลทั้งหมดของโมเดลจะถูกจัดเก็บไวในไฟล
ดังกลาว
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6.3.2 ไฟลขอมูล (data file)  เปนไฟลขอความ (text file) ที่มีนามสกุล .dat  ซึ่ง
เปนไฟลที่ถูกแปลงขอมูลจากไฟลโมเดล  เพื่อสงตอไปยังโปรแกรมคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนต
เอลิเมนตอีกทอดหนึ่ง  ดังนั้นไฟลขอมูลจึงสามารถที่จะถูกสรางโดยโปรแกรมอื่นๆ เชน Ansys หรือ
Nastran ก็ได  สําหรับการจัดเก็บขอมูลในไฟลขอมูล  ซึ่งสามารถที่จะแบงออกไดเปนสามสวนหลัก
ๆ ดังตอไปนี้

สวนที่ 1  สวนคําสั่ง  (command section)  ประกอบดวยคําสั่งเพื่อใหโปรแกรม
คํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสามารถที่จะรูตําแหนงการจัดเก็บ  หรือสรางไฟลผลลัพธ
ตลอดจนคาพารามิเตอรตางๆสําหรับการคํานวณขนาดเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่เหมาะสม  ในกรณีที่
ตองการประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  คําสั่งในสวนนี้จะจบเมื่อพบประโยค
END=CMD

FILEID=FEMESH SCRIPT COMMAND

TITLE=M6 flow pasts cylinder

SUBTITLE=Steady State High Speed Flow

DATE=24-Jan-2002 21:23:20

SOL=15

PROBLEMID=16601

ERRORIND=0

DATADIR=D:\ZDRIVE_D\VBAPPL~1\FEMESH~3\Data\HIGHSP~1

PROGDIR=D:\ZDRIVE_D\VBAPPL~1\FEMESH~3

OUTFILE=BLN00_00.out

REMESH_HMIN=4.5E-2

REMESH_HMAX=2.5E-1

END=CMD

สวนที่ 2  สวนขอมูล  (data section)  สวนนี้จะเร่ิมตนเมื่อพบคําสั่ง BEGIN
BULK  และจะประกอบดวยสวนยอย ดังนี้

สวนที่ 2.1  สวนกําหนดพารามิเตอร  เชน  จํานวนจุดตอ  จํานวนเอลิเมนต
สามเหลี่ยม จํานวนครั้งของการทําซ้ํา  หรือชวงเวลาของการคํานวณในสภาวะไมคงตัว เปนตน

NPOIP       NELEM      NBOUND

426         785        65

EPSLAM      NTIME      SAVITER   TRANSTIMES    NPROP    MPROP

1.0E-4      5000       1000      0.0           1        1

สวนที่ 2.2  สวนกําหนดขอมูลของจุดตอ  ประกอบดวยขอมูลเกี่ยวกับหมายเลข
ประจํา (ID)  และตําแหนงในแนวแกน x และ y ของจุดตอ  โดยจะมีจํานวนขอมูลเทากับจํานวนจุด
ตอที่ถูกกําหนดในสวนที่ 2.1
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NODE          X             Y  [NODE=426]

 1            0.0E+0        0.0E+0

 2            1.5E-1        0.0E+0

 3            3.0E-1        0.0E+0

 4            4.5E-1        0.0E+0

 5            6.0E-1        0.0E+0

สวนที่ 2.3  สวนกําหนดขอมูลของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  ประกอบดวยขอมูลเกี่ยว
กับหมายเลขประจํา (ID)  และหมายเลขประจําของจุดตอที่เปนจุดปลายทั้งสามของเอลิเมนต
สามเหลี่ยม และหมายเลขประจําของคุณสมบัติของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  โดยจํานวนขอมูลเทา
กับจํานวนเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ถูกกําหนดในสวนที่ 2.1

ELEM       I           J           K        PROP [TRIANGLE=785]

 1         3           4           257      1

 2         156         224         241      1

 3         21          68          163      1

 4         6           7           66       1

 5         6           66          119      1

สวนที่ 2.4  สวนกําหนดคุณสมบัติของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  ประกอบดวยขอมูล
ที่เกี่ยวของกับคุณสมบัติของเอลิเมนตสามเหลี่ยม ดังนี้

PROPID        GAMMA         Y-GRAVITY

1             1.4E+0        0.0

สวนที่ 2.5  สวนกําหนดขอบเขตของโดเมน  ประกอบดวยขอมูลที่ระบุหมายเลข
ประจําจุดตอสองจุดที่ประกอบเปนดานซึ่งแสดงขอบเขตของโดเมน หมายเลขประจําเอลิเมนต
สามเหลี่ยมที่เปนเจาของดานดังกลาว  และประเภทของเงื่อนไขขอบเขต

ที่เกี่ยวของกับคุณสมบัติของเอลิเมนตสามเหลี่ยม ดังนี้
NODE#1        NODE#2        ELEM          BNDIDX

  12            11            33            3

 17            16            52            3

 18            17            53            3

  9            21            68            3

 19            18            154           3

สวนที่ 3  สวนสิ้นสุดไฟล  (ending section)  สวนนี้จะประกอบดวยคําสั่ง END
BULK เพียงคําสั่งเดียว  เพื่อระบุตําแหนงการสิ้นสุดของไฟลขอมูล
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6.3.3 ไฟลผลลัพธ (output file)  เปนไฟลขอความ (text file) ที่มีนามสกุล .out
ซึ่งเปนไฟลผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  ซึ่งสามารถที่จะแบง
ออกไดเปนสองสวนหลัก ๆ ดังตอไปนี้

สวนที่ 1  สวนคําสั่ง (command section)  ซึ่งมีลักษณะเชนเดียวกับสวนคําสั่ง
ของไฟลขอมูล

สวนที่ 2  สวนผลลัพธ (solution section)  ประกอบดวยคตัวแปรที่จุดตอ  ซึ่งเปน
ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  โดยจะมีรูปแบบดังนี้

  NODAL VALUES SOLUTIONS [  426]:

  NODE    RHO             U             V

E               P               H

                  1    0.117300E+01    0.204550E+04   0.000000E+00

0.230728E+07    0.100995E+06    0.250000E+00

     2    0.117300E+01    0.204550E+04  0.114661E-12
0.230728E+07    0.100995E+06    0.106894E+00

     3    0.117300E+01    0.204550E+04  0.289320E-12
0.230728E+07    0.100995E+06    0.513886E-01

     4    0.341491E+01    0.887262E+03 -0.759594E+02
0.182810E+07    0.195551E+07    0.139852E+00

     5    0.593808E+01    0.618035E+03 -0.164366E+02
0.175032E+07    0.370347E+07    0.510523E-01

นอกจากนี้โปรแกรม FEMESH ยังสามารถที่จะทําการแปลงขอมูลของโมเดล และ
ผลลัพธทังหมดใหอยูในรูปแบบที่โปรแกรม Ansys และ Nastran  สามารถอานไดอีกดวย  โดย
เลือกใชคําสั่ง File/Export Model  เพื่อทําการแปลงขอมูลของโมเดล (Analysis Model) และผล
ลัพธทั้งหมด (Results Model)  ใหอยูในรูปแบบของไฟลที่มีนามสกุล .nas และ .f06 ตามลําดับ



บทที่  7
การวิเคราะหปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง

ในสภาวะไมคงตัว

ในบทนี้จะแสดงผลของการนําโปรแกรม FEMESH ไปใชในการวิเคราะหปญหา
การไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะคงตัวและไมคงตัว โดยจะทําการ
ประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับทุก ๆ ปญหาที่ทําการวิเคราะห  เพื่อให
ไดผลลัพธที่มีความแมนยํามากยิ่งขึ้น  และเพื่อใหมั่นใจวาการทํางานของโปรแกรม FEMESH ทั้ง
ในสวนของการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม  การประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ  และการประมวลผลดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอรเปนไปอยาง
ถูกตอง  ก็จะทําการทวนสอบความถูกตองของโปรแกรมดวยปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ (shock
tube) ซึ่งเปนปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง  จากนั้นจึงทําการวิเคราะหปญหาอื่น ๆ ทั้งสภาวะคงตัว
และไมคงตัว  ดังนี้  ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ  ปญหาการไหล
ความเร็วสูงผานพื้นที่หนาตัดขยาย (expansion ramp)  ปญหาการตกกระทบและสะทอนของ
คลื่นช็อกในชองแคบ  ปญหาการไหลความเร็วสูงผานทอนทรงกระบอก  ปญหาขางตนทั้งหมด
ยกเวนปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ  เปนปญหาของการเกิดคลื่นช็อกอันเนื่องมาจากการไหลที่
ความเร็วสูงกวาความเร็วเสียง  สําหรับปญหาตอนี้จะเปนปญหาของการเกิดคลื่นช็อกอันเนื่องมา
จากผลของแรงอัดตัวของอากาศอันเนื่องมากจากการระเบิดทั้งในอากาศและใตน้ําทะเล ดังนี้
ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศ ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้น
ราบ  และปญหาการการระเบิดใตน้ําทะเล

7.1 ปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ

ปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอเปนปญหาพื้นฐานในหนึ่งมิติที่มีผลเฉลยแมนตรง 
[35,36]  และเปนปญหาที่ใชในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่คํานวณ
ปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว  นอกจากนี้ยังเปนปญหาที่
สามารถทําการทดลองในหองปฏิบัติการไดโดยตรง  จึงสามารถเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงกับ
ผลการทดลองได  ลักษณะของปญหาดังในรูปที่ 7.1 ก็คือ ในขณะที่เวลาเปนศูนยจะกําหนดใหของ
ไหลสองดานภายในทอถูกแบงออกจากกันโดยแผนกั้นตรงกึ่งกลางของทอ  และของไหลทั้งสอง
ดานจะมีคุณสมบัติเร่ิมตนที่แตกตางกัน เชน  คาความหนาแนน  คาความดัน  และอุณหภูมิ 
เปนตน  โดยในที่นี้กําหนดใหคุณสมบัติเร่ิมตนของของไหลทางดานซาย (driver section)  คือ ρ
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4=10, u4 = 0, v4 = 0 และ ε4 = 215,310 (T4 = 300 K)  สวนคุณสมบัติเร่ิมตนของของไหลทาง
ดานขวา (driven section) คือ ρ1=1, u1 = 0, v1 = 0 และ ε1 = 215,310 (T1 = 300 K)  จากนั้นก็
ยกแผนกั้นออกทันทีทันใด  ผลจากความแตกตางของคุณสมบัติของของไหลทั้งสองดาน  ก็จะทํา
ใหเกิดคลื่นช็อกวิ่งไปทางขวามือ  และเกิดคลื่นช็อกแบบขยาย (expansion shock wave) วิ่งไป
ทางซายมือ

รูปที่ 7.1  ปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ

เพื่อใหเห็นถึงความถูกตองของโปรแกรมรูปที่ 7.2  ถึง 7.7 แสดงกราฟเปรียบ
เทียบระหวางผลเฉลยแมนตรง  และผลคํานวณเชิงตัวเลขในรูปแบบคาหนึ่งหนวย (normalization)  
ของคาความหนาแนน  คาความดัน และคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา 0.0005 วินาที  และ 
0.001 วินาที  โดยเสนทึบจะแทนผลเฉลยแมนตรงและสี่เหลี่ยมแทนผลเฉลยเชิงตัวเลข

รูปที่ 7.2    กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยเชิงตัวเลขของคาความหนาแนน
 ที่เวลา 0.0005 วินาที  สําหรับปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ

x

ρ
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0.0
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  5.0

1.0
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รูปที่ 7.3     กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยเชิงตัวเลขของคาความดัน
 ที่เวลา 0.0005 วินาที  สําหรับปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ

รูปที่ 7.4     กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยเชิงตัวเลขของคาความเร็วในแนว
 แกน x ที่เวลา 0.0005 วินาที  สําหรับปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ
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รูปที่ 7.5     กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยเชิงตัวเลขของคาความหนาแนน
 ที่เวลา 0.001 วินาที  สําหรับปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ

รูปที่ 7.6    กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยเชิงตัวเลขของคาความดัน
 ที่เวลา 0.001 วินาที  สําหรับปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ
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รูปที่ 7.7     กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยเชิงตัวเลขของคาความเร็วในแนว
 แกน x ที่เวลา 0.001 วินาที  สําหรับปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ

รูปที่ 7.8  แสดงเอลิเมนตที่ผานการปรับตัวโดยอัตโนมัติ  และเสนชั้นของคาความ
ดันและคาความดันของคลื่นช็อก  ที่เวลาตางๆ  ซึ่งจะเห็นวาแนวที่เอลิเมนตสามเหลี่ยมมีความ
หนาแนนมาก  จะเปนบริเวณที่เกิดการเปลี่ยนแปลงอยางฉับพลันของคาความหนาแนน  ซึ่งเปน
คาที่ใชในการคํานวณคาตัวชี้วัดความผิดพลาด  โดยคลื่นช็อกจะเคลื่อนที่ไปทางขวามือซ่ึงเปนทิศ
ทางการเคลื่อนตัวของของไหลที่มีความหนาแนนมากกวา  ไปยังบริเวณที่ของไหลที่มีความหนา
แนนนอยกวา  สวนทางคลื่นช็อกแบบขยายตัว (expansion wave) ก็จะเคลื่อนตัวไปทางซายมือ  
โดยลักษณะของคลื่นช็อกแบบขยายตัว  จะเปนรูปแบบของคลื่นช็อกที่ติดตามดวยคลื่นช็อกเปน
ชวง ๆ ดานหลังติดตอกัน

เวลา 0.0005 วินาที
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Density

Pressure

Density

Pressure

Density

Pressure
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Density

Pressure

Density

Pressure

Density

Pressure

Density

Pressure

เวลา 0.005 วินาที

เวลา 0.006 วินาที

เวลา 0.007 วินาที

เวลา 0.008 วินาที
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รูปที่ 7.8   เสนชั้นของคาความดันและคาความดัน ณ ชวงเวลาตาง ๆ สําหรับปญหาการ
                       เกิดคลื่นช็อกในทอ

7.2 ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ

ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ  เปนอีกหนึ่งปญหาพื้น
ฐานที่ถูกนํามาใชในการศึกษาในงานวิจัย  โดยรูปที่ 7.9  แสดงรูปแบบของปญหาการไหลที่มีคา
มัคนัมเบอรตางกันตกกระทบกัน ซึ่งทําใหเกิดคลื่นช็อกเอียง (oblique shock) ทํามุมตกกระทบ 
29o และสะทอนไปทางดานมุมขวาบนของภาพ  สําหรับเงื่อนไขขอบเขตของการไหลเขาตลอดขอบ
ดานซายคือ ρ = 1.0  u = 2.9  v = 0 และ ε = 5.991  และตลอดขอบบนคือ ρ = 1.7  u = 2.6185  
v = -0.5063 และ ε = 5.806  โดยคาอัตราสวนความรอนจําเพาะเทากับ γ = 1.38

Oblique shock wave
Reflection shock wave

Computational domainM = 2.37

M = 2.9

29°

4.0

1.0

รูปที่ 7.9  ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ

สําหรับการวิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง
ในสภาวะคงตัว [1,2,7] ดังในรูปที่ 7.10  จะเริ่มตนดวยการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาด
คอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  โดยผลลัพธที่ไดยังคงมีความถูกตองคอนขางนอย  เนื่องจาก

Density

Pressure

เวลา 0.0085 วินาที
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ลักษณะของคลื่นช็อกทั้งกอนตกกระทบและหลังสะทอนจากพื้นราบยังคงเปนเสนที่มีความหนา
มาก  ทั้งนี้เพราะเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ใชในบริเวณที่เกิดคลื่นช็อกมีขนาดใหญเกินไป  ดังนั้นจึง
ควรที่จะประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหา  เพื่อเพิ่มความถูกตอง
ของผลลัพธใหมากยิ่งขึ้น

  
รูปที่ 7.10   เอลิเมนตสามเหลี่ยมเร่ิมตนและเสนชั้นของคาความหนาแนน  สําหรับปญหา

การตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ ในกรณีการไหลแบบไร
 ความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 2.9 และ 2.37 เทาในสภาวะคงตัว

เมื่อทําการระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหา  และทําการ
ปรับขนาดเอลิเมนตไปอยางเปนขั้นเปนตอนดังในรูปที่ 7.11 ก็จะทําใหผลลัพธที่ไดมีความแมนยํา
มากขึ้น  โดยสังเกตไดจากความหนาของคลื่นช็อกทั้งกอนตกกระทบและหลังสะทอนจากพื้นราบ  
จะมีความหนาลดลงอยางมาก และเอลิเมนตสามเหลี่ยมนอกบริเวณที่เกิดคลื่นช็อก  ก็จะมีขนาด
โตขึ้นซึ่งจะชวยประหยัดหนวยความจําและเวลาที่ใชในการประมวลผล

  

  

  

  
รูปที่ 7.11   เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความหนาแนน  สําหรับ

 ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ ในกรณีการไหลแบบ
  ไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 2.9 และ 2.37 เทาในสภาวะคงตัว
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ตารางที่ 7.1    คา hmin และ hmax สําหรับการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ สําหรับปญหา
    การตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ ในกรณีการไหลแบบ
    ไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 2.9 และ 2.37 เทาในสภาวะคงตัว

Mesh hmin hmax Elements Nodes
Nonadaptive - - 1,974 1,038
1st adaptive 0.030000 0.150 1,647 874
2nd adaptive 0.007500 0.175 3,117 1,634
3rd adaptive 0.001000 0.250 5,382 2,778
4th adaptive 0.000325 0.390 2,301 1,192

  

  

  

  
รูปที่ 7.12   เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความหนาแนน สําหรับ

  ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ  ในกรณีการไหลแบบ
  ไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 2.9 และ 2.37 เทาในสภาวะไมคงตัว

เวลา 0.2 วินาที

เวลา 0.4 วินาที

เวลา 0.6 วินาที

เวลา 0.8 วินาที
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ตารางที่ 7.1 ขางตนแสดงตัวอยางการกําหนดคา hmin และ hmax สําหรับการปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ ของปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ
สําหรับการวิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว
ดังในรูปที่ 7.12  จะเร่ิมตนดวยการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาดคอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้ง
โดเมนเชนเดียวกับขางตน  และทําการประยุกตเมื่อทําการระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติเขากับปญหาในทุก ๆ ชวงเวลาที่ทําการคํานวณ  ซึ่งจะสงผลใหผลลัพธที่ไดมีความแมน
ยํามากขึ้นในทุก ๆ ชวงเวลาที่ทําการคํานวณ

7.3 ปญหาการไหลความเร็วสูงผานพื้นที่หนาตัดขยาย

ปญหาการไหลความเร็วสูงผานพื้นที่หนาตัดขยาย ดังในรูปที่ 7.13  จะมีของไหล
ที่ความเร็วมากกวาเสียง 6 เทา ผานเขามาจากทางซายมือ  และไหลผานพื้นที่หนาตัดขยายกวาง
ขึ้นโดยทํามุม 10o กับพื้นราบ  ซึ่งสงผลใหคุณสมบัติของของไหล คือ คาความหนาแนน คาความ
ดัน และอุณหภูมิลดลง  อันเนื่องมาจากการขยายตัวของพื้นที่การไหล  และจะเริ่มเกิดคลื่นช็อก
ตรงจุดหักมุม (expansion corner)  เพราะเปนบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงขนาดพื้นที่หนาตัด
อยางฉับพลัน  สําหรับเงื่อนไขเริ่มตนสําหรับการไหล  มีดังนี้  ρ = 1.173  u = 2,045.5  v = 0 และ 
ε = 2,307,285.125  โดยคาอัตราสวนความรอนจําเพาะเทากับ γ = 1.38

M = 6

18.0

6.5

10°

Computational domain
Expansion corner

Mach wave

5.0

รูปที่ 7.13  ปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 6 เทาผานพื้นที่หนาตัดขยาย

สําหรับการวิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง
ในสภาวะคงตัว [1,2] ดังในรูปที่ 7.14  จะเริ่มตนดวยการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาดคอน
ขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  โดยผลลัพธที่ไดยังคงมีความถูกตองคอนขางนอย  เนื่องจาก
ลักษณะของคลื่นช็อกตรงบริเวณตรงจุดหักมุมไมไดรวมเปนจุดเดียวกัน  แตเมื่อทําการระเบียบวิธี
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ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหา  และทําการปรับขนาดเอลิเมนตไปอยางเปนขั้นเปน
ตอน ก็จะทําใหผลลัพธที่ไดมีความแมนยํามากขึ้น

 

 

 

 

 
รูปที่ 7.14     เอลิเมนตสามเหลี่ยมในโดเมนและเสนชั้นของคาความหนาแนน สําหรับปญหา

        การไหลความเร็วสูงผานพื้นที่หนาตัดขยาย  ในกรณีการไหลแบบไรความหนืด
 อัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 6 เทาในสภาวะคงตัว

ถาหากสังเกตลักษณะของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่เกิดขึ้น จากระเบียบวิธีปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  จะเห็นวามีเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดเล็กจํานวนมากวางตัวตรงจุด
หักมุม  และเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดที่ใหญกวาจะวางตัวในแนวของเสนช็อก  แตเนื่องจากคลื่น
ช็อกที่เกิดสําหรับปญหานี้เปนช็อกแบบขยายตัว [7]  ดังนั้นจึงไมจําเปนตองมีเอลิเมนตสามเหลี่ยม
ขนาดเล็กจํานวนมากในบริเวณดังกลาว  เพราะลักษณะของการเปลี่ยนแปลงความหนาแนนใน
บริเวณที่เกิดคลื่นช็อกแบบขยายตัวหลังจากผานจุดหักมุม  จะเปนแบบคอยเปนคอยไป  ซึ่งแตก
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ตางจากการเกิดคลื่นช็อกของปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ  และถึง
แมวาเอลิเมนตสามเหลี่ยมในบริเวณที่เกิดคลื่นช็อกแบบขยายตัว  จะมีขนาดใหญและมีจํานวนไม
มาก  แตผลลัพธที่ไดก็ยังคงมีความถูกตอง  เพราะคลื่นช็อกแบบขยายตัวมีลักษณะเปนเสนตรง
ตลอดแนว

ตารางที่ 7.2   คา hmin และ hmax สําหรับการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติของปญหา
 การไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 6 เทา

   ผานพื้นที่หนาตัดขยายในสภาวะคงตัว
Mesh hmin hmax Elements Nodes

Nonadaptive - - 1,360 749
1st adaptive 0.11000 0.8000 1,686 914
2nd adaptive 0.03000 0.8500 3,103 1,651
3rd adaptive 0.00975 0.9125 3,946 2,079
4th adaptive 0.00600 0.9500 3,236 1,704

ตารางที่ 7.2 ขางตนแสดงตัวอยางการกําหนดคา hmin และ hmax สําหรับการปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ ของปญหาการไหลความเร็วสูงผานพื้นที่หนาตัดขยาย  สําหรับการ
วิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัวดังในรูปที่ 
7.15  จะเริ่มตนดวยการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาดคอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมนเชน
เดียวกับขางตน  เนื่องจากในชวงเริ่มตนเราไมสามารถที่จะพยากรณปรากฏการณของคลื่นช็อกได  
จากนั้นจึงทําการประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหาในทุก ๆ ชวง
เวลาที่ทําการคํานวณ  ซึ่งจะสงผลใหผลลัพธที่ไดมีความแมนยํามากขึ้นในทุก ๆ ชวงเวลาที่ทําการ
คํานวณ  เนื่องจากระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติสามารถที่จะตรวจจับลักษณะของ
คลื่นช็อกที่เกิดขึ้นภายในโดเมนของการไหล  จึงสามารถที่จะวางเอลิเมนตขนาดเล็ก ๆ ตามแนว
ของคลื่นช็อกไดอยางถูกตอง

จากรูปที่ 7.15  จะเห็นวาคลื่นช็อกคอย ๆ สรางตัวจากแนวระนาบเอียงขึ้นมาทาง
ดานบน  โดยมีจุดเริ่มตนของคลื่นช็อกตรงจุดหักมุม  และหลังจากเวลาผานไปประมาณ 0.008 
วินาที  ลักษณะของคลื่นช็อกจะใกลเคียงกับที่เกิดขึ้นในสภาวะคงตัว (รูปที่ 7.14) ขางตน  และเมื่อ
ทําการที่ตําแหนงคํานวณชวงเวลาถัดไป  พบวาทั้งรูปรางของคลื่นช็อกที่เกิดขึ้น  และคาตัวแปรที่
เกี่ยวของมีการเปลี่ยนแปลงคอนขางนอย  และเมื่อเปรียบเทียบกับคาที่ไดจากการคํานวณใน
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สภาวะคงตัวก็มีคาที่แตกตางกันคอนขางนอยเชนกัน  ซึ่งเปนสภาวะของการไหลที่เขาใกลสภาวะ
ของการไหลแบบคงตัว

 

 

 

 

 
รูปที่ 7.15  เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความหนาแนน  สําหรับ

ปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 6 เทาผานพื้นที่หนาตัดขยายในสภาวะไมคงตัว

เวลา 0.001 วินาที

เวลา 0.003 วินาที

เวลา 0.005 วินาที

เวลา 0.007 วินาที

เวลา 0.008 วินาที
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7.4 ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกในชองแคบ

ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกในชองแคบ  ดังในรูปที่ 7.16  เปน
ปญหาของการไหลที่ความเร็วมากกวาเสียง 3 เทา ผานเขามาจากทางซายมือ  และไหลผานพื้นที่
หนาตัดลดขนาดทํามุม 20o กับพื้นราบ  การหักมุมอยางฉับพลันตรงตําแหนงดังกลาวไดกอใหเกิด
คลื่นช็อกเอียงทํามุมกับระนาบขึ้นไปกระทบกับผนังดานบน  และเชนเดียวกันเมื่อคลื่นช็อกตก
กระทบก็จะเกิดการสะทอนลงมาขางลาง  และในขณะเดียวกันตรงจุดหักมุมที่สองของชองแคบได
กอใหเกิดการขยายตัว  และเกิดการกระจายของคลื่นช็อกคลายกับที่เกิดขึ้นในปญหาการไหล
ความเร็วสูงผานพื้นที่หนาตัดขยาย  สําหรับเงื่อนไขเริ่มตนสําหรับการไหลมีดังนี้  ρ = 1.173  u = 
1,022.7  v = 0 และ ε = 2,307,285.125  โดยคาอัตราสวนความรอนจําเพาะเทากับ γ = 1.38

1.9
20

0.4

0.8

0.2

Shock wave

Computational domain

Mach wave

M = 3

รูปที่ 7.16   ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกในชองแคบดวยความเร็ว
                            สูงกวาเสียง 3 เทา

สําหรับการวิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง
ในสภาวะคงตัว [1,2] ดังในรูปที่ 7.17  และสภาวะไมคงตัวดังในรูปที่ 7.18  จะเริ่มตนดวยการ
สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาดคอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  แลวทําการประยุกต
ระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหา  ซึ่งจะทําใหผลลัพธที่ไดมีความแมนยํา
มากขึ้น  โดยสังเกตไดจากความหนาของคลื่นช็อกทั้งกอนและหลังตกกระทบผนังลดลง  และใน
ขณะเดียวกันคลื่นช็อกแบบขยายตัว (expansion shock wave) ที่เกิดขึ้นตรงจุดหักมุมที่สองของ
ชองแคบก็มีลักษณะเปนเสนตรงตลอดแนว  ดังนั้นผลที่ไดจากการประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาด
เอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ก็คือ จะมีการวางเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดเล็กจํานวนมากตามแนวของ
คลื่นช็อกทั้งกอนและหลังตกกระทบผนัง  สวนในบริเวณของคลื่นช็อกแบบขยายตัวก็จะมีเอลิเมนต
สามเหลี่ยมขนาดเล็กวางตัวตามแนวของคลื่นช็อกเชนกัน  แตบริเวณปลายช็อกจะใชเอลิเมนต
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สามเหลี่ยมที่มีขนาดใหญกวา  เพราะลักษณะของการเปลี่ยนแปลงความหนาแนนในบริเวณที่เกิด
คลื่นช็อกแบบขยายตัวหลังจากผานจุดหักมุมจะเปนแบบคอยเปนคอยไป

 

 

 

 

 

 
รูปที่ 7.17   เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความหนาแนน  สําหรับ

 ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกในชองแคบ  ในกรณีการไหลแบบ
 ไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 3 เทาในสภาวะคงตัว
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รูปที่ 7.18   เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความหนาแนน  สําหรับ

 ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกในชองแคบ  ในกรณีการไหลแบบ
 ไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 3 เทาในสภาวะไมคงตัว

เวลา 0.0005 วินาที

เวลา 0.001 วินาที

เวลา 0.0015 วินาที

เวลา 0.002 วินาที

เวลา 0.003 วินาที
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7.5 ปญหาการไหลผานแนวระนาบยกระดับ

ปญหาการไหลผานแนวระนาบยกระดับดังในรูปที่ 7.19  เปนปญหาของการไหล
ที่ความเร็วมากกวาเสียง 3 เทา ผานเขามาจากทางซายมือ  และไหลผานพื้นเอียงทํามุม 20o กับ
แนวราบ  การหักมุมอยางฉับพลันตรงตําแหนงดังกลาวไดกอใหเกิดคลื่นช็อกเอียงทํามุมกับระนาบ
ขึ้นไปทางดานบบน  และในขณะเดียวกันตรงจุดหักมุมที่สองของพื้นราบชั้นบนไดกอใหเกิดการ
ขยายตัว  และเกิดการกระจายของคลื่นช็อกคลายกับที่เกิดขึ้นในปญหาการไหลความเร็วสูงผาน
พื้นที่หนาตัดขยาย  สําหรับเงื่อนไขเริ่มตนสําหรับการไหล  มีดังนี้  ρ = 1.173  u = 1,022.7  v = 0 
และ ε = 738,207.645  โดยคาอัตราสวนความรอนจําเพาะเทากับ γ = 1.38

1.9
20

0.4

0.8

0.2

Shock wave

Computational domain

Mach wave

M = 3

รูปที่ 7.19  ปญหาการไหลผานแนวระนาบยกระดับดวยความเร็วสูงกวาเสียง 3 เทา

สําหรับการวิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง
ในสภาวะคงตัวดังในรูปที่ 7.20  และสภาวะไมคงตัวดังในรูปที่ 7.21  เร่ิมตนโดยสรางเอลิเมนต
สามเหลี่ยมที่มีขนาดคอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  จากนั้นทําการประยุกตระเบียบวิธีปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหา  และทําการปรับขนาดเอลิเมนตไปอยางเปนขั้นเปน
ตอน ก็จะทําใหผลลัพธที่ไดมีความแมนยํามากขึ้น  โดยสังเกตไดจากความหนาของคลื่นช็อกลดลง  
และในขณะเดียวกันคลื่นช็อกแบบขยายตัว (expansion shock wave) ที่เกิดขึ้นตรงจุดหักมุมที่
สองของชองแคบก็มีลักษณะเปนเสนตรงตลอดแนว  ดังนั้นผลที่ไดจากการประยุกตระเบียบวิธีปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ก็คือ จะมีการวางเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดเล็กจํานวนมากตาม
แนวของคลื่นช็อกทั้งกอนและหลังตกกระทบผนัง  สวนในบริเวณของคลื่นช็อกแบบขยายตัวก็จะมี
เอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดเล็กวางตัวตามแนวของคลื่นช็อกเชนกัน  จะเห็นวาลักษณะของคลื่น
ช็อกจะคลายกัน  แตคลื่นช็อกของปญหาการไหลผานแนวระนาบยกระดับจะไมมีการสะทอนกลับ
ลงมา เนื่องจากไมมีผนังดานบนของโดเมน
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รูปที่ 7.20   เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความหนาแนน  สําหรับ
 ปญหาการไหลผานแนวระนาบยกระดับ  ในกรณีการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวได
 ที่ความเร็วสูงกวาเสียง 3 เทาในสภาวะคงตัว
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รูปที่ 7.21   เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความหนาแนน  สําหรับ

 ปญหาการไหลผานแนวระนาบยกระดับ  ในกรณีการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวได
 ที่ความเร็วสูงกวาเสียง 3 เทาในสภาวะไมคงตัว

เวลา 0.0005 วินาที

เวลา 0.001 วินาที

เวลา 0.0015 วินาที

เวลา 0.0025 วินาที

เวลา 0.0035 วินาที
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7.6 ปญหาการไหลความเร็วสูงผานทอนทรงกระบอก

ปญหาการไหลความเร็วสูงผานทอนทรงกระบอกดังในรูปที่ 7.22  เปนปญหาของ
การไหลที่ความเร็วมากกวาเสียง 6 เทา ผานเขามาจากทางซายมือปะทะกับสวนโคงของทรง
กระบอก  เนื่องจากเปนปญหาที่มีความสมมาตร  จึงทําการวิเคราะหเพียงครึ่งดานบนของโดเมน  
โดยคลื่นช็อกที่เกิดจะลักษณะของเสนโคง (bow shock) ตามลักษณะของทรงกระบอก  นอกจาก
นี้ยังเปนปญหาที่มีลักษณะพิเศษเฉพาะที่แตกตางจากปญหาที่ผานมา คือคุณสมบัติของของไหล
บริเวณดานหลังของคลื่นช็อกจะมีคาไมคงที่  สําหรับเงื่อนไขเริ่มตนสําหรับการไหล  มีดังนี้  ρ = 
1.173  u = 2,045.5  v = 0 และ ε = 2,307,285.125   โดยคาอัตราสวนความรอนจําเพาะเทากับ
γ = 1.38

2.7
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3.2

Cylinder

Computational domain

Bow shock

M = 6

รูปที่ 7.22  ปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 6 เทาผานทอนทรงกระบอก

สําหรับการวิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง
ในสภาวะคงตัว [1] ดังในรูปที่ 7.23  และสภาวะไมคงตัวดังในรูปที่ 7.24  จะเริ่มตนดวยการสราง
เอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาดคอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  จากนั้นทําการประยุกตระเบียบ
วิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหา  และทําการปรับขนาดเอลิเมนตไปอยางเปนขั้น
เปนตอน ก็จะทําใหผลลัพธที่ไดมีความแมนยํามากขึ้น  โดยสังเกตไดจากความหนาของคลื่นช็อก
ลดลง สวนคุณสมบัติของของไหลบริเวณดานหลังของคลื่นช็อกจะมีการเปลี่ยนแปลงแบบคอยเปน
คอยไป  ดังนั้นผลที่ไดจากการประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ก็คือ จะมีการ
วางเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดเล็กจํานวนมากตามแนวโคงของคลื่นช็อก
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รูปที่ 7.23   เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความหนาแนน  สําหรับ

 ปญหาการไหลความเร็วสูงผานทอนทรงกระบอก  ในกรณีการไหลแบบไรความหนืด
 อัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 6 เทาในสภาวะคงตัว
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เวลา 0.001 วินาที เวลา 0.002 วินาที

เวลา 0.003 วินาที เวลา 0.004 วินาที

เวลา 0.005 วินาที เวลา 0.006 วินาที
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รูปที่ 7.24   เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความหนาแนน  สําหรับ

 ปญหาการไหลความเร็วสูงผานทอนทรงกระบอก  ในกรณีการไหลแบบไรความหนืด
 อัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 6 เทาในสภาวะไมคงตัว

เวลา 0.007 วินาที เวลา 0.008 วินาที

เวลา 0.010 วินาที เวลา 0.012 วินาที

เวลา 0.014 วินาที เวลา 0.016 วินาที
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7.7 ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศ

ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศ [12] ดังในรูปที่ 7.25  เปนปญหาของ
การระเบิดในอากาศ  โดยสมมติใหการระเบิดเปนกระบวนการที่เอนโทรปมีคาคงที่ (isentropic 
process)  ดังนั้น ภายใตสมมติฐานของอากาศในอุดมคติ  คาความหนาแนน (ρ) และคาความดัน 
(p) จะมีความสัมพันธกัน ดังในสมการ (7.1)  และ  (7.2)

constant
ρ
pvp γ

γ == (7.1)
γ

1

2

1

2

ρ
ρ

p
p









= (7.2)

เนื่องจากเงื่อนไขเริ่มตนสําหรับการไหล  จะตองกําหนดคาตัวแปรของคาความ
หนาแนน  ดังนั้นในกรณีที่ทราบคาความดันเริ่มตน  ก็ตองใชสมการขางตนในการแปลงใหอยูในรูป
ของคาความหนาแนน  โดยในตัวอยางนี้กําหนดใหคาความดันเริ่มตนของการระเบิดประมาณ 
9.22  เทาของความดันบรรยากาศ  ซึ่งจะทําใหเกิดการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกในรูปแบบของ
วงกลมออกจากศูนยกลางการระเบิด (พิจารณาในสองมิติ)  สวนของไหลบริเวณดานหลังของคลื่น
ช็อกก็จะมีการเปลี่ยนแปลงแบบคอยเปนคอยไป  ซึ่งการเกิดคลื่นช็อกเชนนี้ไดถูกเรียกชื่อพิเศษวา
blast wave  สําหรับเงื่อนไขเริ่มตนสําหรับการไหล  มีดังนี้ ภายนอกพื้นที่ระเบิด  ρ1 = 1, u1 = 0, 
v1 = 0 และ ε1 = 0.5  และภายในพื้นที่ระเบิด ρ2 = 5, u2 = 0, v2 = 0 และ ε2 = 0.5 โดยคาอัตรา
สวนความรอนจําเพาะเทากับ γ = 1.38

12.0

12.0

6.0

Computational domain

Shock wave

High pressure zone

Low pressure zone

รูปที่ 7.25   ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศที่คาความดันเริ่มตน 9.22  เทา
                            ของความดันบรรยากาศ
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สําหรับการวิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง
ในสภาวะไมคงตัว [12] ดังในรูปที่ 7.26  จะเริ่มตนดวยการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาด
คอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  และประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขา
กับปญหา  จะเห็นวาคลื่นช็อกเคลื่อนตัวออกจากศูนยกลางการระเบิด  สําหรับปญหานี้ใชคาความ
ดันในการคํานวณตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  เพราะจากการทดลองพบวา  ลักษณะการเคลื่อน
ตัวของคลื่นช็อกมีความสัมพันธกับคาความดันมากกวาคาความหนาแนน

      

        

        
รูปที่ 7.26  เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาด เสนชั้นของคาความหนาแนนและคาความดัน

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศ  ในกรณีการไหลแบบไรหนืดอัดตัวได
ที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว

PressureDensity

เวลา 1.0 วินาที

เวลา 3.0 วินาที

เวลา 5.0 วินาที

PressureDensity

PressureDensity
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7.8 ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้นราบ

ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้นราบ [12] ดังในรูปที่ 7.27 
จะมีลักษณะคลายกับปญหาที่ผานมาแตจะกําหนดใหพื้นดานลางเปนผนัง  เพื่อศึกษาปรากฏ
การณการตกกระทบของคลื่นช็อก  โดยสมมติใหการระเบิดเปนกระบวนการที่เอนโทรปมีคาคงที่ 
(isentropic process)  ดังนั้น ภายใตสมมติฐานของอากาศในอุดมคติ  คาความหนาแนน (ρ) 
และคาความดัน (p) จะมีความสัมพันธกัน ดังในสมการ (7.1)  และ  (7.2) เชนกัน  สําหรับเงื่อนไข
เร่ิมตนสําหรับการไหลก็จะเหมือนกับปญหาที่ผานมา  ดังนี้ ภายนอกพื้นที่ระเบิด  ρ1 = 1, u1 = 0, 
v1 = 0 และ ε1 = 0.5  และภายในพื้นที่ระเบิด ρ2 = 5, u2 = 0, v2 = 0 และ ε2 = 0.5  โดยคาอัตรา
สวนความรอนจําเพาะเทากับ γ = 1.38

9.0

12.0

3.0

Computational domain

Shock wave

High pressure zone

Low pressure zone

รูปที่ 7.27    ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้นราบ ที่คาความดันเริ่มตน
                       9.22  เทาของความดันบรรยากาศ

สําหรับการวิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง
ในสภาวะไมคงตัว [12] ดังในรูปที่ 7.28  จะเริ่มตนดวยการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาด
คอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  และประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขา
กับปญหา  จะเห็นวาคลื่นช็อกเคลื่อนตัวออกจากศูนยกลางการระเบิด และเมื่อตกกระทบกับพื้น
ราบ ก็จะเกิดการกระทําของคลื่นช็อกซึ่งกันและกัน  ซึ่งปรากฏใหเห็นในลักษณะของเสนโคงของ
คลื่นช็อกที่ตกกระทบจะเคลื่อนไปทางขวา และปลายของคลื่นช็อกจะเคลื่อนสูศูนยกลางการ
ระเบิด สําหรับปญหานี้ใชคาความดันในการคํานวณตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาดเชนกัน
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รูปที่ 7.28  เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความดัน  สําหรับปญหา

คลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้นราบ  ในกรณีการไหลแบบไรความ
        หนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว

Pressure

Pressure

Pressure

Pressureเวลา 1.0 วินาที

เวลา 2.0 วินาที

เวลา 4.0 วินาที

เวลา 5.0 วินาที
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7.9 ปญหาการระเบิดใตน้ําทะเล

ปญหาการระเบิดใตน้ําทะเลดังในรูปที่ 7.29  เปนการศึกษาถึงขนาดของแรงตก
กระทบใตทองเรือของคลื่นช็อกที่เกิดจากการระเบิดใตทองน้ําทะเลดวยความดันสูง  ซึ่งการเกิด
ความดันสูงอยางฉับพลันจะทําใหเกิดการอัดตัวของน้ําทะเล  ซึ่งสงผลใหเกิดการเคลื่อนตัวของน้ํา
ทะเลในสวนที่ถูกอัดตัวในลักษณะของคลื่นช็อกพุงสูผิวน้ําทะเล  สําหรับเงื่อนไขเริ่มตนสําหรับการ
ไหลสมมติใหคาความดันเริ่มตนเทากับ 200,000 บาร  (2.0x1010 Pa) และโดยอาศัยสมการ (4.47) 
ก็จะสามารถคํานวณคาความหนาแนนเริ่มตนไดดังนี้  บริเวณพื้นที่ของการระเบิดภายในระยะรัศมี 
1 หนวย  ρ = 1,804 Kg/m3, u = 0 m/s และ v = 0 m/s  และในสวนบริเวณอื่นของโดเมนจะใชคา
ความหนาแนนของน้ําทะเลที่อุณหภูมิ 20 oC และคาความเค็ม (salinity) 30 g/Kg  สามารถ
คํานวณคาความหนาแนนของน้ําทะเลดวยสมการในภาคผนวก ข  ดังนี้ ρ = 1,021 Kg/m3, u = 0 
m/s  และ v = 0 m/s

 

20.0

29.6
59.2

Shock wave

15.0

25.0
45 o

Computational domain Low pressure zone
High pressure zone

2.12

รูปที่ 7.29  ปญหาการระเบิดใตน้ําทะเลที่คาความดันเริ่มตน 200,000 บาร

สําหรับการวิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง
ในสภาวะไมคงตัวดังในรูปที่ 7.30  จะเห็นวาลักษณะของคลื่นช็อกที่เกิดขึ้นจะเหมือนกับปญหาที่
ผานมา  และเนื่องจากคาความหนาแนนของน้ําทะเลมีคามาก  ดังนั้นจึงทําใหคาความดันสูงสุด
ของคลื่นช็อกลดลงอยางรวดเร็วภายในระยะเวลา 0.001 วินาที  จากคาความดันสูงเมื่อเวลา 
0.0005 วินาที 1.2276 GPa เหลือเพียง 407.38 MPa เมื่อเวลา 0.001 วินาที  เพราะตองสูญเสีย
ภาระสวนหนึ่งในการทําใหเกิดการอัดตัว และการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกที่มวลมีคาความหนา
แนนสูง  และโดยการคํานวณเชิงตัวเลขพบวาพื้นที่ตกกระทบใตทองเรือจะตองรับคาความดันสูง
สุดประมาณ 90 MPa  ตรงบริเวณกลางลําเรือ เมื่อเวลาตกกระทบ 0.011 วินาที
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เวลา 0.0005 วินาที

เวลา 0.001 วินาที

เวลา 0.003 วินาที

เวลา 0.005 วินาที

เวลา 0.007 วินาที

เวลา 0.009 วินาที
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รูปที่ 7.30    เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความดัน  สําหรับ

    ปญหาการระเบิดใตน้ําทะเลที่คาความดันเริ่มตนเทากับ 200,000 บาร
    ในกรณีการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว

จากตัวอยางทั้งหมดที่แสดงขางตน  จะเห็นวาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินด
เซลลเซนเตอร  สามารถที่จะประยุกตเขากับระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  เพื่อใช
ในการแกปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัว  และไมคงตัว  
ไมวาของไหลจะเปนกาซหรือน้ําทะเล  และเมื่อทําการประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ  เขากับเทคนิคดังกลาวก็จะชวยใหผลลัพธที่ไดมีความถูกตองมากยิ่งขึ้น

เวลา 0.011 วินาที

เวลา 0.012 วินาที

เวลา 0.013 วินาที

เวลา 0.014 วินาที



บทที่  8
บทสรุป ปญหาที่พบ  และขอเสนอแนะ

8.1 บทสรุป

วิทยานิพนธฉบับนี้ไดทําการศึกษาปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่
ความเร็วสูงในสภาวะคงตัวและไมคงตัว  สําหรับของไหลที่เปนกาซและน้ําทะเล  ซึ่งถูกควบคุมโดย
ระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  ดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซน-
เตอร  พรอมทั้งยังไดทําการศึกษาวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมภายในโดเมนดวยวิธีการสราง
สามเหลี่ยมเดอลอนเน  และคิดคนเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติสําหรับระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร  โดยการปรับปรุงวิธีการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนขางตน
เขากับแนวคิดพื้นฐานของตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  ซึ่งไดกอใหเกิดองคความรูใหมเกี่ยวกับ
ระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ภายใตแนวคิดของวิธีการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน
ขึ้นมา  ในทายที่สุดองคความรูทั้งหมดขางตนไดถูกรวบรวมและนํามาสรางเปนโปรแกรม
คอมพิวเตอร FEMESH ซึ่งเปนโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นมาเองทั้งหมด  ที่ทํางานใน
ลักษณะของโปรแกรมคอมพิวเตอรกราฟก  และสามารถนําไปใชในการวิเคราะหงานไดจริง

บทที่ 3 ไดอธิบายถึงทฤษฎีพื้นฐานเกี่ยวกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินด
เซลลเซนเตอร  และวิธีการประดิษฐเมตริกซที่สําคัญและถูกนํามาใชในการคํานวณเชิงตัวเลข  
สําหรับทั้งในกรณีที่ของไหลเปนกาซและน้ําทะเล  สวนบทที่ 4 ไดอธิบายในสวนที่เกี่ยวของกับ
ทฤษฎีของสามเหลี่ยมเดอลอนเน  และอัลกอริทึมของวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  
พรอมทั้งการสรางจุดตอภายในโดเมน  สวนสุดทายของบทดังกลาว ไดอธิบายถึงระเบียบวิธีการ
ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติภายใตแนวคิดของวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  
และสําหรับบทที่ 5 ไดอธิบายวิธีการใชงานโปรแกรม FEMESH สําหรับการแกปญหาการไหลแบบ
ไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะคงตัวและไมคงตัว

โปรแกรม FEMESH  ไดถูกนํามาทดสอบความถูกตอง   โดยการนํามาใช
วิเคราะหปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอเปนปญหาพื้นฐานในหนึ่งมิติที่มีผลเฉลยแมนตรง  ซึ่งผล
ลัพธที่ไดก็มีความสอดคลองกันและมีความผิดพลาดต่ํามาก  ซึ่งแสดงใหเห็นวาโปรแกรม 
FEMESH สามารถทํางานไดอยางถูกตอง  จากนั้นไดนําไปใชในการแกปญหาพื้นฐานที่สําคัญใน
การศึกษาพื้นฐานของปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะคงตัวและ
ไมคงตัว ดังนี้ ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ  ปญหาการไหลความเร็ว
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สูงผานพื้นที่หนาตัดขยาย  ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกในชองแคบ  ปญหาการ
ไหลผานแนวระนาบยกระดับ  ปญหาการไหลความเร็วสูงผานทอนทรงกระบอก  ปญหาคลื่นช็อก
จากการระเบิดในอากาศ  และปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้นราบ  ซึ่ง
ปญหาเหลานี้เปนการศึกษาปรากฏการณการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกในอากาศ  สวนการศึกษา
เคลื่อนตัวของคลื่นช็อกในน้ําทะเล  ก็ไดทําการประยุกตโปรแกรมเพื่อแกปญหาการระเบิดใตน้ํา
ทะเล  ซึ่งจะทําใหทราบถึงลักษณะของการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกในน้ําทะเล  และคาความดันสูง
สุดตกกระทบโครงสรางของใตทองเรือ

8.2 ปญหาที่พบ

เนื่องจากวิทยานิพนธนี้ไดทําการศึกษาในขอบเขตที่คอนขางกวาง  ครอบคลุม
เนื้อหาในหลายสาขาวิชา  และตองการนําไปประยุกตเขากับปญหาจริง  จึงกอใหเกิดปญหาใน
ขณะทําการวิจัยหลายประการ เชน  การศึกษาวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  จะ
เปนไปดวยความลําบาก  เพราะวารสารที่เกี่ยวของกับงานดังกลาวหาไดคอนขางยากภายใน
ประเทศจึงทําใหเสียเวลาในการคนหาขอมูลจากแหลงอื่น ๆ  มากทีเดียว  สําหรับในสวนของ
โปรแกรม FEMESH เนื่องจากงานชิ้นนี้เปนงานเริ่มตนที่ทําการศึกษาในลักษณะของการรวมองค
ความรูในหลายสาขาวิชาเขาดวยกัน  จึงทําใหเกิดความสับสนในชวงแรก ๆ ของการเขียน
โปรแกรมคอมพิวเตอร  และดวยขอจํากัดในดานความรูในสวนของการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร
ในเชิงลึก  จึงอาจจะทําใหโปรแกรม FEMESH  ที่ไดอาจจะยังมีความสมบูรณไมเพียงพอ  ดังนั้นจึง
จําเปนตองมีการพัฒนาเพิ่มเติมในอนาคต

สุดทายสําหรับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ภายใตแนวคิดของวิธี
การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ถูกนําเสนอในวิทยานิพนธนี้  เนื่องจากเปนแนวคิดใหม
ที่ไดจากการพัฒนาเพิ่มเติมจากวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  จึงยังไมมีความ
สมบูรณในตัวเอง  เพราะจากการทดลองพบวาการใชงานจริงยังคงเปนไปดวยความยาก  เพราะ
การกําหนดคา hmin และ hmax สําหรับการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติยังคงไมมีขอสรุปตาย
ตัววาควรจะใชคาเทาไหร  ในแตละขั้นตอนของการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ดังนั้นการ
เลือกคาดังกลาว  ก็ตองอยูในดุลพินิจและประสบการณของผูใช  โดยถาหากเลือกคาที่ไมเหมาะ
สมก็จะทําใหไมสามารถปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  และจะทําใหเสียเวลาในการเลือกคาที่
เหมาะสมและคํานวณตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาดใหมอีกครั้ง  และนอกจากนี้ถึงแมวาปญหาที่ทํา
การวิเคราะหจะเปนปญหาชนิดเดียวกัน  ถาหากโดเมนมีการเปลี่ยนขนาด (ไมเปลี่ยนแปลงรูปราง)  
ก็จะทําใหจําเปนตองใชคา hmin และ hmax ที่แตกตางกันเชนกัน  ดังนั้นจึงพบสรุปไดวาคา hmin
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และ hmax  นอกจากจะขึ้นกับลักษณะของการไหล และการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกแลว  ยังขึ้นกับ
ลักษณะของโดเมนที่ใชในการวิเคราะห

8.3 ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต
สําหรับขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคตที่เกี่ยวของกับวิทยานิพนธนี้  

สามารถแบงออกไดเปน 2 สวน  ดังนี้  สวนแรกควรที่จะทําการปรับปรุงระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
อัปวินดเซลลเซนเตอร ใหสามารถประยุกตเขากับปญหาการไหลแบบมีความหนืดอัดตัวไดที่
ความเร็วสูงทั้งในสภาวะไมคงตัวและคงตัว เพื่อใหสามารถแสดงปรากฏการณการไหลที่แทจริงซึ่ง
จะมีคาความหนืดเขามาเกี่ยวของไดมากยิ่งขึ้น  และควรมีการขยายผลสูสามมิติเพื่อใหสามารถนํา
ไปใชวิเคราะหปญหาที่แทจริงที่ไมสามารถจําลองอยางสมมาตรในสองมิติ  และสวนที่สองที่เกี่ยว
ของกับการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนและการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ก็ควรที่จะศึกษา
ในเชิงลึกในสวนที่เกี่ยวของกับการเลือกคา hmin และ hmax ที่เหมาะสมใหมากยิ่งขึ้น  เพราะถาหาก
สามารถสรุปเปนหลักเกณฑที่ชัดเจนไดมากเทาไหร  ก็จะทําใหชวยลดเวลาในการวิเคราะหปญหา
ไดมากขึ้นตามลําดับ  เพราะจากการทดลองที่ผานมา  พบวาบางปญหาตองเสียเวลาในการเลือก
คา hmin และ hmax ที่เหมาะสมคอนขางมากทีเดียว  เพื่อใหไดเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่เหมาะสมกับ
ลักษณะของคลื่นช็อก
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ภาคผนวก ก
การประมาณสมการสถานะของ Tait แบบเชิงเสนตรง

สมการสถานะของ Tait  สามารถที่จะแปลงใหอยูในรูปแบบเชิงเสนตรง (linear 
form) ไดโดยการประยุกตอนุกรมเทยเลอร (Taylor series expansion) เขากับสมการ (4.47) ดังนี้
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การประมาณแบบเชิงเสนตรง ก็จะเฉพาะพจนลําดับที่หนึ่งของสมการ (ก.1)  ซึ่ง
เปนพจนกําลังหนึ่ง  ดังนั้นจึงสามารถเขียนสมการแสดงความสัมพันธระหวางคาความหนาแนน
และความดัน  ดังนี้
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โดยดําเนินการตามขั้นตอนดังที่ไดอธิบายรายละเอียดในบทที่ 4  ก็จะไดเมตริกซ
สําหรับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร  ดังตอไปนี้
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ในการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอร  ก็ใหแทนที่สมการ (4.48) ถึง (4.50)  ดวย
สมการ (ก.4) ถึง (ก.6)  โดยคงสวนอื่น ๆ ของโปรแกรมไวเชนเดิม
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ภาคผนวก ข
การคํานวณคาความหนาแนนของน้ําทะเล

การคํานวณคาความหนาแนนของน้ําทะเลที่ระดับอางอิง (ρo)  ตามที่ปรากฏใน
สมการ (4.47)  จะหมายถึงคาความหนาแนนของน้ําทะเลที่ระดับความดัน 1 บรรยากาศ  ดังนั้นใน
วิทยานิพนธฉบับนี้จะกําหนดใหใชคาความหนาแนนของน้ําทะเลที่ระดับความดัน 1 บรรยากาศ 
คาความเค็มเทากับ 30 g/KG  และอุณหภูมิ 20 oC  ซึ่งเปนคาความหนาแนนของน้ําทะเลที่ระดับ
อางอิง  โดยคํานวณจากสมการ International Equation of State of Seawater, 1980 [37]  ดังนี้
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โดยที่ S หมายถึง คาความเค็มในหนวย g/Kg, T หมายถึง อุณหภูมิในหนวยองศาเซลเซียส และ  
ρw หมายถึง คาความหนาแนนมาตรฐานกลางของน้ําทะเล (Standard Mean Ocean Water, 
SMOW) ซึ่งถูกกําหนดโดยสมการดังนี้
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