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บทที่  1 

บทนํา 
 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

การประมวลผลดวยจํานวนเชิงซอนมีบทบาทสําคัญในการคํานวณทางวิทยาศาสตร
และงานวิศวกรรมประยุกต เชน การประมวลผลสัญญาณดิจิทัล (digital signal processing) 
หรือการวิเคราะหฟูเรียร (Fourier analysis) เปนตน ซึ่งงานเหลานี้มีลักษณะเปนการประมวลผล
แบบทันที (real-time processing) จึงตองการการคํานวณจํานวนเชิงซอนความเร็วสูง  
(high-speed complex number arithmetic) ดังนั้นในการคํานวณนี้จําเปนตองมีรูปแบบการแทน
จํานวน (number representation) และวิธีการคํานวณที่มีประสิทธิภาพ มีหลายงานวิจัยได
คิดคนและเสนอระบบจํานวน (number system) ที่ใชแสดงจํานวนเชิงซอนมาเปนเวลานาน จาก
การศึกษานั้นไดบงบอกวาการแสดงจํานวนเชิงซอนใหอยูในรูปลําดับของตัวเลข (sequence of 
digits) เพียงลําดับเดียวนั้น ฐาน (base) ของระบบจํานวน (number system) ตองมีสวนจินต
ภาพ (imaginary part) รวมอยูดวย จึงมีการเสนอระบบจํานวนโดยใชฐานที่รวมสวนของจํานวน
จริงและจํานวนจินตภาพเขาดวยกัน เชน ระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนีย (Penney) [1] ซึ่งใช
ฐาน  และระบบจํานวนเชิงซอนของคนุท (Knuth) [2] ซึ่งใชฐาน  เปนตน i1+− i2

งานวิจัยนี้สนใจการแสดงจํานวนเชิงซอนโดยใชระบบฐานของเพนนีย เน่ืองจากฐาน 
 มีการรวมสวนของจํานวนจริงและจํานวนจินตภาพเขาดวยกัน คุณสมบัตินี้ทําใหรูปแบบ

การแทนจํานวนที่มีคาของจํานวนจริงและจํานวนจินตภาพใกลเคียงกันจะใชจํานวนบิตในการ
แทนจํานวนนอยกวาการแทนจํานวนดวยระบบอ่ืน เชน คนุท  

i1+−

ในงานที่มีความซับซอนและตองการความเร็ว นอกจากการใชรูปแบบการแทน
จํานวนที่เหมาะสมแลว วิธีการที่นํามาใชกับการคํานวณเชิงเลขคณิตเปนสวนสําคัญเชนกัน มี
ทฤษฎีการคํานวณหนึ่งที่ชวยเพ่ิมประสิทธิภาพในการคํานวณ คือ การคํานวณเชิงเลขคณิตแบบ
เชื่อมตรง (on-line arithmetic computation) ซึ่งมีลักษณะการคํานวณแบบลําดับ (serial 
computation) จากตัวเลขตําแหนงที่มีนัยสําคัญสูงสุดกอน (most significant digit first) เม่ือ
ไดรับคาในตําแหนงน้ันจะทําการคํานวณผลลัพธในตําแหนงน้ันทันที สามารถนําผลลัพธใน
ตําแหนงนั้นมาคํานวณตอในการคํานวณเชิงเลขคณิตลําดับถัดไป ซึ่งสามารถรองรับการคํานวณ
แบบทอตรง (pipelined implementation) ได 

การนําคุณสมบัติการคํานวณแบบเชื่อมตรงมาใชกับระบบจํานวนเชิงซอน สามารถ
เพ่ิมประสิทธิภาพในการคํานวณได แตการจะใชการคํานวณแบบเชื่อมตรงในระบบจํานวนนั้น 
ตองเปนระบบจํานวนแบบซํ้าซอน (redundant number systems) จึงมีการประยุกตระบบ
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จํานวนดวยแนวคิดของอเวเซียนีส (Avizienis) โดยการใชตัวเลขแบบมีเครื่องหมาย (signed-
digit) [3] ไดถูกนํามาประยุกตรวมกัน เพ่ือใหระบบจํานวนมีสมบัติความซ้ําซอน (redundancy) 
คือจํานวนหนึ่งสามารถมีรูปแบบการแทนจํานวนในระบบจํานวนนั้นไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ เพ่ือ
ชวยจํากัดการแพรกระจายของตัวทดระหวางการคํานวณ 

ในป ค.ศ.1999 ฟรูนีย [4] ไดเสนอระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียสําหรับการบวก
แบบเชื่อมตรงบนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนีย โดยใชชุดตัวเลข (digit set) เปนจํานวนเต็ม
ระหวาง -2 ถึง 2 และระหวาง -3 ถึง 3 การบวกแบบเชื่อมตรงบนระบบจํานวนนี้สามารถคาํนวณ
ไดโดยมีคาความหนวง (delay) เปน 8 และ 4 ตามลําดับ แตการใชชุดตัวเลขดังกลาวทําให
ระบบจํานวนมีระดับของความซ้ําซอน (degree of redundancy) สูง และทําใหเกิดปญหาการ
ซ้ําซอนของการแสดงคาศูนย (zero redundant) ซึ่งระบบจํานวนที่มีลักษณะการซ้ําซอนของการ
แสดงคาศูนยนั้น ไมเปนที่นิยมในการนํามาประยุกตใช ในสวนของการบวกแบบเชื่อมตรงบน
ระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนีย โดยใชชุดตัวเลข เปนจํานวนเต็มระหวาง -1 ถึง 1 เพ่ือลด
ปญหาเดิมที่มีการซ้ําซอนของการแสดงคาศูนย และมีระดับของความซ้ําซอนสูงน้ัน มีการพิสูจน
โดย อรรถสิทธิ์ [5] วาสามารถทําไดโดยมีคาความหนวงไมเกิน 16 แตในสวนของอัลกอริทึมที่ใช
ในการคํานวณนั้นปจจุบันยังไมถูกคิดคนขึ้น 

ในงานนี้ไดประยุกตระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียซึ่งจากเดิมจํานวนใดๆ ใน
ระบบนี้สามารถแสดงไดเพียงรูปแบบเดียวในระบบแทนจํานวน ใหเปนระบบจํานวนซ้ําซอนเพ่ือ
ทําการบวกแบบเชื่อมตรงบนระบบใหมนี้ โดยมีชุดตัวเลข เปนจํานวนเต็มระหวาง -1 ถึง 1 และ
เน่ืองจากปญหาการบวกสามารถพิจารณาเปนปญหาการแปลงชุดตัวเลข (digit set conversion) 
ในระบบฐานเดียวกันได ดังน้ันการบวกแบบเชื่อมตรงในระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียจะ
กลายเปนปญหาของการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรง (on-line digit set conversion) ซึ่งใน
สวนของตัวแบบการทําใหเกิดผล (implementation model) นั้น ในงานนี้จะนําทฤษฎีของออโต
มาตาจํากัดแบบเชื่อมตรง (on-line finite automata) ซึ่งถูกนิยามไวใน [6] มาประยุกตใชใน
อัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรง 
 
1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 

งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคเพ่ือออกแบบอัลกอริทึมการบวกแบบเชื่อมตรงบนระบบ
จํานวนเชิงซอนของเพนนียที่มีชุดตัวเลขเปนจํานวนเต็มบวกตั้งแต -1 ถึง 1 ดวยออโตมาตา
จํากัดแบบเชื่อมตรง 
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1.3 ขอบเขตของการวิจัย 

1.3.1 เสนอระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียที่มีชุดตัวเลขเปนจํานวนเต็มบวกตั้งแต -1 
ถึง 1 

1.3.2 เสนออัลกอรึทึมสําหรับการบวกแบบเชื่อมตรงบนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนีย
ที่มีชุดตัวเลขเปนจํานวนเต็มบวกตั้งแต -1 ถึง 1 

1.3.3 อัลกอรึทึมสําหรับการบวกแบบเชื่อมตรงบนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียที่มีชุด
ตัวเลขเปนจํานวนเต็มบวกตั้งแต -1 ถึง 1 ตองมีคาความหนวงของอัลกอริทึมไม
เกิน 16 

 
1.4 ข้ันตอนและวิธีดําเนินการวิจัย 

1.4.1 ศึกษาและทําความเขาใจเกี่ยวกับระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนีย และการคํานวณ
เชิงเลขคณิตแบบเชื่อมตรง 

1.4.2 ศึกษาและวิเคราะหปญหาของงานวิจัยที่เกี่ยวของ 
1.4.3 กําหนดขอบเขตงานวิจัย 
1.4.4 ออกแบบอัลกอริทึมสําหรับการบวกแบบเชื่อมตรงบนระบบจํานวนเชิงซอนของ

เพนนียที่มีชุดตัวเลขเปนจํานวนเต็มบวกตั้งแต -1 ถึง 1 
1.4.5 พิสูจนทฤษฎีและอัลกอริทึมโดยใชกระบวนการทางคณิตศาสตร 
1.4.6 วิเคราะห สรุปผล และจัดทํารายงานวิทยานิพนธ 

 
1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรบัจากการวิจยั 

1.5.1 ไดระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียที่มีชุดตัวเลขเปนจํานวนเต็มบวกตั้งแต -1 ถึง 1 
ซึ่งไมมีการซ้ําซอนของการแสดงคาศูนย และมีระดับของความซ้ําซอนของการแทน
จํานวนนอยลงกวาระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียที่ถูกเสนอโดยฟรูนีย 

1.5.2 ไดอัลกอริทึมสําหรับการบวกแบบเชื่อมตรงบนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียที่มี
ชุดตัวเลขเปนจํานวนเต็มบวกตั้งแต -1 ถึง 1 

 
1.6 ผลงานทีต่ีพมิพจากวิทยานิพนธ 

สวนหนึ่งของวิทยานิพนธนี้ได รับการตีพิมพเปนผลงานวิชาการในหัวขอเรื่อง
ดังตอไปนี้ 

1.6.1 ”On-line Addition Algorithm in Penney Complex Representation System” โดย 
ณัฐพล ธนาเตชะวงศ และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการนานาชาติ The 
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4th International Joint Conference on Computer Science and Software 
Engineering (JCSSE2007) 

1.6.2 ” On-line Finite Automaton for Addition in Penney’s Complex Representation 
System” โดย ณัฐพล ธนาเตชะวงศ และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ 
The 11th National Computer Science and Engineering Conference 
(NCSEC2007) 

 



 

บทที่  2 

ทฤษฎีและงานวิจัยทีเ่ก่ียวของ 
 
2.1 ระบบจํานวน 

ระบบจํานวน (number system) สามารถแสดงจํานวนโดยเขียนอยูในรูปของ 
),( Dβ  โดย β  คือ ฐาน (base) ซึ่งสามารถเปนไดทั้งจํานวนจริงหรือจํานวนเชิงซอน และ  

คือ ชุดตัวเลข (digit set) เปนเซตจํากัดที่ประกอบดวยสมาชิกที่เปนจํานวนเต็มหรือจํานวน
เชิงซอน โดยจํานวนใดๆ สามารถแสดงดวยรูปแบบการแทนจํานวน 

D

β  ( β -representation) 
บนชุดตัวเลข  ในรูปของลําดับของตัวเลข D X  ดังตอไปน้ี 

 βmmm xxxxxxX )( 21021 …… −−−−=   

โดย  สําหรับ Dx j ∈ mj ≤  เม่ือมีจํานวนเต็ม Zm∈  บางจํานวน คาเชิงตัวเลข (numerical 
value) ของ X  บนฐาน β  เขียนแทนดวย X  สามารถคํานวณไดโดยสมการตอไปน้ี 

 ∑
−∞

=

=
mj

j
jxX β   

ซึ่งเซตของรูปแบบการแทนจํานวน β  บนชุดตัวเลข  ทั้งหมดสามารถเขียนใหอยูรูป D

],[ DP β  ได โดยที่ 

[ ] { }
[ ] { }niDxxxXDP

nimDxxxxxXDP

innn

immnn
m

n

≤∈==

≤≤∈==

−

+−

,)(,

,)(,

1

11

β

β

β

β
 

โดย  และ [ , ]m
nP Dβ [ ,nP ]Dβ  เปนเซตจํากัดและเซตไมจํากัด ตามลําดับ เม่ือ n เปนเลขชี้

กําลังสูงสุด และ m เปนเลขชี้กําลังต่ําสุด 
 

2.2 ระบบจํานวนซ้ําซอน 

ระบบจํานวนซ้ําซอน คือ ระบบจํานวนที่มีจํานวนอยางนอยหนึ่งจํานวนสามารถถูก
แสดงในระบบนั้นไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ กลาวคือ ในระบบจํานวนนั้นมีรูปแบบการแทนจํานวนที่
แตกตางกัน X1 และ X2 ที่มี 21 XX =  

ระบบจํานวนแบบมีเครื่องหมายของอเวเซียนีส (Avizienis’s signed-digit number 
system) [3] เปนระบบจํานวนแบบหนึ่งที่มีสมบัติการซ้ําซอน ซึ่งถูกเสนอขึ้นเพ่ือลดการเกิดสาย
การแพรของตัวทด (carry propagation chain) ในการบวกกันของเลขคณิต ประกอบดวยฐานที่
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เปนจํานวนเต็ม 3≥β  และชุดตัวเลข }|{ dede ≤≤−Ζ∈  โดยที่ 1
2

−≤< ββ d  และเม่ือ

ให 2=β  จะมีชุดตัวเลขเปน {-1, 0, 1} ซึ่งภายหลังพารฮามี (Parhami) [7] ไดเสนอระบบ
จํานวนแบบมีเครื่องหมายที่อยูในรูปทั่วไป โดยที่ชุดตัวเลขไมจําเปนตองสมมาตร 

หมายเหตุ ในระบบจํานวนแบบมีเครื่องหมายนิยมเขียน a  เปนสัญลักษณแทนตัวเลข  a−

 
2.3 ระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนีย 

ระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนีย (Penney’s complex number system) ถูกเสนอ
โดยวอลเทอร เพนนีย (Walter Penney) [1] เพ่ือใชในการแสดงจํานวนเชิงซอนดวยฐาน 

i1+−=β  โดยมีการพิสูจนแลววาจํานวนเชิงซอนทุกจํานวนสามารถแสดงบนระบบจํานวนที่มี
ฐาน i1+−=β  และชุดตัวเลข }1,0{=C  ไดโดยไมมีความซ้ําซอน เชน  จะมีรูปแบบ
การแทนจํานวนในระบบนี้ คือ 

i31−−

  i1)110010( +−=X  

ในการคํานวณแบบเชื่อมตรงในระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนีย ชุดตัวเลขจะถูก
ขยายเปน }1,0,1{=D  เพ่ือใหระบบจํานวนนี้มีสมบัติเปนระบบจํานวนซ้ําซอน ดังน้ัน i31−−  
จะมีรูปแบบการแทนจํานวนไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ เชน 

 i1)0010111( +−=Y  และ i1)0101( +−=Z  

โดยที่ทุกรูปแบบการแทนจํานวนขางตนมีคาเชิงตัวเลขเทากับ i31−−  โดยสามารถดู
รายละเอียดไดในตารางที่ 2.1 
 

ตารางที่ 2.1 แสดงถึงรูปแบบการแทนจาํนวนของ i31−−  ในระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนีย 

j β j xj xj β j yj yj β j zj zj β j

0 1 0 0 0 0 0 0 

1 –1 + i 1 –1 + i 1 –1 + i 1 1 – i 

2 –2i 0 0 0 0 0 0 

3 2 + 2i 0 0 0 0 1 –2 – 2i 

4 –4 1 –4 1 4 0 0 

5 4 – 4i 1 4 – 4i 1 –4 + 4i 0 0 

6 8i 0 0 1 –8i 0 0 

∑  
X –1 – 3i Y –1 – 3i Z –1 – 3i 
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จากตารางที่ 2.1 แสดงใหเห็นวาในระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียนั้น เม่ือใชชุด
ตัวเลข }1,0,1{=D  ในการแสดง ระบบจะมีสมบัติเปนระบบจํานวนซ้ําซอน ทําใหบางจํานวน
สามารถมีรูปแบบการแทนจํานวนไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ 
 
2.4 การคํานวณแบบเชื่อมตรง 

การคํานวณแบบเชื่อมตรงถูกเสนอขึ้นในป ค.ศ. 1977 โดย เออเสกโกแวค 
(Ercegovac) และ ทริวิดี (Trivedi) [8] เพ่ือสนับสนุนการทํางานแบบสายทอ (pipeline 
structure) คือ ถาการคํานวณทั้งหมดทําไดดวยการคํานวณแบบลําดับ (serial computation) ใน
ทิศทางเดียวกันแลว ตัวดําเนินการตางๆ สามารถเริ่มตนทํางานไดโดยไมตองรอใหตัว
ดําเนินการที่อยูในลําดับกอนหนาทําเสร็จเสียกอน ในการคํานวณแบบลําดับ การบวก การลบ 
และการคูณ จะคํานวณไดจากหลักที่มีเลขนัยสําคัญต่ําสุดกอน (least significant digit first : 
LSDF) แตการหารตองคํานวณจากหลักที่มีเลขนัยสําคัญสูงสุดกอน (most significant digit first 
: MSDF) เทานั้น ดังน้ันการคํานวณแบบลําดับจึงไมสามารถทําไปไดพรอมกันทุกตัวดําเนินการ 
แตการคํานวณแบบเชื่อมตรงจะใหทุกตัวดําเนินการคํานวณไปในทิศทางเดียวกัน คือ คํานวณ
จากหลักที่มีเลขนัยสําคัญสูงสุดกอน 

การคํานวณแบบเชื่อมตรงจะใหผลลัพธแบบตําแหนงตอตําแหนง และมีคา
ความหนวงเชื่อมตรง (δ) เปนเลขจํานวนเต็มบวกขนาดเล็กใชระบุวาผลลัพธตําแหนงแรก
สามารถคํานวณออกมาไดเม่ือผานการคํานวณไปกี่ตําแหนง 

จากน้ีเราจะใหนิยามรูปนัยของการคํานวณแบบเชื่อมตรง โดยให D เปนชุด
ตัวอักษรจํากัด (finite alphabet) เซตของคํา (word) บน D เขียนแทนดวย  คําวาง (empty 
word) เขียนแทนดวย ε และเซตของคําอนันต (infinite word) เขียนแทนดวย  และ D

*

Ν

D

D  p เปน
เซตของคําที่มีความยาว p บน D 

ฟงกชัน 
ΝΝ → ED:ϕ  

  11 )()( ≥≥ jjjj yx

จะเปนฟงกชันที่สามารถคํานวณแบบเชื่อมตรงไดดวยคาความหนวง δ ถามีจํานวนเต็ม δ ซึ่ง
สําหรับทุกๆ คา  แลว จะปรากฎฟงกชัน 1≥j

ED j
j →Φ +δ:  

ซึ่ง  และคาความหนวงของฟงกชัน ϕ จะเปนคา δ ที่เล็กที่สุด )( 21 δ+Φ= jjj xxxy
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ในทางทฤษฎีของคาความหนวงของฟงกชัน ϕ จะมีบางกรณีที่สามารถหาคา
ความหนวงเชื่อมตรงของฟงกชันได แตไมสามารถหาอัลกอริทึมในการคํานวณฟงกชันดวยคา
ความหนวงตามทฤษฎีนั้นได เชน จากงานวิจัย [9] ไดแสดงใหเห็นวา ฟงกชันเลขชี้กําลัง ex เม่ือ 
x ∈ [0, 1] ที่ถูกแสดงในระบบจํานวนฐาน 2 ดวยชุดตัวเลข }

Ν

1,0,1{  มีคาความหนวงเชื่อมตรง
เทากับ 3 แตสามารถหาไดเพียงอัลกอริทึมมีคาความหนวงเทากับ 4 เทานั้น ซึ่งถูกคาดการณวา 
4 เปนคาความหนวงที่เหมาะที่สุดแลว 

เซต  สามารถนิยามระยะทาง d ไดดังนี้ ให x และ u อยูใน  และให ΝD ΝD

ruxd −= 2),(  

เม่ือ  เซต  มีลักษณะเปนปริภูมิอิงระยะทางกระชับ (compact 
metric space)  

}|min{ jj uxjr ≠= D

บทตั้งที่ 2.1 ให  เปนการคํานวณแบบเชื่อมตรงดวยคาความหนวง δ แลว ϕ 
สามารถคํานวณไดอยางตอเน่ือง 

ΝΝ → ED:ϕ

พิสูจน ให x และ u อยูใน D โดยที่  ดังน้ัน ruxd −= 2),( 111 +−= rrr xxxxx  และ 
 โดยที่ 111 +−= rrr uuxxu rr ux ≠  แลวจะไดวา δδδϕ −+−−−= 111)( rrr yyyyx  และ 

δδδϕ −+−−−= 111)( rrr ssyyu  ดังนั้น 

),(2))(),(( uxduxd δϕϕ ≤  

เพราะฉะนั้น ϕ สามารถคํานวณไดอยางตอเน่ือง  
 
2.5 ออโตมาตาจาํกัดแบบเชื่อมตรง 

สําหรับนิยามทั่วไปของออโตมาตาสามารถศึกษาไดจาก [10] ซึ่งเราจะใหเฉพาะ
นิยามที่จําเปนตองใชในงานนี้เทานั้น ซึ่งออโตมาตาที่เราจะใชนั้นไมจําเปนตองมีลักษณะจํากัด 

ออโตมาตาที่ใชในงานนี้มีจุดประสงคเพ่ือนํามาใชในการแปลงชุดตัวเลข ซึ่งเปนออ
โตมาตาชนิดตัวเปลี่ยนแปร (transducer) หรือเรียกวาเปนออโตมาตาเชิงลําดับ (sequential 
automaton) ซึ่งออโตมาตาชนิดนี้มีสมบัติในการแปลงชุดตัวอักษร ที่มีชุดตัวอักษรเขา D และ
ชุดตัวอักษรออก E สามารถอธิบายไดดวยกราฟระบุชื่อและทิศทาง (directed labeled graph) 

 A = (Q, D × E*, i0, F) 
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เม่ือ Q เปนเซตของสถานะ (state) (แทนดวยจุดยอดของกราฟ) i0 ∈ Q เปนสถานะเริ่มตน 
(initial state) และฟงกชันการเปลี่ยนสถานะ (transition function) ถูกแทนดวย F ซึ่งเปนเซต
ของเสนเชื่อม (edge) ที่มีการระบุชื่อ (label) ดวยคูอันดับของ D × E* สามารถเขยีนแทนดวย 

  qp yx⎯⎯→⎯ /

โดยที่ (x, y) ∈ D × E* สิ่งสําคัญของออโตมาตาคือตองมีสมบัตขิอมูลเขาเชิงกําหนด (input 
deterministic) หรือกลาวไดวา ถา  และ  แลว q1

1 qp ⎯⎯→⎯ / yx / yx
2

2 qp ⎯⎯→⎯ 1 = q2 และ y1 = y2 
และถา Q และ F เปนเซตจํากัดแลว เราจะเรียกออโตมาตาชนิดนี้วาเปนออโตมาตาจํากัด (finite 
automata) 

ออโตมาตาแบบเชื่อมตรงเปนออโตมาตาเชิงลําดับชนดิหนึ่งที่มีลักษณะพิเศษ ออโต
มาตาแบบเชือ่มตรงที่มีคาความหนวง δ นั้นสามารถอธิบายไดโดยออโตมาตาเชิงลําดับ 

A = (Q, D × (E ∪ ε), i0, F) 

ซึ่งทุกวิถี (path) ความยาว δ ที่เร่ิมจากสถานะเริ่มตน i0 จะอยูในรูป 

δ
εεε δ qqqi xxx ⎯⎯ →⎯⎯⎯ →⎯⎯⎯→⎯ /

2
/

1
/

0
21  

ซึ่ง xi ∈ D สําหรับ i ≤ δ และแตละเสนเชื่อมระหวาง i0, q1, q2, …, qδ อยูในรูปแบบขางตน นัน่
คือ ออโตมาตาจะรับตวัอักษรเขา δ ตัวแรกโดยไมผลิตตวัอักษรออก ซึ่งในทางปฏิบัติจริงจะ
สมมติใหตวัอักษรเขา δ ตัวแรกเทากับ 0 ดังนั้นเราจะพิจารณาออโตมาตาแบบเชื่อมตรงทีทุ่ก
เสนเชื่อมอยูในรูป 

qp yx⎯⎯→⎯ /  

เม่ือ x ∈ D และ y ∈ E 

ใหฟงกชัน f จาก  ไป ΝD ΝE  เปนฟงกชันในการแปลงชุดตวัอักษรทีเ่ปนคําอนันต 
เราจะเรียกฟงกชันน้ีวา สามารถคํานวณไดดวยออโตมาตาแบบเชือ่มตรง A ถาเซตของชื่อที่ระบุ
อยูบนวถิีอนันตใน A ซึ่งเร่ิมจากสถานะเริม่ตน i0 นั้นเทากับกราฟของฟงกชัน f 

ในกรณีของคาํจํากัด (finite word) ออโตมาตาจะตองมีฟงกชันปลายทาง (terminal 
function)  ซึ่งฟงกชัน  จาก  ไป * * *: EQ →ω f D E  สามารถคํานวณไดดวยออโตมาตา
แบบเชื่อมตรง A ถากราฟของ f ที่เปนเซตของคูอันดับ (x, y) ของ ** ED ×  นั้นปรากฎอยูใน 
A ในรูปของวถิีจํากัด  และ y = uω(q) qi ⎯⎯→⎯0

ux ),(
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2.6 การแปลงชุดตัวเลข 

การแปลงชุดตัวเลขนั้นมีอยูหลายชนิด ซึ่งในงานวิจัยน้ีจะสนใจเฉพาะการแปลงชุด
ตัวเลขบนระบบจํานวนที่มีฐานเดียวกัน กําหนดให D และ E เปนชุดตัวเลขแบบจํากัดที่ตางกัน 
และให β เปนเลขฐานที่สามารถเปนไดทั้งจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอน การแปลงชุดตัวเลขใน
ระบบเลขฐาน β จากชุดตัวเลข D ไปเปนชุดตัวเลข E สามารถเขียนเปนสมการฟงกชันดังนี้ 

ΝΝ → ED:λ  โดยที่ XXDX =∈ )(, λ  

ในทางทฤษฏีแลวปญหาการแปลงชุดตัวเลขถูกนําไปใชในการอธิบายการคํานวณ
พ้ืนฐานทางคณิตศาสตรมากมาย เชน การบวกของจํานวนสองจํานวนบนชุดตัวเลข 

}|{ beaeE ≤≤Ζ∈=  เม่ือ 0≤a  และ สามารถเทียบไดกับการแปลงชุดตัวเลขบนเลข
ฐานเดียวกันจาก 

0≥b

}22|{ bdadD ≤≤Ζ∈=  ไปยัง }|{ beaeE ≤≤Ζ∈=  เปนตน 
 
ตัวอยางที่ 2.1 การบวกของจํ านวนสองจํ านวนบนระบบจํ านวนฐานสองระหว า ง  
X = 0101010 และ Y = 0011010 สามารถพิจารณาเปนการแปลงชุดตัวเลขบนระบบจํานวน
ฐานสองจากชุดตัวเลข D = {0, 1, 2} ไปยังชุดตัวเลข E = {0, 1} ได 
 
วิธีทํา การบวกจํานวนสองจํานวนบนระบบจํานวนฐานสองของ X = 0101010 และ  
Y = 0011010 จะไดผลลัพธที่อยูในรูปแบบการแทนจํานวนที่มีชุดตัวเลข D = {0, 1, 2} เปน 
0112020 ซึ่งผลลัพธที่เราตองการนั้นตองอยูในรูปของรูปแบบการแทนจํานวนที่มีชุดตัวเลข E = 

{0, 1} จึงตองทําการแปลงชุดตัวเลขดังที่แสดงในรูปที่ 2.1 จึงไดผลลัพธที่ตองการเปน 
1000100 
 

X =  0 1 0 1 0 1 0 
Y =  0 0 1 1 0 1 0
X+Y = 0 1 1 2 0 2 0 
ผลลัพธ 1 0 0 0 1 0 0 

 รูปที่ 2.1 การแปลงชุดตวัเลขจากการบวกจํานวน 2 จํานวนในระบบจํานวนฐานสอง □ 
 
2.7 การบวกดวยออโตมาตาจาํกัดแบบเชื่อมตรง 

การแปลงชุดตัวเลขจากชุดตัวเลขจํากัด  ไปยัง D E  ที่มีฐาน β  เปนจํานวนเต็ม 
จะสามารถทําการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงไดนั้น ระบบจํานวน ), E(β  ตองมีความ
ตองการพื้นฐาน โดยชุดตัวเลข E  จะอยูในรูป }|{ beae ≤≤Ζ∈  เม่ือ  และ  และ 0≤a 0≥b

),( Eβ  ตองเปนระบบจํานวนซ้ําซอน ถาเราพิจารณาปญหาของการแปลงชุดตัวเลขที่มาจาก
การบวกกัน   จํ านวนโดยที่   ในระบบจํานวน  n 1>n ),( Eβ  แล ว   จะอยู ในรูป D
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}|{ nbdnad ≤≤Ζ∈  การแปลงชุดตัวเลขในลักษณะดังกลาวนี้ ไดมีการศึกษาโดย อรรถสิทธิ์ 
สุรฤกษ [5] แลววาสามารถทําการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงโดยใชออโตมาตาจํากัดแบบ

เชื่อมตรงได 

การสรางออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรง A  จะขึ้นอยูกับตัวแปรสําคัญสองตัว คือ 
 และ Q  เม่ือ k  คือ คาความหนวงของ k A  ซึ่งเปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ และ Q  คือ เซต

ของสถานะของ A  โดยที่ }|{ hqgqQ ≤≤Ζ∈=  เม่ือ hg ≤≤ 0  ซึ่งจํานวนสมาชิกของ Q  
มีคาเทากับ kβ  สําหรับการเลือกคา  และ  จะมีวิธีการคํานวณโดยพิจารณาจาก k Q β  ซึ่ง

แตกตางกันระหวาง β  เปนจํานวนเต็มบวกและ β  เปนจํานวนเต็มลบ สามารถศึกษา
รายละเอียดไดจาก [5] สวนวิธีที่ใชในการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงจะเปนอัลกอริทึม
เดียวกับอัลกอริทึมที่ 2.1 ซึ่งถูกเสนอไวดังตอไปน้ี 

กอนที่เราจะแสดงอัลกอริทึม เราจะใหนิยามของการหารแบบยุคลิด กําหนดให  
และ  เปนจํานวนเต็ม เราจะนิยาม 

z

p ),( pzτ  ดังนี้ 

⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
×−=

p
zpzpz ),(τ  

ดังนั้น จะไดวา 1),( −≤ ppzτ  และถา  และ z p  เปนจํานวนบวกแลว ),( pzτ  
จะมีคาเทากับ  มอดุโล  z p

 
อัลกอริทึมที่ 2.1 อัลกอริทึมสําหรับการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงสําหรับระบบจํานวนที่มี
ฐานเปนจํานวนเต็ม 
 
Input : , β)( 1−mm xx }|{ nbdnadDx j ≤≤Ζ∈=∈  
Output : , β)( 1−++ kmkm yy }|{ beaeEy j ≤≤Ζ∈=∈  
begin 
  0←+kmq

 mj ←  
 while mj ≤  do 
  ),(1

k
kjjkj qxq ββτ +−+ +←

 if gq  then kj ≤−+ 1
k

kjkj qq β+← −+−+ 11  endif 

 if hq  then kj ≥−+ 1
k

kjkj qq β−← −+−+ 11  endif 
  k

kjkjjkj qqxy ββ /)( 1−+++ −+←

  1−← jj
 enddo 
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end 

จากอัลกอริทึมที่ 2.1 สามารถสรางเปนออโตมาตาจํากัด  
โดยที่มี  เปนสถานะเริ่มตน และทุกๆ เสนเชื่อมอยูในรูป 

),0,,( FEDQA ×=

0

1
/

−++ ⎯⎯⎯ →⎯ +

kj
yx

kj qq kjj  

ตัวอยางที่ 2.2 การบวกแบบเชื่อมตรงระหวางจํานวนสองจํานวนในระบบจํานวนฐานสองแบบมี
เครื่องหมายสามารถพิจารณาเปนการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงจาก },,,,{ 21012D =  ไป
ยัง },,{ 101E =  ในฐาน 2=β  

วิธีทํา ในการแปลงแบบเชื่อมตรงจากชุดตัวเลข }2,1,0,1,2{=D  ไปยัง }1,0,1{=E  ในฐาน 
2=β  นั้นสามารถคํานวณไดดวยออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงไดหลายแบบ ซึ่งหน่ึงในออโต

มาตาที่สามารถคํานวณการแปลงแบบเชื่อมตรงนี้ไดนั้นมีเซตของสถานะ }1,0,1,2{=Q  และมีคา
ความหนวงเชื่อมตรงของออโตมาตา 2=k  ออโตมาตาแบบเชื่อมตรงนี้แสดงไดดังรูปที่ 2.2 

 

 

รูปที่ 2.2 ออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงสําหรับการแปลงชุดตวัเลขในระบบแทนจํานวนฐาน
สองแบบมีเครือ่งหมาย 

ตัวอยางการบวกของ 2)110111(  และ 2)101111(  จะไดผลลัพธในรูปแบบการแทน
จํานวนของชุดตัวเลข }2,1,0,1,2{=D  เปน 2)211222(=w  

ในออโตมาตาที่แสดงในรูปที่ 2.2 มีวิถี 

0112220 1/20/11/10/21/20/2 ⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯  

0/1

1/1
 

0/1

0/2,1/2

0 2

1

1

0/2,1/2
 

0/1

1/2,0/2

1/0

1/2,0/2

1/1
0/0

1/1
1/0

1/1

0/1

0/0
 

 



13 

ฟงกชันปลายทาง  กําหนดให *: EQ →ω 01)2( =ω , 10)1( =ω , 00)0( =ω  
และ 01)1( =ω  ผลลัพธของการแปลง  จะอยูในรูป w 2)00001010(=v  สังเกตไดวาความยาว
ของผลลัพธจะเทากับความยาวของขอมูลเขาบวกดวยสอง □ 

 



 

 

บทที่  3 

การบวกแบบเชื่อมตรงบนระบบจํานวนเชงิซอนของเพนนีย 
 

การบวกบนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนีย สามารถทําการคํานวณแบบเชื่อมตรง
ไดก็ตอเม่ือ ระบบจํานวนนั้นเปนระบบจํานวนซ้ําซอน ซึ่งจากงานวิจัยของฟรูนีย [4] ไดเสนอ
ระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียที่เปนระบบจํานวนซ้ําซอน โดยใชชุดตัวเลขเปนจํานวนเต็ม
ระหวาง -2 ถึง 2 และระหวาง -3 ถึง 3 และเสนออัลกอริทึมการบวกแบบเชื่อมตรงบนระบบ
จํานวนดังกลาว แตระบบจํานวนเหลานี้มีระดับของความซ้ําซอนสูง และมีปญหาการซ้ําซอนของ
การแสดงคาศูนย ดังน้ันเพ่ือลดปญหาดังกลาว เราจึงมุงเนนไปที่ระบบจํานวนเชิงซอนของ
เพนนีย ที่มีชุดตัวเลขเปนจํานวนเต็มระหวาง -1 ถึง 1 

จุดประสงคหลักของงานวิจัยนี้ คือ การนําเสนออัลกอริทึมการบวกแบบเชื่อมตรงบน
ระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียที่มีชุดตัวเลขเปน }1,0,1{=E  โดยพิจารณาปญหาการบวก
แบบเชื่อมตรงของจํานวนสองจํานวน เปนปญหาการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงจากชุด
ตัวเลข }2,1,0,1,2{=D  ไปยัง }1,0,1{=E  บนฐาน i1+−=β  สําหรับเน้ือหาในบทน้ีจะ
กลาวถึงปญหาของการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงในระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนีย พรอม
ทั้งนําเสนออัลกอริทึมสําหรับแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงในระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนีย 
วิธีการสรางออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงเพ่ือใชในการแปลงชุดตัวเลขดังกลาว รวมถึงบท
พิสูจนความถูกตองของอัลกอริทึม 
 
3.1 ปญหาของการแปลงชุดตวัเลขแบบเชือ่มตรงบนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนีย 

สิ่งที่ตองระวังในการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงคือปญหาของสวนลน (overflow) 
โดยที่สวนลนคือจํานวนเต็มที่เล็กที่สุด l  ซึ่งทําให 

YXEPYDPX lmm =∈∃∈∀ + ],,[],,[ ββ  

จาก [5] ไดแสดงใหเห็นวา สําหรับการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรง คาความหนวง δ  ตองมี
คามากกวาหรือเทากับสวนลน l  ตัวอยางของสวนลนจากการแปลงชุดตัวเลขเชน การบวกกัน
ระหวางจํานวนสองจํานวนในระบบจํานวนฐานสองแบบมีเครื่องหมาย ความยาวของผลลัพธจะ
มากกวาขอมูลเขาหนึ่งตัวเลข (digit) เน่ืองจากการกระจายตัวทดในการบวก สามารถอธิบายได
ดวยการแปลงชุดตัวเลขจาก }]2,1,0,1,2{,2[mP  ไปยัง }]1,0,1{,2[1+mP  

สําหรับการพิจารณาปญหาของสวนลนจากการแปลงชุดตัวเลขในระบบจํานวน
เชิงซอนของเพนนีย จาก }2,1,0,1,2{=D  ไปยัง }1,0,1{=E  เราจะพิจารณาลักษณะของการ
กระจายตัวทดของการแปลงชุดตัวเลขนี้กอน ซึ่งเปนไปตามบทตั้งที่ 3.1 
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บทตั้งที่ 3.1 การแปลงชุดตัวเลขบนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียในฐาน i1+−=β

จาก },,,,{ 21012D =  ไปยัง },,{ 101E =  โดยพิจารณาเปนการแปลงชุดตัวเลขแบบลําดับจาก
หลักที่มีเลขนัยสําคัญต่ําสุดกอน เม่ือพิจารณาการแปลงชุดตัวเลขของขอมูลเขาทีละหลักจะได
ตัวเลขผลลัพธในหลักที่พิจารณาอยูใน },,{ 101  และมีตัวทดที่กระจายไปไมเกิน 4 หลักจากหลัก
ที่พิจารณา โดยที่ตัวทดในแตละหลักอยูใน },,{ 101  เสมอ 
 
พิสูจน ในระบบจํานวน )i,1( E+−  จะมีรูปแบบการแทนจํานวนและการกระจายตัวทดของ
จํานวนเต็มตั้งแต 5−  ถึง 5  ตามตารางที่ 3.1 

 
ตารางที่ 3.1 รูปแบบการแทนจํานวนและการกระจายตัวทดของจํานวนเต็มตั้งแต 5−  ถึง 5  ใน

ระบบจํานวน )i,1( E+−  

jx  ],i1[ EP +−  4+jc  3+jc  2+jc  1+jc  jr  

5  11000  1 0  0  0  1 
4  10000  1 0  0  0  0  
3  1011  0  1 1 0  1 
2  0011  0  1 1 0  0  

1 1 0  0  0  0  1 
0  0  0  0  0  0  0  

1 1 0  0  0  0  1 
2  1100  0  1 1 0  0  
3  1101 0  1 1 0  1 
4  00001  1 0  0  0  0  
5  00011  1 0  0  0  1 

 
จากตารางที่ 3.1 เม่ือพิจารณาชุดตัวเลขของขอมูลเขา }2,1,0,1,2{=D  จะเห็นไดวาผลลัพธ
และตัวทดในแตละหลักจะอยูใน }1,0,1{  และตัวทดจะกระจายไปไมเกิน 3 หลักจากหลักที่
พิจารณา แตในกรณีที่ขอมูลเขาเปน 2  หรือ 2  ที่เหมือนกันอยูติดกันสองหลักจะทําใหเกิดการ
กระจายตัวทดที่เปน 2  หรือ 2  ดังนี้ 

 i1i1 )00121()22( +−+− =  
 i1i1 )12100()22( +−+− =  

แตในระบบจํานวนนี้ i1i1 )0()122( +−+− =  เน่ืองจากการนํารูปแบบการแทนจํานวนที่เทากับศูนย
มาบวกหรือลบจะทําไดรูปแบบการแทนจํานวนที่เปลี่ยนไปแตมีคาเชิงตัวเลขเทาเดิม ดังนั้น 
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 i1i1 )100()22( +−+− =  
 i1i1 )001()22( +−+− =  

จากกรณีที่กลาวมา ตัวทดที่กระจายไปในแตละหลักจะอยูใน }1,0,1{  เน่ืองจากขอมูลเขาในแต
ละหลักเปน }2,1,0,1,2{=D  เม่ือนํามาบวกกับตัวทดมีคาอยูใน }1,0,1{  จะไดผลลัพธอยูใน 

}3,2,1,0,1,2,3{  ซึ่งจากตารางที่ 3.1 กรณีของ 3  และ 3  จะมีการกระจายตัวทดเชนเดียวกับ
กรณี 2  หรือ 2  ตามลําดับ ดังน้ันกรณีที่กลาวมาขางตนทั้งหมด ตัวทดจะกระจายไปไมเกิน 3 
หลักจากหลักที่พิจารณา และแตละหลักจะอยูใน }1,0,1{  

แตจะมีบางกรณีของตัวทดที่เปน 2  หรือ 2  แตไมสามารถใชรูปแบบการแทนจํานวนที่เทากับ
ศูนยมาบวกหรือลบใหตัวทดจะกระจายไปไมเกิน 3 หลักจากหลักที่พิจารณา และแตละหลักจะ
อยูใน }1,0,1{  ได เชน 

i1i1 )0010021()2222( +−+− =  

i1i1 )1200100()2222( +−+− =  

ในกรณีดังกลาว ใหนํา i1)1220000( +−  ซึ่งมีคาเชิงเชิงตัวเลขเทากับ 0  มาบวกหรือลบ
ตามลําดับ จะทําใหการกระจายตัวทดกลายเปน 

i1i1 )00120()2222( +−+− =  

i1i1 )01002()2222( +−+− =  

เม่ือตัวทดเปน 2  หรือ 2  จะทําใหผลบวกระหวางตัวทดและขอมูลเขาเปน 4  หรือ 4  ได ถาให
หลักที่ผลบวกระหวางตัวทดและขอมูลเขาเทากับ 4  หรือ 4  เปน jx  แลว จากตารางที่ 3.1 
กรณีของ 4  หรือ 4  จะมีการกระจายตัวทดเปน 1 หรือ 1 ตามลําดับไปในหลักที่ 4+jx  และใน
กรณีนี้ ตัวทดในหลัก 1+jx , 2+jx  และ 3+jx  จะอยูใน }1,0,1{  เสมอ เน่ืองจากเมื่อ jx  ไมมีการ
กระจายตัวทดไปใน 2+jx  และ 3+jx  ดังน้ันตัวทดที่เปนไปไดในหลัก 2+jx  และ 3+jx  จะอยูใน 

}1,0,1{  และในหลัก 1+jx  จะมีตัวทดที่กระจายเขามาในหลักนี้เปน 2  หรือ 2  ก็ตอเม่ือมีการ
กระจายตัวทดมาจากหลัก 2−jx  และ 1−jx  ไปยังหลัก jx , 1+jx  และ 2+jx  เปน i1)121( +−  หรือ 

i1)121( +−  ซึ่งสามารถใช i1)122( +−  มาบวกหรือลบตามลําดับเพ่ือใหตัวทดอยูในหลักของ jx  
เทานั้น ทําใหหลัก 1+jx  มีตัวทดที่กระจายเขามาอยูใน }1,0,1{  เชนกัน 

เพราะฉะน้ันเราสามารถสรุปไดวาผลลัพธจากการแปลงชุดตัวเลขในฐาน i1+−=β จาก 
}2,1,0,1,2{=D  ไปยัง }1,0,1{=E  ตัวทดจะกระจายไปไมเกิน 4 หลัก โดยที่ในแตละหลักจะ

อยูใน }1,0,1{  เสมอ  
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เราสามารถพิจารณาสวนลนจากการแปลงชุดตัวเลขบนระบบจํานวนเชิงซอนของ
เพนนียไดตามทฤษฎีบทที่ 3.1 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.1 การแปลงชุดตัวเลขบนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียในฐาน i1+−=β

จาก },,,,{ 21012D =  ไปยัง },,{ 101E =  โดยพิจารณาเปนการแปลงชุดตัวเลขแบบลําดับจาก
หลักที่มีเลขนัยสําคัญต่ําสุดกอนจะมีสวนลนเทากับ 4 
 
พิสูจน  เราจะพิจารณาการแปลงชุดตัวเลขบนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียในลักษณะการ
แปลงชุดตัวเลขแบบลําดับจากหลักที่มีเลขนัยสําคัญต่ําสุดกอน เม่ือการแปลงชุดตัวเลข
ดําเนินการมาถึงหลักที่มีเลขชี้กําลังสูงสุดแลว จากบทตั้งที่ 3.1 แสดงใหเห็นวาตัวทดกระจายจะ
กระจายออกไปไดสูงสุดไมเกิน 4 หลัก และในแตละหลักจะอยูใน }1,0,1{  เสมอ ดังนั้นสวนลน
ของการแปลงชุดตัวเลขบนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียจะเทากับ 4  
 

กําหนดใหออโตมาตาจํากัดสําหรับการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงในระบบ
จํานวนเชิงซอนของเพนนียจากชุดตัวเลข }2,1,0,1,2{=D  ไปยัง }1,0,1{=E  มีคาความหนวง
ของออโตมาตาเทากับ k  และมีเซตจํากัดของสถานะเปน Q  ซึ่งการแปลงชุดตัวเลขดวยออโต
มาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงสามารถคํานวณไดตามสมการที่ 3.1 

 1−+++ +=+ kj
k

kjkjj qyqx ββ  (3.1) 

เม่ือ kjq +  และ 1−+kjq  คือสถานะปจจุบันและสถานะถัดไปตามลําดับ ซึ่งเปนจํานวนเชิงซอนที่
อยู ใน Q  และขอมูลเขา jx  และขอมูลออก kjy +  เปนจํานวนเต็มที่อยู ใน D  และ E  
ตามลําดับ 

ดังนั้นออโตมาตาจํากัดแบบเช่ือมตรงสําหรับการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงใน
ระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียจากชุดตัวเลข D  ไปยัง E  สามารถสรางไดดวยการหาคา k  
และเซต Q  โดยที่ Q  ตองเปนเซตจํากัดและ k  เปนจํานวนเต็มบวกที่เล็กที่สุด ซึ่งสอดคลอง
กับสมการที่ 3.1 ซึ่งในงานวิจัยนี้ จะมีหลักพิจารณา k  ตามบทตั้งที่ 3.2 
 
บทตั้งที่ 3.2 การแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงจาก  }|{ ndndD ≤≤−Ζ∈=  ไปยัง 

}|{ 1e1eE ≤≤−Ζ∈=  เม่ือ 1n ≥  บนฐาน i1+−=β  ดวยออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรง 
เม่ือพิจารณาการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงตามสมการที่ 3.1 แลว เซต Q  สามารถลด
จํานวนสถานะลงได ดวยการกําหนดใหคาความหนวงของออโตมาตา k  อยูในรูปพหุคูณของสี่ 
 
พิสูจน  จากสมการที่ 3.1 สามารถเขียนใหมเปน 
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 ββ kj
k

kjjkj qyxq ++−+ +−=1  (3.2) 

จากสมการที่ 3.2 แสดงใหเห็นวา ขอมูลเขา jx  ซึ่งเปนจํานวนเต็มจะมีผลทําใหสถานะถัดไป 

1−+kjq  ที่เปนจํานวนเชิงซอนเพ่ิมขึ้นหรือลดลงเฉพาะคาในสวนจริงเทานั้น ดังน้ันเราสามารถลด
ขอบเขตของคาของ 1−+kjq  ไดโดยทําใหคาจากพจน k

kjy β+  เปนคาในสวนจริงเทานั้นเชนกัน 
เน่ืองจาก )4()i1( 4 −=+−  ดังน้ันคาจากพจน k

kjy β+  จะเปนคาในสวนจริงเทานั้นก็ตอเม่ือ 
k  อยูในรูปพหุคูณของสี่ เน่ืองจากขอบเขตของคาของ 1−+kjq  ลดลง ดังนั้นจํานวนสถานะใน
เซต Q  จะลดลงดวยเชนกัน  
 

จากบทตั้งที่ 3.2 เปนเหตุผลใหในงานวิจัยน้ีจะพิจารณาการสรางออโตมาตาจํากัด
แบบเชื่อมตรงสําหรับการแปลงชุดตัวเลขบนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียจากชุดตัวเลข 

}2,1,0,1,2{=D  ไปยัง }1,0,1{=E  บนฐาน i1+−=β  โดยใชคาความหนวงเปน k  ที่อยูใน
รูปพหุคูณของสี่ 
 
3.2 การสรางออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงสําหรับการแปลงชุดตัวเลขบนระบบ
จํานวนเชิงซอนของเพนนีย 

ออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงสําหรับการแปลงชุดตัวเลขบนระบบจํานวนเชิงซอน
ของเพนนียจากชุดตัวเลข }2,1,0,1,2{=D  ไปยัง }1,0,1{=E  บนฐาน i1+−=β  สามารถ
เขียนอธิบายไดดังนี้ 

),0,,( FEDQA ×=  

ซึ่งสิ่งสําคัญของการสรางออโตมาตาจํากัด A  ขึ้นอยูกับตัวแปรสําคัญสองตัว คือ คาความหนวง
ของออโตมาตา k  และเซตจํากัดของสถานะ Q  เนื่องจากเหตุผลที่ใหไวในบทตั้งที่ 3.2 เราจะ
สราง A  โดยพิจารณาที่คาความหนวง k  ที่อยูในรูปพหุคูณของสี่ 

สําหรับการสรางออโตมาตาจํากัด A  ที่มีคาหนวง k  เง่ือนไขที่บงบอกวาสามารถ
สราง A  ตามคาหนวงน้ันไดคือ สามารถหาเซตจํากัดของสถานะ Q  ได ซึ่งในงานวิจัยน้ีจะหา
เซตจํากัดของสถานะ Q  ดวยลักษณะการทํางานแบบเวียนเกิด (recursive) โดยเราสามารถหา
เซตจํากัดของสถานะ Q  ของออโตมาตาจํากัด A  สําหรับการแปลงชุดตัวเลขจากชุดตัวเลข 

}2,1,0,1,2{=D  ไปยัง }1,0,1{=E  บนฐาน i1+−=β  เม่ือกําหนดใหคาหนวงเปน k  ได
ตามอัลกอริทึมที่ 3.1 
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อัลกอริทึมที่ 3.1 อัลกอริทึมการหาเซตจํากัดของสถานะ Q  ของออโตมาตาจํากัด A  ที่มีคา
หนวง k  
 
Input : }2,1,0,1,2{=D , }1,0,1{=E , i1+−=β  and 

 +Ζ∈= nnk ,4  
Output : Q  
 
begin 
 }0{←Q  
 do 
 QQ ←′  
 },|{ DdQqdquU ∈∈+=← β  
 for each Uu∈  
 }|{ EeeuvV k ∈+=← β  
 if φ=∩QV  then 
 }|)i1({,, 1

0
EeeuEeeuu k

j j
j

j
k ∈+−∈′∈+=′ ∑ −

=
β  

 if }|)i1({ 1

0
Eeeu k

j j
j

j ∈+−∈′ ∑ −

=
 doesn’t exist then 

 can’t find Q  by delay k  
 endif 
 }{uQQ ′∪←  
 endif 
 endfor 
 while QQ ′≠  
end 
 

อัลกอริทึมที่ 3.1 เปนอัลกอริทึมที่ใชในการหาเซตจํากัดของสถานะ Q  ของออโตมา
ตาจํากัด A  สําหรับการแปลงชุดตัวเลขจากชุดตัวเลข }2,1,0,1,2{=D  ไปยัง }1,0,1{=E  บน
ฐาน i1+−=β  ที่มีคาหนวงเทากับ k  ซึ่งอัลกอริทึมน้ีมีขั้นตอนการทํางานโดย เริ่มตนจะ
กําหนด Q  เปนเซตของสถานะเริ่มตน จากน้ันอัลกอริทึมจะทํางานแบบวนซ้ําเพื่อเพิ่มจํานวน
สถานะใหมใน Q  โดยสถานะใหมจะพิจารณาจากการเปลี่ยนแปลงของสถานะเมื่อรับขอมูลเขาที่
อยูใน D  และผลิตขอมูลออกที่อยูใน E  ซึ่งสอดคลองกับสมการที่ 3.1 อัลกอริทึมจะวนซํ้าเพื่อ
เพ่ิมจํานวนสถานะใน Q  ไปจนกวาในรอบของการวนซ้ํานั้นจะไมมีสถานะใหมเพ่ิมขึ้น 
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สําหรับการเลือกคา k  จะสงผลตอการสรางออโตมาตาจํากัด A  ซึ่งเปนไปตามบท
ตั้งที่ 3.3 
 
บทตั้งที่ 3.3 การสรางออโตมาตาจํากัด A  สําหรับการแปลงชุดตัวเลขจากชุดตัวเลข 

},,,,{ 21012D =  ไปยัง },,{ 101E =  บนฐาน i1+−=β  จากอัลกอริทึมที่ 3.1 จะไมสามารถหา
อั ล ก อ ริ ทึ ม ที่ มี ค า ห น ว ง  k  ไ ด  ถ า มี บ า ง ส ถ า น ะ ที่ อ ยู ใ น  Q  แ ต ไ ม อ ยู ใ น 

}|)({ Eei1e1k

0j j
j

j ∈+−∑ −

=
 

 
พิสูจน  เน่ืองจากในการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงดวยออโตมาตาจํากัด A  หลังจากแปลง
ขอมูลเขาตัวเลขสุดทายแลว จะมีคาที่เหลือจากการแปลงชุดตัวเลขดวย A  อยูในรูปของสถานะ 
จากนั้นฟงกชันปลายทาง *: EQ →ω  จะแปลงคาที่เหลือจากการแปลงชุดตัวเลขดวย A  ให
อยูในรูปแบบการแทนจํานวนใน ],i1[ EPk +−  เม่ือนําผลลัพธที่ไดจากการแปลงชุดตัวเลขดวย 
A  มารวมกับผลลัพธที่ไดจากฟงกชันปลายทางจะไดผลลัพธของการแปลงชุดตัวเลขที่สมบูรณ 
ดังน้ันถามีสถานะ p  ที่อยูใน Q  แตไมอยูใน }|)i1({ 1

0
Eeek

j j
j

j ∈+−∑ −

=
 ฟงกชันปลายทาง

จะไมสามารถแปลง p  ใหอยูในรูปแบบการแทนจํานวนใน ],i1[ EPk +−  ได ทําใหไมสามารถ
ผลิตผลลัพธของการแปลงชดุตัวเลขที่สมบูรณได  
 
บทตั้งที่ 3.4 กําหนดให q  เปนจุดที่อยูในระนาบเชิงซอน (complex plane) ที่แกน x  เปน
สวนจริง และแกน y  เปนสวนจินตภาพ เม่ือ q  อยูที่คูลําดับ ),( vu  แลว q  จะแทนจํานวน
เชิงซอน  viu +  คูลําดับใหมที่ เกิดจากการนํา  i1+−=β  มาคูณกับ  q  จะเปนคูลําดับ 

),(),( vuvuvu −−−=′′  
 
พิสูจน  ให ivuq +=  เม่ือนํา i1+−=β  มาคูณกับ q  จะไดวา 

 βq  )i1)(i( +−+= vu  

 vuvu −+−−= ii  
 i)()( vuvu −+−−=  

ซึ่ง i)()( vuvu −+−−  สามารถแทนดวยคูลําดับ ),( vu ′′  โดยที่ 

 vuu −−=′  (3.3) 
 vuv −=′  (3.4) 
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บทตั้งที่ 3.5 ในระนาบเชิงซอนที่แกน x  เปนสวนจริง และแกน y  เปนสวนจินตภาพ ถา
กําหนดใหมีเซตของจุดที่อยูบนสมการเสนตรง ซึ่งแบงกรณีออกเปน 4 เสนตรง คือ 1cx = , 

2cy = , 3cxy =−  และ 4cxy =+  แลว การนําจุดในเซตของแตละเสนตรงมาคูณกับ 
i1+−=β  จะทําใหไดเซตของจุดใหมซึ่งจะอยูในสมการเสนตรง 1c2xy =− , 2c2xy −=+ , 

3cy −=  และ 4cx −=  ตามลําดับ 
 
พิสูจน  เซตของจุดที่อยูบนสมการเสนตรง 1cx = , 2cy = , 3cxy =−  หรือ 4cxy =+  
สามารถอธิบายดวยเซตดังตอไปน้ี 

 }|i{ 11 cuvuS =+=  
 }|i{ 22 cvvuS =+=  
 }|i{ 33 cuvvuS =−+=  
 }|i{ 44 cuvvuS =++=  

เม่ือนําจุดในแตละเซตมาคูณกับ i1+−=β  จะทําใหไดเซตของจุดใหม ดังนี้ 

กรณีของ }|i{ 11 cuvuS =+=  ผลคูณของจุดในเซต 1S  กับ β  จะอยูในรูปสมการตาม
สมการที่ 3.3 และสมการที่ 3.4 ดังนี้ 

 vuu −−=′   
 vuv −=′   

เม่ือแทน u  ดวย 1c  ในสมการที่ 3.3 และสมการที่ 3.4 จะไดวา 
 vcu −−=′ 1  (3.5) 
 vcv −=′ 1  (3.6) 

เม่ือนําสมการที่ 3.6 มาลบกับสมการที่ 3.5 จะได 

 12cuv =′−′  

ดังนั้นผลคูณของจุดในเซต 1S  กับ β  จะไดผลลัพธเปน }2|i{ 11 cuvvuS =′−′′+′=′  

กรณีของ }|i{ 22 cvvuS =+=  ผลคูณของจุดในเซต 2S  กับ β  จะอยูในรูปสมการตาม
สมการที่ 3.3 และสมการที่ 3.4 ดังนี้ 

 vuu −−=′   
 vuv −=′   

เม่ือแทน v  ดวย 2c  ในสมการที่ 3.3 และสมการที่ 3.4 จะไดวา 
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 2cuu −−=′  (3.7) 
 2cuv −=′  (3.8) 

เม่ือนําสมการที่ 3.7 มาบวกกับสมการที่ 3.8 จะได 

 22cuv −=′+′  

ดังนั้นผลคูณของจุดในเซต 2S  กับ β  จะไดผลลัพธเปน }2|i{ 22 cuvvuS −=′+′′+′=′  

กรณีของ }|i{ 33 cuvvuS =−+=  ผลคูณของจุดในเซต 3S  กับ β  จะอยูในรูปสมการตาม
สมการที่ 3.3 และสมการที่ 3.4 ดังนี้ 

 vuu −−=′   
 vuv −=′   

เม่ือแทน v  ดวย 3cu +  ในสมการที่ 3.4 จะไดวา 

 3cuuv −−=′  
 3cv −=′   

ดังนั้นผลคูณของจุดในเซต 3S  กับ β  จะไดผลลัพธเปน }|i{ 33 cvvuS −=′′+′=′  

กรณีของ }|i{ 44 cuvvuS =++=  ผลคูณของจุดในเซต 4S  กับ β  จะอยูในรูปสมการตาม
สมการที่ 3.3 และสมการที่ 3.4 ดังนี้ 

 vuu −−=′   
 vuv −=′   

เม่ือแทน v  ดวย 4cu +−  ในสมการที่ 3.3 จะไดวา 

 )( 4cuuu +−−−=′  
 4cu −=′   

ดังนั้นผลคูณของจุดในเซต 4S  กับ β  จะไดผลลัพธเปน }|i{ 44 cuvuS −=′′+′=′   
 
3.3 การบวกแบบเชื่อมตรงบนระบบจํานวนเชงิซอนของเพนนีย 

อัลกอริทึมสําหรับการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงจากชุดตัวเลข }2,1,0,1,2{=D  
ไปยัง }1,0,1{=E  บนฐาน i1+−=β  สามารถคํานวณไดดวยออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรง 
A  ที่มีคาความหนวงเทากับ k  ซึ่งออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรง A  สามารถสรางไดดวย
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อัลกอริทึมที่ 3.1 โดยที่คาความหนวง k  จะอยูในรูปพหุคูณของสี่ตามบทตั้งที่ 3.2 และออโตมา
ตาจํากัดแบบเชื่อมตรง A  ที่สรางจากอัลกอริทึมที่ 3.1 ตองมีคาความหนวง k  และเซตจํากัด
ของสถานะ Q  ที่สอดคลองกับบทตั้งที่ 3.3 ซึ่งออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรง A  ที่สอดคลอง
กับบทตั้งที่ 3.2 และบทตั้งที่ 3.3 จะมีคาความหนวงที่นอยที่สุดที่เปนไปไดคือ 8=k  

สําหรับออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงน้ีจะถูกนําไปใชในการแปลงชุดตัวเลขแบบ
เชื่อมตรงจากชุดตัวเลข }2,1,0,1,2{=D  ไปยัง }1,0,1{=E  บนฐาน i1+−=β  ในทฤษฎีบท
ที่ 3.2 ซึ่งจะถูกกลาวถึงในลําดับถัดไป 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.2 การบวกแบบเชื่อมตรงบนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียที่มีชุดตัวเลขเปน 

},,{ 101E =  สามารถคํานวณไดดวยออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงที่มีคาความหนวงเทากับ 8 
 
พิสูจน  เนื่องจากปญหาของการบวกแบบเชื่อมตรงบนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียที่มีชุด
ตัวเลขเปน }1,0,1{=E  สามารถพิจารณาเปนปญหาของการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงจาก
ชุดตัวเลข }2,1,0,1,2{=D  ไปยัง }1,0,1{=E  บนฐาน i1+−=β  ได ดังน้ันเราจะทําการ
พิสูจนทฤษฎีบทนี้โดยการนําเสนออัลกอริทึมสําหรับการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงจาก D  
ไปยัง E  บนฐาน i1+−=β  ดวยออโตมาตาจํากัดแบบเช่ือมตรง RA  ที่มีคาความหนวงเปน 

8=k  ซึ่ง RA  สามารถอธิบายไดดังนี้ 

),0,,( FEDQAR ×=  

เม่ือ Q  คือ เซตจํากัดของสถานะ 
 D  คือ เซตจํากัดของขอมูลเขา ซึ่งเทากับ }2,1,0,1,2{  
 E  คือ เซตจํากัดของขอมูลออก ซึ่งเทากับ }1,0,1{  
 0  คือ สถานะเริ่มตน และ 
 F  คือ เซตจํากัดของการเปลี่ยนแปลงสถานะ 

โดยที่เซตจํากัดของสถานะ Q  สามารถอธิบายไดดวย 

54321 QQQQQQ ∪∪∪∪=  

เม่ือ }2210|i{ 111 ≤+∧≤−∧∈∧∈+= uvuvVvUuvuQ  โดยที่ 
 }111|{1 ≤≤Ζ∈= uuU  และ 
 }1411|{1 ≤≤Ζ∈= vvV  

 }|i{ 222 VvUuvuQ ∈∧∈+=  โดยที่ 
 }114|{2 ≤≤−Ζ∈= uuU  และ 
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 }104|{2 ≤≤Ζ∈= vvV  

}88|i{ 333 ≤−≤−∧∈∧∈+= uvVvUuvuQ  โดยที่ 
 }1111|{3 ≤≤−Ζ∈= uuU  และ 
 }33|{3 ≤≤−Ζ∈= vvV  

}|i{ 444 VvUuvuQ ∈∧∈+=  โดยที่ 
 }411|{4 ≤≤−Ζ∈= uuU  และ 
 }410|{4 −≤≤−Ζ∈= vvV  

}2210|i{ 555 −≥+∧−≥−∧∈∧∈+= uvuvVvUuvuQ  โดยที่ 
 }111|{5 −≤≤−Ζ∈= uuU  และ 
 }1114|{5 −≤≤−Ζ∈= vvV  

เซตจํากัดของสถานะ Q  สามารถแสดงไดดวยระนาบเชิงซอนดังรูปที่ 3.1 โดยที่แตละสถานะใช
แทนจํานวนเชิงซอน iyx +  โดยแกน x  ในระนาบเชิงซอนเปนสวนจริงและแกน y  ในระนาบ
เชิงซอนเปนสวนจินตภาพ 

 

รูปที่ 3.1 ระนาบเชิงซอนแสดงเซตจํากัดของสถานะ Q  โดยที่แตละสถานะใชแทนจํานวน
เชิงซอน iyx +  โดยแกน x  ในระนาบเชิงซอนเปนสวนจริงและแกน y  ในระนาบเชิงซอนเปน

สวนจินตภาพ จุดสีดําตรงกลางแทนพิกัด (0, 0) 
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การแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงจาก D  ไปยัง E  บนฐาน i1+−=β  ดวยออโตมาตาจํากัด
แบบเชื่อมตรง RA  ที่มีคาความหนวงเปน 8=k  สามารถคํานวณไดดวยอัลกอริทึมที่ 3.2 
ดังตอไปน้ี 
 
อัลกอริทึมที่ 3.2 อัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงจาก }2,1,0,1,2{=D  ไปยัง 

}1,0,1{=E  บนฐาน i1+−=β  ดวยออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรง RA  ที่มีคาความหนวง
เปน 8=k  
 
Input : }2,1,0,1,2{,,)( i11 =∈≤∀= +−− DxmjxxX jmm  
Output : }1,0,1{,,)( 8i178 =∈≤∀= ++−++ EymjyyY jmm  
 
begin 
 Let ijjj vuq += , i1+−=β , 8=k  and 16=kβ  
 08 ←+mq  
 mj ←  
 while mj ≤  do 
 β87 ++ +← jjj qxq  
 if Qq j ∈+7  then 
 08 ←+jy  
 elseif Qq j ∉+7  then 
 if 07 <+ju  then 
 18 −←+jy  
 elseif 07 >+ju  then 
 18 ←+jy  
 endif 
 endif 
 8

887 ββ +++ −+← jjjj yqxq  

 1−← jj  
 enddo 
end 
 
อัลกอริทึมที่ 3.2 ออโตมาตาจํากัด ),0,,( FEDQAR ×=  มีลักษณะการทํางานโดยคํานวณ
ขอมูลเขาทีละหลักเริ่มจากขอมูลเขาที่มีเลขนัยสําคัญสูงสุดกอน ซึ่งจะทําการรับขอมูลเขา jx  
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หน่ึงตัวเลข แลวผลิตขอมูลออก 8+jy  หน่ึงตัวเลข พรอมเปลี่ยนแปลงสถานะจาก 8+jq  ไปยัง 

7+jq  เม่ือ Ζ∈j  และ mj ≤  ซึ่งสามารถคํานวณไดดวยสมการที่ 3.9 

 7
8

88 +++ +=+ jjjj qyqx ββ  (3.9) 

สามารถเขียนใหอยูในรูปของเสนเชื่อมในออโตมาตาไดดังนี้ 

7
/

8
8

++ ⎯⎯⎯ →⎯ +

j
yx

j qq jj  

เพ่ือแสดงใหเห็นวาอัลกอริทึมที่ 3.2 สามารถทําการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงจากชุดตัวเลข 
}2,1,0,1,2{=D  ไปยัง }1,0,1{=E  บนฐาน i1+−=β  ไดอยางถูกตอง เราจะแสดงบทพิสูจน

ของอัลกอริทึมที่ 3.2 ดังตอไปน้ี 
 
บทพิสูจนของอัลกอริทึม ในการพิสูจนความถูกตองของอัลกอริทึมที่ 3.2 เราตองแสดงวา
อัลกอริทึมมีความสมเหตุสมผล (validation) และความถูกตอง (correctness) 
 
พิสูจนความสมเหตุสมผล การพิสูจนในสวนนี้เปนการแสดงวา ขอมูลออกทุกตัวเลขจากการ
แปลงชุดตัวเลขดวยออโตมาตาจํากัด RA  จะอยูใน }1,0,1{=E  เสมอ ซึ่งเราจะพิสูจนโดยแสดง
วา สําหรับทุกๆ mj ≤  แลว 

 1. ถา 8+jq  อยูใน Q  และสําหรับทุกๆ ขอมูลเขา jx  อยูใน D  แลวจะสามารถหา
ขอมูลออก 8+jy  ที่อยูใน E  ไดเสมอ 
 2. ขอมูลออก 8+jy  ทุกตัวเลขจะอยูใน E  ก็ตอเม่ือ สําหรับทุกๆ รอบของการคํานวณที่
สอดคลองกับสมการที่ 3.9 สถานะถัดไป 7+jq  ตองอยูใน Q  เสมอ ซึ่งเปนการแสดงใหเห็นวา
ขอมูลออกและจํานวนสถานะของ RA  มีขอบเขตที่แนนอน 

1. จากอัลกอริทึมที่ 3.2 สามารถเห็นไดชัดวา 8+jy  จะอยูใน E  เสมอ 

2. เราจะแสดงวา ถาออโตมาตาจํากัด RA  มีสถานะปจจุบันเปน 8+jq  ซึ่งอยูใน Q  และมีขอมูล
เขาเปน jx  ซึ่งอยูใน D  แลว ออโตมาตาจํากัด RA  จะผลิตขอมูลออกเปน 8+jy  ซึ่งอยูใน E  
และมีสถานะถัดไปเปน 7+jq  ซึ่งอยูใน Q  เสมอ โดยการพิสูจนจะแบงออกเปน 5 กรณี คือกรณี
ของสถานะปจจุบัน 8+jq  อยูใน 1Q , 2Q , 3Q , 4Q  และ 5Q  

กรณีที่ 1 8+jq  อยูใน 1Q  

กําหนดให 8+jq  อยูใน 1Q  โดยที่ 

}2210|i{ 111 ≤+∧≤−∧∈∧∈+= uvuvVvUuvuQ , 
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 }111|{1 ≤≤Ζ∈= uuU  และ 
 }1411|{1 ≤≤Ζ∈= vvV  

เม่ือออโตมาตาจํากัด RA  รับขอมูลเขาเปน jx  ซึ่งอยูใน }2,1,0,1,2{=D  แลว RA  จะผลิต
ขอมูลออกและเปลี่ยนแปลงสถานะโดยคํานวณจากสมการที่ 3.9 

การคํานวณจะเริ่มโดยการนําทุกสถานะ 8+jq  ที่อยูใน 1Q  มาคูณกับ β  ซึ่งสามารถคํานวณ
การคูณไดตามบทตั้งที่ 3.5 ผลลัพธของการคูณ β8+jq  จะอยูในรูปของเซต 1S  โดยที่ 

}2228|i{1 −≤+≤−∧∈∧∈+⊆ uvVvUuvuS , 
 }1222|{ −≤≤−Ζ∈= uuU  และ 
 }010|{ ≤≤−Ζ∈= vvV  

เม่ือนํา jx  ซึ่งอยูใน }2,1,0,1,2{=D  มาบวกกับ β8+jq  ตามฝงซายของสมการที่ 3.9 จะได
เซต 1S ′  โดยที่ 

}2030|i{1 −≤+≤−∧′∈∧′∈+⊆′ uvVvUuvuS , 
 }1024|{ −≤≤−Ζ∈=′ uuU  และ 
 }010|{ ≤≤−Ζ∈=′ vvV  

จากอัลกอริทึมที่ 3.2 สามารถแบง 1S ′  ออกเปนสองเซตยอยคือ 11S  และ 12S  โดยที่ 11S  เปน
เซตที่มีสมาชิกทั้งหมดอยูใน Q  และ 12S  เปนเซตที่มีสมาชิกทั้งหมดไมอยูใน Q  

11S  จะเปนเซตยอยของ 4Q  ซึ่งสามารถอธิบายไดดังนี้ 

}20|i{ 111111 −≤+∧∈∧∈+⊆ uvVvUuvuS , 
 }1011|{11 −≤≤−Ζ∈= uuU  และ 
 }910|{11 −≤≤−Ζ∈= vvV  

จากอัลกอริทึมที่ 3.2 เม่ือ 11S  เปนเซตยอยของ Q  ดังนั้นขอมูลออก 8+jy  จะเทากับ 0  

จากสมการที่ 3.9 สามารถเขียนใหมเปน 

 8
887 ββ +++ −+= jjjj yqxq  (3.10) 

ดังนั้น จากสมการที่ 3.10 สถานะถัดไป 7+jq  จะอยูใน 11S  ซึ่งเปนเซตยอยของ 4Q   

12S  สามารถอธิบายไดดังนี้ 

}2030|i{ 121212 −≤+≤−∧∈∧∈+⊆ uvVvUuvuS , 
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 }1224|{12 −≤≤−Ζ∈= uuU  และ 
 }010|{12 ≤≤−Ζ∈= vvV  

จากอัลกอริทึมที่ 3.2 เมื่อสมาชิกทุกตวัของ 12S  ไมอยูใน Q  และมีสวนจริงที่นอยกวา 0  ดังนั้น

ขอมูลออก 8+jy  จะเทากับ 1−  จะไดวา 168
8 −=+ βjy  จากสมการที่ 3.10 สถานะถัดไป 7+jq  

จะอยูใน 12S ′  โดยที่ 

}414|i{ 121212 −≤+≤−∧′∈∧′∈+⊆′ uvVvUuvuS , 
 }48|{12 ≤≤−Ζ∈=′ uuU  และ 
 }010|{12 ≤≤−Ζ∈=′ vvV  

โดยที่ 12S ′  เปนเซตยอยของ 43 QQ ∪  

ดังน้ัน เราสามารถสรุปไดวา ในกรณีที่ 8+jq  อยูใน 1Q  และมีขอมูลเขาเปน jx  ซึ่งอยูใน 
}2,1,0,1,2{  แลว RA  จะผลิตขอมูลออก 8+jy  อยูใน }0,1{  และมีสถานะถัดไป 7+jq  อยูใน Q  

เสมอ 

กรณีที่ 2 8+jq  อยูใน 2Q  

กําหนดให 8+jq  อยูใน 2Q  โดยที่ 

}|i{ 222 VvUuvuQ ∈∧∈+= , 
 }114|{2 ≤≤−Ζ∈= uuU  และ 
 }104|{2 ≤≤Ζ∈= vvV  

เม่ือนําทุกสถานะ 8+jq  ที่อยูใน 2Q  มาคูณกับ β  ซึ่งสามารถคํานวณการคูณไดตามบทตั้งที่ 
3.5 ผลลัพธของการคูณ β8+jq  จะอยูในรูปของเซต 2S  โดยที่ 

}820228|i{2 −≤+≤−∧≤−≤−∧∈∧∈+⊆ uvuvVvUuvuS , 
 }021|{ ≤≤−Ζ∈= uuU  และ 
 }714|{ ≤≤−Ζ∈= vvV  

เม่ือนํา jx  ซึ่งอยูใน }2,1,0,1,2{=D  มาบวกกับ β8+jq  ตามฝงซายของสมการที่ 3.9 จะได
เซต 2S ′  โดยที่ 

}6222410|i{2 −≤+≤−∧≤−≤−∧′∈∧′∈+⊆′ uvuvVvUuvuS , 
 }223|{ ≤≤−Ζ∈=′ uuU  และ 
 }714|{ ≤≤−Ζ∈=′ vvV  
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จากอัลกอริทึมที่ 3.2 สามารถแบง 2S ′  ออกเปนสองเซตยอยคือ 21S  และ 22S  โดยที่ 21S  เปน
เซตที่มีสมาชิกทั้งหมดอยูใน Q  และ 22S  เปนเซตที่มีสมาชิกทั้งหมดไมอยูใน Q  

21S  จะเปนเซตยอยของ 543 QQQ ∪∪  ซึ่งสามารถอธิบายไดดังนี้ 

}622810|i{ 212121 −≤+≤−∧≤−≤−∧∈∧∈+⊆ uvuvVvUuvuS , 
 }211|{21 ≤≤−Ζ∈= uuU  และ 
 }114|{21 ≤≤−Ζ∈= vvV  

จากอัลกอริทึมที่ 3.2 เม่ือ 21S  เปนเซตยอยของ Q  ดังนั้นขอมูลออก 8+jy  จะเทากับ 0  และ
จากสมการที่ 3.10 สถานะถัดไป 7+jq  จะอยูใน 21S  ซึ่งเปนเซตยอยของ 543 QQQ ∪∪   

22S  สามารถอธิบายไดดวย 21 TT ∪  โดยที่ 

}622249|i{ 111 −≤+≤−∧≤−≤∧∈∧∈+⊆ uvuvVvUuvuT , 
 }823|{1 −≤≤−Ζ∈= uuU , 
 }73|{1 ≤≤−Ζ∈= vvV , 

}22|i{ 222 −≥+∧∈∧∈+⊆ uvVvUuvuT , 
 }1218|{2 −≤≤−Ζ∈= uuU  และ 
 }410|{2 −≤≤−Ζ∈= vvV  

จากอัลกอริทึมที่ 3.2 เม่ือสมาชิกทุกตัวของ 22S  ไมอยูใน Q  และมีสวนจริงที่นอยกวา 0  ดังน้ัน
ขอมูลออก 8+jy  จะเทากับ 1−  จะไดวา 168

8 −=+ βjy  จากสมการที่ 3.10 สถานะถัดไป 

7+jq  จะอยูใน 22S ′  เม่ือ 22S ′  สามารถอธิบายไดดวย 21 TT ′∪′  โดยที่ 

}10687|i{ 111 ≤+≤−∧≤−≤−∧′∈∧′∈+⊆′ uvuvVvUuvuT , 
 }87|{1 ≤≤−Ζ∈=′ uuU , 
 }73|{1 ≤≤−Ζ∈=′ vvV , 

}6|i{ 222 −≥+∧′∈∧′∈+⊆′ uvVvUuvuT , 
 }42|{2 ≤≤−Ζ∈=′ uuU  และ 
 }410|{2 −≤≤−Ζ∈= vvV  

โดยที่ 1T ′  เปนเซตยอยของ 32 QQ ∪  และ 2T ′  เปนเซตยอยของ 4Q  ดังน้ัน 22S ′  จะเปนเซต
ยอยของ Q  

ดังน้ัน เราสามารถสรุปไดวา ในกรณีที่ 8+jq  อยูใน 2Q  และมีขอมูลเขาเปน jx  ซึ่งอยูใน 
}2,1,0,1,2{  แลว RA  จะผลิตขอมูลออก 8+jy  อยูใน }0,1{  และมีสถานะถัดไป 7+jq  อยูใน Q  

เสมอ 
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กรณีที่ 3 8+jq  อยูใน 3Q  

กําหนดให 8+jq  อยูใน 3Q  โดยที่ 

}88|i{ 333 ≤−≤−∧∈∧∈+= uvVvUuvuQ , 
 }1111|{3 ≤≤−Ζ∈= uuU  และ 
 }33|{3 ≤≤−Ζ∈= vvV  

เม่ือนําทุกสถานะ 8+jq  ที่อยูใน 3Q  มาคูณกับ β  ซึ่งสามารถคํานวณการคูณไดตามบทตั้งที่ 
3.5 ผลลัพธของการคูณ β8+jq  จะอยูในรูปของเซต 3S  โดยที่ 

}66|i{3 ≤+≤−∧∈∧∈+⊆ uvVvUuvuS , 
 }1414|{ ≤≤−Ζ∈= uuU  และ 
 }88|{ ≤≤−Ζ∈= vvV  

เม่ือนํา jx  ซึ่งอยูใน }2,1,0,1,2{=D  มาบวกกับ β8+jq  ตามฝงซายของสมการที่ 3.9 จะได
เซต 3S ′  โดยที่ 

}88|i{3 ≤+≤−∧′∈∧′∈+⊆′ uvVvUuvuS , 
 }1616|{ ≤≤−Ζ∈=′ uuU  และ 
 }88|{ ≤≤−Ζ∈=′ vvV  

จากอัลกอริทึมที่ 3.2 สามารถแบง 3S ′  ออกเปนสามเซตยอยคือ 31S , 32S  และ 33S  โดยที่ 31S  
เปนเซตที่มีสมาชิกทั้งหมดอยูใน Q  และ 32S  เปนเซตที่มีสมาชิกทั้งหมดไมอยูใน Q  และมี
สวนจริงนอยกวา 0  และ 33S  เปนเซตที่มีสมาชิกทั้งหมดไมอยูใน Q  และมีสวนจริงมากกวา 0  

31S  สามารถอธิบายไดดวย 321 TTT ∪∪  โดยที่ 

}8|i{ 111 ≤+∧∈∧∈+⊆ uvVvUuvuT , 
 }44|{1 ≤≤−Ζ∈= uuU , 
 }84|{1 ≤≤Ζ∈= vvV , 

}8888|i{ 222 ≤+≤−∧≤−≤−∧∈∧∈+⊆ uvuvVvUuvuT , 
 }88|{2 ≤≤−Ζ∈= uuU , 
 }33|{2 ≤≤−Ζ∈= vvV , 

}8|i{ 333 −≥+∧∈∧∈+⊆ uvVvUuvuT , 
 }44|{3 ≤≤−Ζ∈= uuU  และ 
 }48|{3 −≤≤−Ζ∈= vvV  
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โดยที่ 1T  เปนเซตยอยของ 2Q  และ 2T  เปนเซตยอยของ 3Q  และ 3T  เปนเซตยอยของ 4Q  
ดังนั้น 31S  จะเปนเซตยอยของ Q  

จากอัลกอริทึมที่ 3.2 เม่ือ 31S  เปนเซตยอยของ Q  ดังนั้นขอมูลออก 8+jy  จะเทากับ 0  และ
จากสมการที่ 3.10 สถานะถัดไป 7+jq  จะอยูใน 31S  ซึ่งเปนเซตยอยของ 432 QQQ ∪∪   

32S  สามารถอธิบายไดดังนี้ 

}89|i{ 323232 −≥+∧≥−∧∈∧∈+⊆ uvuvVvUuvuS , 
 }516|{32 −≤≤−Ζ∈= uuU  และ 
 }81|{32 ≤≤Ζ∈= vvV  

จากอัลกอริทึมที่ 3.2 เม่ือสมาชิกทุกตัวของ 32S  ไมอยูใน Q  และมีสวนจริงที่นอยกวา 0  ดังน้ัน
ขอมูลออก 8+jy  จะเทากับ 1−  จะไดวา 168

8 −=+ βjy  จากสมการที่ 3.10 สถานะถัดไป 

7+jq  จะอยูใน 32S ′  เม่ือ 32S ′  สามารถอธิบายไดดังนี้ 

}87|i{ 323232 ≥+∧−≥−∧′∈∧′∈+⊆′ uvuvVvUuvuS , 
 }110|{32 ≤≤Ζ∈=′ uuU  และ 
 }81|{32 ≤≤Ζ∈=′ vvV  

โดยที่ 32S ′  เปนเซตยอยของ 32 QQ ∪  

33S  สามารถอธิบายไดดังนี้ 

}89|i{ 333333 ≤+∧−≤−∧∈∧∈+⊆ uvuvVvUuvuS , 
 }165|{33 ≤≤Ζ∈= uuU  และ 
 }18|{33 ≤≤−Ζ∈= vvV  

จากอัลกอริทึมที่ 3.2 เม่ือสมาชิกทุกตัวของ 33S  ไมอยูใน Q  และมีสวนจริงที่มากกวา 0  ดังน้ัน
ขอมูลออก 8+jy  จะเทากับ 1 จะไดวา 168

8 =+ βjy  จากสมการที่ 3.10 สถานะถัดไป 7+jq  จะ
อยูใน 33S ′  เม่ือ 33S ′  สามารถอธิบายไดดังนี้ 

}87|i{ 333333 −≤+∧≤−∧′∈∧′∈+⊆′ uvuvVvUuvuS , 
 }011|{33 ≤≤−Ζ∈=′ uuU  และ 
 }18|{33 ≤≤−Ζ∈=′ vvV  

โดยที่ 33S ′  เปนเซตยอยของ 43 QQ ∪  
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ดังนั้น เราสามารถสรุปไดวา ในกรณีที่ 8+jq  อยูใน 3Q  และมีขอมูลเขาเปน jx  ซึ่งอยูใน 
}2,1,0,1,2{  แลว RA  จะผลิตขอมูลออก 8+jy  อยูใน }1,0,1{  และมีสถานะถัดไป 7+jq  อยูใน 

Q  เสมอ 

กรณีที่ 4 8+jq  อยูใน 4Q  

กําหนดให 8+jq  อยูใน 4Q  โดยที่ 

}|i{ 444 VvUuvuQ ∈∧∈+= , 
 }411|{4 ≤≤−Ζ∈= uuU  และ 
 }410|{4 −≤≤−Ζ∈= vvV  

เม่ือนําทุกสถานะ 8+jq  ที่อยูใน 4Q  มาคูณกับ β  ซึ่งสามารถคํานวณการคูณไดตามบทตั้งที่ 
3.5 ผลลัพธของการคูณ β8+jq  จะอยูในรูปของเซต 4S  โดยที่ 

}208822|i{4 ≤+≤∧≤−≤−∧∈∧∈+⊆ uvuvVvUuvuS , 
 }210|{ ≤≤Ζ∈= uuU  และ 
 }147|{ ≤≤−Ζ∈= vvV  

เม่ือนํา jx  ซึ่งอยูใน }2,1,0,1,2{=D  มาบวกกับ β8+jq  ตามฝงซายของสมการที่ 3.9 จะได
เซต 4S ′  โดยที่ 

}2261024|i{4 ≤+≤∧≤−≤−∧′∈∧′∈+⊆′ uvuvVvUuvuS , 
 }232|{ ≤≤−Ζ∈=′ uuU  และ 
 }147|{ ≤≤−Ζ∈=′ vvV  

จากอัลกอริทึมที่ 3.2 สามารถแบง 4S ′  ออกเปนสองเซตยอยคือ 41S  และ 42S  โดยที่ 41S  เปน
เซตที่มีสมาชิกทั้งหมดอยูใน Q  และ 42S  เปนเซตที่มีสมาชิกทั้งหมดไมอยูใน Q  

41S  จะเปนเซตยอยของ 321 QQQ ∪∪  ซึ่งสามารถอธิบายไดดังนี้ 

}226108|i{ 414141 ≤+≤∧≤−≤−∧∈∧∈+⊆ uvuvVvUuvuS , 
 }112|{41 ≤≤−Ζ∈= uuU  และ 
 }141|{41 ≤≤−Ζ∈= vvV  

จากอัลกอริทึมที่ 3.2 เม่ือ 41S  เปนเซตยอยของ Q  ดังนั้นขอมูลออก 8+jy  จะเทากับ 0  และ
จากสมการที่ 3.10 สถานะถัดไป 7+jq  จะอยูใน 41S  ซึ่งเปนเซตยอยของ 321 QQQ ∪∪   

42S  สามารถอธิบายไดดวย 21 TT ∪  โดยที่ 
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}226924|i{ 111 ≤+≤∧−≤−≤−∧∈∧∈+⊆ uvuvVvUuvuT , 
 }238|{1 ≤≤Ζ∈= uuU , 
 }37|{1 ≤≤−Ζ∈= vvV , 

}22|i{ 222 ≤+∧∈∧∈+⊆ uvVvUuvuT , 
 }1812|{2 ≤≤Ζ∈= uuU  และ 
 }104|{2 ≤≤Ζ∈= vvV  

จากอัลกอริทึมที่ 3.2 เม่ือสมาชิกทุกตัวของ 42S  ไมอยูใน Q  และมีสวนจริงที่มากกวา 0  ดังน้ัน
ขอมูลออก 8+jy  จะเทากับ 1 จะไดวา 168

8 =+ βjy  จากสมการที่ 3.10 สถานะถัดไป 7+jq  จะ
อยูใน 42S ′  เม่ือ 42S ′  สามารถอธิบายไดดวย 21 TT ′∪′  โดยที่ 

}61078|i{ 111 ≤+≤−∧≤−≤−∧′∈∧′∈+⊆′ uvuvVvUuvuT , 
 }78|{1 ≤≤−Ζ∈=′ uuU , 
 }37|{1 ≤≤−Ζ∈=′ vvV , 

}6|i{ 222 ≤+∧′∈∧′∈+⊆′ uvVvUuvuT , 
 }24|{2 ≤≤−Ζ∈=′ uuU  และ 
 }104|{2 ≤≤Ζ∈= vvV  

โดยที่ 1T ′  เปนเซตยอยของ 43 QQ ∪  และ 2T ′  เปนเซตยอยของ 2Q  ดังน้ัน 42S ′  จะเปนเซต
ยอยของ Q  

ดังน้ัน เราสามารถสรุปไดวา ในกรณีที่ 8+jq  อยูใน 4Q  และมีขอมูลเขาเปน jx  ซึ่งอยูใน 
}2,1,0,1,2{  แลว RA  จะผลิตขอมูลออก 8+jy  อยูใน }1,0{  และมีสถานะถัดไป 7+jq  อยูใน Q  

เสมอ 

กรณีที่ 5 8+jq  อยูใน 5Q  

กําหนดให 8+jq  อยูใน 5Q  โดยที่ 

}2210|i{ 555 −≥+∧−≥−∧∈∧∈+= uvuvVvUuvuQ , 
 }111|{5 −≤≤−Ζ∈= uuU  และ 
 }1114|{5 −≤≤−Ζ∈= vvV  

เม่ือนําทุกสถานะ 8+jq  ที่อยูใน 5Q  มาคูณกับ β  ซึ่งสามารถคํานวณการคูณไดตามบทตั้งที่ 
3.5 ผลลัพธของการคูณ β8+jq  จะอยูในรูปของเซต 5S  โดยที่ 

}2822|i{5 ≤+≤∧∈∧∈+⊆ uvVvUuvuS , 
 }2212|{ ≤≤Ζ∈= uuU  และ 
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 }100|{ ≤≤Ζ∈= vvV  

เม่ือนํา jx  ซึ่งอยูใน }2,1,0,1,2{=D  มาบวกกับ β8+jq  ตามฝงซายของสมการที่ 3.9 จะได
เซต 5S ′  โดยที่ 

}3020|i{5 ≤+≤∧′∈∧′∈+⊆′ uvVvUuvuS , 
 }2410|{ ≤≤Ζ∈=′ uuU  และ 
 }100|{ ≤≤Ζ∈=′ vvV  

จากอัลกอริทึมที่ 3.2 สามารถแบง 5S ′  ออกเปนสองเซตยอยคือ 51S  และ 52S  โดยที่ 51S  เปน
เซตที่มีสมาชิกทั้งหมดอยูใน Q  และ 52S  เปนเซตที่มีสมาชิกทั้งหมดไมอยูใน Q  

51S  จะเปนเซตยอยของ 2Q  ซึ่งสามารถอธิบายไดดังนี้ 

}20|i{ 515151 ≥+∧∈∧∈+⊆ uvVvUuvuS , 
 }1110|{51 ≤≤Ζ∈= uuU  และ 
 }109|{51 ≤≤Ζ∈= vvV  

จากอัลกอริทึมที่ 3.2 เม่ือ 51S  เปนเซตยอยของ Q  ดังนั้นขอมูลออก 8+jy  จะเทากับ 0  และ
จากสมการที่ 3.10 สถานะถัดไป 7+jq  จะอยูใน 51S  ซึ่งเปนเซตยอยของ 2Q   

52S  สามารถอธิบายไดดังนี้ 

}3020|i{ 525252 ≤+≤∧∈∧∈+⊆ uvVvUuvuS , 
 }2412|{52 ≤≤Ζ∈= uuU  และ 
 }100|{52 ≤≤Ζ∈= vvV  

จากอัลกอริทึมที่ 3.2 เมื่อสมาชิกทุกตวัของ 52S  ไมอยูใน Q  และมีสวนจริงที่มากกวา 0  ดังนั้น

ขอมูลออก 8+jy  จะเทากับ 1 จะไดวา 168
8 =+ βjy  จากสมการที่ 3.10 สถานะถัดไป 7+jq  จะอยู

ใน 52S ′  โดยที่ 

}144|i{ 525252 ≤+≤∧′∈∧′∈+⊆′ uvVvUuvuS , 
 }84|{52 ≤≤−Ζ∈=′ uuU  และ 
 }100|{52 ≤≤Ζ∈=′ vvV  

โดยที่ 52S ′  เปนเซตยอยของ 32 QQ ∪  
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ดังนั้น เราสามารถสรุปไดวา ในกรณีที่ 8+jq  อยูใน 5Q  และมีขอมูลเขาเปน jx  ซึ่งอยูใน 
}2,1,0,1,2{  แลว RA  จะผลิตขอมูลออก 8+jy  อยูใน }1,0{  และมีสถานะถัดไป 7+jq  อยูใน Q  

เสมอ 

จากการพิจารณาทั้ง 5 กรณีของ 8+jq  ที่อยูในแตละเซตยอยของ Q  จะเห็นวา เม่ือออโตมาตา
จํากัด RA  ไดรับขอมูลเขาเปน jx  ที่อยูใน }2,1,0,1,2{=D  จะผลิตขอมูลออกเปน 8+jy  ที่อยู
ใน }1,0,1{=E  และมีสถานะถัดไปเปน 7+jq  ซึ่งอยูใน Q  เสมอ ดังนั้นเราสามารถสรุปไดวา 
ผลลัพธจากการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงดวยออโตมาตาจํากัด RA  มีความสมเหตุสมผล 

การพิสูจนขางตน แสดงใหเห็นวาอัลกอริทึมมีความสมเหตุสมผลกับขอมูลเขามีขนาดเปนอนันต 
แตในกรณีที่เปนขอมูลเขามีขนาดจํากัด เราตองพิสูจนความสมเหตุสมผลของฟงกชันปลายทาง 

*: EQ →ω  ดวย โดยฟงกชันปลายทางจะมีความสมเหตุสมผลก็ตอเม่ือ ทุกๆ สถานะใน Q  
สามารถแสดงไดดวยรูปแบบการแทนจํานวนใน ],i1[7 EP +−  ได ซึ่งหมายความวา 

}|)i1({ 7

0∑ =
∈+−=⊆

j j
j

j EeeWQ  

เม่ือ W  เปนเซตของจํานวนเชิงซอนที่สามารถแสดงไดในระบบจํานวน ),i1( E+−  ดวย
รูปแบบการแทนจํานวนที่มีความยาว 8 ตัวเลข สามารถแสดงจํานวนเชิงซอนที่อยูใน W  ดวย
ระนาบเชิงซอนดังรูปที่ 3.2 

 

รูปที่ 3.2 ระนาบเชิงซอนแสดงเซตของจํานวนเชิงซอน W  โดยที่แตละจุดใชแทนจํานวน
เชิงซอน iyx +  โดยแกน x  ในระนาบเชิงซอนเปนสวนจริงและแกน y  ในระนาบเชิงซอนเปน

สวนจินตภาพ จุดสีดําตรงกลางแทนพิกัด (0, 0) 
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ให W ′  เปนเซตยอยของ W  ซึ่งเปนเซตของจํานวนเชิงซอนที่อยูในกรอบสี่เหลี่ยม 2 รูปใน
ระนาบเชิงซอนของรูปที่ 3.2 โดยที่ 21 WWW ′∪′=′  สามารถอธิบายไดดวย 

 }|i{ 111 VvUuvuW ′∈∧′∈+=′ , 
 }157|{11 ≤≤−Ζ∈=′=′ uuVU , 

}|i{ 222 VvUuvuW ′∈∧′∈+=′  และ 
 }715|{22 ≤≤−Ζ∈=′=′ uuVU , 

เม่ือพิจารณาแตละเซตยอยของ Q  จะไดวา 11 WQ ′⊆ , 12 WQ ′⊆ , 213 WWQ ′∪′⊆ , 

24 WQ ′⊆  และ 25 WQ ′⊆  ซึ่งทําให WWQ ⊆′⊆  ดังน้ันเราสรุปไดวาฟงกชันปลายทางมี
ความสมเหตุสมผล 
 
พิสูจนความถูกตอง การพิสูจนในสวนน้ีเปนการแสดงวา ผลลัพธจากการแปลงชุดตัวเลขดวย
ออโตมาตาจํากัด RA  จะมีคาเชิงตัวเลขเทากับขอมูลเขา 

ให i121 )( +−−−= mmm xxxX  เม่ือ Dx j ∈  โดยที่ mj ≤ เปนขอมูลเขาของอัลกอริทึมที่ 3.2 
และ i1678 )( +−+++= mmm yyY  เม่ือ Ey j ∈+8  เราจะแสดงวา YX =  

เนื่องจากอัลกอริทึมที่ 3.2 การแปลงชุดตัวเลขสามารถคํานวณไดดวยสมการที่ 3.9 ถา
กําหนดให 0≥n  การแปลงชุดตัวเลขของขอมูลเขา 1+n  ตัวแรกสามารถอธิบายไดดวย
สมการดังนี้ 

 7
8

88 +++ +=+ mmmm qyqx ββ , 
 6

8
771 +++− +=+ mmmm qyqx ββ , 

 5
8

662 +++− +=+ mmmm qyqx ββ , 

  
 8

8
991 +−+−+−+− +=+ nmnmnmnm qyqx ββ  และ 

 7
8

88 +−+−+−− +=+ nmnmnmnm qyqx ββ  

เม่ือนํา jβ  ไปคูณในแตละสมการของ jx  เม่ือ mj ≤  จะไดวา 

 m
m

m
m

m
m

m
m qyqx ββββ 7

8
8

1
8 +

+
+

+
+ +=+ , 

 1
6

7
77

1
1

−
+

+
++

−
− +=+ m

m
m

m
m

m
m

m qyqx ββββ , 
 2

5
6

6
1

6
2

2
−

+
+

+
−

+
−

− +=+ m
m

m
m

m
m

m
m qyqx ββββ , 

  
 1

8
9

9
2

9
1

1
+−

+−
+−

+−
+−

+−
+−

+− +=+ nm
nm

nm
nm

nm
nm

nm
nm qyqx ββββ  และ 

 nm
nm

nm
nm

nm
nm

nm
nm qyqx −

+−
+−

+−
+−

+−
−

− +=+ ββββ 7
8

8
1

8  
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เม่ือนําสมการทั้งหมดมาบวกกัน จะได 

 m
m

nm
nm

m
m

m
m

nm
nm

m
m qyyqxx ββββββ 7

8
8

8
8

1
8 +

+−
+−

+
+

+
+

−
− +++=+++  

เน่ืองจากสถานะเริ่มตนของ RA  เทากับศูนย ดังนั้น 08 =+mq  จะไดวา 

 m
m

nm
nm

m
m

nm
nm

m
m qyyxx βββββ 7

8
8

8
8 +

+−
+−

+
+

−
− +++=++  

จากอัลกอริทึมที่ 3.2 สําหรับแตละ mj ≤  เม่ือ 8+jq  อยูใน Q  และ 8+jy  อยูใน E  เสมอ 
ดังนั้นเราสามารถสรุปไดวา YX =   
 
ตัวอยางที่ 3.1 การบวกแบบเชื่อมตรงระหวางจํานวนสองจํานวนในระบบเชิงซอนของเพนนีย 
สามารถพิจารณาเปนการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงจาก  },,,,{ 21012D =  ไปยัง 

},,{ 101E =  ในฐาน i1+−=β  
 
วิธีทํา การบวกจํ านวนสองจํ านวนบนระบบจํ านวนเชิ งซ อนของ เพนนีย ร ะหว า ง 

i1)110111010110( +−  และ i1)010011101111( +−  จะไดผลลัพธที่อยูในรูปแบบการแทนจํานวนที่มี
ชุดตัวเลข }2,1,0,1,2{=D  เปน i1)210221100221( +−=X  การแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรง
ดวยออโตมาตาจํากัด RA  เม่ือขอมูลเขาคือ X  สามารถแสดงไดดวยตารางที่ 3.2 
 
ตารางที่ 3.2 การแปลงชุดตัวเลขแบบเชือ่มตรงจากขอมูลเขา i1)210221100221( +−=X  ดวย

ออโตมาตาจํากัด RA  

j  jx  8+jy  7+jq  

11 2  0  2  
10  1 0  i21+−  
9  2  0  i33 −−  
8  0  0  6  
7  0  1 6i01 +  
6  1 1 i41+−  
5  1 0  i54 −−  

4  2  1 i5 +−  
3  1 1 i611−−  

2  0  1 5i-1  

1 2  0  6i6 +  
0  2  1 6  



38 

 

จากตารางที่ 3.2 เม่ือออโตมาตาจํากัด RA  ทําการแปลงชุดตัวเลขสิ้นสุดแลว RA  จะมีสถานะ
สุดทายเปน 6  ซึ่งจากฟงกชันปลายทางของ RA  จะไดวา 

11001000)6( =ω  

ดังนั้นผลลัพธจากการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงของ i1)210221100221( +−=X  คือ 

 i1)11001000101110110000( +−=Y  □ 
 
3.4 สรุป 

ในบทนี้เราไดนําเสนออัลกอริทึมสําหรับการบวกแบบเชื่อมตรงในระบบจํานวน
เชิงซอนของเพนนียที่มีชุดตัวเลขเปน }1,0,1{=E  โดยเราจะพิจารณาปญหาของการบวก
ระหวางจํานวนสองจํานวนในระบบ เปนการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงจากชุดตัวเลข 

}2,1,0,1,2{=D  ไปยัง E  บนฐาน i1+−=β  ซึ่งการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงตอง
พิจารณาถึงปญหาของสวนลนจากการแปลงชุดตัวเลข โดยคาความหนวงของการแปลงชุด
ตัวเลขแบบเชื่อมตองมากกวาหรือเทากับสวนลนจากการแปลงชุดตัวเลข จากการพิสูจนไดแสดง
ใหเห็นวาสวนลนจากการแปลงชุดตัวเลข D  ไปยัง E  บนฐาน i1+−=β  จะเทากับ 4 ซึ่งใน
งานวิจัยของเราจะใชออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงมาใชอธิบายอัลกอริทึมสําหรับการแปลงชุด
ตัวเลขแบบเชื่อมตรงจาก D  ไปยัง E  บนฐาน i1+−=β  โดยเราไดเสนอวิธีการสรางออโต
มาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงสําหรับการแปลงชุดตัวเลขดังกลาว ซึ่งจากผลทางทฤษฎีแสดงใหเห็น
วา อัลกอริทึมสําหรับการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงจาก D  ไปยัง E  บนฐาน i1+−=β  
ซึ่งสามารถคํานวณไดดวยออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงที่มีคาความหนวงเทากับ 8 ซึ่งคา
ความหนวงที่เทากับ 8 เปนคาที่เหมาะสมที่สุดตามวิธีการสรางออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงที่
ถูกเสนอขึ้นในงานวิจัยน้ี จากนั้นจึงทําการพิสูจนวาอัลกอริทึมที่นําเสนอมีความถูกตองและ
สมเหตุสมผล 



 

 

บทที่  4 

บทวเิคราะหการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงบนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนีย 
 

ในระบบจํานวนที่มีฐาน β  ที่สามารถเปนไดทั้งจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอน และ
มีชุดตัวเลข }|{ beaeE ≤≤Ζ∈=  เม่ือ 0≤a  และ 0≥b  ปญหาของการบวกและการคูณ
ใน ร ะบบ จํ าน วนนี้  ส าม า ร ถพิ จ า รณา เ ป นป ญห าขอ งก า ร แปล งชุ ด ตั ว เ ล ข จ า ก 

}|{ nbdnadD ≤≤Ζ∈=  ไป E  โดยที่การบวกจะเปนกรณีของ 2=n  และการคูณดวย u  
จะเปนกรณีของ un =  

จากที่ไดกลาวขางตน เปนที่มาของการแปลงชุดตัวเลขในระบบจํานวนเชิงซอนของ
เพนนียจากชุดตัวเลขในรูปทั่วไป (generic form) คือ ปญหาการแปลงชุดตัวเลขจาก 

}|{ ndndD ≤≤−Ζ∈=  ไปยัง }11|{ ≤≤−Ζ∈= eeE  เม่ือ 1≥n  ในบทนี้เราจะกลาวถึง
บทวิเคราะหของการสรางออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงที่ใชในการแปลงชุดตัวเลขในรูปทั่วไป 
และอัลกอริทึมของการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงนี้ 
 
4.1 การสรางออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงสําหรับการแปลงชุดตัวเลขบนระบบ
จํานวนเชิงซอนของเพนนียในรูปทั่วไป 

การสรางออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงสําหรับการแปลงชุดตัวเลขบนระบบจํานวน
เชิงซอนของเพนนียในรูปทั่วไป ),0,,( FEDQA ×=  จะมีวิธีการพิจารณาการสรางคลายคลึง
กับการสรางออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงสําหรับการแปลงชุดตัวเลขจาก }2,1,0,1,2{  ไปยัง 

}1,0,1{  บนฐาน i1+−=β  คือ กําหนดคาความหนวง k  ใหกับออโตมาตาจํากัด และใช
กําหนดการพลวัตในการหาเซตจํากัดของสถานะ Q  ของออโตมาตาจํากัด A  เน่ืองจากออโต
มาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงสําหรับการแปลงชุดตัวเลขจาก }2,1,0,1,2{  ไปยัง }1,0,1{  บนฐาน 

i1+−=β  มีคาความหนวงเทากับ 8 ดังน้ันการสรางออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรง A  
สําหรับการแปลงชุดตัวเลขจาก }|{ ndndD ≤≤−Ζ∈=  ไปยัง }11|{ ≤≤−Ζ∈= eeE  
เม่ือ 1≥n  จะพิจารณาดวยคาความหนวงเปน nk 4=  เม่ือ n  เปนจํานวนเต็มบวกที่มากกวา
หรือเทากับสอง และเซตจํากัดของสถานะ Q  ของออโตมาตาจํากัด A  สําหรับการแปลงชุด
ตัวเลขจากชุดตัวเลข }|{ ndndD ≤≤−Ζ∈=  ไปยัง }11|{ ≤≤−Ζ∈= eeE  บนฐาน 

i1+−=β  ดวยคาหนวง k  สามารถหาไดดวยอัลกอริทึมที่ 4.1 ดังตอไปน้ี 
 
อัลกอริทึมที่ 4.1 อัลกอริทึมการหาเซตจํากัดของสถานะ Q  ของออโตมาตาจํากัด A  ที่มีคา
หนวง k  สําหรับการแปลงชุดตัวเลขบนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียในรูปทั่วไป 
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Input : }|{ ndndD ≤≤−Ζ∈= , }11|{ ≤≤−Ζ∈= eeE , i1+−=β  and 

 2,,4 ≥Ζ∈= nnnk  
Output : Q  
 
begin 
 }0{←Q  
 do 
 QQ ←′  
 },|{ DdQqdquU ∈∈+=← β  
 for each Uu∈  
 }|{ EeeuvV k ∈+=← β  
 if φ=∩QV  then 
 }|)i1({,, 1

0
EeeuEeeuu k

j j
j

j
k ∈+−∈′∈+=′ ∑ −

=
β  

 if }|)i1({ 1

0
Eeeu k

j j
j

j ∈+−∈′ ∑ −

=
 doesn’t exist then 

 can’t find Q  by delay k  
 endif 
 }{uQQ ′∪←  
 endif 
 endfor 
 while QQ ′≠  
end 
 

อัลกอริทึมที่ 4.1 จะมีวิธีในการหาเซตจํากัดของสถานะ Q  เชนเดียวกับอัลกอริทึม
ที่ 3.1 ที่ใชในการหาเซตจํากัดของสถานะของออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงสําหรับการแปลง
ชุดตัวเลขจาก }2,1,0,1,2{  ไปยัง }1,0,1{  บนฐาน i1+−=β  โดยจะเปลี่ยนแปลงเฉพาะสวน
ของขอมูลเขาของอัลกอริทึมเพ่ือใชในการหาเซตจํากัดของสถานะ Q  ของออโตมาตาจํากัดแบบ
เชื่อมตรง A  สําหรับการแปลงชุดตัวเลขจากชุดตัวเลขจาก }|{ ndndD ≤≤−Ζ∈=  ไปยัง 

}11|{ ≤≤−Ζ∈= eeE  บนฐาน i1+−=β  โดยที่ Q  ตองเปนเซตยอยของ 
}|)i1({ 1

0
Eeek

j j
j

j ∈+−∑ −

=
 ตามบทพิสูจนของบทตั้งที่ 3.3 ดวยเชนกัน 

 
4.2 การแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงบนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียในรูปทั่วไป 

ออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรง A  ที่สรางจากอัลกอริทึมที่ 4.1 จะนํามาใชในการ
แ ป ล ง ชุ ด ตั ว เ ล ข แ บบ เ ชื่ อ ม ต ร ง จ า ก ชุ ด ตั ว เ ล ข  }|{ ndndD ≤≤−Ζ∈=  ไ ป ยั ง 
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}11|{ ≤≤−Ζ∈= eeE  บนฐาน i1+−=β  เม่ือ k  เปนคาความหนวงของ A  และ Q  เปน
เซตจํากัดของสถานะของ A  แลว การแปลงชุดตัวเลขจาก D  ไปยัง E  บนฐาน i1+−=β  
สามารถคํานวณไดตามอัลกอริทึมที่ 4.2 ดังตอไปน้ี 
 
อัลกอริทึมที่ 4.2 อัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงจาก }|{ ndndD ≤≤−Ζ∈=  
ไปยัง }11|{ ≤≤−Ζ∈= eeE  บนฐาน i1+−=β  ดวยออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรง A  
ที่มีคาความหนวง k  
 
Input : }|{,,)( i11 ndndDxmjxxX jmm ≤≤−Ζ∈=∈≤∀= +−−  
Output : }11|{,,)( i11 ≤≤−Ζ∈=∈≤∀= ++−−++ eeEymjyyY kjkmkm  
 
begin 
 Let ijjj vuq +=  and i1+−=β  
 0←+kmq  
 mj ←  
 while mj ≤  do 
 βkjjkj qxq +−+ +←1  
 if Qq kj ∈−+ 1  then 
 0←+kjy  
 elseif Qq kj ∉−+ 1  then 
 if 01 <−+kju  then 
 1−←+kjy  
 elseif 01 >−+kju  then 
 1←+kjy  
 endif 
 endif 
 k

kjkjjkj yqxq ββ ++−+ −+←1  

 1−← jj  
 enddo 
end 
 

อัลกอริทึมที่ 4.2 ใชแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงจาก }|{ ndndD ≤≤−Ζ∈=  
ไปยัง }11|{ ≤≤−Ζ∈= eeE  บนฐาน i1+−=β  โดยคํานวณขอมูลเขาทีละหลักเริ่มจาก
ขอมูลเขาที่มีเลขนัยสําคัญสูงสุดกอน การแปลงชุดตัวเลขสามารถคํานวณไดตามสมการที่ 4.1 
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 1−+++ +=+ kj
k

kjkjj qyqx ββ  (4.1) 

เมื่อ Ζ∈j  และ mj ≤  โดยที่ kjq +  และ 1−+kjq  คือสถานะปจจุบันและสถานะถัดไปตามลําดับ 
ซ่ึงเปนจํานวนเชิงซอนที่อยูใน Q  และขอมูลเขา jx  และขอมูลออก kjy +  เปนจํานวนเต็มที่อยูใน 
D  และ E  ตามลําดับ ดังนั้นออโตมาตาจํากัด A  เมื่ออยูในสถานะ kjq +  จะแปลงตัวเลข jx  ของ
ขอมูลเขาไปเปนตัวเลข kjy +  ของขอมูลออก และเปลี่ยนสถานะไปเปน 1−+kjq  
 
บทวิเคราะหอัลกอริทึม 

จากการพิสูจนใน [5] สามารถสรุปไดวา การแปลงชุดตัวเลขในระบบจํานวน
เชิงซอนของเพนนียจากชุดตัวเลขในรูปทั่วไป สามารถทําการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงได
เสมอ ซึ่งอัลกอริทึมที่ 4.2 ที่เสนอในงานวิจัยน้ี ใชสําหรับการแปลงชุดตัวเลขในระบบจํานวน
เชิงซอนของเพนนียจากชุดตัวเลขในรูปทั่วไป โดยอัลกอริทึมจะคํานวณไดดวยออโตมาตาจํากัด
แบบเชื่อมตรง A  ซึ่งสามารถสรางไดจากอัลกอริทึมที่ 4.1 

การสรางออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรง A  จากอัลกอริทึมที่ 4.1 เปนการหาเซต
จํากัดของสถานะ Q  เม่ือกําหนดให k  เปนคาความหนวงของออโตมาตา ซึ่งอัลกอริทึมที่ 4.1 มี
ลักษณะการทํางานแบบเวียนเกิด โดยจะทําการวนซ้ําเพิ่มจํานวนสถานะใหมใน Q  โดยที่
สถานะใหมจะพิจารณาจากการเปลี่ยนแปลงของสถานะเมื่อรับขอมูลเขาที่อยูใน D  และผลิต
ขอมูลออกที่อยูใน E  ซึ่งสอดคลองกับสมการที่ 4.1 อัลกอริทึมจะวนซ้ําเพื่อเพ่ิมจํานวนสถานะ
ใน Q  ไปจนกวาในรอบของการวนซ้ํานั้นจะไมมีสถานะใหมเพ่ิมขึ้น ซึ่ง Q  ที่ไดจากอัลกอริทึมที่ 
4.1 ไมจําเปนตองอยูในรูปแบบที่สามารถอธิบายไดดวยเซตยอย 5 เซตเหมือนกับ Q  ที่ไดจาก
อัลกอริทึมที่ 3.1 หรือกลาวไดวา จากอัลกอริทึมที่ 4.1 สามารถสราง Q  ไดแนนอน แตยังไม
สามารถกําหนดรูปแบบที่สามารถอธิบายใหเขาใจงายใหกับ Q  ได 



 

 

บทที่  5 

สรุปผลการวจิัยและขอเสนอแนะ 
 
5.1 สรุปผลการวจิัย 

ในงานวิจัยน้ีนําเสนอ การบวกแบบเชื่อมตรงบนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียที่
มีฐานเปน i1+−  ซึ่งระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียที่เลือกใช มีชุดตัวเลขเปนจํานวนเต็ม
ตั้งแต -1 ถึง 1 เน่ืองจากระบบจํานวนดังกลาวมีระดับของความซ้ําซอนที่นอยที่สุด และเปน
ระบบจํานวนที่ไมมีการซ้ําซอนของการแสดงคาศูนย สําหรับปญหาของการบวกแบบเชื่อมตรง
บนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียระหวางจํานวนเชิงซอนสองจํานวน จะถูกพิจารณาเปน
ปญหาของการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงจากชุดตัวเลขที่เปนจํานวนเต็มตั้งแต -2 ถึง 2 ไป
ยังชุดตัวเลขที่เปนจํานวนเต็มตั้งแต -1 ถึง 1 ซึ่งในงานวิจัยนี้ไดใชทฤษฎีของออโตมาตาจํากัด
แบบเชื่อมตรงมาชวยแกปญหาของการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรง โดยที่ออโตมาตาจํากัด
แบบเชื่อมตรงจะถูกกําหนดลักษณะเฉพาะดวยคาความหนวงและเซตจํากัดของสถานะ จาก
ทฤษฎีบทไดแสดงใหเห็นวา อัลกอริทึมของการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงจากชุดตัวเลขที่
เปนจํานวนเต็มตั้งแต -2 ถึง 2 ไปยังชุดตัวเลขที่เปนจํานวนเต็มตั้งแต -1 ถึง 1 ในระบบจํานวน
เชิงซอนของเพนนีย สามารถคํานวณไดดวยออโตมาตาจํากัดแบบเชื่อมตรงที่มีคาความหนวง
เทากับ 8 และมีจํานวนสถานะ 407 สถานะ ซึ่งไดทําการพิสูจนแลววาอัลกอริทึมดังกลาวมีความ
สมเหตุสมผล และความถูกตอง 
 
5.2 ขอเสนอแนะ 

สําหรับปญหาของการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงบนระบบจํานวนเชิงซอนของ
เพนนียที่มีขอมูลออกเปนจํานวนเต็มตั้งแต -1 ถึง 1 ในงานวิจัยนี้ไดนําเสนออัลกอริทึมสําหรับ
การแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงที่มาจากปญหาการบวก และไดวิเคราะหถึงปญหาการแปลง
ชุดตัวเลขในรูปทั่วไปแลว แตยังมีปญหาที่นาสนใจที่ยังไมมีบทพิสูจนอยูคือ อัลกอริทึมสําหรับ
การแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงในระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนียที่ถูกเสนอในงานวิจัยนี้ 
เปนอัลกอริทึมที่มีคาความหนวงที่นอยที่สุดหรือไม และนอกจากนี้ยังมีปญหาของการคํานวณหา
คาความหนวงของการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงบนระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนีย คือ 
เม่ือกําหนดชุดตัวเลขของขอมูลเขาเปนจํานวนเต็มตั้งแต n−  ถึง n  เม่ือ n  เปนจํานวนเต็ม
บวกที่มากกวาหนึ่งแลว ในงานวิจัยน้ีจะหาคาความหนวงของอัลกอริทึมดวยการทดลองจากคา
ความหนวงขั้นต่ํากอน ซึ่งยังไมมีวิธีที่ใชในการคํานวณหาความหนวงของอัลกอริทึมโดยไมตอง
ทดลองหาที่ละระดับคาวามหนวงได 
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