
 ก 
 

การคํานวณเชงิตัวเลขของการไหลแบบราบเรียบโดยใชระเบียบวธิีไฟไนตวอลุม 

ในพิกัดกระชบัขอบเขต 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

นายณัฐพล  โชคบุญมงคล 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

วิทยานิพนธนี้เปนสวนหนึง่ของการศึกษาตามหลกัสูตรปริญญาวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต 

สาขาวิชาวิศวกรรมเครื่องกล       ภาควิชาวิศวกรรมเครื่องกล  

คณะวิศวกรรมศาสตร   จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

ปการศึกษา  2551 

ลิขสิทธิ์ของจฬุาลงกรณมหาวทิยาลยั 

 

  



 ข 
 

NUMERICAL CALCULATION OF LAMINAR FLOW USING FINITE VOLUME METHOD 

IN BODY-FITTED COORDINATES 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Mr. Nattapol  Chokeboonmongkol 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A Thesis Submitted in Partial Fulfillment of the Requirements 

for the Degree of Master of Engineering Program in Mechanical Engineering 

Department of Mechanical Engineering 

Faculty of Engineering 

Chulalongkorn University 

Academic Year 2008 

Copyright of Chulalongkorn University 

 

  









 ฉ 

กิตติกรรมประกาศ 

ผูวิจัยขอกราบขอบพระคุณ ผูชวยศาสตราจารย ดร.สมพงษ พุทธิวิสุทธิศักดิ์ อาจารยที่
ปรึกษาวิทยานิพนธเปนอยางสูง  ที่ทานไดใหความรู คําแนะนํา ตลอดจนขอคิดที่มีคุณคายิ่งใน
การทําวิจัย นอกจากนี้ทานยังไดถายทอดขอคิดหลายสิ่งหลายอยางที่มีคุณคายิ่งเกี่ยวกับการ
ทํางานและการดําเนินชีวิตของผูวิจัย 

ขอกราบขอบพระคุณ ผูชวยศาสตราจารย ดร.ตุลย มณีวัฒนา ประธานกรรมการ รอง
ศาสตราจารย ดร.อศิ บุญจิตราดุล และรองศาสตราจารย ดร.กุณฑินี มณีรัตน กรรมการ ที่ไดให
คําแนะนําและถายทอดความรูตลอดระยะเวลาในการทํางานวิจัยนี้ ซึ่งทําใหวิทยานิพนธฉบับนี้มี
ความสมบูรณมากยิ่งขึ้น 

ทายสุดนี้ผูวิจัยขอกราบขอบพระคุณบิดามารดาที่ใหคําปรึกษา เปนกําลังใจและ
สนับสนุนการศึกษาของผูวิ จัยมาโดยตลอด อน่ึงประโยชนและคุณคาอันใดที่ไดรับจาก
วิทยานิพนธนี้ขอมอบเปนกตัญุตาบูชาแดบิดามารดา ครูอาจารย ตลอดจนผูมีพระคุณทุกทาน 



 ช 

สารบัญ 

 

 หนา 

บทคัดยอภาษาไทย..................................................................................................... ง 

บทคัดยอภาษาอังกฤษ................................................................................................ จ 

กิตติกรรมประกาศ...................................................................................................... ฉ 

สารบัญ....................................................................................................................... ช 
สารบัญตาราง............................................................................................................. ฌ 
สารบัญภาพ............................................................................................................... ญ 

คําอธิบายสัญลักษณและคํายอ..................................................................................... ฐ 
  
บทที่ 1 บทนาํ............................................................................................................. 1 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา.................................................... 1 

1.2 การศึกษาผลงานวิจัยที่ผานมา.................................................................. 3 

1.3 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ.................................................................... 4 

1.4 ขอบเขตของการวิจัย................................................................................ 4 

1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ........................................................................ 5 

1.6 ขั้นตอนการดําเนินงานวิทยานิพนธ........................................................... 5 

  

บทที่ 2 ระเบยีบวธิีไฟไนตวอลุมบนพิกัดกระชับขอบเขต............................................... 7 

2.1 การสรางกริด............................................................................................ 7 

2.2 การแปลงพิกัด.......................................................................................... 8 

2.3 สัมประสทิธิของรูปรางและตัวประกอบความเร็ว......................................... 12 

2.4 สมการครอบคลุมสําหรบัการแกปญหาการไหล.......................................... 16 

2.5 การดิสครีไทซสมการ................................................................................ 20 

2.5.1 พจนการพา............................................................................... 20 

2.5.2 พจนการแพรสวน Orthogonal.................................................. 21 

2.5.3 พจนการแพรสวน Non-orthogonla.......................................... 21 

2.5.4 Source term............................................................................ 22 

2.6 เง่ือนไขขอบ (Boundary conditions)...................................................... 23 

2.6.1 เง่ือนไขขอบบริเวณทางเขา (Inlet boundary condition).......... 23 

2.6.2 เง่ือนไขขอบบริเวณทางออก (Outlet boundary condition)...... 25 

  

  



 ซ 

 หนา 

2.6.3 เง่ือนไขขอบที่ผนัง (Wall boundary condition)....................... 25 

2.6.4 เง่ือนไขขอบแบบสมมาตร (Symmetric boundary condition).. 26 

2.7 การแกระบบสมการเชิงพีชคณิต................................................................ 28 

  

บทที่ 3 สมการโมเมนตัมและความสัมพันธระหวางคามเร็วและความดัน........................ 30 

3.1 สมการโมเมนตัมรวมกบั Physical covariant velocity projection........... 32 

3.2 การประมาณคาโดยใช Numerical scheme.............................................. 35 

3.3 SIMPLE algorithm................................................................................ 37 

  

บทที่ 4 การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร...................................... 42 

4.1 การไหลในแผนคูขนาน (Flow in parallel plates).................................... 42 

4.2 การไหลแบบราบเรียบผาน Gradual-expansion channel......................... 46 

4.3 การไหลแบบราบเรียบผาน Sinusoidal wall............................................. 54 

4.4 การไหลแบบราบเรียบผานผนังรูปคลื่น (Wavy-wall)............................... 62 

  

บทที่ 5 สรุปผลการวิจัย อภิปรายผล และขอเสนอแนะ.................................................. 70 

5.1 สรุปผลการวิจัย........................................................................................ 70 

5.2 ขอเสนอแนะในการศึกษาวิจัยในอนาคต.................................................... 71 

  

รายการอางอิง............................................................................................................ 72 

  

ประวตัิผูเขียนวิทยานิพนธ........................................................................................... 76 

  
 



 ฌ 

สารบัญตาราง 
 
  หนา
ตาราง
ที่ 4.1 

คาความดันทีผ่นังดานบนของชองทางไหล ณ ตําแหนงตางๆ ของกรณี 1) 

Re 10,Re 10G= = .............................................................................................. 
 
48 

ตาราง
ที่ 4.2 

คาความดันทีผ่นังดานบนของชองทางไหล ณ ตําแหนงตางๆ ของกรณี 2) 

Re 100,Re 100G= = ......................................................................................... 
 
49 

   
   
   
   
   
   
   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   
 



 ญ 

สารบัญภาพ 
 

  หนา 

รูปที่ 1.1 กริดที่สรางบนพิกัดกระชับขอบเขต  
(a) ลักษณะโคงแบบตั้งฉากกัน (Orthogonal curvilinear) 

(b) ลักษณะโคงแบบไมตั้งฉากกัน (Non-orthogonal curvilinear)............... 

 
 
 
2 

รูปที่ 2.1 การสรางกริด (a) กริดแบบ TFI (b) กริดแบบอิลิปติก................................... 7 

รูปที่ 2.2 ลักษณะของกริดแบบอิลิปตกิ (a) สมการลาปาซ (b) สมการปวสซอง............ 7 

รูปที่ 2.3 การวางตวัของปริมาตรควบคุม (a) แบบ Cell-centered (b) แบบ Vertex-

centered…................................................................................................ 
 
8 

รูปที่ 2.4 การแปลพิกัดจําพื้นที่กายภาพเปนพ้ืนที่การคํานวณ 

(a) พ้ืนที่ทางกายภาพ (Physical space) 

(b) พ้ืนที่การคํานวณ (Computational space)............................................ 

 
 
 
9 

รูปที่ 2.5 ทิศทางและขนาดของตัวประกอบความเร็วแบบตางๆ ใน 2 มิติ..................... 14 

รูปที่ 2.6 ตําแหนงจุดตางๆ บนปริมาตรควบคุม.......................................................... 20 

รูปที่ 2.7 การกําหนดใหความเรว็ทีท่างเขามีคาคงที่เทากับ inu ................................... 24 

รูปที่ 2.8 การกําหนดใหรูปรางความเร็วทีท่างเขามีรูปรางพาราโบลา........................... 24 

รูปที่ 2.9 ลักษณะความเร็วของ u  บริเวณผนัง........................................................... 26 

รูปที่ 2.10 รูปรางชองทางไหลที่มีลักษณะสมมาตรกนั................................................... 27 

รูปที่ 2.11 โดเมนการคํานวณกรณีที่ใชเง่ือนไขขอบแบบสมมาตร.................................. 27 

รูปที่ 3.1 การวางเวกเตอรความเร็วพิกัดคารทีเซียน 1 ทิศทาง บนกริดแบบเยื้อง......... 31 

รูปที่ 3.2 การวางเวกเตอรความเร็วพิกัดคารทีเซียน 2 ทิศทาง บนกริดแบบเยื้อง......... 31 

รูปที่ 3.3 การวางเวกเตอร Contravariant และ Covariant velocity บนกริดแบบเยื้อง 
(a) Contravariant velocity (b) Covariant velocity.................................. 

 
32 

รูปที่ 3.4 การวางตวัประกอบความเรว็พิกัดคารทีเซียนบนกริดแบบเยื้อง...................... 34 

รูปที่ 4.1 ลักษณะการไหลในแผนคูขนาน.................................................................... 43 

รูปที่ 4.2 รูปรางความเร็วทีต่ําแหนงทางออกเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง.............. 45 

รูปที่ 4.3 รูปรางของปญหา Gradual-expansion channel.......................................... 46 

รูปที่ 4.4 รูปรางของปญหาการไหลผาน Gradual-expansion ทั้ง 3 กรณี 

1) Re 10,Re 10G= =  2) Re 100,Re 100G= =  3) Re 100,Re 10G= = ..... 
 
47 

รูปที่ 4.5 การกระจายของความดันผนังดานบนตลอดโดเมนของกริดขนาดตางๆ กรณี 
3) Re 100,Re 10G= =  .............................................................................. 

 
50 

 
 



 ฎ 

  หนา 
รูปที่ 4.6 การกระจายของความดันผนังดานบนตลอดโดเมนกรณี

1) Re 10,Re 10G= = ................................................................................. 
 
51 

รูปที่ 4.7 การกระจายของความดันผนังดานบนตลอดโดเมนกรณี
2) Re 100,Re 100G= = ............................................................................. 

 
51 

รูปที่ 4.8 การกระจายของความดันผนังดานบนตลอดโดเมนกรณี
3) Re 100,Re 10G= = ............................................................................... 

 
52 

รูปที่ 4.9 เสนกระแสการไหลของรูปรางกรณี 1) Re 10,Re 10G= =  
(a) Cliffe et al. (1982)           Staggerde grid          Non-staggerde grid 
(b) Present calculation............................................................................. 

 
 
 
52 

รูปที่ 4.10 การกระจายตวัของความดันของรูปรางกรณี 1) Re 10,Re 10G= =  
(a) Cliffe et al. (1982)           Staggerde grid          Non-staggerde grid 
(b) Present calculation............................................................................. 

 
 
 
53 

รูปที่ 4.11 เสนกระแสการไหลของรูปรางกรณี 2) Re 100,Re 100G= =  

(a) Cliffe et al (1982)   (b) ผลการคํานวณ................................................ 

 
 
53 

รูปที 4.12 การกระจายตวัของความดันของรูปรางกรณี 2) Re 100, Re 100G= =  
(a) Cliffe et al. (1982)           Staggerde grid          Non-staggerde grid 
(b) Present calculation.............................................................................  

 
 
 
53 

รูปที่ 4.13 รูปรางของปญหา Sinusoidal wall.............................................................. 54 

รูปที่ 4.14 รูปรางความเร็วของกริดขนาดตางๆ เม่ือ 0.2a =  และ Re 100=  ที่ 4x =   56 

รูปที่ 4.15 รูปรางความเร็วตลอดชองทางไหล เม่ือ 0.1a = และRe 1.0= ....................... 56 

รูปที่ 4.16 รูปรางความเร็วตลอดชองทางไหล เม่ือ 0.1a = และRe 10= ........................ 57 

รูปที่ 4.17 รูปรางความเร็วตลอดชองทางไหล เม่ือ 0.1a = และRe 75= ........................ 57 

รูปที่ 4.18 รูปรางความเร็วตลอดชองทางไหล เม่ือ 0.1a = และRe 200= ...................... 58 

รูปที่ 4.19 รูปรางความเร็วตลอดชองทางไหล เม่ือ 0.1a = และRe 400= ...................... 58 

รูปที่ 4.20 รูปรางความเร็วตลอดชองทางไหล เม่ือ 0.2a = และRe 1.0= ....................... 59 

รูปที่ 4.21 รูปรางความเร็วตลอดชองทางไหล เม่ือ 0.2a = และRe 10= ........................ 59 

รูปที่ 4.22 รูปรางความเร็วตลอดชองทางไหล เม่ือ 0.2a = และRe 75= ....................... 60 

รูปที่ 4.23 รูปรางความเร็วตลอดชองทางไหล เม่ือ 0.2a = และRe 200= ..................... 60 

รูปที่ 4.24 รูปรางความเร็วตลอดชองทางไหล เม่ือ 0.2a = และRe 400= ..................... 61 

รูปที่ 4.25 เสนกระแสการไหล กรณี 0.2a = , Re 400= .............................................. 61 

รูปที่ 4.26 รูปรางปญหาการไหลแบบราบเรียบผานผนังรูปคลื่น..................................... 62 

รูปที่ 4.27 การกระจายตวัสัมประสทิธิแ์รงเสียดทานสําหรับกรณี 0.2a = , Re 500=  ที่ 
กริดขนาดตางๆ........................................................................................... 

 
63 

   



 ฏ 

  หนา 
รูปที่ 4.28 การกระจายตวัสัมประสทิธิแ์รงเสียดทานบริเวณผนังรปูคลื่น สําหรบั

กรณี 0.2a = , Re 100= ............................................................................. 
 
64 

รูปที่ 4.29 การกระจายตวัสัมประสทิธิแ์รงเสียดทานบริเวณผนังรปูคลื่น สําหรบั
กรณี 0.2a = , Re 300= ............................................................................. 

 
64 

รูปที่ 4.30 การกระจายตวัสัมประสทิธิแ์รงเสียดทานบริเวณผนังรปูคลื่น สําหรบั
กรณี 0.2a = , Re 500= ............................................................................. 

 
65 

รูปที่ 4.31 การกระจายตวัสัมประสทิธิแ์รงเสียดทานบริเวณผนังรปูคลื่น สําหรบั
กรณี 0.1a = , Re 500= ............................................................................. 

 
65 

รูปที่ 4.32 การเปรียบเทยีบการกระจายตวัสัมประสทิธิ์แรงเสียดทานสําหรับ กรณี 
Re 500=  ที่แอมพลิจูดตางๆ...................................................................... 

 
66 

รูปที่ 4.33 เสนกระแสการไหลที่Re 500= (a) 0.1a =  (b) 0.2a = .............................. 67 

รูปที่ 4.34 การเปรียบเทยีบการกระจายตวัสัมประสทิธิ์แรงเสียดทานสําหรับกรณี 
0.2a = ที่ Reตางๆ.................................................................................... 

 
68 

รูปที่ 4.35 รูปรางความเร็ว ณ ตําแหนง 3.5x = , 5.5 และ 7.5 สําหรับกรณี 0.2a = , 

Re 500= ................................................................................................... 
 
68 

รูปที่ 4.36 รูปรางความเร็ว ณ ตําแหนง 3.5x = , 6.5 และ 8.5 ของปญหา 0.2a = , 
Re 500= ................................................................................................... 
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บทที่  1 

บทนํา 

 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ในปจจุบันปญหาการไหลตางๆในทางวิศวกรรม มักจะเกิดขึ้นในโดเมนที่มี
ลักษณะรูปรางที่ซับซอน การนําระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical method) มาใชรวมกับการ
คํานวณดวยเครื่องคอมพิวเตอร เพ่ือแกสมการเชิงอนุพันธยอย (Partial differential equation) 
หรือที่เรียกวา พลศาสตรของไหลเชิงคํานวณ (Computational fluid dynamics, CFD) 
สามารถลดคาใชจายและลดระยะเวลาในการแกปญหาลงไปอยางมากเมื่อเทียบกับวิธีการ
ทดลอง อีกทั้งสามารถทํานายผลในกรณีที่ไมสามารถทําการทดลองได หรือทําไดยาก อาทิเชน 
การไหลของเลือดในเสนเลือด และการไหลที่เกิดขึ้นในที่ที่อันตรายหรือในสถานที่ที่มีอุณหภูมิสูง 
ในงานอุตสาหกรรม การใชพลศาสตรของไหลเชิงคํานวณชวยใหการออกแบบอุปกรณตางๆ มี
ประสิทธิภาพเพิ่มมากขึ้น ทั้งน้ี การที่เครื่องคอมพิวเตอรในปจจุบันมีความสามารถในการ
คํานวณที่รวดเร็วขึ้นและมีหนวยความจําที่มากขึ้น ก็มีสวนชวยใหการคํานวณดวยระเบียบวิธี
ทางตัวเลขนี้ไดรับความนิยมอยางกวางขวาง 

ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม (Finite volume method) เปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลข
ชนิดหนึ่งที่นิยมนําไปใชในการแกปญหาการไหล และการถายเทความรอน เน่ืองจากจุดเดนใน
เร่ืองของความสะดวกและความเหมาะสมในการแกสมการแบบไมเชิงเสน ซึ่งแตเดิมน้ันไมนิยม
นํามาใชในการแกปญหาที่มีรูปรางลักษณะที่ซับซอน เนื่องจากขอจํากัดของระเบียบวิธีไฟไนต
วอลุมซ่ึงตองที่ทําการคํานวณบนพิกัดมาตรฐาน (Conventional coordinates) เชน พิกัดคารที
เซียน (Cartesian coordinates) พิกัดทรงกระบอก (Cylindrical coordinates) หรือพิกัดทรง
กลม (Spherical coordinates) จึงทําใหผลลัพธที่ไดจากการคํานวณมีความคลาดเคลื่อนปญหา
ดังกลาวสามารถแกไขได โดยการประยุกตใชพิกัดกระชับขอบเขต (Body-fitted coordinates) 

ซึ่งวิธีนี้ถูกเลือกนํามาใชในวิทยานิพนธนี ้

ลักษณะของกริดบนพิกัดกระชับขอบเขตที่ประยุกตใชกับโดเมนที่มีลักษณะ
ซับซอนสามารถแบงไดสองลักษณะคือ กริดที่มีลักษณะโคงแบบตั้งฉากกัน (Orthogonal 

curvilinear) และกริดที่มีลักษณะโคงแบบไมตั้งฉากกัน (Non-orthogonal curvilinear) ดัง
แสดงในรูปที่ 1.1 

  



 2 

 

(a)ลักษณะโคงแบบตั้งฉากกนั  

(Orthogonal curvilinear) 

 

(b)ลักษณะโคงแบบไมตั้งฉากกัน  

(Non-orthogonal curvilinear) 

รูปที่ 1.1 กริดที่สรางบนพิกดักระชับขอบเขต 

 

กริดที่มีลักษณะโคงแบบตั้งฉากกัน มีขั้นตอนการคํานวณที่ยุงยาก และใชเวลา
มากกวาการสรางกริดบนพิกัดทั่วไป (Regular coordinates) ซึ่งกริดลักษณะนี้สามารถสรางขึ้น
โดยใชพิกัดกระชับขอบเขตแบบโคงตั้งฉากกัน (Orthogonal curvilinear coordinates) ซึ่งกริด
ลักษณะนี้มีขอดีคือ ผลลัพธที่ไดจะมีความแมนยํามากกวากริดที่สรางโดยพิกัดทั่วไป แตมีขอเสีย
คือบริเวณที่เปนมุม เสนกริด (Grid line) จะไมสามารถโคงเขาสูมุมไดเน่ืองจากขอจํากัดของก
ริดที่ตองตั้งฉากกัน (Orthogonality constraint) ทําใหผลการคํานวณบริเวณดังกลาวมีความ
คลาดเคลื่อนมาก และเสียเวลาในการคํานวณ เน่ืองจากการกระจุกตัวกันของกริดในบริเวณอื่นที่
ไมตองการความละเอียด 

กริดที่มีลักษณะโคงแบบไมตั้งฉากกันซึ่งมีขอดีคือมีขั้นตอนการสรางกริดที่งาย
และใชเวลานอยกวากริดแบบตั้งฉากเนื่องจากไมมีขอจํากัดของกริดที่ตองตั้งฉากกัน ทําใหกริด
ลักษณะนี้มีความยืดหยุนสูง จึงสามารถโคงตามโดเมนที่มีลักษณะซับซอนได ดังน้ัน บริเวณที่
เปนมุมเสนกริดจะสามารถโคงเขาไปหาได จึงทําใหผลการคํานวณมีความแมนยํามากขึ้น สวน
ขอเสียคือ สมการครอบคลุมที่ประยุกตใชจะมีความซับซอนมากขึ้น เน่ืองจากตองเพ่ิมพจนของ
ความโคงเขาไปในสมการ 

สําหรับวิทยานิพนธฉบับน้ีจะใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมรวมกับพิกัดกระชับ
ขอบเขตแบบโคงไมตั้งฉากกัน โดยมีขั้นตอนหลักๆ 4 ขั้นตอนคือ การสรางกริด การแปลงพิกัด 
การดิสครีไทซ และการแกระบบสมการเชิงพีชคณิต ขั้นตอนแรกคือการสรางกริดเพื่อแบงโดเมน
ออกเปนปริมาตรควบคุมเล็กๆ โดยวิธีการสรางกริดเชิงพีชคณิต (Algebraic method) ขั้นตอน
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ที่สองคือ การแปลงสมการครอบคลุมและเง่ือนไขขอบจากพิกัดคารทีเซียนใหเปนพิกัดกระชับ
ขอบเขต ขั้นตอนที่สามคือ การดิสครีไทซสมการครอบคลุมดวยวิธีไฟไนตวอลุมเพ่ือแปลง
สมการเชิงอนุพันธใหเปนสมการพีชคณิต สวนขั้นตอนสุดทายคือ การหาผลเฉลยของสมการ
พีชคณิตโดยพิจารณารวมกับเง่ือนไขขอบ และเง่ือนไขเร่ิมตนตางๆ 

 

1.2 การศึกษาผลงานวิจัยที่ผานมา 

การใชพิกัดกระชับขอบเขตเริ่มไดรับความนิยมตั้งแต 20 ปที่แลว โดยมีผูศึกษา
และประยุกตใชพิกัดกระชับขอบเขตกับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในหลายๆ วิธี ซึ่งในชวงแรกนั้น 
Thompson et al. (1974, 1975, 1982a) และ Thompson (1982b) ไดเสนอแนวความคิด
พ้ืนฐานและหลักการเกี่ยวกับระบบพิกัดกระชับขอบเขตวาสามารถนําไปประยุกตใชกับโดเมนที่
มีรูปรางซับซอนได ตอมาไดมีการพัฒนาวิธีการสรางกริดขึ้นมามากมายเพื่อใหมีความเหมาะสม
กับปญหาที่นํามาวิเคราะห การสรางกริดสามารถทําไดหลายวิธี ซึ่งแตละวิธีมีการพัฒนามาอยาง
ตอเนื่อง โดยวิธีเชงิพีชคณิต และวิธีการแกสมการเชิงอนุพันธเปนวิธีที่ไดรับความนิยมนํามาใช
ในการสรางกริดมาก ซึ่ง Gordon and Hall (1973) ไดเร่ิมใชวิธีนี้ในการสรางกริดบนพิกัดโคง
เปนคนแรก จากนั้นมีผูวิจัยหลายทานนําวิธีนี้ไปใชในการสรางกริด ตอมา มีการกําหนดตัว
ประกอบความเร็วขึ้น นั่นคือการใชตัวประกอบความเร็วพิกัดคารทีเซียนเปนตัวแปรตามทําให
สามารถแกสมการโมเมนตัมไดโดยตรง โดยที่ตัวประกอบความเร็วในพิกัดคารทีเซียนจะถูกระบุ
ไวที่มุมของปริมาตรควบคุมสวนคาความดันจะอยูตรงกลางซึ่งวิธีดังกลาวมีนักวิจัยหลายทานได
นําไปใช เชน Vanka et al. (1980), Shyy and Correa (1985), Shyy et al. (1985), Shyy 
and Vu (1986), Shyy and Braaten (1986), Braaten and Shyy (1986a, 1986b) , Correa 
and Shyy (1987) และ Shyy (1987) เปนตน สําหรับการใชตัวประกอบความเร็ว 

Contravariant รวมกับกริดแบบเยื้อง (Staggered-grid) บนพิกัดกระชับขอบเขต อาทิเชน 
Maliska and Raithby (1986) ไดทําการคํานวณการไหลโดยใชพิกัดกระชับขอบเขตแบบโคง
ไมตั้งฉากกัน Demirdzic et al. (1987) และ Dvinsky (1987) ทําการคํานวณการไหลแบบ
ราบเรียบ และการไหลแบบปนปวน ใน 2 มิติ Malin et al. (1985) คํานวณการไหลแบบ
ราบเรียบ และการไหลแบบปนปวนใน 3 มิติ  Karki (1986) และ Karki and Patankar 

(1988a, 1988b) ทําการคํานวณการไหลแบบราบเรียบทั้งแบบอัดตัวไดและแบบอัดตัวไมได 
รวมไปถึงการไหลแบบ Transonic และ Supersonic 

Peric (1985) ไดใชตัวประกอบความเร็วในพิกัดคารทีเซียนรวมกับกริดแบบไม
เยื้อง เพ่ือประหยัดหนวยความจําในการคํานวณ โดยใชวิธีการประมาณคาของพจนการพาที่
บริเวณผิวรอยตอของปริมาตรควบคุมของ Rhie and Chow (1983) เพ่ือหลีกเลี่ยง
ปรากฏการณ Checkerboard effect ซึ่งวิธีที่คลายกันน้ี ไดถูกนําไปพัฒนาตอโดย Burns and 

Wilkes (1987) จากนั้น Karki (1985) ไดเร่ิมใชตัวประกอบความเร็วที่เปลี่ยนทิศไปตาม
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ทิศทางของพิกัดที่เปลี่ยนไป ซึ่งเรียกวา ตัวประกอบความเร็วแบบ Physical covariant 

รวมกับกริดแบบเยื้องในการคํานวณ วิธีดังกลาวเปนวิธีที่ไดรับความนิยมและถูกนําไปพัฒนาตอ
โดย Melaaen (1990) 

ปจจุบันการใชพิกัดกระชับขอบเขตยังเปนที่นิยมอยู เชน Rosa and Pinho 

(2005) ไดทําการคํานวณการไหลแบบราบเรียบผาน Diffuser โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
รวมกับพิกัดกระชับขอบเขตแบบไมตั้งฉากกัน Oztop (2005) ทําการคํานวณการถายเทความ
รอนและการไหลผานผนังรูปคลื่น และปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางในทอโดยใชกริดแบบอิลิป 
ติกควบคูกับการใชขั้นตอน SIMPLEM ในการแกปญหา 

 

1.3 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 

1.3.1 เพ่ือศึกษาวธิีการสรางกริดและระเบียบวิธไีฟไนตวอลุมเพ่ือใชในระบบ
พิกัดกระชับขอบเขต 

1.3.2 พัฒนาแบบจําลองเพือ่ใชสําหรับการคํานวณการไหลแบบราบเรียบใน
ระบบพิกัดกระชับขอบเขต 

1.3.3 พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรดวยระเบียบวธิีเชิงตัวเลขแบบไฟไนตวอลุม
เพ่ือใหสามารถทํานายการไหลแบบราบเรยีบในระบบพกิัดกระชับ
ขอบเขตได 

 

1.4 ขอบเขตของการวิจัย 

1.4.1 ศึกษาวธิีการสรางกรดิและระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเพ่ือใชในระบบพิกัด
กระชับขอบเขต 

1.4.2 พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถแกปญหาการไหลแบบราบเรยีบ 
2 มิติดวยระเบียบวิธไีฟไนตวอลุมบนพิกดักระชับขอบเขตได 

1.4.3 ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่พัฒนาขึน้กับปญหาการไหลแบบ
ราบเรียบแบบงายที่มีผลเฉลยแมนตรง ผลการทดลอง หรือผลการ
คํานวณโดยระเบียบวธิีเชิงตัวเลขอ่ืนๆ 
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1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 

1.5.1 เพ่ิมความรูความเขาใจในระบบพิกดักระชับขอบเขต การสรางกริด และ
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเพ่ือใชสําหรับพกิัดกระชับขอบเขต 

1.5.2 สามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นไปใชแกปญหาการไหล 
และสามารถนาํไปประยุกตเพ่ือใชในการแกปญหาอ่ืนๆ ในรูปรางที่
ซับซอนได 

1.6 ข้ันตอนการดําเนินงานวิทยานิพนธ 

1.6.1 ศึกษาพฤติกรรมการไหล ซึ่งเปนสมการเชิงอนุพันธที่ประกอบดวย 
สมการนาเวียร-สโตกส และสมการความตอเนื่อง สําหรับการไหลแบบ
ราบเรียบ ที่อัดตัวไมไดใน 2 มิติที่มีสภาวะคงตวั 

1.6.2 ศึกษาระบบพิกัดกระชับขอบเขตและการสรางกริดสําหรับใชในการ
แกปญหาที่มีรูปรางซับซอน 

1.6.3 ศึกษาระเบียบวธิีไฟไนตวอลุมที่สามารถนํามาใชในระบบพิกัดกระชับ
ขอบเขต 

1.6.4 พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร โดยนําไปแกปญหาการไหลแบบราบเรยีบ
ที่มีผลเฉลยแมนตรง และผลจากการทดลองที่มีผูศึกษามากอน เพ่ือให
ม่ันใจวาโปรแกรมคอมพิวเตอรนั้นมีความถูกตองและนาเชื่อถือ 

1.6.5 วิเคราะหและสรุปผล ที่เกิดขึ้นจากการคํานวณพรอมทั้งขอเสนอแนะ เพ่ือ
เปนแนวทางในการประยุกตใชในงานวิจัยระดับสูงตอไป 

1.6.6 จัดพิมพวิทยานิพนธ 
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บทที่  2 

ระเบียบวิธไีฟไนตวอลุมบนพิกัดกระชับขอบเขต 

 

ขั้นตอนแรกในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนพิกัดกระชับ
ขอบเขตคือการสรางกริด ซึ่งกริดที่ตองการนั้นจะตองมีระยะหางที่เหมาะสม จากนั้นจึงนําสมการ
ครอบคลุมและเง่ือนไขขอบจากพิกัดคารทีเซียนไปเปนพิกัดกระชับขอบเขต โดยการใชกฎลูกโซ 
จากนั้นจึงทําการดิสครีไทซดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม สุดทายจึงเปนการแกระบบสมการเชิง
พีชคณิตดวยวิธี TDMA 

2.1 การสรางกริด 

การสรางกริด (Grid generation) คือกระบวนการแบงพ้ืนที่โดเมนที่สนใจ
ออกเปนปริมาตรควบคุมยอยๆ จํานวนมากที่เรียกวาเซลล (Grid cell) เชื่อมตอระหวางจุดกริด 
(Grid points) ดวยเสนกริด (Grid lines) ซึ่งกระบวนการสรางกริดนี้มีความสําคัญเน่ืองจากเปน
ขั้นตอนแรกสําหรับการวิเคราะหปญหาโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 

สําหรับวิทยานิพนธนี้ ได เลือกใชวิธีการสรางกริด ดวยวิธี เชิงพีชคณิต 
(Algebraic method) ซึ่งมีขั้นตอนดังน้ี เริ่มแรก กําหนดจุดกริดลงบนเสนขอบของโดเมนที่
คํานวณ หลังจากนั้นจึงหาตําแหนงจุดกริดที่อยูภายในโดเมน โดยการใชการประมาณคาแบบ 
Transfinite interpolation methods (TFI) ซึ่งขอดีของการสรางกริดดวยวิธีเชิงพีชคณิต และ
การประมาณคาแบบ TFI คือ สามารถสรางกริดไดงายและรวดเร็ว เนื่องจากไมตองใช
กระบวนการทําซ้ํา และสามารถควบคุมระยะหางระหวางกริดไดอยางเหมาะสม สําหรับ
รายละเอียดการสร างกริดด วยวิธี  TFI สามารถหาดู ได จากหนั งสือที่ เกี่ ยวของกับ 
Computational Techniques for Fluid Dynamics เชน Fletcher (2003), Ferziger and 

Peric (1999) หรือจากงานวิจัยที่ผานมา เชน Melaaen (1990), จุฑาทรัพย ปรมีศนาภรณ 
(2549) เปนตน 

การสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก สามารถทําไดโดยใช
สมการลาปลาซ (Laplace equation) หรือสมการปวสซอง (Poisson equation) ซึ่งการสราง 
กริดดวยสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกนี้มีขอเสียที่เห็นไดชัดคือ การกระจายของเสนกริดบริ
เวณที่เปนมุมของโดเมน หรือบริเวณที่เปนสวนโคง จะมีความหางจากขอบของโดเมนปญหา ดัง
แสดงในรูปที่ 2.1 ทําใหการคํานวณบริเวณนั้นไมแมนยํา ซึ่งเม่ือเทียบกับการสรางกริดดวยวิธี 
TFI จะเห็นไดวา กริดแบบ TFI สามารถเขาใกลขอบของโดเมนไดดีกวา สําหรับกรณีการสราง 
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กริดแบบอิลิปติกที่ใชสมการปวสซองมาชวยในการควบคุมเสนกริด ซึ่งทําใหการสรางกริดเขา
มุมไดดีมากขึ้น แตก็ยังไมเปนที่นาพอใจ ดังแสดงในรูปที่ 2.2 

 
(a) กริดแบบ TFI                              (b) กริดแบบอิลิปติก 

รูปที่ 2.1 การสรางกริด 

 

 
(a) สมการลาปลาซ 

 
(b) สมการปวสซอง 

รูปที่ 2.2. ลักษณะของกริดแบบอิลิปติก 

การวางตัวของปริมาตรควบคุมยอยบนโดเมนสามารถทําได 2 วิธีดวยกัน ไดแก 
การวางตัวแบบ Cell-centered และการวางตัวแบบ Vertex-centered ซึ่งการวางตัวแบบ Cell-

centered นั้นปริมาตรควบคุมจะวางบนเสนกริดและ Node จะวางไวตรงกลางของปริมาตร
ควบคุมซึ่งอยูตรงกลางระหวางเสนกริดดังแสดงในรูปที่ 2.3(a) ซึ่งจะตางกับการวางตัวแบบ 
Vertex-centered ที่มีการวาง Node ไวตรงจุดตัดกันของเสนกริด และขอบของปริมาตรควบคุม
จะอยูตรงกลางระหวางเสนกริด ดังแสดงในรูปที่ 2.3(b) โดยในวิทยานิพนธนี้จะเลือกใชการ
วางตัวแบบ Cell-centered เน่ืองจากวิธีนี้มีขอดีคือสามารถประยุกตใชเง่ือนไขขอบเขตไดงาย 
เน่ืองจากเงื่อนไขขอบของโดเมนจะตรงกันกับเง่ือนไขขอบของปริมาตรควบคุม 
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(a) แบบ Cell-centered 

 
(b) แบบ Vertex-centered 

 

รูปที่ 2.3 การวางตวัของปรมิาตรควบคุม (a) (b)  

 

2.2 การแปลงพิกัด 

สําหรับในระบบพิกัดกระชับขอบเขต การคํานวณเพ่ือหาผลเฉลยของปญหา
ดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข สามารถทําไดทั้งบนพื้นที่ทางกายภาพ (Physical space) ดังแสดงใน
รูปที่ 2.4(a) และบนพื้นที่ที่ทําการแปลงพิกัดแลวซ่ึงเรียกวา พ้ืนที่การคํานวณ (Computational 

space) ดังแสดงในรูปที่ 2.4(b) โดยทั้ง 2 วิธีนี้มีความแตกตางกันคือ การคํานวณบนพื้นที่ทาง
กายภาพกริดจะมีลักษณะที่โคง ทําใหการดิสครีไทซสมการครอบคลุมตองทําในเซลลที่บิดเบี้ยว
ซึ่งยากตอการคํานวณหาผลเฉลยของปญหา แตพ้ืนที่ ปริมาตร และเวกเตอรตัวแปรอิสระจะ
สามารถอธิบายความหมายทางกายภาพได ในขณะที่การคํานวณบนพื้นที่การคํานวณจะกระทํา
บนเซลลรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสซึ่งจะทําการคํานวณไดกวา 

  

x

ξ
η

y

 ξ

η

 

(a) พ้ืนที่ทางกายภาพ 

 (Physical space) 

(b) พ้ืนที่การคาํนวณ 

 (Computational space) 

รูปที่ 2.4 การแปลงพิกัดจากพื้นที่กายภาพเปนพ้ืนที่การคํานวณ 
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สําหรับวิทยานิพนธนี้จะคํานวณหาผลเฉลยบนพื้นที่การคํานวณ โดยหลังจาก
สรางกริดแลว เราจะคํานวณคาตัวประกอบของรูปราง (Geometric coefficient) จากลักษณะ
ของ กริด จากนั้นจึงทําการแปลงสมการครอบคลุมจากพิกัดคารทีเซียนซึ่งมีตัวแปรอิสระ
คือ ( ) ( , )ix x y= ไปเปนพิกัดกระชับขอบเขตมีตัวแปรอิสระคือ ( ) ( , )iξ ξ η= โดยอาศัยกฎลูกโซ 
แลวทําการดิสครีไทซและแกระบบสมการเชิงพีชคณิตบนกริดสี่เหลี่ยมธรรมดา เม่ือไดผลเฉลย
แลวสามารถสงคากลับไปยังตําแหนงตางๆ ของจุดกริดบนพิกัดคารทีเซียนไดทันที ซึ่งมี
รายละเอียดดังตอไปน้ี 

รูปแบบทั่วไปของสมการครอบคลุมพ้ืนฐาน (Governing equations) สําหรับ
ปญหาการไหลแบบสองมิตใินพิกัดคารทีเซียนสามารถแสดงไดในรูปของตัวแปร φ  ดังตอไปน้ี 

  
( ) ( )

{
Source Term

Convection Term Diffusion Term

u v
S

x y x x y y φ

ρ φ ρ φ φ φ∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = Γ + Γ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠144424443 14444244443

 (2.2)

โดยที่ Γ  คือสัมประสิทธิ์การแพร (Diffusion coefficient) 

ซึ่งมีสมการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x  ในแนวแกน y  และสมการความตอเนื่อง คือ 

x-momentum equation 

  

( ) ( )
u

uu vu u u p S
x y x x y y x
ρ ρ

μ μ
∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.3)

y-momentum equation 
  
 

( ) ( )
v

uu vv v v p S
x y x x y y y
ρ ρ

μ μ
∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.4)

Continuity equation 
  
 

( ) ( )
0

u v
x y
ρ ρ∂ ∂

+ =
∂ ∂

 (2.5)

พิจารณาสองพจนแรกทางดานขวาของสมการ  (2.2) คือพจนการแพร 
(Diffusion term) เม่ือใชกฎลูกโซสามารถแปลงพิกัดสมการไดดังนี้ 
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x x x x x x
φ φ ξ φ η

ξ η
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ = Γ + Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.6)

จะเห็นไดวาเม่ือแปลงพิกัดแลวก็ยังติดตัวแปร x  (
x
ξ∂
∂

และ
x
η∂
∂

) อยูจึงใชความสัมพันธระหวาง 

Physical space และ Computational space ไดดังนี ้
  

1 1y y
x x J x J x

φ φ φ
ξ η η ξ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ = Γ − Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (2.7)

ซึ่งความสัมพันธระหวาง Physical space และ Computational space คือ 

  

1
y y

x x
x xJ

y y

ξ η
η ξ

ξ η
η ξ

∂ ∂⎡ ⎤∂ ∂⎡ ⎤ −⎢ ⎥⎢ ⎥ ∂ ∂∂ ∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥ =
∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2.8)

โดยที่ J  คือเมตริกซจาโคเบียน ซึ่งมีคาดังนี ้
  

( , ) x y x yJ ξ η
ξ η η ξ
∂ ∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂ ∂

 (2.9)

และในทํานองเดียวกัน เม่ือพิจารณาพจนการแพรพจนที่สองของสมการ (2.2) โดยใชกฎลูกโช
แปลงสมการ พรอมทั้งใชความสัมพันธระหวาง Physical space และ Computational space 

ไดดังนี ้
  

1 1x x
y y J y J y

φ φ φ
ξ η η ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
Γ = − Γ + Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.10)

พิจารณาพจนเชิงอนุพันธ 
x
φ∂

Γ
∂

 และ
y
φ∂

Γ
∂

 ในสมการ (2.7) และ (2.10) ทําการแปลงพิกัดตาม

ขั้นตอนเดิม ไดดังนี ้
  

1 1y y
x J J
φ φ φ

ξ η η ξ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Γ = Γ − Γ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (2.11)

  
1 1x x

y J J
φ φ φ

ξ η η ξ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Γ = − Γ + Γ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (2.12)
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แทนคาสมการ (2.11) และ (2.12) กลับลงในสมการ (2.7) และ (2.10) จะไดสมการพจนการ
แพรของสมการครอบคลุมพ้ืนฐานที่ผานการแปลงพิกดัแลวดังนี ้

  

31 2 21 1 CC C C
x y J J J J J J

μμ μ μφ φ φ φ φ φ
ξ ξ η η η ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Γ +Γ = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (2.13)

โดยที่คา 1C , 2C  และ 3C  คือ 

  
2 2

1
y xC
η η

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.14)

  

2
y y x xC
η ξ η ξ
∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂

 (2.15)

  
2 2

3
x yC
ξ ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.16)

สําหรับพจนที่ยังไมไดแปลงพิกัดคือ พจนการพา (Convection term) ทางซายมือของสมการ 
(2.2) ทั้ง 2 พจน สามารถแปลงพิกัดไดดังนี ้

  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1

u v
x x

y x x yu v v u
J

ρ φ ρ φ

ρ φ ρ φ ρ φ ρ φ
ξ η η η ξ ξ

∂ ∂
+ =

∂ ∂
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (2.17)

สําหรับพจนความดันของสมการโมเมนตัมในแนวแกน x  และ y  สามารถแปลงพิกัดไดดังนี้ 
  

1 1p p y p y
x J Jξ η η ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.18)

  
1 1p p x p x

y J Jξ η η ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (2.19)

ดังนั้น เม่ือแทนคาพจนการแพรสมการ (2.13) และพจนการพาสมการ (2.17) กลับลงในสมการ 
(2.2) จะไดสมการครอบคลุมการไหลสําหรับสองมิติในรูปตัวแปร φ  ดังนี ้
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( ) ( ) ( ) ( )y x x ypu pv pv puφ φ φ φ
ξ η η η ξ ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

31 2 2CC C C JS
J J J J φ

φ φ φ φ
ξ ξ η η η ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ΓΓ Γ Γ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

(2.19)

ดวยวธิีการแปลงพิกัดนี้ จะสามารถแปลงพิกัดสมการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x  แนวแกน 
y  และสมการความตอนเน่ืองไดดังนี้ 

x-momentum equation 
  

( ) ( ) ( ) ( )y x x ypuu pvu pvu puu
ξ η η η ξ ξ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

31 2 2CC C Cu u u u
J J J J

μμ μ μ
ξ ξ η η η ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

u
p y p y JS
ξ η η ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

(2.20)

y-momentum equation 
  

( ) ( ) ( ) ( )y x x yuv vv vv uvρ ρ ρ ρ
ξ η η η ξ ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

31 2 2CC C Cv v v v
J J J J

μμ μ μ
ξ ξ η η η ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

v
p x p x JS
ξ η η ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

(2.21)

และสมการความตอเนื่อง 
  

( ) ( ) ( ) ( ) 0y x x ypu pv pv pu
ξ η η η ξ ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (2.22)
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2.3 สัมประสทิธ์ิของรูปรางและตัวประกอบของความเร็ว 

สัมประสิทธิ์ของรูปรางและตัวประกอบของความเร็วน้ี มีความเกี่ยวของกับการ
แปลงพิกัดซึ่งสัมประสิทธิ์เหลานี้คือ Covariant metric tensor component ( )ijg , 

Contravariant metric tensor component ( )ijg  และ Mixed tensor component ( )i
jg  ซึ่ง

สามารถนิยามสัมประสิทธิ์ทั้งสามในรูปของเทนเซอรไดดังนี ้

Covariant metric tensor component 
  

( ) ( )e e k k
ij i ji jg J J= ⋅ =

r r  (2.23)

 

Contravariant metric tensor component 
  

( ) ( )e ei jij i j
k kg J J= ⋅ =

r r  (2.24)

Mixed tensor component 
  

( )
( )e eii i k i

j k j jjg J J δ= ⋅ = =
r r  (2.25)

เม่ือ ( )e i
r  คือ Covariant basis vector โดย ( )e i ikk

k i ki
j

x J
ξ
∂

= =
∂

r rr  

 ( )e ir  คือ Contravariant basis vector โดย ( )e i ii ii
k k k

k

J
x
ξ∂

= =
∂

r rr  

และ i
jδ  คือ Kronecker delta ( )0;i

j i jδ = ≠  และ ( )1;i
j i jδ = =  

สําหรับเวกเตอรความเร็วในพิกัดคารทีเซียนสามารถแยกตัวประกอบเปน
เวกเตอรความเร็ว Covarian หรือ Contravariant ไดโดยใชนิยามของ Basis vector ดังนี ้

  
( )

( )U e ei i
i iU U′ ′= =

r r r  (2.26)

เม่ือ U
r

 คือเวกเตอรความเร็วในพิกัดคารทีเซียน โดย U i i jiu u v= = +
r r rr

 

 iU ′  คือตัวประกอบ Covariant ของ U
r

 

 iU ′  คือตัวประกอบ Contravariant ของ U
r
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ความสัมพันธระหวางสวนประกอบความเร็วแบบตางๆ (คารทีเซียน, 

Covariant และ Contravariant) สามารถแสดงไดดังตอไปน้ี 
  

jj
i i j j

i

x
U J u u

ξ
∂

′ = =
∂

 (2.27)

  

i

ji i
j j jU J u u

x
ξ∂

′ = =
∂

 (2.28)

  
j k k j

i ij i jU g U J J U′ ′ ′= =  (2.29)
  

i ij i j
j k k jU g U J J U′ ′ ′= =  (2.30)

ซึ่งทิศทางและขนาดของตัวประกอบความเร็วเหลานี้แสดงในรูปที่ 2.5 

x

y

ξ

η

4

4

1

1

2

2

x

y

ξ

η

3

3

1

1
5

5

 

1. Cartesian component,  iu  

2. Covariant component,  iU ′  

3. Contravariant component, iU ′  

4. Covariant projection,  iV  

5. Contravariant projection, iV  

รูปที่ 2.5 ทิศทางและขนาดของตัวประกอบความเร็วแบบตางๆ ใน 2 มิต ิ
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เม่ือนําเวกเตอรหน่ึงหนวย ( )

( )

e
e

e
i

i

i

=
r

r
r  และ 

( )

( )
ee
e

i
i

i
=
r

r
r  มาชวยในการนิยาม

ตัวประกอบความเร็วแบบ Covariant และ Contravariant จากนั้นจึงแทนคาตัวประกอบ
ความเร็ว Velocity component ดวย Velocity projection ตามแนวแกน (เสนหมายเลข 4 ใน
รูปที่ 2.5) หรือตั้งฉากกับพื้นผิว (เสนหมายเลข 5 ในรูปที่ 2.5) จะได 

Covariant projection 
  

no summation over 

U e
k

k i
i i

ii i

u JV
g

⎛ ⎞
= ⋅ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

r r  (2.31)

Contravariant projection 
  

( )

( ) ( )
no summation over 

U AU e
A A

i i
i i k k

i i

i

u AV
⎛ ⎞⋅⋅ ⎜ ⎟= ⋅ = =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

rr
r r

r r  (2.32)

เม่ือ ( )A ir
 คือเวกเตอรพ้ืนที่ 

 iig  คือ ( )ier  ซึ่งอาจแทนดวยสัญลักษณ ih  

 i
kA  คือ i

kJ J⋅  

เม่ือนําคา iU ′  จากสมการ (2.27) ลงไปแทนคา k
k iu J ในสมการ (2.32) จะ

สามารถสรางความสัมพันธระหวาง Physical covariant velocity projection กับ Covariant 

velocity components ไดดังนี ้
  

no summation over 

k
k i i

i
ii ii i

u J UV
g g

⎛ ⎞′
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (2.33)

จากความสัมพันธ iV  ในสมการ (2.33) สามารถจัดรูปใหมไดดังนี ้
  

( )
no summation over i i ii i

U V g′ =  (2.34)

จากสมการ (2.26), (2.34) และคา ( )e ir  ในสมการ (2.25) จะสามารถหาคาตวัประกอบความเร็ว
พิกัดคารทีเซียนไดดังนี้ 

  

( )( )U ii
i ii k kV g J= ⋅

rr
 (2.35)
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และแทนคา 
i

i k
k

AJ
J

=  จะสามารถหาคาตัวประกอบความเร็วพิกัดคารทีเซียนจาก Physical 

covariant velocity projections ไดดังนี้ 
  

i
k

k i ii
Au V g
J

=  (2.36)

ตัวประกอบ Normal flux ( )ˆ iU  สามารถนิยามไดดังนี้ 

  
( )ˆ U Ai i iU JU ′= ⋅ =

rr
 (2.37)

หรือ 

  
( )ˆ U Ai i i

j jU u A= ⋅ =
rr

 (2.38)

คา ˆ iU  ในรูปของความเร็ว Covariant projection สามารถหาไดจากการนําคา iU ′  จากการ
แทนคาสมการ (2.30) ลงในสมการ (2.37) จะได 

  
ˆ i ij

jU Jg U ′=  (2.39)

และนําคา jU ′  ในสมการ (2.34) ลงในสมการ (2.39) จะไดคา ˆ iU  ในรูปของความเรว็ 
Covariant projection ดังนี้ 

  
ˆ i ij

jU Vα=  (2.40)

เม่ือ ( )
no summation over 

ij ij
jj j

Jg gα =  

2.4 สมการครอบคลุมสําหรับการแกปญหาการไหล 

ในหัวขอที่ 2.2 ไดทําการแปลงพิกัดเสร็จเรียบรอยแลว ดังน้ันสมการครอบคลุม
สําหรับปญหาการไหลที่แปลงใหอยูในพิกัดกระชับขอบเขตแลวสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบ
เทนเซอรได ดังตอไปน้ี 

จากสมการ (2.22) คือสมการความตอเนือ่งที่ทําการแปลงพิกัดแลว 

  

( ) ( ) ( ) ( ) 0y x x yu v v uρ ρ ρ ρ
ξ η η η ξ ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (2.22)
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ใชความสัมพันธของ i i
k kA J J= ⋅ ซึ่งสามารถกระจายออกมามีคาตางๆ ดังนี้ 

  
1 1
1 1

yA J J
η
∂

= ⋅ =
∂

 (2.41)

  
2 2
2 2

xA J J
ξ
∂

= ⋅ =
∂

 (2.42)

  
1 1
2 2

xA J J
η
∂

= ⋅ = −
∂

 (2.43)

  
2 2

1 1
yA J J
ξ
∂

= ⋅ = −
∂

 (2.44)

แทนคาลงในสมการ (2.22) ไดดังนี ้
  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 2
1 2 2 1 0u A v A v A u Aρ ρ ρ ρ

ξ η
∂ ∂

+ + + =
∂ ∂

 (2.45)

จัดรูปสมการใหมไดดังนี้ 
  

( )( ) ( )( )1 1 2 2
1 2 2 1 0uA vA vA uAρ ρ

ξ η
∂ ∂

+ + + =
∂ ∂

 (2.46)

และใชความสัมพันธของสมการ (2.38) คือ ˆ i i
j jU u A=  แทนคาในสมการ (2.46) ไดดังนี้ 

  

( ) ( )1 2ˆ ˆ 0U Uρ ρ
ξ η
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 (2.47)

และสามารถเขียนใหอยูในรปูเทนเซอรไดดังนี้ 
  

( )ˆ 0i

i

Uρ
ξ
∂

=
∂

 (2.48)

ในทํานองเดียวกันพจนการพาของสมการโมเมนตัมที่อยูในรูปทั่วไปของตัวแปร φ  สามารถ
เขียนได ดังนี ้
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y x x yu v v uρφ ρφ
ξ η η η ξ ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

( )( ) ( )( )1 1 2 2
1 2 2 1uA vA uA vAρφ ρφ

ξ η
∂ ∂

= + + +
∂ ∂

 

( ) ( )1 2ˆ ˆU Uρφ ρφ
ξ η
∂ ∂

= +
∂ ∂

 

(2.49)

สําหรับพจนการแพรของสมการ (2.19) ซึ่งมีตัวแปร 1C , 2C  และ 3C  จะถูกนําไปเขียนใหอยูใน
รูปของ ( )A ir

ในสมการ (2.14) ถึง (2.16) ไดดังนี้ 
  

2 2
(1) (1)

1 A Ay xC
η η

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= + = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r r
 (2.50)

  
( ) ( )( )1 2

2 A Ay y x xC
η ξ η ξ
∂ ∂ ∂ ∂

= + = − ⋅
∂ ∂ ∂ ∂

r r
 (2.51)

  

( ) ( )
2 2

2 2
3 A Ax yC

ξ ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂

= + = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r r
 (2.52)

กําหนดใหสัมประสิทธิ์ Geometric diffusion มีนิยามดังนี ้
  

( ) ( )A Ai ji j
ij k kA AG

J J
⋅

= =
r r

 (2.53)

จากสมการ (2.19) พจนการแพรสามารถแทนคาตวัแปร ( )A ir
 และ ijG  ไดดังนี ้

  
31 2 2CC C C

J J J J
φ φ φ φ

ξ ξ η η η ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ΓΓ Γ Γ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

11 12 22 21G G G Gφ φ φ φ
ξ ξ η η η ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= Γ +Γ + Γ +Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

(2.54)

ดังน้ัน สมการครอบคลุมพ้ืนฐานหลังจากแทนคาพจนการพาสมการ (2.49) และพจนการแพร
สมการ (2.54) ไดดังนี ้

  

( ) ( )1 2ˆ ˆU Uρφ ρφ
ξ η
∂ ∂

+
∂ ∂

 

11 12 22 21G G G G S Jφ
φ φ φ φ

ξ ξ η η η ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= Γ +Γ + Γ +Γ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

(2.55)
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และสามารถเขียนสมการโมเมนตัมใหอยูในรูปเทนเซอรไดดังนี ้
  

( )ˆ i ij

i i j

U G S Jφ
φρ φ

ξ ξ ξ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= Γ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (2.56)

จัดรูปสมการ (2.56) ใหมไดดังนี้ 
  

ˆiI S Jφ=  (2.57)

เม่ือ 

  

( )ˆ ˆi i ij

i i j

I U G φρ φ
ξ ξ ξ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − Γ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (2.58)

เม่ือใดที่พิกัดมีความเปนมุมฉากคาพจน 0ij

i j

G φ
ξ ξ
⎛ ⎞∂ ∂
Γ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

เน่ืองจาก 0ijG = ( )i j≠  ดังนั้น

คาฟลักซทั้งหมดที่ผานผิวจะถูกแยกออกเปน 2 สวนคือ Orthogonal ( )ˆi
OI  และ Non-

orthogonal ( )ˆi
NOI  ดังนั้นสมการ (2.58) จะถูกแยกออกเปน 2 สวนดังนี้ 

  
ˆ ˆ ˆi i i

O NOI I I= +  (2.59)

เม่ือ 
  

No summation over  

ˆ ˆi i ii
O i

i

I U G φρ φ
ξ

⎛ ⎞∂
= −Γ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (2.60)

  

ˆi ij
NO j

i j

I G φ
ξ ≠

⎛ ⎞∂
= − Γ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (2.61)
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2.5 การดิสครีไทซสมการ 

จากสมการ (2.55) ประกอบดวยพจนตางๆ คือ พจนการพา พจนการแพร และ 
Source term ที่ผานการแปลงพิกัดมาแลว ซึ่งแตละพจนสามารถทําการดิสครีไทซไดดังนี ้

2.5.1 พจนการพา 

  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆe n

e w n sw s e w n s
U U U U U Uρ φ ρ φ ρ φ ρ φ ρ φ ρ φ+ = − + −  (2.62)

เม่ือกําหนดใหฟลักซการพา (Convection flux) คือ ( )ˆ i
nn nn

F Uρ= เม่ือตัวหอย nn  คือตัวบง

บอกแตละผิวของปริมาตรควบคุมคือ ,e  ,w  n  และ s  ดังแสดงในรูปที่ 2.6  

w

e
P

x

y

s

n
E

W

N

S

ξ

η

,e n

,e s

,w n

,w s

 

รูปที่ 2.6 ตําแหนงจุดตางๆ บนปริมาตรควบคุม 
  

1 2ˆ ˆe n

e e w w n n s sw s
U U F F F Fρ φ ρ φ φ φ φ φ+ = − + −  (2.63)

คา φ  ของแตละผิวปริมาตรควบคุมจะตองทําการประมาณคาจากจุดกริดที่
ติดกันโดยที่ความถูกตองของการประมาณคาจะขึ้นอยูกับ Numerical scheme 
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2.5.2 พจนการแพรสวน Orthogonal 

  

11 22
e n

w s

G Gφ φ
ξ η

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
Γ + Γ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

11 11 22 22

e w n s

G G G Gφ φ φ φ
ξ ξ η η

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
Γ − Γ + Γ − Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
(2.64)

เม่ือกําหนดใหสัมประสิทธิ์การแพรคือ GD
δ
Γ

=  เม่ือแทนคาลงในสมการ (2.64) จะสามารถลด

รูปสมการได และคาของพจนการแพรแตละทิศมีคาดังนี้ 
  

( )11 E P
e E e Pe

ee

G G D Dφ φφ φ φ
ξ δξ

⎛ ⎞⎛ ⎞ −∂
Γ = Γ = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.65)

  

( )11 P W
w P w Ww

ww

G G D Dφ φφ φ φ
ξ δξ

⎛ ⎞⎛ ⎞ −∂
Γ = Γ = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.66)

  

( )22 N P
n N n Pn

nn

G G D Dφ φφ φ φ
η δη

⎛ ⎞⎛ ⎞ −∂
Γ = Γ = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.67)

  

( )22 P S
s P s Ss

ss

G G D Dφ φφ φ φ
η δη

⎛ ⎞⎛ ⎞ −∂
Γ = Γ = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.68)

2.5.3 พจนการแพรสวน Non-orthogonal 

  

12 21
e n

w s

G Gφ φ
η ξ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
Γ + Γ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

12 12 21 22

e w n s

G G G Gφ φ φ φ
η η ξ ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
Γ − Γ + Γ − Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
(2.69)

ซึ่งสามารถลดรูปไดดังนี ้
  

12 21
e w n s

e n

w s

G G b b b bφ φ φ φ
φ φ
η ξ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
Γ + Γ = − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2.70)
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สําหรับการหาคาพจนการแพรสวนที่เปน Non-orthogonal ยกตัวอยางเชนพจน 
e

bφ  มี
วิธีการหาคาดังนี ้

  

12
e

e

b Gφ
φ
η

⎛ ⎞∂
= Γ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (2.71)

  

, ,12

, ,
e

e n e s

e n e s

b Gφ

φ φ
δη −

⎛ ⎞−
= Γ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (2.72)

ซึ่งคา ,e nφ  และ ,e sφ จะมีตําแหนงอยูบริเวณมุมขวาบนและมุมขวาลางของปริมาตรควบคุม
ตามลําดับ ซึ่งแสดงไดดังในรูปที่ 2.6 คาตามมุมตางๆ ของปริมาตรควบคุม สามารถหาไดจาก
การประมาณคาในชวงโดยถวงน้ําหนักแบบเชิงเสน (Weighted linear interpolation) ซึ่งมี
รูปแบบสมการดังนี้ 

  

( )1 11e P P Eu f f u= − +  (2.73)

โดย 1Pf  คืออัตราสวนระหวางระยะจาก Node ไปยังขอบของปริมาตรควบคุม ( )Pe  กับระยะ

จาก Node ไปยัง Node ที่อยูติดกันในทศิตะวันออก ( )PE ซึ่งสามารถหาไดจากสมการ 2.74 

  

1P
Pef
PE

=  (2.74)

ดังนั้น การหาคาที่มุมของปริมาตรควบคุมหนึ่งจุดจะใชการประมาณคาในชวงทั้งหมด 3 ครั้ง ซึ่ง
การประมาณคาโดยถวงน้ําหนักแบบเชิงเสนน้ีเปนวิธีที่มีความแมนยําสูงกวาการประมาณคา
ในชวงแบบอ่ืนๆ และสําหรับในทิศอ่ืนๆ ก็สามารถหาคาในทํานองเดียวกัน 

2.5.4 Source term 

เพ่ือความสะดวกในการคํานวณจะแยก Source term ออกเปนสองสวนโดยใช
การประมาณแบบเชิงเสนดังนี ้

  

u P PS S Sφ φ= +  (2.75)

โดย uS  คือพจนที่มีคาคงที่ 

 PS  คือพจนที่เปนสัมประสิทธิ์ของ Pφ  
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นําคาตางๆ ที่ผานการดิสครีไทซมาแลวคือ พจนการพา สมการ (2.63) พจน
การแพรสวน Orthogonal สมการ (2.65) ถึง (2.68) พจนการแพรสวน Non orthogonal 

สมการ (2.70) และSource term สมการ (2.75) ลงในสมการ (2.55) แลวจัดรูปใหม จะไดรูป
ทั่วไปของระบบสมการพีชคณิต ไดดังนี ้

  

P P E E W W N N S Sa a a a a Sφφ φ φ φ φ= + + + +  (2.76)

หรือ 

  

P P NB NB
NB

a a Sφφ φ= +∑  (2.77)

เม่ือ 

  

( )P NB e w n s P
NB

a a F F F F S= + − + − −∑  (2.78)

  

NO uS b Sφ = +  (2.79)
  

e w n sNOb b b b bφ φ φ φ= − + −  (2.80)

 

2.6 เง่ือนไขขอบ (Boundary conditions) 

ในการแกปญหาการไหลดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมน้ัน การกําหนดเงื่อนไข
ขอบเปนสิ่งหน่ึงที่มีความสําคัญซึ่งจะเปนตัวกําหนดลักษณะของแตละปญหา โดยทั่วไปแลวจะ
ประกอบดวย เง่ือนไขขอบบริเวณทางเขา (Inlet boundary condition) เง่ือนไขขอบบริเวณ
ทางออก (Outlet boundary condition) เง่ือนไขขอบบริเวณผนัง (Wall boundary condition) 
และเงื่อนไขขอบแบบสมมาตร (Symmetric boundary condition) เปนตน 

2.6.1 เง่ือนไขขอบบริเวณทางเขา (Inlet boundary condition) 

สําหรับเง่ือนไขขอบบริเวณทางเขาของคาปริมาณ φ  ใดๆ จําเปนตองถูก
กําหนดหรือทราบคา โดยคาของปริมาณ φ  อาจไดมาจากผลการทดลองหรือการประมาณคา 
ดังเชนตัวอยางการไหลในปญหาของรูปที่ 2.6 จะเห็นวาของไหลที่บริเวณทางเขาของทอ จะมี
การกระจายตัวของความเร็วแบบสม่ําเสมอ ซึ่งกําหนดไดโดยใหความเร็วของทางไหลตาม
แนวแกน x บริเวณทางเขามีคาคงที่เทากับ inu และความเร็วของของทางไหลตามแนวแกน y ที่
ทางเขามีคาเทากับศูนย 
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inu u=  (2.81)
  

0v =  (2.82)

 

x

y

inlet outletu=uin

 

รูปที่ 2.7 การกําหนดใหความเร็วบรเิวณทางเขามีคาคงที่เทากับ inu  

 

หรืออาจจะกําหนดใหความเร็วของของไหลตามแนวแกน x มีรูปรางเปนรูปพาราโบลาบริเวณ
ทางเขาดวยการใชสมการพาราโบลาเปนตัวกําหนด และกําหนดใหความเร็วของของไหลตาม
แนวแกน y มีคาเทากับศูนยเชนกัน ดังแสดงในรูปที่ 2.8 

x

y

outletuin

 

 

รูปที่ 2.8 การกําหนดใหรูปรางความเร็วที่ทางเขามีรูปรางพาราโบลา 

 



 25 
 

2.6.2 เง่ือนไขขอบบริเวณทางออก (Outlet boundary condition) 

เง่ือนไขขอบบริเวณทางออกโดยปกติแลวจะไมทราบคา ในกรณีที่ทางออกของ
ของไหลมีการพัฒนาเต็มที่แลว (Fully developed flow) สามารถกําหนดใหปริมาณ φ  ใดๆ 
ไมมีการเปลี่ยนแปลง (Zero gradient) ตามแนวแกน x ยกเวนคาu บริเวณทางออกเทานั้นจะถูก
นําไปปรับคาเพื่อใหสอดคลองกับกฎสมดุลมวล  

  

0
outx

φ∂
=

∂
 (2.83)

แตในกรณีที่ทางออกของไหลยังไมมีการพัฒนาเต็มที่ สําหรับการประมาณคาจะ
ใชวิธีการประมาณคานอกชวงเชิงเสน (Linear extrapolation) 

2.6.3 เง่ือนไขขอบบริเวณผนัง (Wall boundary condition) 

เง่ือนไขขอบบริเวณผนังที่พบในปญหาการไหลทั่วไปจะสามารถแบงไดเปน 
เง่ือนไขขอบที่ไมมีการลื่นไถล (No-slip boundary condition) และเงื่อนไขขอบบริเวณผนัง
สําหรับการไหลแบบราบเรียบ (Laminar boundary condition) 

เง่ือนไขขอบที่ไมมีการลื่นไถล (No-slip boundary condition) คือของไหลที่
อยูติดกับผนังจะมีความเร็วเทากับผนัง ซึ่งในกรณีที่ผนังไมมีการเคลื่อนที่จะทําใหความเร็วตาม
แนวแกน x และ y ของของไหลบนผนังมีคาเทากับศูนย และปริมาตรควบคุมที่อยูติดกับผนังมีคา 

0sa =  (กรณีที่ผนังอยูดานลาง) เน่ืองจากไมมีการคํานวณ Pressure correction ที่ตําแหนงนี้ 
  

0wallu =     และ    0wallv =  (2.84)

เง่ือนไขขอบผนังสําหรับการไหลแบบราบเรียบ (Laminar boundary 

condition) บริเวณผนังจะมีความเคนเฉือนเกิดขึ้นตามแนวแกน x  มีคาดังนี ้
  

P
w

P

u
y

τ μ=  (2.85)

โดย Pu  เปนคาความเร็วที่ Node ดังแสดงในรูปที่ 2.9 ซึ่งเปนการประมาณคาที่
พิจารณาบริเวณใกลผิว เม่ือใหคาความเร็วมีการเปลี่ยนแปลงเปนเชิงเสนเม่ือเทียบกับระยะทาง
จะไดแรงเฉือนมีคาดังนี ้
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S w cellF Aτ=  (2.86)

โดยที่ cellA คือพ้ืนที่ผนังของปริมาตรควบคุม 

 

P

yp

up

Velocity 
profile

 

รูปที่ 2.9 ลักษณะของความเร็ว u  บริเวณผนัง 

 

2.6.4 เง่ือนไขขอบแบบสมมาตร (Symmetric boundary condition) 

เง่ือนไขขอบแบบสมมาตรสามารถประยุกตใชกับโดเมนของปญหาที่มีความ
สมมาตรกัน ดังแสดงในรูปที่ 2.10 การคํานวณโดยใชโดเมนทั้งหมดของปญหาจะทําให
สิ้นเปลืองหนวยความจําและเวลาการคํานวณ แตเม่ือประยุกตใชเง่ือนไขขอบแบบสมมาตรจะทํา
ใหโดเมนการคํานวณลดลง ดังแสดงในรูปที่ 2.11 ซึ่งจะสามารถชวยใหประหยัดหนวยความจํา
และลดเวลาในการคํานวณลง โดยกําหนดเงื่อนไขที่วาไมมีการไหลและไมมีฟลักซผานขอบแบบ
สมมาตร นั่นก็คือ กําหนดคาความเร็วในแนวตั้งฉากกับแนวขอบสมมาตรใหมีคาเปนศูนย และ
ตัวแปร φ  ที่ขอบสมมาตรไมมีการเปลี่ยนแปลงในทิศทางตั้งฉากดังนี ้

  

0v =  (2.87)
  

0
y
φ∂
=

∂
 (2.88)
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รูปที่ 2.10 รูปรางชองทางไหลที่มีลักษณะสมมาตรกัน 

 

outlet

inlet

wall

Symmetry plane
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x

 

รูปที่ 2.11 โดเมนการคํานวณกรณีที่ใชเง่ือนไขขอบแบบสมมาตร 
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2.7 การแกระบบสมการเชิงพีชคณิต 

หลังจากทําการดิสครีไทซสมการเชิงอนุพันธแลวจะไดระบบสมการพีชคณิต 
โดยหัวขอน้ีจะทําการแกระบบสมการพีชคณิตเพ่ือหาผลเฉลยของปญหา ซึ่งการแกระบบสมการ
พีชคณิตมีหลายวิธีดวยกัน โดยในที่นี้ไดเลือกใชวิธีทําซ้ําแบบ Tri-diagonal matrix algorithm 

(TDMA) ซึ่งมีความเหมาะสมในการนํามาใชแกระบบสมการพีชคณิตที่ไดจากระเบียบวิธีไฟ
ไนต วอลุมน้ัน เน่ืองจากวิธีดังกลาวนี้มีขอดีคือ สามารถหาผลลัพธจนลูเขาสูคําตอบไดอยาง
รวดเร็ว และยังประหยัดหนวยความจําของเครื่องคอมพิวเตอร การแกระบบสมการพีชคณิตดวย
วิธี TDMA มีขั้นตอนหลัก 2 ขั้นตอนคือการกําจัดไปขางหนา และการแทนคายอนกลับ ซึ่งจะ
กลาวในรายละเอียดดังตอไปน้ี 

สําหรับปญหาการไหลสองมิติ หลังจากที่ไดทําการดิสครีไทซสมการครอบคลุม
แลวจะสามารถจัดรูปสมการครอบคลุมในรูปแบบที่สามารถใชวิธี TDMA ไดดังนี ้

  

S S P P N N W W E Ea a a a a bφ φ φ φ φ− + − = + +  (2.89)

ระบบสมการ TDMA มีรูปทั่วไปดังนี ้
  

1 1j j j j j j jD Cβ φ φ α φ− +− + − =  (2.90)

เม่ือเปรียบเทียบสัมประสิทธสมการ (2.89) กับ (2.90) จะพบวา 

  

j Saβ =  (2.91)
  

j PD a=  (2.92)
  

j Naα =  (2.93)
  

j E E W WC a a bφ φ= + +  (2.94)

ขั้นตอนการกําจัดไปขางหนา ทําโดยจัดสมการใหอยูในรูปสมการ (2.95) 

  

1j j j jA Cφ φ + ′= +  (2.95)

โดยที่สัมประสิทธิ์ jA และ jC′  สามารถหาไดจาก  
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1−−
=

jjj

j
j AD

A
β
α

 
(2.96)

  
1

1

j j j
j

j j j

C C
C

D A
β

β
−

−

′ +
′ =

−
 (2.97)

เน่ืองจากคาของจุดที่ขอบของโดเมน 1j =  และ 1j n= +  สามารถหาได ดังนั้น 
คาที่จุดดังกลาวคือ 

  

1 0A =  และ 1 1C φ′ =  (2.98)
  

1 0nA + =  และ 1 1n nC φ+ +′ =  (2.99)

ดังน้ันเม่ือทราบคาดังกลาวแลวเราสามารถแทนคายอนกลับ แลวจะไดผลเฉลย
ของปญหาโดยเร่ิมจากการหาคา jA  และ jC′  สําหรับคา 1j = ถึง j n=  จากนั้นจึงหาคา φ  
ของทุกๆ จุดที่ตองการ โดยยอนกลับจาก nφ  ไปหา 1φ  
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บทที่  3 

สมการโมเมนตัมและความสัมพนัธระหวางความเร็วและความดัน 

 

ประเภทของตัวประกอบความเร็วที่ เลือกใชบนพิกัดกระชับขอบเขตมี
ความสําคัญอยางยิ่ง เน่ืองจากกริดในระบบพิกัดกระชับขอบเขตนั้นจะเปลี่ยนแปลงตามลักษณะ
ของโดเมน ซึ่งถาเลือกใชตัวประกอบความเร็วที่ไมเหมาะสมกับโดเมนที่พิจารณา อาจกอใหเกิด
ปญหาขึ้น เชน เม่ือตัวประกอบความเร็วที่เลือกมีทิศทางขนานกับผิวของปริมาตรควบคุม ใน
บริเวณที่มีเกรเดียนทความเร็วสูงอาจสงผลใหเกิดการลูออกของผลลัพธ ตัวประกอบความเร็วที่
เลือกใชมีหลายประเภท ซึ่งแตละประเภทก็มีขอดีขอเสียตางกัน เชน Braatan and Shyy 

(1986) กําหนดใหตัวแปรตามบนแตละผิวของปริมาตรควบคุมเปนตัวประกอบเวกเตอร
ความเร็วพิกัดคารทีเซียนเพียง 1 ทิศทาง ดังแสดงในรูปที่ 3.1(a) ซึ่งวิธีนี้มีขอดีคือ การคํานวณ
ของแตละผิวใชหนวยความจํานอย และการสรางสมการโมเมนตัมก็ไมยุงยาก จึงมีผูวิจัยหลาย
ทาน นําไปใชในการคํานวณ อาทิเชน Meakin et al. (1986a, 1986b, 1988), Hah (1983, 

1984), Yung (1986), Yung et al. (1989) และ Hadjisphocleous (1988a, 1988b) แตวธิกีาร
วางตําแหนงความเร็วแบบนี้ก็มีขอเสียคือ เม่ือของไหลไหลผานชองโคงที่มีลักษณะดังรูปที่ 
3.1(b) ตัวประกอบความเร็วในพิกัดคารทีเซียนจะมีทิศทางเกือบจะขนานกับผิวของปริมาตร
ควบคุม ทําใหความดันและความเร็วมีความเกี่ยวของกันนอย (Weak coupling) ทําใหไมมีผล
ของการพาผานผิวปริมาตรควบคุม เปนสาเหตุที่ทําใหการคํานวณลูออก ตอมา Shyy et al. 

(1986) ไดทําการปรับปรุงโดยกําหนดใหแตละผิวของปริมาตรควบคุมมีตัวประกอบความเร็ว
พิกัดคารทีเซียน 2 ทิศทาง ดังแสดงในรูปที่ 3.2 ซึ่งสามารถชวยแกปญหาการลูออกได แต
วิธีการนี้ก็มีขอเสียคือ การคํานวณสมการโมเมนตัมจะตองเก็บคาตัวประกอบความเร็ว 8 คาตอ 
1 ปริมาตรควบคุมใน 2 มิติ ทําใหสิ้นเปลืองหนวยความจําในการคํานวณคอนขางมาก 

การเลือกใช Covariant และ Contravariant velocity มาแทนตัวประกอบ
ความเร็วในพิกัดคารทีเซียน ดังแสดงในรูปที่ 3.3 เปนอีกวิธีหน่ึงในการลดการใชหนวยความจํา
ในการคํานวณโดยที่ไมกอใหเกิดปญหาที่ตัวประกอบความเร็วมีทิศทางขนานกับผิวของโดเมน
การไหล ซึ่งคา Contravariant velocity จะมีลักษณะตั้งฉากกับผิวของปริมาตรควบคุม ดัง
แสดงในรูปที่ 3.3(a) สวนคา Covariant velocity จะมีทิศทางขนานไปกับแกน ξ และ η  ดัง
แสดงในรูปที่ 3.3(b) ซึ่งในหัวขอ 3.1 จะอธิบายการใช Covariant velocity projection กับ
สมการโมเมนตัม ซึ่งวิธีการนี้อาจจะใช Contravariant velocity projection แทนก็ได เชน 
Karki and Patankar (1988a, 1988b) ไดเลือกใช Covariant velocity projection แทนตัว
ประกอบความเร็วในพิกัดคารทีเซียนของสมการโมเมนตัม และใช Contravariant velocity 
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projection กับสมการความตอเนื่อง และนํามาคํานวณการไหลที่อัดตัวไดและอัดตัวไมไดผาน 

Bump บนพิกัดแบบเยื้อง 
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(a)                                                                (b) 

รูปที่ 3.1 การวางเวกเตอรความเร็วพิกัดคารทีเซียน 1 ทิศทาง บนกริดแบบเยื้อง 
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รูปที่ 3.2 การวางเวกเตอรความเร็วพิกัดคารทีเซียน 2 ทิศทาง บนกรดิแบบเยื้อง 
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(a) Contravariant velocity   (b) Covariant velocity 

รูปที่ 3.3 การวางเวกเตอร Contravariant และ Covariant velocity บนกริดแบบเยื้อง 

 

3.1 สมการโมเมนตัมรวมกับ Physical covariant velocity projections 

การใชสมการโมเมนตัมที่ใช Covariant velocity projections เปนตัวแปรตาม 
เปนวิธีแกปญหาที่กลาวไวในเบื้องตน การดิสครีไทซสมการโมเมนตัมในกรณีนี้มีความยุงยาก
นอยกวาการดิสครีไทซสมการโมเมนตัมที่ใชตัวประกอบความเร็วในพิกัดคารทีเซียน สําหรับ
วิทยานิพนธนี้ไดเลือกใชวิธีน้ีในการคํานวณหาคาตางๆ เน่ืองจากมีความสะดวกในการดิสครี
ไทซสมการและมีขั้นตอนการคํานวณที่ไมยุงยากซับซอน 

จากบทที่ผานมาจะไดสมการโมเมนตัมในแนวแกน x และแนวแกน y ที่ผานการ
แปลงพิกัดและทําการดิสครีไทซสมการใหอยูในรูปสมการพีชคณิตแลว ดังนี้ 

x-momentum equation 
  

P P E E W W N N S S va v a v a v a v a v S J= + + + +  (3.1) 

y-momentum equation 
  

P P E E W W N N S S ua u a u a u a u a u S J= + + + +  (3.2) 

นําคา 
1

1

P

x
h ξ

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 คูณสมการโมเมนตัมในแนวแกน x  และคา
1

1

P

y
h ξ

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

คูณสมการโมเมนตัมใน

แนวแกน y  และเม่ือนําทั้งสองสมการมารวมกันจะไดสมการโมเมนตัมซ่ึงมีทิศทางตามแนวแกน 
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ξ  และหากนําคา 
2

1

P

x
h η

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 คูณสมการโมเมนตัมในแนวแกน x  และคา 
2

1

P

y
h η

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 คูณ

โมเมนตัมในแนวแกน y  เม่ือนําทั้งสองสมการมารวมกันจะไดสมการโมเมนตัมซ่ึงมีทิศทางตาม
แนวแกน η  ดังตอไปน้ี 

x-momentum equation 
  

1 1 1

1 1 1
P P NB NB u

NBP P P

x x xa u a u S J
h h hξ ξ ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑  (3.2) 

 

y-momentum equation 
  

1 1 1

1 1 1
P P NB NB v

NBP P P

y y ya v a v S J
h h hξ ξ ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑  (3.3) 

นําสมการ (3.2) บวกกับสมการ (3.3) 

  

1 1

1 1
P p P

P P

x ya u v
h hξ ξ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
+ =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

1 1 1 1

1 1 1 1
NB NB NB u v

NB P P P P

x y x ya u v J S S
h h h hξ ξ ξ ξ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑  
(3.4) 

 
เม่ือใชความสัมพันธจากสมการ (2.31) ซึ่งเปนความสัมพันธระหวาง Covariant velocity 

projection กับตัวประกอบความเร็วในพิกัดคารทีเซียน ซึ่งมีคาดังนี้ 
  

No summation over 

1U e
k

k i
i i i i

i iii

u J x yV u v
hg ξ ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= ⋅ = = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

r r  (3.5) 

แทนคาสมการ (3.5) ลงในสมการ (3.4) จะได 
  

[ ]1 1 No summation over 
1 1

1 1    
NBP NB u v i

NB PP

x y pa V a V b b
h hξ ξ ξ
⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎡ ⎤′= + + − ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑  (3.6) 

เม่ือ 
e w n su u u u ub b b b b= − + −  และ 

e w n sv v v v vb b b b b= − + −  
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โดย 1NB
V ′  คือคา Covariant velocity projections ของจุดรอบๆ ซึ่งมีทิศทางเดียวกับจุด P  

ดังแสดงในรูปที่ 3.4 และนิยามไดดังนี ้
  

No summation over 

1
NB

P

i NB NBi i
i P P i

x yV u v
h ξ ξ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂′ = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 (3.7) 

หรือ 

  

U e
NB Pi NB iV ′ = ⋅

r r  (3.8) 

ξ

η

P

N

E

S

W

y

x

,nbVξ

,nbVξ′  
 

รูปที่ 3.4 ทิศทางของ Vξ′  และ Vξ  บนกริดแบบเยื้อง 

จากสมการ (3.8) คือสมการหาคา Covariant velocity projection ( )nbiV ′ ของ

จุด NB  คือจุด , ,E W N  และ S  แตทิศทางของ 
nbiV ′  จะมีทิศทางเหมือนกับ 

Pi
V  ของจุด P  ดัง

แสดงในรูปที่ 3.4 เน่ืองจากเวกเตอร eξ
r และ eη

r  คือ Covariant basis vector ซึ่งมีทิศทางตาม
แนวแกน ξ  และ η  ตามลําดับ เปนตัวกําหนดทิศทางของเวกเตอรโดยจะมีทิศทางตามโดเมน
พ้ืนที่การคํานวณ 
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การที่ 
nbiV ′  มีทิศทางตามจุด P  นั้น อาจจะไมถูกตองนักเนื่องจากไม

สอดคลองกับโดเมนการคํานวณ จึงตองมีการเพิ่มพจน 
NBNB i

NB
a V∑  เพ่ือใหมีทิศทางตามโดเมน

ของตัวเอง แลวลบคาดังกลาวออกเพื่อใหสมการมีคาเทาเดิม แสดงไดในสมการ (3.9) 

  

( ) 1
P NB NB NBP i NB i NB i i u vi i i

NB NB i i PP

x y V pa V a V a V V b b
h h

δ
ξ ξ ξ

⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂′= + − + + − ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑  (3.9) 

No summation over i   

พจน ( )NB NBNB i i
NB

a V V′ −∑  อาจเรียกไดวาเปนพจนความโคง (Curvature term) 

สําหรับพจนความดันสามารถหาไดเชนเดยีวกับการหาคาในพิกัดคารทีเซียนดังนี ้
  

1 1

e w

P

P PJ p J
h hξ δξ

⎛ ⎞ −∂
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (3.10)

 
3.2 การประมาณคาโดยใช Numerical scheme 

สําหรับคา 1 1 1, ,e w nV V V และ 1sV ของสมการ (3.9) ซึ่งเปนคาที่ขอบของปริมาตร
ควบคุมจําเปนตองหาคาจากการประมาณคาดวย Scheme ตางๆ เชน Central, Upwind, 

Hybrid หรือ Power-Law scheme และในพิกัดแบบกระชับขอบเขตนี้ก็ใช Scheme ตางๆ ได
เชนเดียวกับพิกัดคารทีเซียน ซึ่งในงานวิจัยนี้ไดเลือกใชวิธีการ Upwind differencing scheme 

ซึ่งเสนอโดย Courant et al. (1952) จุดประสงคในการคิดคนวิธีนี้ก็เพ่ือแกไขปญหาที่เกิดจาก
การสมมติคาการพาที่ Interface eφ  เกิดจากคาเฉลี่ยระหวาง Eφ และ Pφ โดยเสนอแนวคิดใหมคือ
เทอมการแพรกระจายไมมีการเปลี่ยนแปลง แตในเทอมการพาสามารถคํานวณไดโดยสมมติฐาน
ที่กลาววา คาของ φ  ที่ Grid point ของผิวปริมาตรควบคุมตนกระแสการไหล (Upstream) 
ดังนี้ 

  

1 1e PV V=      เม่ือ    0eF >  (3.11)
  

1 1e EV V=      เม่ือ    0eF <  (3.12)

และ 

1 1w WV V=      เม่ือ    0wF >  (3.13)
  

1 1w PV V=      เม่ือ    0wF <  (3.14)
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สําหรับคา 1nV และคา 1sV ก็หาไดในลักษณะเดียวกัน 

ดังนั้นสามารถเขียนสมการพีชคณิตของสมการทั่วไปจะมีคาตางๆ ดังนี้ไดเปน 

  

P NBP i NB i
NB

a V a V b= +∑  (3.15)

เม่ือ 

  

[ ]max ,0N n na D F= + −  (3.15)

  

[ ]max ,0S s sa D F= +  (3.16)
  

[ ]max ,0E e ea D F= + −  (3.17)
  

[ ]max ,0W w wa D F= +  (3.18)

  

P E W N S Pa a a a a S= + + + −  (3.19)

และ 
  

( ) 1
NB NBNB i i u vi i i

NB i i PP

x y V pb a V V b b
h h

δ
ξ ξ ξ

⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂′= − + + − ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  (3.20)

เม่ือ  [ ]max ,A B  คือคาสูงสุด ที่ไดจาการเปรียบเทียบคาระหวาง AและB  

จากสมการ จะสังเกตไดวาคาสัมประสิทธิ์ตางๆ จะไมสามารถมีคาเปนลบได ทํา
ใหผลเฉลยที่ไดมีคาเปนไปตามลักษณะทางกายภาพที่เกิดขึ้นจริง และทําใหสามารถแกปญหา
ตางๆ ไดโดยที่ผลเฉลยลูเขาสูคาใดคาหนึ่ง 
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3.3 SIMPLE algorithm 

ในการแกสมการอนุรักษโมเมนตัมน้ัน ผลเฉลยของสนามการไหลที่ไดจะมีคาที่
ไมสอดคลองกับสมการอนุรักษมวล และเพื่อใหคาผลเฉลยที่ไดจากสองสมการนี้มีความ
สอดคลองกัน เราจะใชขั้นตอนวิธีการที่เรียกวา SIMPLE (Semi–Implicit Method for 

Pressure–Linked Equations) ซึ่งถูกพัฒนาโดย Patankar and Spalding (1972) ขั้นตอนนี้
เปนขั้นตอนการแกปญหาของสนามการไหล โดยการสมมติคาความดันและคาความเร็วใน
ขอบเขตของปญหาที่นาสนใจ แลวคํานวณหาคาความเร็วจากการสมมติคาความเร็วและความ
ดัน เพ่ือที่จะนําคาความเร็วที่คํานวณไดไปหาคาความดันอีกครั้ง โดยใช Pressure-correction 

method เพ่ือชวยในการคํานวณความดันที่ถูกตอง ซึ่งคา Pressure-correction ที่ไดนี้จะถูกนํา
กลับมาหาคาความเร็ว และทําซ้ําตามขั้นตอนดังกลาว จนกระทั่งผลเฉลยลูเขาสูคาใดคาหนึ่ง ซึ่ง
วิธีนี้เปนการชวยใหคาความเร็วและความดันมีความสัมพันธเปนไปตามการอนุรักษโมเมนตัม
และการอนุรักษมวล โดยวิธีในโปรแกรมคอมพิวเตอรนี้ เปนวิธีที่ใชกับกริดแบบเยื้องกัน 

กริดแบบเยื้อง เปนการแบงกริดเพื่อใหกริดของความเร็ว อยูระหวางจุดตอของ
ตัว แปรสเกลาร ทั้งน้ีเพ่ือใหสอดคลองกับสมการความตอเน่ือง (Continuity equation) และ
แกปญหาการเกิด Checker-board effect (Patankar, 1980) อันจะกอใหเกิดความผิดพลาดใน
การคํานวณเชิงตัวเลข 

จากสมการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x  และ y  

  

P nb k

j
P k nb k u k

nb j P

pa u a u b A
ξ

⎛ ⎞∂
= + − ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑  (3.21)

ซึ่งเริ่มตนจากการเดาคา *,p  *u และ *v ในสมการ (3.21) จะไดดังนี้ 
  

*
* *

P nb k

j
P k nb k u k

nb j P

pa u a u b A
ξ

⎛ ⎞∂
= + − ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑  (3.22)

เครื่องหมาย* หมายความวาเปนคาที่กําหนดขึ้นมาใหม เราจึงตองนิยามคาแกไขความดัน 
(Pressure correction, p′ ) ซึ่งก็คือความแตกตางระหวางความดันที่ถูกตอง (Correct 

pressure, p ) กับความดันที่สมมติขึ้นมา (Guessed Pressure, *p ) 

  
*p p p′= +  (3.23)
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และสําหรับคาแกไขความเร็วสามารถนิยามไดในลักษณะเดียวกัน คือ 

  
*

k k ku u u′= +  (3.24)

นําสมการ (3.21) ลบกับสมการ (3.22) จะไดความสัมพันธใหมคือ 

  

P nb

j
P k nb k k

nb j P

pa u a u A
ξ

⎛ ⎞′∂′ ′= − ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑  (3.25)

กําหนดใหคา
nbnb k

nb
a u′∑ มีคาเทากับศูนย เพ่ือลดความยุงยากในการหาคําตอบของสมการ 

(Patangkar, 1980) ดังนั้น จากสมการ (3.25) จะได Velocity-correction คือ 

  

P

j
k

k i
P P

A pu
a ξ

⎛ ⎞′∂′ = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 (3.26)

แทนคาสมการ (3.26) ลงในสมการ (3.24) จะได 
  

*
j

k
k k j

P

A pu u
a ξ

′∂
= −

∂
 (3.27)

แตสําหรับ Physical covariant velocity projection จะตองนําสมการ (3.27) แทนลงในสมการ 

(2.33) ไดดังนี ้
  

*
No summation over   i i ii

P ii

J pV V
a g ξ

′∂
= −

∂
 (3.28)

นําสมการ (3.26) มาคิดหาฟลักซการพา โดยยกตัวอยางที่ทิศ e  ไดดังนี ้
  

( ) ( )1 1 11 12
1 2

ˆ
e e e

F U V Vρ ρ α α⎡ ⎤= = +⎣ ⎦  (3.29)

  

( ) ( )1 1 11 12
1 2

ˆ
w w w

F U V Vρ ρ α α⎡ ⎤= = +⎣ ⎦  (3.30)

จากสมการ(2.47) ทําการอินทิเกรตสมการความตอเนื่องตลอดปริมาตรควบคุมจะได 
  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ 0
e w n s

U U U Uρ ρ ρ ρ− + − =  (3.31)
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เม่ือแทนคา iV จากสมการ (3.28) แทนคาลงในสมการ (3.31) ทุกทิศ โดยจะยกตัวอยางที่ทิศ 
e  และ w  ไดดังนี ้

  

( ) ( ) ( )1 *1 1ˆ ˆ ˆ
e e e

U U Uρ ρ ρ ′= −  (3.32)

  

( ) ( ) ( )1 *1 1ˆ ˆ ˆ
w w w

U U Uρ ρ ρ ′= −  (3.33)

พิจารณาพจน ( )1ˆ
e

Uρ ′  และ ( )1ˆ
w

Uρ ′  ของสมการ (3.30) และ (3.31) ตามลําดับ โดยใช

ความสัมพันธของสมการ (3.29) และ (3.30) มีคาดังนี ้
  

( ) ( )1 11 12
2

11

ˆ E P
e ee

P

P PJU V
a g

ρ ρ α α
δξ

⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′−′ ′= +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (3.34)

  

( ) ( )1 11 12
2

11

ˆ P W
w ww

P

P PJU V
a g

ρ ρ α α
δξ

⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′−′ ′= +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (3.35)

สําหรับทิศ n  และ s  ก็ทําไดเชนเดียวกัน เม่ือไดคาทุกทิศแลวนําคาแทนกลับที่สมการ (3.31) 

และสามารถจัดรูปใหมไดดังนี ้
  

P P N N S S E E N Na P a P a P a P a P b′ ′ ′ ′ ′= + + + +  (3.36)

เม่ือ  
  

22

22
N

P

Ja
a g
ρα

=  (3.37)

  
22

22
S

P

Ja
a g
ρα

=  (3.38)

  
11

11
E

P

Ja
a g
ρα

=  (3.39)

  
11

11
W

P

Ja
a g
ρα

=  (3.40)
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P E W N Sa a a a a= + + +  (3.41)
  

s NOb b b= +  (3.42)
  

( )1* 1* 2* 2*
s e w n sb F F F F= − − + −  (3.43)

  

( ) ( ) ( ) ( )12 12 21 21
2 2 2 2NO e w n s

b V V V Vρα ρα ρα ρα′ ′ ′ ′= − + −  (3.44)

การปรับคาความดันและความเร็วน้ัน บางครั้งจะมีการใสคา Under-relaxation 

เพ่ือใหการคํานวณซ้ํามีผลลัพธลูเขา อยางมีเสถียรภาพ ดังนี้ 
  

*
pp p pα ′= +  (3.45)

และคาความเร็วก็เชนกัน 

  
*

uu u uα ′= +  (3.46)
  

*
vv v vα ′= +  (3.47)

 

เม่ือ pα  คือ Under relaxation factor สําหรับคาความดัน p  

uα  คือ Under relaxation factor สําหรับคาความเร็ว u  

vα  คือ Under relaxation factor สําหรับคาความเร็ว v  

 

จากวิธีการที่กลาวมาในหัวขอน้ี สามารถสรุปขั้นตอนของกระบวนการหาผล
เฉลยดวย SIMPLE algorithm ไดดังนี้ 

1. คํานวณสัมประสิทธิ์ของรูปรางกริดที่ใช 

2. สมมติคาเริ่มตนของ * *,p u และ *v ทุกๆ จุด 

3. แปลงคาความเร็วพิกัดคารทีเซียนเปน Physical covariant velocity 

projection ( )iV  ซึ่งมีทิศทาง ξ  และ η  จากสมการ (2.33) 
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4. แกไขคาที่เกี่ยวของใหสอดคลองกับเง่ือนไขขอบ 

5. คํานวณหาคาสัมประสิทธิ์ และ Source term ของสมการโมเมนตัมดวยการ
ใชตัวแปรลาสุด จะไดคา iV  ทั้งสองทิศ จากสมการ (2.9) โดยใชคา *p  

6. หาคา *ˆ iU  จากสมการ (2.40) โดยใชคา iV  ซึ่งหาไดจากขั้นตอนที่ 5  

7.หาคา p′  จากสมการ (3.36) 

8. คํานวณหาคา p  จากสมการ (3.45) แลวแทนคา p  ที่คํานวณได มาแทน
เปน *p  คาใหม 

9. คํานวณหาคา iV  ใหมจากสมการ (3.28) โดยใชคา p′  จากขั้นตอนที่ 7 

จากนั้นจึงกําหนดคา iV  ที่ไดเปน *
iV  คาใหมในการเริ่มตน 

10. แปลงคา iV  กลับเปนความเร็วพิกัดคารทีเซียน จากสมการ (2.36) 

11. ดําเนินการตามขั้นตอนที่ 4 ถึง 10 จนกระทั่ง * *,p u และ *v  มีคาลูเขาสู
คาที่ถูกตอง โดยตรวจสอบการลูเขาใกลศูนยของพจน b  (Mass source term) ในสมการ 
(3.20) และ (3.37) ซึ่งแสดงวาคา * *,p u และ *v  ที่คํานวณไดสอดคลองกับสมการความ
ตอเนื่อง 
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บทที ่ 4 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร 

 

ในบทนี้จะนําโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนพิกัด
กระชับขอบเขตมาตรวจสอบความถูกตองกับปญหาการไหลแบบราบเรียบของของไหลที่อัดตัว
ไมไดในสภาวะคงตัว โดยนําผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยโปรแกรมไปเปรียบเทียบกับผล
เฉลยแมนตรงหรือผลการคํานวณจากวิธีอ่ืน ของงานวิจัยที่ผานมา เพ่ือแสดงใหเห็นวาโปรแกรม
ที่ประดิษฐขึ้นมีความถูกตองและเชื่อถือได ซึ่งแตละปญหาที่นํามาทดสอบนั้นจะมีรูปรางที่
แตกตางกัน และคาที่ใชในการเปรียบเทียบก็แตกตางกันออกไป 

กรณีทดสอบที่นํามาใชในการตรวจสอบความถูกตองมี 4 กรณี ดังตอไปน้ี 

1) การไหลในแผนคูขนาน (Flow in parallel plates) 

2) การไหลแบบราบเรียบผาน Gradual-expansion channel 

3) การไหลแบบราบเรียบผาน Sinusoidal wall 

4) การไหลแบบราบเรียบผานผนังรูปคลื่น (Wavy-wall) 

 

4.1 การไหลในแผนคูขนาน (Flow in parallel plates) 

สําหรับกรณีทดสอบแรก โดยกําหนดใหการไหลเปนแบบราบเรียบผานแผน
คูขนานสองแผนที่อยูนิ่ง โดนแผนขนานวางหางกันเปนระยะ D  และแตละแผนมีขนาดความ
ยาวเปนระยะอนันตดังแสดงในรูปที่ 4.1  

ที่บริเวณทางเขาของไหลจะมีความเร็วคงที่และจากเงื่อนไขไมลื่นไถล (No-slip 

condition) จะทําใหความเร็วที่ผนังของทอตองลดความเร็วลงมาเทากับศูนย กอใหเกิดเปน
รูปรางความเร็วจนกระทั่งการไหลมีลักษณะเปนการไหลแบบพัฒนาเต็มที่ ซึ่งรูปรางความเร็วจะ
ไมมีการเปลี่ยนแปลง โดยระยะทางตั้งแตบริเวณทางเขาจนถึงตําแหนงที่ความเร็วมีการพัฒนา
เต็มที่ (Entrance length, eL ) จะมีความสัมพันธกับคาเรยโนลดนัมเบอร (Reynolds number, 

Re ) ดังแสดงในสมการ (4.1) 
 

0.06 ReeL D= ⋅ ⋅  (4.1)
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โดย eL  คือ ระยะการปรับตัวสูการไหลแบบพัฒนาเต็มที่ และ 
  

Re uDρ
μ

=  (4.2)

เม่ือ ρ  คือ ความหนาแนนของของไหล 

u  คือ ความเร็วเฉลี่ยที่บริเวณทางเขา 

D  คือ ระยะหางระหวางแผนคูขนาน 

μ  คือ ความหนืดสัมบูรณ (Absolute viscosity) 

D outlet

x

y

inlet

Entrance Length, Le Fully developed flow   

รูปที่ 4.1 ลักษณะการไหลในแผนคูขนาน 

 

กําหนดให ระยะหางระหวางแผนคูขนานที่อยูนิ่ง ( )D เทากับ 1 cm  โดยของ
ไหลเปนอากาศ ( 31.164 kg/mρ =  และ -5 21.86×10  N s/mμ = ⋅ ) มีความเร็วสมํ่าเสมอที่
ทางเขามีคาเทากับ 0.5 m/s  คาเรยโนลดนัมเบอรที่คํานวณไดจากสมการ (4.2) มีคาประมาณ 
310 ซึ่งมีคานอยกวา 1400 จึงเปนการไหลแบบราบเรียบ และระยะ eL ที่มากที่สุด สามารถ
คํานวณไดจากสมการ (4.1) โดยแทนคา Re 1400= จะได คา 84 cmeL =  กลาวคือเม่ือของ
ไหลไหลผานแผนคูขนานเปนระยะมากกวา 84 cm  การไหลจะพัฒนาจนเปนการไหลแบบ
พัฒนาเต็มที่ ดังนั้นจึงกําหนดใหแผนคูขนานมีความยาวเทากับ 100 cm  

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร กระทําโดยการจําลอง
การไหลผานแผนคูขนาน เปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง (Exact solution) โดยลักษณะของ
การไหลสําหรับปญหาน้ีเปนการไหลในหนึ่งมิติ คือไมมีการไหลในทิศทางแนวดิ่ง ( )y  หรือ
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กําหนดใหความเร็วในแนวดิ่ง ( )v  มีคาเทากับศูนย และกําหนดใหบริเวณทางออกเปนการ
ไหลแบบพัฒนาเต็มที่แลว เม่ือใชขอสมมติฐานเหลานี้จะทําใหสมการโมเมนตัมทั้งสองแนวแกน
ลดรูปลงเปน 

x -momentum equation 
  

2

2 0p u
x y

μ∂ ∂
− + =
∂ ∂

 (4.3a)

y -momentum equation 
  

0p
y
∂

− =
∂

 (4.3b)

จากสมการ (4.3a) ทําการอินทิเกรตเทียบตัวแปร y  สองครั้ง จะได 
  

21
2

p Au y y B
xμ μ
∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (4.4)

โดยคาคงที่ A และ B  จะสามารถหาคาไดจากการประยุกตใชเง่ือนไขขอบคือ 0u =  ที่ 0y =  
และ 0u =  ที่ 1y =  ดังนั้น จะไดรูปรางความเร็วของการไหลดังนี ้

  

21 1
2 2

p pu y y
x xμ μ
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (4.5)

หรือ 

  

( )21
2

pu y y
xμ
∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (4.6)

ที่บริเวณทางออก เปนการไหลแบบพัฒนาเต็มที่ดังนั้น ความเร็วในแกน x  จะมีคามากสุดที่
บริเวณกึ่งกลางของแผนคูขนาน ( 0.5)y = และเม่ือแทนคา 0.5y =  ลงในสมการ (4.6) จะได
ความเร็วสูงสุดในแนวแกน x  ดังนี ้

  

max
1
8

pu
x
∂⎛ ⎞= − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (4.7)

นําสมการ (4.6) หารดวยสมการ (4.7) จะไดความเร็วไรมิติซึ่งเปนอัตราสวนระหวางความเร็วที่
ตําแหนงใดๆ ตอความเร็วสูงสุดดังนี้ 
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( )2

max

4u y y
u

= −  (4.6)

รูปที่ 4.2 แสดงรูปรางความเร็วที่ตําแหนงทางออกสําหรับกริดขนาด 10 20×

และ 20 40×  เปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง พบวาผลการคํานวณที่ได มีความสอดคลองกัน
เปนอยางดี คือกริดขนาด 10 20×  มีความแตกตางกับผลเฉลยแมนตรงมากสุด 2.56 เปอรเซน็ต 
และกริดขนาด 20 40×  มีความแตกตางกับผลเฉลยแมนตรงมากสุด 1.54 เปอรเซ็นต โดยผล
การคํานวณของกริดทั้งสองขนาดนั้นใหผลที่แตกตางกันนอยมาก นั่นหมายความวาผลลัพธที่ได
มีคุณสมบัติความเปน Grid-independent แลว หรือกลาวอีกนัยนึง คือ ถาเพิ่มจํานวนกริดมาก
กวา10 20×  ผลลัพธที่คํานวณไดจะไมมีการเปลี่ยนแปลงหรือมีการเปลี่ยนแปลงนอยมาก 

u/umax

0.0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1.0 1.1 1.2

y/
D

0.0

.1

.2

.3

.4

.5

.6

.7

.8

.9

1.0

Exact
10x20
20x40

 

รูปที่ 4.2 รูปรางความเรว็ทีต่ําแหนงทางออกเปรียบเทยีบกับผลเฉลยแมนตรง 
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4.2 การไหลแบบราบเรียบผาน Gradual-expansion channel 

ปญหาการไหลแบบราบเรียบผาน Gradual-expansion channel เปนปญหาที่
นิยมนํามาทดสอบความถูกตองของโปรแกรมเมื่ อใช พิกัดเชิ ง เสนโค ง  (Curvilinear 

coordinates) โดยรูปรางของชองทางการไหลดานบนจะเปนผนังที่มีความโคงซ่ึงใชคา Re  เปน
ตัวกําหนดความโคงของผนัง โดยที่คา y  ของผนัง ( )wy  สามารถกําหนดไดดวยสมการ (4.7) 

เง่ือนไขขอบดานลางกําหนดใหเปนระนาบสมมาตร (Symmetry plane) และเงื่อนไขขอบ
บริเวณทางออกของชองทางการไหลกําหนดใหเปนการไหลแบบพัฒนาเต็มที่ ดังแสดงในรูปที่ 
4.3 

  

( )1 0.5 tanh 2 30 tanh 2
Rew

G

xy
⎡ ⎤⎛ ⎞

= − − −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

,            Re0
3

x≤ ≤  (4.7)

โดย GRe  คือคาที่ใชกําหนดความโคงของผนังดานบน กลาวคือเม่ือคา GRe  มีคามาก
ขึ้น ความโคงของผนังดานบนจะนอยลง สําหรับคาRe จะเปนตัวกําหนดความยาวของชองทาง
การไหล กลาวคือเม่ือคา Re  มากขึ้นชองทางการไหลจะยาวมากขึ้น โดยสามารถคํานวณได
จากสมการ (4.2) และสําหรับคา D  ในปญหานี้กําหนดใหมีคาเทากับ 1 

 

Symmetry plane

Wall

outlet

inlet

x

y

(Re/3, y(ReG/3))

(Re/3, 0)  

รูปที่ 4.3 รูปรางของปญหา Gradual-expansion channel 

กําหนดใหความเร็วที่ผนังเทากับศูนยและรูปรางความเร็วบริเวณทางเขาซึ่งอยูในรูปตัวประกอบ
ความเร็วคารทิเซียนมีคาดังนี้ 

  

( )2 2
max

3
2

u y y= − ,          0v =  (4.8)
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3.3

1

 

1) Re 10= , Re 10G =  (not to scale) 

 

33

1

 

2) Re 100= , Re 100G =  (not to scale) 

 

33

1

 

 

3) Re 100= , Re 10G =  (not to scale) 

 

รูปที่ 4.4 รูปรางของปญหาและการวางตวัของกริดสําหรับปญหาการไหลผาน Gradual-

expansion channel ทั้ง 3 กรณี 
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คํานวณปญหาการไหลแบบราบเรียบผาน Gradual-expansion channels 

กับรูปรางผนังโคงดานบนที่มีความแตกตางกัน 3 แบบ คือ กรณี 1) Re 10= , Re 10G =  กรณี 
2) Re 100= , Re 100G =  และ กรณี 3) Re 100= , Re 10G = ดังแสดงในรูปที่ 4.4 ซึ่งรูปราง
ปญหาทั้ง 3 กรณีนั้น บริเวณชองทางออกจะมีความสูงเทากันคือ 2y ≈  โดยในกรณี 3) นั้นผนัง
ดานบนจะมีความโคงเหมือนกับกรณี 1) แตความยาวของชองทางการไหลทั้งหมดนั้นจะยาว
เทากับกรณี 2) คือ 33x ≈  ในขณะที่กรณี 1) มีความยาวของชองทางการไหลทั้งหมดประมาณ 
3 

ตารางที่ 4.1 และ 4.2 แสดงคาความดันที่ผนังดานบน ณ ตําแหนงตางๆกันซ่ึง
กําหนดใหมีตําแหนงอางอิงที่ / 0.5outx x =  โดยคาความดันสามารถหาไดจากสมการ (4.9) 
ดังนี้ 

  

2
refp p

P
uρ
−

=  (4.9)

โดยที่คา refp  คือ คาความดันที่ตําแหนงอางอิง ซึ่งในที่นี้ ตําแหนงอางอิงคือ out/ 0.5x x =  

เม่ือนําผลลัพธที่ไดมาเปรียบเทียบกับผล Benchmark ของ Cliffe et al. 

(1982) ซึ่งใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการคํานวณโดยใชกริดขนาด 60 30× พบวาผลจาก
ทั้งสองตารางมีความใกลเคียงกับผล Benchmark เปนอยางดีในทุกๆ ตําแหนง 

 

ตารางที่ 4.1 คาความดันที่ผนังดานบนของชองทางการไหล ณ ตําแหนงตางๆ ของกรณี 1) 
Re 10,Re 10G= =  

 

out/ 0.5x x =  Cliffe et al. 
(1982) 22 22×  42 42×  62 62×  

0.10 -0.3400 -0.3580 -0.3420 -0.3450 

0.30 -0.0680 -0.0736 -0.0714 -0.0670 

0.50 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

0.70 0.0500 0.0520 0.0516 0.0510 

0.90 0.0680 0.0727 0.0720 0.0715 

1.00 0.0710 0.0804 0.0800 0.0796 
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ตารางที่ 4.2 คาความดันทีผ่นังดานบนของชองทางการไหล ณ ตําแหนงตางๆ ของกรณี 2) 
Re 100,Re 100G= =  

 

/ 0.5outx x =  Cliffe et al. 
(1982) 22 22×  42 42×  62 62×  

0.10 -0.2275 -0.2372 -0.2366 -0.2349 

0.30 -0.0717 -0.0885 -0.0794 -0.0769 

0.50 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

0.70 0.0287 0.0291 0.0286 0.0285 

0.90 0.0294 0.0298 0.0295 0.0295 

1.00 0.0253 0.0244 0.0243 0.0244 

 

รูปที่ 4.5 แสดงผลของการคํานวณกรณ ี 3) โดยใชกริดตางๆ กัน 3 ขนาดคือ 
22 22× , 42 42×  และ62 62×  จะเห็นวาผลการคํานวณจากการใชกริดขนาด22 22×  จะมีคา
คอนขางตางจาก กรณีใชกริดขนาด42 42×  และกรณีใชกริดขนาด62 62× จะใหผลการคํานวณ
ที่แตกตางจากการใชกริดขนาด 42 42× เพียงเล็กนอย ดังนั้น การเลือกใชกริดขนาด 42 42×  จึง
มีความละเอียดเพียงพอแลวตอการคํานวณ โดยการคํานวณปญหาในกรณี 3) นี้จะมีขนาดความ
ยาว 33 ซึ่งมีคาเทากับกรณี 2) และมากกวากรณี 1) ดังนั้น การนํากริดขนาด42 42×  ไปใช
คํานวณกับกรณี 1) และ 2) จึงมีความเปน Grid independent เชนกัน 

สําหรับรูปที่ 4.6 แสดงการกระจายความดันบริเวณผนังดานบนของปญหา 
พบวาในชวงแรกของโดเมนคาความดันที่คํานวณไดนั้นเม่ือเทียบกับผลการคํานวณของ Cliffe 

et al. (1982) แลวมีความแตกตางกันอยู ซึ่งก็มีนักวิจัยทานอ่ืนที่พบความแตกตางลักษณะ
เชนเดียวกันน้ี โดย Burns and Wilkes (1987) ไดใหเหตุผลความแตกตางนี้วามีสาเหตุมาจาก
การกําหนดเงื่อนไขขอบบริเวณทางเขาและทางออก กลาวคือการที่กําหนดใหเง่ือนไขขอบ
บริเวณทางเขาใหเปนการไหลที่พัฒนาเต็มที่แลวเปนการขัดกับธรรมชาติ เน่ืองจากผนังบริเวณ
ทางเขานั้นยังมีความชันอยู และอีกเหตุผลหน่ึงคือโดเมนของปญหาน้ียังไมยาวมากพอที่จะ
กําหนดวาชองทางออกนี้เปนการไหลแบบพัฒนาเต็มที่แลว ซึ่งMelaaen (1990) ก็ไดใหเหตุผล
ไปในทิศทางเดียวกันวา รูปรางความดันในชองทางเขานั้นมีอัตราการเปลี่ยนที่สูงมาก ดังแสดง
ในรูปที่ 4.10 และกริดที่ใชในชวงแรกนั้นยังไมละเอียดพอที่จะนํามาวิเคราะหปญหาน้ี อยางไรก็
ตาม การคํานวณในสวนที่เหลือนั้นก็ยังเปนไปตาม Benchmark โดยในรูปที่ 4.7 และ 4.8 การ
กระจายของความดันโดยรวมเมื่อเทียบกับผลของ Benchmark แลวพบวามีความสอดคลองกัน
เปนอยางดีโดยจะมีลักษณะเดียวกันกับกรณี 1) คือ จะมีความแตกตางกันเล็กนอยในชวงแรก
และหลังจากนั้นในชวงทายของปญหา ผลลัพธที่ไดจะคอยๆ ลูเขาสู Benchmark 
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สําหรับรูปที่ 4.9 และ 4.11 เปนการแสดงเสนกระแสการไหลของกรณี 1) 

และ 2) จากรูปจะเห็นวาเกิดการหมุนวนบริเวณผนังโคงดานบนซึ่งผลลัพธที่ไดนั้นสอดคลองกับ
ผลการคํานวณของ Cliffe et al. (1982) เปนอยางดีโดย Cliffe et al. (1982) ไดเปรียบเทียบ
ผลการคํานวณของการวางตัวกริดแบบเยื้องและแบบไมเยื้องเฉพาะกรณีนี้วา ในกรณีที่ใชกริด
ละเอียดนั้นผลการคํานวณของกริดทั้งสองแบบจะใหผลลัพธใกลเคียงกัน ซึ่งสังเกตไดจาก
ตําแหนงที่เกิดการหมุนวนในรูปที่ 4.9a แตในกรณีที่ใชจํานวนกริดหยาบ กริดแบบเยื้องตองใช 
CPU-time และหนวยความจํามากในการคํานวณ หมายความวาการคํานวณแตละรอบจะใช
เวลามากกวากริดแบบไมเยื้อง ซึ่งในการวางตัวกริดแบบไมเยื้องน้ันจะตองใชจํานวนรอบในการ
คํานวณมากกวา ผลลัพธที่ไดนั้นกริดแบบเยื้องจะใหผลลัพธที่ดีกวาเฉพาะกรณีที่ใชกริดหยาบ
เทานั้น สําหรับผลของการกระจายตัวความดันสําหรับปญหากรณี 1) และกรณี 2) ก็ใหผล
สอดคลองเชนเดียวกันดังแสดงในรูปที ่4.10 และ 4.12 ตามลําดับ 

x/xout

0.0 .1 .2 .3 .4 .5 .6

P

-.30

-.25

-.20

-.15

-.10

-.05

0.00

.05

22x22 grid
42x42 grid
62x62 grid

 

รูปที่ 4.5 การกระจายของความดันผนังดานบนตลอดโดเมนของกริดขนาดตางๆ กรณี 3) 
Re 100,Re 10G= =  
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x/xout

0.0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1.0

P

-.50

-.45

-.40

-.35

-.30

-.25

-.20

-.15

-.10

-.05

0.00

.05

.10

Cliffe et al. (1982)
Present

 

รูปที่ 4.6 การกระจายของความดันผนังดานบนตลอดโดเมนกรณี 1) Re 10,Re 10G= =  

x/xout

0.0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1.0

P

-.30

-.25

-.20

-.15

-.10

-.05

0.00

.05

.10

Cliffe et al. (1982)
Present

 

รูปที่ 4.7 การกระจายของความดันผนังดานบนตลอดโดเมนกรณี2) Re 100,Re 100G= =  
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x/xout

0.0 .1 .2 .3 .4 .5 .6

P

-.30

-.25

-.20

-.15

-.10

-.05

0.00

.05

Burns and Wilkes (1987)
Present

 

รูปที่ 4.8 การกระจายของความดันผนังดานบนตลอดโดเมนกรณี 3) Re 100,Re 10G= =  

 

a = 0.2222
b = 0.4444
c = 0.6666
d = 0.8500
e = 0.9500
f  = 0.9900
g = 1.0000
h = 1.0004a

b
c
d

e
f

g
h

a
b
c

d

e
f

g
h

 (a) Cliffe et al.(1982)   (b) Present calculation 

 Staggered grid 

 Non-staggered grid 

รูปที่ 4.9 เสนกระแสการไหลของรูปรางกรณี 1) Re 10, Re 10G= =  
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a = -0.2871798
b = -0.2414240
c = -0.1956682
d = -0.1499124
e = -0.1041566
f  = -0.0584008
g = -0.0126450
h =  0.0331108

a
bc

d
e f g h

 (a) Cliffe et al.(1982)   (b) Present calculation 

 Staggered grid 

 Non-staggered grid 

รูปที่ 4.10 การกระจายตวัของความดันของรูปรางกรณี 1) Re 10, Re 10G= =  

 

a b
cd

efgh

a b
cd

efgh a = 0.2222
b = 0.4444
c = 0.6666
d = 0.8500
e = 0.9500
f  = 0.9900
g = 1.0000
h = 1.0004

 

รูปที่ 4.11 เสนกระแสการไหลของรูปรางกรณี 2) Re 100,Re 100G= =  

(a) Cliffe et al.(1982) (b) Present calculation 

 

a = -0.2089462
b = -0.1788668
c = -0.1487874
d = -0.1187079
e = -0.0886285
f = -0.0585490
g = -0.0284696
h =  0.0016098

 

รูปที่ 4.12 การกระจายตวัของความดันของรูปรางกรณี 2) Re 100,Re 100G= =  

(a) Cliffe et al.(1982)          Staggered grid Non-staggered grid 

(b) Present calculation 

 

(a) 

(b) 

(a) 

(b) 
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4.3 การไหลแบบราบเรียบผาน Sinusoidal wall 

Luo and Bewley (2004) ไดทําการศึกษาการไหลที่อัดตัวไมไดในระบบพิกัด
เชิงเสนโคงที่ขึ้นอยูกับเวลา (Time-dependent curvilinear coordinate system) กลาวคือ เม่ือ
เวลามีการเปลี่ยนแปลง รูปรางของปญหาก็จะเปลี่ยนแปลงตามไปดวย เชน เนินคอยๆ สูงขึ้น 
หรือ หลุมคอยๆ ลึกลง เปนตน ในเบื้องตน Luo and Bewley (2004) ไดทําการทดสอบความ
ถูกตองของโปรแกรมกับการไหลแบบราบเรียบโดยไมมีการเคลื่อนที่ของพิกัดผาน Sinusoidal 

wall ดังแสดงในรูปที่ 4.13 และนําผลลัพธที่คํานวณดวยวิธีผลตางสืบเน่ืองของ Tsangaris and 

Leiter (1983) ปญหานี้ไดรับความสนใจจากนักสรีรวิทยาเนื่องจากพฤติกรรมการไหลที่เกิดขึ้น
นี้สามารถนําผลลัพธที่คํานวณไดไปอธิบายพฤติกรรมการไหลในเสนเลือด หรือทอปสสวะได ทํา
ใหสามารถออกแบบและสรางอวัยวะเทียมไดอยางมีประสิทธิภาพ 

สําหรับปญหานี้กําหนดเงื่อนไขขอบเชนเดียวกับปญหาการไหลแบบราบเรียบ
ผาน Gradual-expansion channels คือความเร็วที่ขอบทางเขาเปนการไหลแบบราบเรียบ
รูปรางของพาราโบลาที่กําหนดโดยสมการ (4.8) เง่ือนไขขอบบริเวณทางออกของชองทางการ
ไหล กําหนดใหเปนการไหลที่พัฒนาเต็มที่แลว และเง่ือนไขดานลางกําหนดใหเปนระนาบ
สมมาตร ดังแสดงในรูปที่ 4.13 จากรูปจะเห็นวาผนังดานบนมีลักษณะโคงเปนรูปคลื่น ที่มีความ
ยาว 2π โดยความเร็วที่ผนังจะมีคาเทากับศูนย และผนังรูปคลื่นจะมีคาแอมพลิจูดของผนัง ( )a  ที่
กําหนดจากสมการ (4.10) 

  

1 cos
3wy a xπ⎛ ⎞= − ⋅ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (4.10)

 

Symmetry plane

inlet outlet

Wall

(0, 0) (2π, 0)

(2π, 1)
(0, 1)

x

y

a

 

รูปที่ 4.13 รูปรางของปญหา Sinusoidal wall 
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การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมกับปญหานี้จะเปนการเปรียบเทียบ
ความถูกตองของรูปรางความเร็วที่เกิดขี้นในแตละหนาตัดตั้งแต 0,1,2,3,4,5x = และ 6 โดย
กําหนดใหรูปรางของผนังดานบนมีคาแอมพลิจูดเทากับ 0.1 และ 0.2 โดยคาRe มีคาเทากับ 
1.0, 10, 75, 200 และ 400 ในเบื้องตนน้ันจะทําการทดสอบหา Grid independent กับรูปราง
ของผนังโคงที่ 0.2a = และ Re 400=  โดยเลือกตําแหนง 4x =  จะพบวาเม่ือกริดมีความ
ละเอียดมากขึ้นรูปรางความเร็วจะมีการเปลี่ยนแปลงนอยมาก กลาวคือกริดขนาด 48 40× เม่ือ
เทียบกับขนาด60 50× นั้นมีความแตกตางกันนอยมากดังแสดงในรูปที่ 4.14 ดังน้ันจึงเลือกใช 
กริดขนาด 48 40× ในการคํานวณปญหาการไหลนี ้

การเปรียบเทียบรูปรางความเร็วกับผลการคํานวณของ Luo and Bewley 

(2004) และ Tsangaris and Leiter (1983) ที่คาReตางๆ กัน ในกรณี 0.1a =  ไดถูกแสดงไว
ในรูปที่ 4.15–4.19 และสําหรับกรณี 0.2a =  แสดงไวในรูปที่ 4.20–4.24 สําหรับกรณี 0.1a =  
จะเห็นวาผลการคํานวณที่ไดมีความสอดคลองกันเปนอยางดีในทุกๆ ตําแหนงและทุกคาReที่
เปรียบเทียบ สําหรับกรณีคา 0.2a =  จะพบวาผลการคํานวณเม่ือ Re 1.0,=  10และ 75  มี
ความสอดคลองกับผลของ Tsangaris and Leiter (1983) และ Luo and Bewley (2004) เปน
อยางดี แตเม่ือ Re 200=  และ 400  จะเห็นวารูปรางความเร็วจะมีความแตกตางกันไปเล็กนอย 
โดยผลการคํานวณที่ไดจะใกลเคียงกับผลของ Luo and Bewley (2004) มากกวาของ 
Tsangaris and Leiter (1983) โดยที่คา Re 200=  จะมีการไหลหมุนวน (Recirculation) 

เกิดขึ้นที่บริเวณผนังดานบน และการไหลหมุนวนนี้จะมีบริเวณกวางมากขึ้นเม่ือคา Re  เพ่ิมเปน 
400 โดยการหมุนวนจะเริ่มตําแหนง 1.5x ≈ จนสิ้นสุดที่ 4x ≈  ดังแสดงในรูปที่ 4.25 

สาเหตุของความแตกตางที่เกิดขึ้นน้ี Luo and Bewley (2004) ไดใหเหตุผลวา 
Tsangaris and Leiter (1983) ไดใชทฤษฎีเพอรเทอรเบชัน (Perturbation method) โดยไดนํา
เพียงพจนอันดับศูนยและอันดับหนึ่งของอนุกรมมาคํานวณ จึงทําใหเกิดความผิดพลาดเนื่องจาก
การประมาณคาเรียกวา Truncation error 
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รูปที่ 4.14 รูปรางความเรว็ของกริดขนาดตางๆ เม่ือ 0.2a = และRe 400=  ที่ 4x =  
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รูปที่ 4.15 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.1a = และRe 1.0=  
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รูปที่ 4.16 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.1a = และRe 10=  
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รูปที่ 4.17 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.1a = และRe 75=  
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รูปที่ 4.18 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.1a = และRe 200=  
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รูปที่ 4.19 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.1a = และRe 400=  
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รูปที่ 4.20 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.2a = และRe 1.0=  
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รูปที่ 4.21 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.2a = และRe 10=  
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รูปที่ 4.22 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.2a = และRe 75=  
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รูปที่ 4.23 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.2a = และRe 200=  
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รูปที่ 4.24 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.2a = และRe 400=  
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รูปที่ 4.25 เสนกระแสการไหล กรณี 0.2a = , Re 400=  
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4.4 การไหลแบบราบเรียบผานผนังรูปคลื่น (Wavy-wall) 

Wang and Chen (2002) ไดศึกษาอัตราการถายเทความรอนในชองทางการ
ไหลผานชองผนังรูปคลื่น (Wavy-wall) โดยการใชวิธีการแปลงพิกัดอยางงาย (Simple 

coordinate transformation method) ซึ่งวิธีดังกลาวจะแปลงพิกัดการไหลผานผนังรูปคลื่นให
กลายเปนการไหลผานแผนคูขนาน และใชวิธ ีSpline alternating-direction implicit method 

ในการคํานวณเชิงตัวเลข 

ลักษณะของปญหาไดถูกแสดงไดดังรูปที่ 4.26 จะเห็นวาที่ผนังดานบนของชอง
ทางการไหลจะมีลักษณะเปนรูปคลื่นจํานวน 6 คลื่นเรียงตอเน่ืองกันโดยในชวงแรก จะเปนชอง
ทางตรงกอนเพ่ือใหการไหลพัฒนาเต็มที่กอนเปนระยะทาง 3 หนวย แลวจึงเขาสูชวงผนัง
รูปคลื่นตั้งแต 3x = จนถึง 15x =  และหลังจากนั้นผนังก็จะกลับมาเปนชองทางตรงอีกครั้งไป
จนถึงทางออกที่ตําแหนง 20x =  โดยลักษณะของผนังรูปคลื่นถูกกําหนดโดยคา wy  ในสมการ 
(4.11) และเงื่อนไขที่ใชนั้นมีคาเชนเดียวกับ 2 ปญหาที่ผานมา 

การไหลแบบราบเรียบผานผนังรูปคลื่นซ่ึงมีจํานวนทั้งหมด 6 คลื่นเรียง
ตอเนื่องกัน โดยในชวงแรกนั้นเปนชองทางตรงกอนเพ่ือใหการไหลมีลักษณะเปนการไหลแบบ
พัฒนาเต็มที่กอนที่จะไหลผานผนังรูปคลื่นซึ่งมีระยะเร่ิมตั้งแต 3x =  จนถึง 15x =  ดังแสดงใน
รูปที่ 4.26 สําหรับการกําหนดเงื่อนไขขอบเริ่มตนนั้นกําหนดเชนเดียวกับ 2 ปญหาที่ผานมา 
(การไหลแบบราบเรียบผาน Gradual-expansion channels และ Sinusoidal wall) ซึ่งรูปราง
ผนังของปญหานี้สามารถสรางขึ้นโดยสมการ (4.11) 
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รูปที่ 4.26 รูปรางปญหาการไหลแบบราบเรียบผานผนังรูปคลื่น 
  

( )( )1 sin 3wy a xπ= + ⋅ ⋅ −      3 15x≤ ≤  (4.11)

การทดสอบความถูกตองของโปรแกรมสําหรับปญหาน้ีจะใชคา Re fC⋅  ตลอด
ความยาวของปญหาเปนตัวเปรียบเทียบ ซึ่งคา fC คือคาสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานที่ผนังซ่ึง
สามารถคํานวณไดจากสมการ (4.12) 
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2fC
u
τ
ρ

=  (4.12)

โดย τ  คือ แรงเฉือน (Shear force) สามารถหาไดจากสมการ (4.13) 
  

wy y

u v
y x

τ μ
=

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 (4.13)

ซึ่งการหา τ  บริเวณผนังโคงตองใช Normal vector ( )n
r  ของผนังโคง dot กับคา τ  

สําหรับปญหาน้ีจะคํานวณที่ Re 100= , 300  และ 500  โดยที่คาแอมพลิจูด
ของผนังจะมีคาเทากับ 0.1 และ 0.2 ในเบื้องตนน้ันจะทําการหา Grid independent ที่ 
Re 500= และ 0.2a =  ซึ่งจากรูปที่ 4.27 จะเห็นวาผลการคํานวณโดยใชกริดขนาด 90 10×  จะ
มีความแตกตางออกไปอยางชัดเจน สวนกริดอีก 2 ขนาดจะใหผลใกลเคียงกัน ดังน้ันจึง
เลือกใชกริดขนาด 180 20×  ในการคํานวณกับกรณีอ่ีนๆ ตอไป 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 4.27 การกระจายตวัของสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานบริเวณผนังรูปคลื่น สําหรบักรณี 
0.2a = , Re 500= ที่กริดขนาดตางกัน 

รูปที่ 4.28–4.31 แสดงการเปรียบเทียบการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์แรงเสียด
ทานกับผลจากวิธีผลตางสืบเน่ืองของ Wang and Chen (2002) โดยในรูปที่ 4.28 เปนกรณีที่ 

0.2a = , Re 100=  รูปที่ 4.29 กรณี 0.2a = , Re 300=  รูปที่ 4.30 กรณี 0.2a = , 

Re 500=  และรูปที่ 4.31 0.1a = , Re 500=  ซึ่งจะเห็นวาผลการคํานวณที่ไดมีความ
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สอดคลองเปนที่นาพอใจทั้ง 4 กรณี โดยผลที่ Re fC ที่คํานวณไดจะมีคานอยกวา Wang 

and Chen (2002) เล็กนอยที่บริเวณสวนโคงดานลาง โดยจะมีความแตกตางกันมากสุดที่โคง
แรก คือระยะ 4x =  ถึง 5x =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 4.28 การกระจายตวัของสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานบริเวณผนังรูปคลื่น สําหรบักรณี 
0.2a = , Re 100=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 4.29 การกระจายตวัของสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานบริเวณผนังรูปคลื่น สําหรบักรณี 
0.2a = , Re 300=  
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รูปที่ 4.30 การกระจายตวัของสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานบริเวณผนังรูปคลื่น สําหรบักรณี 
0.2a = , Re 500=  
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รูปที่ 4.31 การกระจายตวัของสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานบริเวณผนังรูปคลื่น สําหรบักรณี 
0.1a = , Re 500=  
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รูปที่ 4.32 แสดงการเปรียบเทียบการเปลี่ยนแปลงของคาRe fC .ในกรณี 
Re 500= จากรูปจะเห็นวาเม่ือคาแอมพลิจูดเทากับ 0 ซึ่งก็คือการไหลผานแผนคูขนาน 
คาRe fC จะมีคาคงที่ แตเม่ือคาแอมพลิจูดของผนังเทากับ 0.1 คาRe fC จะมีคาเพิ่มขึ้นและ
ลดลงตามความเร็วของของไหลบริเวณผนังรูปคลื่น กลาวคือเม่ือพ้ืนที่หนาตัดเพิ่มขึ้น (ผนัง
สูงขึ้น) จะสงผลใหความเร็วของของไหล ณ หนาตัดนั้นลดลง และเมื่อนําคาความเร็วนั้นไป
คํานวณหาคาRe fC  จะพบวาคาRe fC ลดลงดวย รูปที่ 4.33 แสดงเสนกระแสการไหลกรณี 
Re 500=  จะพบวามีบริเวณหมุนวนเกิดขึ้นที่สวนโคงดานบน โดยเมื่อ แอมพลิจูดเพิ่มขึ้นการ
ไหลหมุนวนจะกินบริเวณกวางมากขึ้น และบริเวณหมุนวนดังกลาวคา Re fC  จะมีคาเปนลบ  
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รูปที่ 4.32 การเปรียบเทียบการกระจายตวัสัมประสทิธิแ์รงเสียดทานสําหรับ กรณี Re 500=  ที่
แอมพลิจูดตางๆ 

รูปที่ 4.34 แสดงผลของ Re fC  ที่คาRe 100,= 300และ500  ในกรณีที่แอม
พลิจูดเทากับ 0.2 ซึ่งจะเห็นวาเม่ือคา Re  ลดลงจาก 500 ไปยัง 100 จะทําใหคา Re fC ที่นอย
สุดจะมีคาเพิ่มขึ้นอยางชาๆ จนเขาใกลศูนย สวนคา Re fC  ที่มากที่สุดจะมีคาลดลงอยางเห็น
ไดชัด นั่นหมายความวา ถาคา Re  เพ่ิมขึ้นคา Re fC ที่สูงสุดจะมีแนวโนมเพ่ิมขึ้นสูงอยางเห็น
ไดชัด แตคา Re fC  ที่ต่ําที่สุดจะมีคาลดลงอยางชาๆ สําหรับคา Re fC  ที่มีคามากสุดที่คลื่นลูก
แรก และคอยๆ ลดลงมาจนมีคาเกือบคงที่ที่คลื่นลูกตอๆ ไป สาเหตุที่เกิดขึ้นเชนน้ีเพราะรูปราง
ของความเร็วที่ไหลผานผนังรูปคลื่นลูกแรกนั้น ( )3 4.5x≤ ≤ เปนการไหลที่เกิดขึ้นซึ่งอยูในชวง
การไหลที่ยังพัฒนาไมเต็มที่ และเม่ือผานผนังรูปคลื่นประมาณ 2 ลูกแลว ( )6.5x =  รูปรางการ
ไหลที่เกิดขึ้นจึงจะเขาสูการไหลที่พัฒนาเต็มที่ ดังแสดงในรูปที่ 4.35 ซึ่งจะสังเกตไดวา ณ เฟส
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เดียวกัน คือ 3.5x = , 5.5และ 7.5รูปรางความเร็วที่ 5.5x =  จะมีความใกลเคียงกับรูปราง
ความเร็วที่ 7.5x = นั้นหมายความวาการไหลที่เกิดขึ้นเปนการไหลแบบพัฒนาเต็มที่แลว หรือใน
รูปที่ 4.36 ที่ 4.5x = , 6.5และ8.5ก็มีลักษณะเชนเดียวกัน คือรูปรางความเร็วที่ 6.5x =  จะมี
ความใกลเคียงกับรูปรางความเร็วที่ 8.5x =  
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(b) 0.2a =  

 

รูปที่ 4.33 เสนกระแสการไหลที่ Re 500=  
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รูปที่ 4.34 การเปรียบเทียบการกระจายตวัสัมประสทิธิแ์รงเสียดทานสําหรับกรณี 0.2a =  ที่ 
Re  ตางๆ 
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รูปที่ 4.35 รูปรางความเรว็ ณ ตําแหนง x = 3.5, 5.5 และ 7.5 สําหรับกรณี 0.2a = , Re 500=  
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รูปที่ 4.36 รูปรางความเร็ว ณ ตําแหนง x = 4.5, 6.5 และ 8.5 สําหรับกรณี 0.2a = , Re 500=  
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บทที่  5 
สรุปผลการวิจัย อภิปรายผล และขอเสนอแนะ 

 

5.1 สรุปผลการวิจัย 

วิทยานิพนธนี้ไดแสดงการประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมกับระบบพิกัด
กระชับขอบเขต เพ่ือใชในการศึกษาและวิเคราะหปญหาของการไหลแบบราบเรียบผานโดเมนที่
มีลักษณะที่ซับซอน ซึ่งวิทยานิพนธนี้ไดแสดงใหเห็นวาระบบพิกัดกระชับขอบเขตนั้นสามารถใช
แกปญหาในรูปรางที่มีลักษณะซับซอนไดเปนอยางด ี

ขั้นตอนของการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม เบื้องตนคือ การสราง 
กริดใหมีความเหมาะสมและมีคุณสมบัติของกริดตามที่ตองการ หลังจากสรางกริดที่เหมาะสมกับ
ปญหาไดแลว จึงทําการหาผลเฉลยของปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนระบบพิกัดกระชับ
ขอบเขต และสุดทายคือการนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นมาตรวจสอบความถูกตองกับ
ผลเฉลยแมนตรง หรือผลการคํานวณเชิงตัวเลขของงานวิจัยกอนหนานี้ 

ปญหาที่นํามาตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรนั้น เปนปญหา
แบบงายซึ่งมีผลเฉลยแมนตรง หรือผลการคํานวณจากงานวิจัยอ่ืนๆ ที่ไดทํามากอนหนานี้ โดย
เร่ิมทดสอบกับปญหาแรกคือ ปญหาการไหลผานแผนคูขนาน ซึ่งเปนปญหาที่งายตอการ
คํานวณเพื่อใหเกิดความมั่นใจวากริดที่สรางขึ้นมานั้นสามารถนํามาคํานวณไดจริง และกริดมี
รูปรางเปนไปตามที่คาดการณไว ผลการเปรียบเทียบความเร็วกับผลเฉลยแมนตรงมีความ
สอดคลองกันเปนอยางดี ปญหาที่สองเปนปญหาผาน Gradual-expansion channel ซึ่งปญหา
นี้จะเกิดการไหลหมุนวนบริเวณผนังดานบน โดยคํานวณที่ Re  ทั้งหมด 3 คา ซึ่งรูปรางของ
ปญหาจะขึ้นอยูกับคา Re  และคา ReG  การเปรียบเทียบกับปญหาน้ีจะใชคาความดันบริเวณ
ผนังดานบนตลอดความยาวของโดเมนเทียบกับ Benchmark ซึ่งผลในชวงแรกจะมีความ
แตกตางกันบางเล็กนอย เนื่องจากการกําหนดเงื่อนไขขอบ แตในชวงหลังผลการเปรียบเทียบ
ความดันบริเวณผนังดานบนจะสอดคลองกับ Benchmark เปนอยางดี ปญหาที่สามเปนปญหา
การไหลผาน Sinusoidal wall รูปรางของปญหามีลักษณะเปนโพรงปองตรงกลางของทอ ทําให
เกิดการไหลหมุนวนบริเวณนี้ และการไหลหมุนวนจะเริ่มเกิดขึ้นที่คา Re 200=  ขึ้นไปการ
ทดสอบไดกําหนดใหคาแอมพลิจูดของผนังมีความแตกตางกัน ที่คา Re  ตางๆ  การ
เปรียบเทียบใชคาความเร็วตามแนวแกน x  เทียบกับผลการคํานวณของงานวิจัยที่ผานมาซึ่งใช
ระเบียบวิธีการคํานวณอื่นๆ ปญหาที่สี่ ปญหาของการไหลแบบราบเรียบไหลผานผนังรูปคลื่น
จํานวน 6 ลูกคลื่น พบวาการไหลจะเกิดการหมุนวนและจะมีบริเวณกวางมากขึ้นเม่ือคาแอมพลิ
จูดของผนังเพิ่มมากขึ้น และเม่ือคาRe เพ่ิมมากขึ้นก็จะชวยใหเกิดการไหลหมุนวนไดงายขึ้น
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เชนกัน สําหรับปญหานี้ใชคา wτ  เปนตัวเปรียบเทียบ พบวาลักษณะของ wτ  ที่เกิดขึ้นน้ันจะ
มีคาเพิ่มสูงขึ้นและลดลงจนติดลบซึ่งจะเกิดขึ้นเม่ือของไหลไหลผานบริเวณผนังที่เปนลูกคลื่น 
และคาที่ติดลบจะเกิดขึ้นเม่ือบริเวณนั้นเกิดการไหลหมุนวน 

จากผลการทดสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรกับปญหาที่นํามาทดสอบทั้ง 4 ปญหา
จะเห็นไดวาโปรแกรมมีประสิทธิภาพในระดับที่นาพอใจ โดยสามารถทํานายผลไดใกลเคียงกับ
ผลแมนตรง และผลการคํานวณตางๆ ที่นํามาเปรียบเทียบไดเปนอยางด ี

 

5.2 ขอเสนอแนะในการศึกษาวิจัยในอนาคต 

1. ควรพัฒนาการสรางกริดแบบอิลิปติก ใหมีการกระจายตัวที่ดีกวานี้ และ
สามารถควบคุมเสนกริดไดตามที่ตองการ 

2. พัฒนาโปรแกรมใหสามารถวิเคราะหปญหาของการไหลควบคูไปกับการ
ถายเทความรอน 

3. พัฒนาโปรแกรมใหสามารถวิเคราะหปญหาของการไหลผานพิกัดอ่ืนๆ เชน 
พิกัดทรงกระบอก 2 มิติ พิกัดของทรงกลมเปนตน 

4. สามารถสรางกริดผานวัตถุที่มีลักษณะเปนมุมฉากได 
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