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บทที่  1 

บทนํา 

 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ในปจจุบันปญหาการไหลตางๆในทางวิศวกรรม มักจะเกิดขึ้นในโดเมนที่มี
ลักษณะรูปรางที่ซับซอน การนําระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical method) มาใชรวมกับการ
คํานวณดวยเครื่องคอมพิวเตอร เพ่ือแกสมการเชิงอนุพันธยอย (Partial differential equation) 
หรือที่เรียกวา พลศาสตรของไหลเชิงคํานวณ (Computational fluid dynamics, CFD) 
สามารถลดคาใชจายและลดระยะเวลาในการแกปญหาลงไปอยางมากเมื่อเทียบกับวิธีการ
ทดลอง อีกทั้งสามารถทํานายผลในกรณีที่ไมสามารถทําการทดลองได หรือทําไดยาก อาทิเชน 
การไหลของเลือดในเสนเลือด และการไหลที่เกิดขึ้นในที่ที่อันตรายหรือในสถานที่ที่มีอุณหภูมิสูง 
ในงานอุตสาหกรรม การใชพลศาสตรของไหลเชิงคํานวณชวยใหการออกแบบอุปกรณตางๆ มี
ประสิทธิภาพเพิ่มมากขึ้น ทั้งน้ี การที่เครื่องคอมพิวเตอรในปจจุบันมีความสามารถในการ
คํานวณที่รวดเร็วขึ้นและมีหนวยความจําที่มากขึ้น ก็มีสวนชวยใหการคํานวณดวยระเบียบวิธี
ทางตัวเลขนี้ไดรับความนิยมอยางกวางขวาง 

ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม (Finite volume method) เปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลข
ชนิดหนึ่งที่นิยมนําไปใชในการแกปญหาการไหล และการถายเทความรอน เน่ืองจากจุดเดนใน
เร่ืองของความสะดวกและความเหมาะสมในการแกสมการแบบไมเชิงเสน ซึ่งแตเดิมน้ันไมนิยม
นํามาใชในการแกปญหาที่มีรูปรางลักษณะที่ซับซอน เนื่องจากขอจํากัดของระเบียบวิธีไฟไนต
วอลุมซ่ึงตองที่ทําการคํานวณบนพิกัดมาตรฐาน (Conventional coordinates) เชน พิกัดคารที
เซียน (Cartesian coordinates) พิกัดทรงกระบอก (Cylindrical coordinates) หรือพิกัดทรง
กลม (Spherical coordinates) จึงทําใหผลลัพธที่ไดจากการคํานวณมีความคลาดเคลื่อนปญหา
ดังกลาวสามารถแกไขได โดยการประยุกตใชพิกัดกระชับขอบเขต (Body-fitted coordinates) 

ซึ่งวิธีนี้ถูกเลือกนํามาใชในวิทยานิพนธนี ้

ลักษณะของกริดบนพิกัดกระชับขอบเขตที่ประยุกตใชกับโดเมนที่มีลักษณะ
ซับซอนสามารถแบงไดสองลักษณะคือ กริดที่มีลักษณะโคงแบบตั้งฉากกัน (Orthogonal 

curvilinear) และกริดที่มีลักษณะโคงแบบไมตั้งฉากกัน (Non-orthogonal curvilinear) ดัง
แสดงในรูปที่ 1.1 
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(a)ลักษณะโคงแบบตั้งฉากกนั  

(Orthogonal curvilinear) 

 

(b)ลักษณะโคงแบบไมตั้งฉากกัน  

(Non-orthogonal curvilinear) 

รูปที่ 1.1 กริดที่สรางบนพิกดักระชับขอบเขต 

 

กริดที่มีลักษณะโคงแบบตั้งฉากกัน มีขั้นตอนการคํานวณที่ยุงยาก และใชเวลา
มากกวาการสรางกริดบนพิกัดทั่วไป (Regular coordinates) ซึ่งกริดลักษณะนี้สามารถสรางขึ้น
โดยใชพิกัดกระชับขอบเขตแบบโคงตั้งฉากกัน (Orthogonal curvilinear coordinates) ซึ่งกริด
ลักษณะนี้มีขอดีคือ ผลลัพธที่ไดจะมีความแมนยํามากกวากริดที่สรางโดยพิกัดทั่วไป แตมีขอเสีย
คือบริเวณที่เปนมุม เสนกริด (Grid line) จะไมสามารถโคงเขาสูมุมไดเน่ืองจากขอจํากัดของก
ริดที่ตองตั้งฉากกัน (Orthogonality constraint) ทําใหผลการคํานวณบริเวณดังกลาวมีความ
คลาดเคลื่อนมาก และเสียเวลาในการคํานวณ เน่ืองจากการกระจุกตัวกันของกริดในบริเวณอื่นที่
ไมตองการความละเอียด 

กริดที่มีลักษณะโคงแบบไมตั้งฉากกันซึ่งมีขอดีคือมีขั้นตอนการสรางกริดที่งาย
และใชเวลานอยกวากริดแบบตั้งฉากเนื่องจากไมมีขอจํากัดของกริดที่ตองตั้งฉากกัน ทําใหกริด
ลักษณะนี้มีความยืดหยุนสูง จึงสามารถโคงตามโดเมนที่มีลักษณะซับซอนได ดังน้ัน บริเวณที่
เปนมุมเสนกริดจะสามารถโคงเขาไปหาได จึงทําใหผลการคํานวณมีความแมนยํามากขึ้น สวน
ขอเสียคือ สมการครอบคลุมที่ประยุกตใชจะมีความซับซอนมากขึ้น เน่ืองจากตองเพ่ิมพจนของ
ความโคงเขาไปในสมการ 

สําหรับวิทยานิพนธฉบับน้ีจะใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมรวมกับพิกัดกระชับ
ขอบเขตแบบโคงไมตั้งฉากกัน โดยมีขั้นตอนหลักๆ 4 ขั้นตอนคือ การสรางกริด การแปลงพิกัด 
การดิสครีไทซ และการแกระบบสมการเชิงพีชคณิต ขั้นตอนแรกคือการสรางกริดเพื่อแบงโดเมน
ออกเปนปริมาตรควบคุมเล็กๆ โดยวิธีการสรางกริดเชิงพีชคณิต (Algebraic method) ขั้นตอน
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ที่สองคือ การแปลงสมการครอบคลุมและเง่ือนไขขอบจากพิกัดคารทีเซียนใหเปนพิกัดกระชับ
ขอบเขต ขั้นตอนที่สามคือ การดิสครีไทซสมการครอบคลุมดวยวิธีไฟไนตวอลุมเพ่ือแปลง
สมการเชิงอนุพันธใหเปนสมการพีชคณิต สวนขั้นตอนสุดทายคือ การหาผลเฉลยของสมการ
พีชคณิตโดยพิจารณารวมกับเง่ือนไขขอบ และเง่ือนไขเร่ิมตนตางๆ 

 

1.2 การศึกษาผลงานวิจัยที่ผานมา 

การใชพิกัดกระชับขอบเขตเริ่มไดรับความนิยมตั้งแต 20 ปที่แลว โดยมีผูศึกษา
และประยุกตใชพิกัดกระชับขอบเขตกับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในหลายๆ วิธี ซึ่งในชวงแรกนั้น 
Thompson et al. (1974, 1975, 1982a) และ Thompson (1982b) ไดเสนอแนวความคิด
พ้ืนฐานและหลักการเกี่ยวกับระบบพิกัดกระชับขอบเขตวาสามารถนําไปประยุกตใชกับโดเมนที่
มีรูปรางซับซอนได ตอมาไดมีการพัฒนาวิธีการสรางกริดขึ้นมามากมายเพื่อใหมีความเหมาะสม
กับปญหาที่นํามาวิเคราะห การสรางกริดสามารถทําไดหลายวิธี ซึ่งแตละวิธีมีการพัฒนามาอยาง
ตอเนื่อง โดยวิธีเชงิพีชคณิต และวิธีการแกสมการเชิงอนุพันธเปนวิธีที่ไดรับความนิยมนํามาใช
ในการสรางกริดมาก ซึ่ง Gordon and Hall (1973) ไดเร่ิมใชวิธีนี้ในการสรางกริดบนพิกัดโคง
เปนคนแรก จากนั้นมีผูวิจัยหลายทานนําวิธีนี้ไปใชในการสรางกริด ตอมา มีการกําหนดตัว
ประกอบความเร็วขึ้น นั่นคือการใชตัวประกอบความเร็วพิกัดคารทีเซียนเปนตัวแปรตามทําให
สามารถแกสมการโมเมนตัมไดโดยตรง โดยที่ตัวประกอบความเร็วในพิกัดคารทีเซียนจะถูกระบุ
ไวที่มุมของปริมาตรควบคุมสวนคาความดันจะอยูตรงกลางซึ่งวิธีดังกลาวมีนักวิจัยหลายทานได
นําไปใช เชน Vanka et al. (1980), Shyy and Correa (1985), Shyy et al. (1985), Shyy 
and Vu (1986), Shyy and Braaten (1986), Braaten and Shyy (1986a, 1986b) , Correa 
and Shyy (1987) และ Shyy (1987) เปนตน สําหรับการใชตัวประกอบความเร็ว 

Contravariant รวมกับกริดแบบเยื้อง (Staggered-grid) บนพิกัดกระชับขอบเขต อาทิเชน 
Maliska and Raithby (1986) ไดทําการคํานวณการไหลโดยใชพิกัดกระชับขอบเขตแบบโคง
ไมตั้งฉากกัน Demirdzic et al. (1987) และ Dvinsky (1987) ทําการคํานวณการไหลแบบ
ราบเรียบ และการไหลแบบปนปวน ใน 2 มิติ Malin et al. (1985) คํานวณการไหลแบบ
ราบเรียบ และการไหลแบบปนปวนใน 3 มิติ  Karki (1986) และ Karki and Patankar 

(1988a, 1988b) ทําการคํานวณการไหลแบบราบเรียบทั้งแบบอัดตัวไดและแบบอัดตัวไมได 
รวมไปถึงการไหลแบบ Transonic และ Supersonic 

Peric (1985) ไดใชตัวประกอบความเร็วในพิกัดคารทีเซียนรวมกับกริดแบบไม
เยื้อง เพ่ือประหยัดหนวยความจําในการคํานวณ โดยใชวิธีการประมาณคาของพจนการพาที่
บริเวณผิวรอยตอของปริมาตรควบคุมของ Rhie and Chow (1983) เพ่ือหลีกเลี่ยง
ปรากฏการณ Checkerboard effect ซึ่งวิธีที่คลายกันน้ี ไดถูกนําไปพัฒนาตอโดย Burns and 

Wilkes (1987) จากนั้น Karki (1985) ไดเร่ิมใชตัวประกอบความเร็วที่เปลี่ยนทิศไปตาม
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ทิศทางของพิกัดที่เปลี่ยนไป ซึ่งเรียกวา ตัวประกอบความเร็วแบบ Physical covariant 

รวมกับกริดแบบเยื้องในการคํานวณ วิธีดังกลาวเปนวิธีที่ไดรับความนิยมและถูกนําไปพัฒนาตอ
โดย Melaaen (1990) 

ปจจุบันการใชพิกัดกระชับขอบเขตยังเปนที่นิยมอยู เชน Rosa and Pinho 

(2005) ไดทําการคํานวณการไหลแบบราบเรียบผาน Diffuser โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
รวมกับพิกัดกระชับขอบเขตแบบไมตั้งฉากกัน Oztop (2005) ทําการคํานวณการถายเทความ
รอนและการไหลผานผนังรูปคลื่น และปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางในทอโดยใชกริดแบบอิลิป 
ติกควบคูกับการใชขั้นตอน SIMPLEM ในการแกปญหา 

 

1.3 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 

1.3.1 เพ่ือศึกษาวธิีการสรางกริดและระเบียบวิธไีฟไนตวอลุมเพ่ือใชในระบบ
พิกัดกระชับขอบเขต 

1.3.2 พัฒนาแบบจําลองเพือ่ใชสําหรับการคํานวณการไหลแบบราบเรียบใน
ระบบพิกัดกระชับขอบเขต 

1.3.3 พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรดวยระเบียบวธิีเชิงตัวเลขแบบไฟไนตวอลุม
เพ่ือใหสามารถทํานายการไหลแบบราบเรยีบในระบบพกิัดกระชับ
ขอบเขตได 

 

1.4 ขอบเขตของการวิจัย 

1.4.1 ศึกษาวธิีการสรางกรดิและระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเพ่ือใชในระบบพิกัด
กระชับขอบเขต 

1.4.2 พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถแกปญหาการไหลแบบราบเรยีบ 
2 มิติดวยระเบียบวิธไีฟไนตวอลุมบนพิกดักระชับขอบเขตได 

1.4.3 ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่พัฒนาขึน้กับปญหาการไหลแบบ
ราบเรียบแบบงายที่มีผลเฉลยแมนตรง ผลการทดลอง หรือผลการ
คํานวณโดยระเบียบวธิีเชิงตัวเลขอ่ืนๆ 
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1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 

1.5.1 เพ่ิมความรูความเขาใจในระบบพิกดักระชับขอบเขต การสรางกริด และ
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเพ่ือใชสําหรับพกิัดกระชับขอบเขต 

1.5.2 สามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นไปใชแกปญหาการไหล 
และสามารถนาํไปประยุกตเพ่ือใชในการแกปญหาอ่ืนๆ ในรูปรางที่
ซับซอนได 

1.6 ข้ันตอนการดําเนินงานวิทยานิพนธ 

1.6.1 ศึกษาพฤติกรรมการไหล ซึ่งเปนสมการเชิงอนุพันธที่ประกอบดวย 
สมการนาเวียร-สโตกส และสมการความตอเนื่อง สําหรับการไหลแบบ
ราบเรียบ ที่อัดตัวไมไดใน 2 มิติที่มีสภาวะคงตวั 

1.6.2 ศึกษาระบบพิกัดกระชับขอบเขตและการสรางกริดสําหรับใชในการ
แกปญหาที่มีรูปรางซับซอน 

1.6.3 ศึกษาระเบียบวธิีไฟไนตวอลุมที่สามารถนํามาใชในระบบพิกัดกระชับ
ขอบเขต 

1.6.4 พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร โดยนําไปแกปญหาการไหลแบบราบเรยีบ
ที่มีผลเฉลยแมนตรง และผลจากการทดลองที่มีผูศึกษามากอน เพ่ือให
ม่ันใจวาโปรแกรมคอมพิวเตอรนั้นมีความถูกตองและนาเชื่อถือ 

1.6.5 วิเคราะหและสรุปผล ที่เกิดขึ้นจากการคํานวณพรอมทั้งขอเสนอแนะ เพ่ือ
เปนแนวทางในการประยุกตใชในงานวิจัยระดับสูงตอไป 

1.6.6 จัดพิมพวิทยานิพนธ 
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บทที่  2 

ระเบียบวิธไีฟไนตวอลุมบนพิกัดกระชับขอบเขต 

 

ขั้นตอนแรกในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนพิกัดกระชับ
ขอบเขตคือการสรางกริด ซึ่งกริดที่ตองการนั้นจะตองมีระยะหางที่เหมาะสม จากนั้นจึงนําสมการ
ครอบคลุมและเง่ือนไขขอบจากพิกัดคารทีเซียนไปเปนพิกัดกระชับขอบเขต โดยการใชกฎลูกโซ 
จากนั้นจึงทําการดิสครีไทซดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม สุดทายจึงเปนการแกระบบสมการเชิง
พีชคณิตดวยวิธี TDMA 

2.1 การสรางกริด 

การสรางกริด (Grid generation) คือกระบวนการแบงพ้ืนที่โดเมนที่สนใจ
ออกเปนปริมาตรควบคุมยอยๆ จํานวนมากที่เรียกวาเซลล (Grid cell) เชื่อมตอระหวางจุดกริด 
(Grid points) ดวยเสนกริด (Grid lines) ซึ่งกระบวนการสรางกริดนี้มีความสําคัญเน่ืองจากเปน
ขั้นตอนแรกสําหรับการวิเคราะหปญหาโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 

สําหรับวิทยานิพนธนี้ ได เลือกใชวิธีการสรางกริด ดวยวิธี เชิงพีชคณิต 
(Algebraic method) ซึ่งมีขั้นตอนดังน้ี เริ่มแรก กําหนดจุดกริดลงบนเสนขอบของโดเมนที่
คํานวณ หลังจากนั้นจึงหาตําแหนงจุดกริดที่อยูภายในโดเมน โดยการใชการประมาณคาแบบ 
Transfinite interpolation methods (TFI) ซึ่งขอดีของการสรางกริดดวยวิธีเชิงพีชคณิต และ
การประมาณคาแบบ TFI คือ สามารถสรางกริดไดงายและรวดเร็ว เนื่องจากไมตองใช
กระบวนการทําซ้ํา และสามารถควบคุมระยะหางระหวางกริดไดอยางเหมาะสม สําหรับ
รายละเอียดการสร างกริดด วยวิธี  TFI สามารถหาดู ได จากหนั งสือที่ เกี่ ยวของกับ 
Computational Techniques for Fluid Dynamics เชน Fletcher (2003), Ferziger and 

Peric (1999) หรือจากงานวิจัยที่ผานมา เชน Melaaen (1990), จุฑาทรัพย ปรมีศนาภรณ 
(2549) เปนตน 

การสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก สามารถทําไดโดยใช
สมการลาปลาซ (Laplace equation) หรือสมการปวสซอง (Poisson equation) ซึ่งการสราง 
กริดดวยสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกนี้มีขอเสียที่เห็นไดชัดคือ การกระจายของเสนกริดบริ
เวณที่เปนมุมของโดเมน หรือบริเวณที่เปนสวนโคง จะมีความหางจากขอบของโดเมนปญหา ดัง
แสดงในรูปที่ 2.1 ทําใหการคํานวณบริเวณนั้นไมแมนยํา ซึ่งเม่ือเทียบกับการสรางกริดดวยวิธี 
TFI จะเห็นไดวา กริดแบบ TFI สามารถเขาใกลขอบของโดเมนไดดีกวา สําหรับกรณีการสราง 
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กริดแบบอิลิปติกที่ใชสมการปวสซองมาชวยในการควบคุมเสนกริด ซึ่งทําใหการสรางกริดเขา
มุมไดดีมากขึ้น แตก็ยังไมเปนที่นาพอใจ ดังแสดงในรูปที่ 2.2 

 
(a) กริดแบบ TFI                              (b) กริดแบบอิลิปติก 

รูปที่ 2.1 การสรางกริด 

 

 
(a) สมการลาปลาซ 

 
(b) สมการปวสซอง 

รูปที่ 2.2. ลักษณะของกริดแบบอิลิปติก 

การวางตัวของปริมาตรควบคุมยอยบนโดเมนสามารถทําได 2 วิธีดวยกัน ไดแก 
การวางตัวแบบ Cell-centered และการวางตัวแบบ Vertex-centered ซึ่งการวางตัวแบบ Cell-

centered นั้นปริมาตรควบคุมจะวางบนเสนกริดและ Node จะวางไวตรงกลางของปริมาตร
ควบคุมซึ่งอยูตรงกลางระหวางเสนกริดดังแสดงในรูปที่ 2.3(a) ซึ่งจะตางกับการวางตัวแบบ 
Vertex-centered ที่มีการวาง Node ไวตรงจุดตัดกันของเสนกริด และขอบของปริมาตรควบคุม
จะอยูตรงกลางระหวางเสนกริด ดังแสดงในรูปที่ 2.3(b) โดยในวิทยานิพนธนี้จะเลือกใชการ
วางตัวแบบ Cell-centered เน่ืองจากวิธีนี้มีขอดีคือสามารถประยุกตใชเง่ือนไขขอบเขตไดงาย 
เน่ืองจากเงื่อนไขขอบของโดเมนจะตรงกันกับเง่ือนไขขอบของปริมาตรควบคุม 
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(a) แบบ Cell-centered 

 
(b) แบบ Vertex-centered 

 

รูปที่ 2.3 การวางตวัของปรมิาตรควบคุม (a) (b)  

 

2.2 การแปลงพิกัด 

สําหรับในระบบพิกัดกระชับขอบเขต การคํานวณเพ่ือหาผลเฉลยของปญหา
ดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข สามารถทําไดทั้งบนพื้นที่ทางกายภาพ (Physical space) ดังแสดงใน
รูปที่ 2.4(a) และบนพื้นที่ที่ทําการแปลงพิกัดแลวซ่ึงเรียกวา พ้ืนที่การคํานวณ (Computational 

space) ดังแสดงในรูปที่ 2.4(b) โดยทั้ง 2 วิธีนี้มีความแตกตางกันคือ การคํานวณบนพื้นที่ทาง
กายภาพกริดจะมีลักษณะที่โคง ทําใหการดิสครีไทซสมการครอบคลุมตองทําในเซลลที่บิดเบี้ยว
ซึ่งยากตอการคํานวณหาผลเฉลยของปญหา แตพ้ืนที่ ปริมาตร และเวกเตอรตัวแปรอิสระจะ
สามารถอธิบายความหมายทางกายภาพได ในขณะที่การคํานวณบนพื้นที่การคํานวณจะกระทํา
บนเซลลรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสซึ่งจะทําการคํานวณไดกวา 

  

x

ξ
η

y

 ξ

η

 

(a) พ้ืนที่ทางกายภาพ 

 (Physical space) 

(b) พ้ืนที่การคาํนวณ 

 (Computational space) 

รูปที่ 2.4 การแปลงพิกัดจากพื้นที่กายภาพเปนพ้ืนที่การคํานวณ 
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สําหรับวิทยานิพนธนี้จะคํานวณหาผลเฉลยบนพื้นที่การคํานวณ โดยหลังจาก
สรางกริดแลว เราจะคํานวณคาตัวประกอบของรูปราง (Geometric coefficient) จากลักษณะ
ของ กริด จากนั้นจึงทําการแปลงสมการครอบคลุมจากพิกัดคารทีเซียนซึ่งมีตัวแปรอิสระ
คือ ( ) ( , )ix x y= ไปเปนพิกัดกระชับขอบเขตมีตัวแปรอิสระคือ ( ) ( , )iξ ξ η= โดยอาศัยกฎลูกโซ 
แลวทําการดิสครีไทซและแกระบบสมการเชิงพีชคณิตบนกริดสี่เหลี่ยมธรรมดา เม่ือไดผลเฉลย
แลวสามารถสงคากลับไปยังตําแหนงตางๆ ของจุดกริดบนพิกัดคารทีเซียนไดทันที ซึ่งมี
รายละเอียดดังตอไปน้ี 

รูปแบบทั่วไปของสมการครอบคลุมพ้ืนฐาน (Governing equations) สําหรับ
ปญหาการไหลแบบสองมิตใินพิกัดคารทีเซียนสามารถแสดงไดในรูปของตัวแปร φ  ดังตอไปน้ี 

  
( ) ( )

{
Source Term

Convection Term Diffusion Term

u v
S

x y x x y y φ

ρ φ ρ φ φ φ∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = Γ + Γ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠144424443 14444244443

 (2.2)

โดยที่ Γ  คือสัมประสิทธิ์การแพร (Diffusion coefficient) 

ซึ่งมีสมการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x  ในแนวแกน y  และสมการความตอเนื่อง คือ 

x-momentum equation 

  

( ) ( )
u

uu vu u u p S
x y x x y y x
ρ ρ

μ μ
∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.3)

y-momentum equation 
  
 

( ) ( )
v

uu vv v v p S
x y x x y y y
ρ ρ

μ μ
∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.4)

Continuity equation 
  
 

( ) ( )
0

u v
x y
ρ ρ∂ ∂

+ =
∂ ∂

 (2.5)

พิจารณาสองพจนแรกทางดานขวาของสมการ  (2.2) คือพจนการแพร 
(Diffusion term) เม่ือใชกฎลูกโซสามารถแปลงพิกัดสมการไดดังนี้ 
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x x x x x x
φ φ ξ φ η

ξ η
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ = Γ + Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.6)

จะเห็นไดวาเม่ือแปลงพิกัดแลวก็ยังติดตัวแปร x  (
x
ξ∂
∂

และ
x
η∂
∂

) อยูจึงใชความสัมพันธระหวาง 

Physical space และ Computational space ไดดังนี ้
  

1 1y y
x x J x J x

φ φ φ
ξ η η ξ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ = Γ − Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (2.7)

ซึ่งความสัมพันธระหวาง Physical space และ Computational space คือ 

  

1
y y

x x
x xJ

y y

ξ η
η ξ

ξ η
η ξ

∂ ∂⎡ ⎤∂ ∂⎡ ⎤ −⎢ ⎥⎢ ⎥ ∂ ∂∂ ∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥ =
∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2.8)

โดยที่ J  คือเมตริกซจาโคเบียน ซึ่งมีคาดังนี ้
  

( , ) x y x yJ ξ η
ξ η η ξ
∂ ∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂ ∂

 (2.9)

และในทํานองเดียวกัน เม่ือพิจารณาพจนการแพรพจนที่สองของสมการ (2.2) โดยใชกฎลูกโช
แปลงสมการ พรอมทั้งใชความสัมพันธระหวาง Physical space และ Computational space 

ไดดังนี ้
  

1 1x x
y y J y J y

φ φ φ
ξ η η ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
Γ = − Γ + Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.10)

พิจารณาพจนเชิงอนุพันธ 
x
φ∂

Γ
∂

 และ
y
φ∂

Γ
∂

 ในสมการ (2.7) และ (2.10) ทําการแปลงพิกัดตาม

ขั้นตอนเดิม ไดดังนี ้
  

1 1y y
x J J
φ φ φ

ξ η η ξ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Γ = Γ − Γ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (2.11)

  
1 1x x

y J J
φ φ φ

ξ η η ξ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Γ = − Γ + Γ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (2.12)
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แทนคาสมการ (2.11) และ (2.12) กลับลงในสมการ (2.7) และ (2.10) จะไดสมการพจนการ
แพรของสมการครอบคลุมพ้ืนฐานที่ผานการแปลงพิกดัแลวดังนี ้

  

31 2 21 1 CC C C
x y J J J J J J

μμ μ μφ φ φ φ φ φ
ξ ξ η η η ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Γ +Γ = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (2.13)

โดยที่คา 1C , 2C  และ 3C  คือ 

  
2 2

1
y xC
η η

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.14)

  

2
y y x xC
η ξ η ξ
∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂

 (2.15)

  
2 2

3
x yC
ξ ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.16)

สําหรับพจนที่ยังไมไดแปลงพิกัดคือ พจนการพา (Convection term) ทางซายมือของสมการ 
(2.2) ทั้ง 2 พจน สามารถแปลงพิกัดไดดังนี ้

  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1

u v
x x

y x x yu v v u
J

ρ φ ρ φ

ρ φ ρ φ ρ φ ρ φ
ξ η η η ξ ξ

∂ ∂
+ =

∂ ∂
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (2.17)

สําหรับพจนความดันของสมการโมเมนตัมในแนวแกน x  และ y  สามารถแปลงพิกัดไดดังนี้ 
  

1 1p p y p y
x J Jξ η η ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.18)

  
1 1p p x p x

y J Jξ η η ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (2.19)

ดังนั้น เม่ือแทนคาพจนการแพรสมการ (2.13) และพจนการพาสมการ (2.17) กลับลงในสมการ 
(2.2) จะไดสมการครอบคลุมการไหลสําหรับสองมิติในรูปตัวแปร φ  ดังนี ้
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( ) ( ) ( ) ( )y x x ypu pv pv puφ φ φ φ
ξ η η η ξ ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

31 2 2CC C C JS
J J J J φ

φ φ φ φ
ξ ξ η η η ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ΓΓ Γ Γ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

(2.19)

ดวยวธิีการแปลงพิกัดนี้ จะสามารถแปลงพิกัดสมการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x  แนวแกน 
y  และสมการความตอนเน่ืองไดดังนี้ 

x-momentum equation 
  

( ) ( ) ( ) ( )y x x ypuu pvu pvu puu
ξ η η η ξ ξ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

31 2 2CC C Cu u u u
J J J J

μμ μ μ
ξ ξ η η η ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

u
p y p y JS
ξ η η ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

(2.20)

y-momentum equation 
  

( ) ( ) ( ) ( )y x x yuv vv vv uvρ ρ ρ ρ
ξ η η η ξ ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

31 2 2CC C Cv v v v
J J J J

μμ μ μ
ξ ξ η η η ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

v
p x p x JS
ξ η η ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

(2.21)

และสมการความตอเนื่อง 
  

( ) ( ) ( ) ( ) 0y x x ypu pv pv pu
ξ η η η ξ ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (2.22)
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2.3 สัมประสทิธ์ิของรูปรางและตัวประกอบของความเร็ว 

สัมประสิทธิ์ของรูปรางและตัวประกอบของความเร็วน้ี มีความเกี่ยวของกับการ
แปลงพิกัดซึ่งสัมประสิทธิ์เหลานี้คือ Covariant metric tensor component ( )ijg , 

Contravariant metric tensor component ( )ijg  และ Mixed tensor component ( )i
jg  ซึ่ง

สามารถนิยามสัมประสิทธิ์ทั้งสามในรูปของเทนเซอรไดดังนี ้

Covariant metric tensor component 
  

( ) ( )e e k k
ij i ji jg J J= ⋅ =

r r  (2.23)

 

Contravariant metric tensor component 
  

( ) ( )e ei jij i j
k kg J J= ⋅ =

r r  (2.24)

Mixed tensor component 
  

( )
( )e eii i k i

j k j jjg J J δ= ⋅ = =
r r  (2.25)

เม่ือ ( )e i
r  คือ Covariant basis vector โดย ( )e i ikk

k i ki
j

x J
ξ
∂

= =
∂

r rr  

 ( )e ir  คือ Contravariant basis vector โดย ( )e i ii ii
k k k

k

J
x
ξ∂

= =
∂

r rr  

และ i
jδ  คือ Kronecker delta ( )0;i

j i jδ = ≠  และ ( )1;i
j i jδ = =  

สําหรับเวกเตอรความเร็วในพิกัดคารทีเซียนสามารถแยกตัวประกอบเปน
เวกเตอรความเร็ว Covarian หรือ Contravariant ไดโดยใชนิยามของ Basis vector ดังนี ้

  
( )

( )U e ei i
i iU U′ ′= =

r r r  (2.26)

เม่ือ U
r

 คือเวกเตอรความเร็วในพิกัดคารทีเซียน โดย U i i jiu u v= = +
r r rr

 

 iU ′  คือตัวประกอบ Covariant ของ U
r

 

 iU ′  คือตัวประกอบ Contravariant ของ U
r

 



 14 

ความสัมพันธระหวางสวนประกอบความเร็วแบบตางๆ (คารทีเซียน, 

Covariant และ Contravariant) สามารถแสดงไดดังตอไปน้ี 
  

jj
i i j j

i

x
U J u u

ξ
∂

′ = =
∂

 (2.27)

  

i

ji i
j j jU J u u

x
ξ∂

′ = =
∂

 (2.28)

  
j k k j

i ij i jU g U J J U′ ′ ′= =  (2.29)
  

i ij i j
j k k jU g U J J U′ ′ ′= =  (2.30)

ซึ่งทิศทางและขนาดของตัวประกอบความเร็วเหลานี้แสดงในรูปที่ 2.5 

x

y

ξ

η

4

4

1

1

2

2

x

y

ξ

η

3

3

1

1
5

5

 

1. Cartesian component,  iu  

2. Covariant component,  iU ′  

3. Contravariant component, iU ′  

4. Covariant projection,  iV  

5. Contravariant projection, iV  

รูปที่ 2.5 ทิศทางและขนาดของตัวประกอบความเร็วแบบตางๆ ใน 2 มิต ิ
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เม่ือนําเวกเตอรหน่ึงหนวย ( )

( )

e
e

e
i

i

i

=
r

r
r  และ 

( )

( )
ee
e

i
i

i
=
r

r
r  มาชวยในการนิยาม

ตัวประกอบความเร็วแบบ Covariant และ Contravariant จากนั้นจึงแทนคาตัวประกอบ
ความเร็ว Velocity component ดวย Velocity projection ตามแนวแกน (เสนหมายเลข 4 ใน
รูปที่ 2.5) หรือตั้งฉากกับพื้นผิว (เสนหมายเลข 5 ในรูปที่ 2.5) จะได 

Covariant projection 
  

no summation over 

U e
k

k i
i i

ii i

u JV
g

⎛ ⎞
= ⋅ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

r r  (2.31)

Contravariant projection 
  

( )

( ) ( )
no summation over 

U AU e
A A

i i
i i k k

i i

i

u AV
⎛ ⎞⋅⋅ ⎜ ⎟= ⋅ = =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

rr
r r

r r  (2.32)

เม่ือ ( )A ir
 คือเวกเตอรพ้ืนที่ 

 iig  คือ ( )ier  ซึ่งอาจแทนดวยสัญลักษณ ih  

 i
kA  คือ i

kJ J⋅  

เม่ือนําคา iU ′  จากสมการ (2.27) ลงไปแทนคา k
k iu J ในสมการ (2.32) จะ

สามารถสรางความสัมพันธระหวาง Physical covariant velocity projection กับ Covariant 

velocity components ไดดังนี ้
  

no summation over 

k
k i i

i
ii ii i

u J UV
g g

⎛ ⎞′
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (2.33)

จากความสัมพันธ iV  ในสมการ (2.33) สามารถจัดรูปใหมไดดังนี ้
  

( )
no summation over i i ii i

U V g′ =  (2.34)

จากสมการ (2.26), (2.34) และคา ( )e ir  ในสมการ (2.25) จะสามารถหาคาตวัประกอบความเร็ว
พิกัดคารทีเซียนไดดังนี้ 

  

( )( )U ii
i ii k kV g J= ⋅

rr
 (2.35)
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และแทนคา 
i

i k
k

AJ
J

=  จะสามารถหาคาตัวประกอบความเร็วพิกัดคารทีเซียนจาก Physical 

covariant velocity projections ไดดังนี้ 
  

i
k

k i ii
Au V g
J

=  (2.36)

ตัวประกอบ Normal flux ( )ˆ iU  สามารถนิยามไดดังนี้ 

  
( )ˆ U Ai i iU JU ′= ⋅ =

rr
 (2.37)

หรือ 

  
( )ˆ U Ai i i

j jU u A= ⋅ =
rr

 (2.38)

คา ˆ iU  ในรูปของความเร็ว Covariant projection สามารถหาไดจากการนําคา iU ′  จากการ
แทนคาสมการ (2.30) ลงในสมการ (2.37) จะได 

  
ˆ i ij

jU Jg U ′=  (2.39)

และนําคา jU ′  ในสมการ (2.34) ลงในสมการ (2.39) จะไดคา ˆ iU  ในรูปของความเรว็ 
Covariant projection ดังนี้ 

  
ˆ i ij

jU Vα=  (2.40)

เม่ือ ( )
no summation over 

ij ij
jj j

Jg gα =  

2.4 สมการครอบคลุมสําหรับการแกปญหาการไหล 

ในหัวขอที่ 2.2 ไดทําการแปลงพิกัดเสร็จเรียบรอยแลว ดังน้ันสมการครอบคลุม
สําหรับปญหาการไหลที่แปลงใหอยูในพิกัดกระชับขอบเขตแลวสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบ
เทนเซอรได ดังตอไปน้ี 

จากสมการ (2.22) คือสมการความตอเนือ่งที่ทําการแปลงพิกัดแลว 

  

( ) ( ) ( ) ( ) 0y x x yu v v uρ ρ ρ ρ
ξ η η η ξ ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (2.22)
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ใชความสัมพันธของ i i
k kA J J= ⋅ ซึ่งสามารถกระจายออกมามีคาตางๆ ดังนี้ 

  
1 1
1 1

yA J J
η
∂

= ⋅ =
∂

 (2.41)

  
2 2
2 2

xA J J
ξ
∂

= ⋅ =
∂

 (2.42)

  
1 1
2 2

xA J J
η
∂

= ⋅ = −
∂

 (2.43)

  
2 2

1 1
yA J J
ξ
∂

= ⋅ = −
∂

 (2.44)

แทนคาลงในสมการ (2.22) ไดดังนี ้
  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 2
1 2 2 1 0u A v A v A u Aρ ρ ρ ρ

ξ η
∂ ∂

+ + + =
∂ ∂

 (2.45)

จัดรูปสมการใหมไดดังนี้ 
  

( )( ) ( )( )1 1 2 2
1 2 2 1 0uA vA vA uAρ ρ

ξ η
∂ ∂

+ + + =
∂ ∂

 (2.46)

และใชความสัมพันธของสมการ (2.38) คือ ˆ i i
j jU u A=  แทนคาในสมการ (2.46) ไดดังนี้ 

  

( ) ( )1 2ˆ ˆ 0U Uρ ρ
ξ η
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 (2.47)

และสามารถเขียนใหอยูในรปูเทนเซอรไดดังนี้ 
  

( )ˆ 0i

i

Uρ
ξ
∂

=
∂

 (2.48)

ในทํานองเดียวกันพจนการพาของสมการโมเมนตัมที่อยูในรูปทั่วไปของตัวแปร φ  สามารถ
เขียนได ดังนี ้
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y x x yu v v uρφ ρφ
ξ η η η ξ ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

( )( ) ( )( )1 1 2 2
1 2 2 1uA vA uA vAρφ ρφ

ξ η
∂ ∂

= + + +
∂ ∂

 

( ) ( )1 2ˆ ˆU Uρφ ρφ
ξ η
∂ ∂

= +
∂ ∂

 

(2.49)

สําหรับพจนการแพรของสมการ (2.19) ซึ่งมีตัวแปร 1C , 2C  และ 3C  จะถูกนําไปเขียนใหอยูใน
รูปของ ( )A ir

ในสมการ (2.14) ถึง (2.16) ไดดังนี้ 
  

2 2
(1) (1)

1 A Ay xC
η η

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= + = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r r
 (2.50)

  
( ) ( )( )1 2

2 A Ay y x xC
η ξ η ξ
∂ ∂ ∂ ∂

= + = − ⋅
∂ ∂ ∂ ∂

r r
 (2.51)

  

( ) ( )
2 2

2 2
3 A Ax yC

ξ ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂

= + = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r r
 (2.52)

กําหนดใหสัมประสิทธิ์ Geometric diffusion มีนิยามดังนี ้
  

( ) ( )A Ai ji j
ij k kA AG

J J
⋅

= =
r r

 (2.53)

จากสมการ (2.19) พจนการแพรสามารถแทนคาตวัแปร ( )A ir
 และ ijG  ไดดังนี ้

  
31 2 2CC C C

J J J J
φ φ φ φ

ξ ξ η η η ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ΓΓ Γ Γ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

11 12 22 21G G G Gφ φ φ φ
ξ ξ η η η ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= Γ +Γ + Γ +Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

(2.54)

ดังน้ัน สมการครอบคลุมพ้ืนฐานหลังจากแทนคาพจนการพาสมการ (2.49) และพจนการแพร
สมการ (2.54) ไดดังนี ้

  

( ) ( )1 2ˆ ˆU Uρφ ρφ
ξ η
∂ ∂

+
∂ ∂

 

11 12 22 21G G G G S Jφ
φ φ φ φ

ξ ξ η η η ξ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= Γ +Γ + Γ +Γ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

(2.55)
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และสามารถเขียนสมการโมเมนตัมใหอยูในรูปเทนเซอรไดดังนี ้
  

( )ˆ i ij

i i j

U G S Jφ
φρ φ

ξ ξ ξ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= Γ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (2.56)

จัดรูปสมการ (2.56) ใหมไดดังนี้ 
  

ˆiI S Jφ=  (2.57)

เม่ือ 

  

( )ˆ ˆi i ij

i i j

I U G φρ φ
ξ ξ ξ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − Γ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (2.58)

เม่ือใดที่พิกัดมีความเปนมุมฉากคาพจน 0ij

i j

G φ
ξ ξ
⎛ ⎞∂ ∂
Γ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

เน่ืองจาก 0ijG = ( )i j≠  ดังนั้น

คาฟลักซทั้งหมดที่ผานผิวจะถูกแยกออกเปน 2 สวนคือ Orthogonal ( )ˆi
OI  และ Non-

orthogonal ( )ˆi
NOI  ดังนั้นสมการ (2.58) จะถูกแยกออกเปน 2 สวนดังนี้ 

  
ˆ ˆ ˆi i i

O NOI I I= +  (2.59)

เม่ือ 
  

No summation over  

ˆ ˆi i ii
O i

i

I U G φρ φ
ξ

⎛ ⎞∂
= −Γ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (2.60)

  

ˆi ij
NO j

i j

I G φ
ξ ≠

⎛ ⎞∂
= − Γ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (2.61)
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2.5 การดิสครีไทซสมการ 

จากสมการ (2.55) ประกอบดวยพจนตางๆ คือ พจนการพา พจนการแพร และ 
Source term ที่ผานการแปลงพิกัดมาแลว ซึ่งแตละพจนสามารถทําการดิสครีไทซไดดังนี ้

2.5.1 พจนการพา 

  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆe n

e w n sw s e w n s
U U U U U Uρ φ ρ φ ρ φ ρ φ ρ φ ρ φ+ = − + −  (2.62)

เม่ือกําหนดใหฟลักซการพา (Convection flux) คือ ( )ˆ i
nn nn

F Uρ= เม่ือตัวหอย nn  คือตัวบง

บอกแตละผิวของปริมาตรควบคุมคือ ,e  ,w  n  และ s  ดังแสดงในรูปที่ 2.6  

w

e
P

x

y

s

n
E

W

N

S

ξ

η

,e n

,e s

,w n

,w s

 

รูปที่ 2.6 ตําแหนงจุดตางๆ บนปริมาตรควบคุม 
  

1 2ˆ ˆe n

e e w w n n s sw s
U U F F F Fρ φ ρ φ φ φ φ φ+ = − + −  (2.63)

คา φ  ของแตละผิวปริมาตรควบคุมจะตองทําการประมาณคาจากจุดกริดที่
ติดกันโดยที่ความถูกตองของการประมาณคาจะขึ้นอยูกับ Numerical scheme 
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2.5.2 พจนการแพรสวน Orthogonal 

  

11 22
e n

w s

G Gφ φ
ξ η

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
Γ + Γ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

11 11 22 22

e w n s

G G G Gφ φ φ φ
ξ ξ η η

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
Γ − Γ + Γ − Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
(2.64)

เม่ือกําหนดใหสัมประสิทธิ์การแพรคือ GD
δ
Γ

=  เม่ือแทนคาลงในสมการ (2.64) จะสามารถลด

รูปสมการได และคาของพจนการแพรแตละทิศมีคาดังนี้ 
  

( )11 E P
e E e Pe

ee

G G D Dφ φφ φ φ
ξ δξ

⎛ ⎞⎛ ⎞ −∂
Γ = Γ = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.65)

  

( )11 P W
w P w Ww

ww

G G D Dφ φφ φ φ
ξ δξ

⎛ ⎞⎛ ⎞ −∂
Γ = Γ = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.66)

  

( )22 N P
n N n Pn

nn

G G D Dφ φφ φ φ
η δη

⎛ ⎞⎛ ⎞ −∂
Γ = Γ = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.67)

  

( )22 P S
s P s Ss

ss

G G D Dφ φφ φ φ
η δη

⎛ ⎞⎛ ⎞ −∂
Γ = Γ = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.68)

2.5.3 พจนการแพรสวน Non-orthogonal 

  

12 21
e n

w s

G Gφ φ
η ξ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
Γ + Γ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

12 12 21 22

e w n s

G G G Gφ φ φ φ
η η ξ ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
Γ − Γ + Γ − Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
(2.69)

ซึ่งสามารถลดรูปไดดังนี ้
  

12 21
e w n s

e n

w s

G G b b b bφ φ φ φ
φ φ
η ξ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
Γ + Γ = − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2.70)
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สําหรับการหาคาพจนการแพรสวนที่เปน Non-orthogonal ยกตัวอยางเชนพจน 
e

bφ  มี
วิธีการหาคาดังนี ้

  

12
e

e

b Gφ
φ
η

⎛ ⎞∂
= Γ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (2.71)

  

, ,12

, ,
e

e n e s

e n e s

b Gφ

φ φ
δη −

⎛ ⎞−
= Γ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (2.72)

ซึ่งคา ,e nφ  และ ,e sφ จะมีตําแหนงอยูบริเวณมุมขวาบนและมุมขวาลางของปริมาตรควบคุม
ตามลําดับ ซึ่งแสดงไดดังในรูปที่ 2.6 คาตามมุมตางๆ ของปริมาตรควบคุม สามารถหาไดจาก
การประมาณคาในชวงโดยถวงน้ําหนักแบบเชิงเสน (Weighted linear interpolation) ซึ่งมี
รูปแบบสมการดังนี้ 

  

( )1 11e P P Eu f f u= − +  (2.73)

โดย 1Pf  คืออัตราสวนระหวางระยะจาก Node ไปยังขอบของปริมาตรควบคุม ( )Pe  กับระยะ

จาก Node ไปยัง Node ที่อยูติดกันในทศิตะวันออก ( )PE ซึ่งสามารถหาไดจากสมการ 2.74 

  

1P
Pef
PE

=  (2.74)

ดังนั้น การหาคาที่มุมของปริมาตรควบคุมหนึ่งจุดจะใชการประมาณคาในชวงทั้งหมด 3 ครั้ง ซึ่ง
การประมาณคาโดยถวงน้ําหนักแบบเชิงเสนน้ีเปนวิธีที่มีความแมนยําสูงกวาการประมาณคา
ในชวงแบบอ่ืนๆ และสําหรับในทิศอ่ืนๆ ก็สามารถหาคาในทํานองเดียวกัน 

2.5.4 Source term 

เพ่ือความสะดวกในการคํานวณจะแยก Source term ออกเปนสองสวนโดยใช
การประมาณแบบเชิงเสนดังนี ้

  

u P PS S Sφ φ= +  (2.75)

โดย uS  คือพจนที่มีคาคงที่ 

 PS  คือพจนที่เปนสัมประสิทธิ์ของ Pφ  
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นําคาตางๆ ที่ผานการดิสครีไทซมาแลวคือ พจนการพา สมการ (2.63) พจน
การแพรสวน Orthogonal สมการ (2.65) ถึง (2.68) พจนการแพรสวน Non orthogonal 

สมการ (2.70) และSource term สมการ (2.75) ลงในสมการ (2.55) แลวจัดรูปใหม จะไดรูป
ทั่วไปของระบบสมการพีชคณิต ไดดังนี ้

  

P P E E W W N N S Sa a a a a Sφφ φ φ φ φ= + + + +  (2.76)

หรือ 

  

P P NB NB
NB

a a Sφφ φ= +∑  (2.77)

เม่ือ 

  

( )P NB e w n s P
NB

a a F F F F S= + − + − −∑  (2.78)

  

NO uS b Sφ = +  (2.79)
  

e w n sNOb b b b bφ φ φ φ= − + −  (2.80)

 

2.6 เง่ือนไขขอบ (Boundary conditions) 

ในการแกปญหาการไหลดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมน้ัน การกําหนดเงื่อนไข
ขอบเปนสิ่งหน่ึงที่มีความสําคัญซึ่งจะเปนตัวกําหนดลักษณะของแตละปญหา โดยทั่วไปแลวจะ
ประกอบดวย เง่ือนไขขอบบริเวณทางเขา (Inlet boundary condition) เง่ือนไขขอบบริเวณ
ทางออก (Outlet boundary condition) เง่ือนไขขอบบริเวณผนัง (Wall boundary condition) 
และเงื่อนไขขอบแบบสมมาตร (Symmetric boundary condition) เปนตน 

2.6.1 เง่ือนไขขอบบริเวณทางเขา (Inlet boundary condition) 

สําหรับเง่ือนไขขอบบริเวณทางเขาของคาปริมาณ φ  ใดๆ จําเปนตองถูก
กําหนดหรือทราบคา โดยคาของปริมาณ φ  อาจไดมาจากผลการทดลองหรือการประมาณคา 
ดังเชนตัวอยางการไหลในปญหาของรูปที่ 2.6 จะเห็นวาของไหลที่บริเวณทางเขาของทอ จะมี
การกระจายตัวของความเร็วแบบสม่ําเสมอ ซึ่งกําหนดไดโดยใหความเร็วของทางไหลตาม
แนวแกน x บริเวณทางเขามีคาคงที่เทากับ inu และความเร็วของของทางไหลตามแนวแกน y ที่
ทางเขามีคาเทากับศูนย 
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inu u=  (2.81)
  

0v =  (2.82)

 

x

y

inlet outletu=uin

 

รูปที่ 2.7 การกําหนดใหความเร็วบรเิวณทางเขามีคาคงที่เทากับ inu  

 

หรืออาจจะกําหนดใหความเร็วของของไหลตามแนวแกน x มีรูปรางเปนรูปพาราโบลาบริเวณ
ทางเขาดวยการใชสมการพาราโบลาเปนตัวกําหนด และกําหนดใหความเร็วของของไหลตาม
แนวแกน y มีคาเทากับศูนยเชนกัน ดังแสดงในรูปที่ 2.8 

x

y

outletuin

 

 

รูปที่ 2.8 การกําหนดใหรูปรางความเร็วที่ทางเขามีรูปรางพาราโบลา 
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2.6.2 เง่ือนไขขอบบริเวณทางออก (Outlet boundary condition) 

เง่ือนไขขอบบริเวณทางออกโดยปกติแลวจะไมทราบคา ในกรณีที่ทางออกของ
ของไหลมีการพัฒนาเต็มที่แลว (Fully developed flow) สามารถกําหนดใหปริมาณ φ  ใดๆ 
ไมมีการเปลี่ยนแปลง (Zero gradient) ตามแนวแกน x ยกเวนคาu บริเวณทางออกเทานั้นจะถูก
นําไปปรับคาเพื่อใหสอดคลองกับกฎสมดุลมวล  

  

0
outx

φ∂
=

∂
 (2.83)

แตในกรณีที่ทางออกของไหลยังไมมีการพัฒนาเต็มที่ สําหรับการประมาณคาจะ
ใชวิธีการประมาณคานอกชวงเชิงเสน (Linear extrapolation) 

2.6.3 เง่ือนไขขอบบริเวณผนัง (Wall boundary condition) 

เง่ือนไขขอบบริเวณผนังที่พบในปญหาการไหลทั่วไปจะสามารถแบงไดเปน 
เง่ือนไขขอบที่ไมมีการลื่นไถล (No-slip boundary condition) และเงื่อนไขขอบบริเวณผนัง
สําหรับการไหลแบบราบเรียบ (Laminar boundary condition) 

เง่ือนไขขอบที่ไมมีการลื่นไถล (No-slip boundary condition) คือของไหลที่
อยูติดกับผนังจะมีความเร็วเทากับผนัง ซึ่งในกรณีที่ผนังไมมีการเคลื่อนที่จะทําใหความเร็วตาม
แนวแกน x และ y ของของไหลบนผนังมีคาเทากับศูนย และปริมาตรควบคุมที่อยูติดกับผนังมีคา 

0sa =  (กรณีที่ผนังอยูดานลาง) เน่ืองจากไมมีการคํานวณ Pressure correction ที่ตําแหนงนี้ 
  

0wallu =     และ    0wallv =  (2.84)

เง่ือนไขขอบผนังสําหรับการไหลแบบราบเรียบ (Laminar boundary 

condition) บริเวณผนังจะมีความเคนเฉือนเกิดขึ้นตามแนวแกน x  มีคาดังนี ้
  

P
w

P

u
y

τ μ=  (2.85)

โดย Pu  เปนคาความเร็วที่ Node ดังแสดงในรูปที่ 2.9 ซึ่งเปนการประมาณคาที่
พิจารณาบริเวณใกลผิว เม่ือใหคาความเร็วมีการเปลี่ยนแปลงเปนเชิงเสนเม่ือเทียบกับระยะทาง
จะไดแรงเฉือนมีคาดังนี ้
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S w cellF Aτ=  (2.86)

โดยที่ cellA คือพ้ืนที่ผนังของปริมาตรควบคุม 

 

P

yp

up

Velocity 
profile

 

รูปที่ 2.9 ลักษณะของความเร็ว u  บริเวณผนัง 

 

2.6.4 เง่ือนไขขอบแบบสมมาตร (Symmetric boundary condition) 

เง่ือนไขขอบแบบสมมาตรสามารถประยุกตใชกับโดเมนของปญหาที่มีความ
สมมาตรกัน ดังแสดงในรูปที่ 2.10 การคํานวณโดยใชโดเมนทั้งหมดของปญหาจะทําให
สิ้นเปลืองหนวยความจําและเวลาการคํานวณ แตเม่ือประยุกตใชเง่ือนไขขอบแบบสมมาตรจะทํา
ใหโดเมนการคํานวณลดลง ดังแสดงในรูปที่ 2.11 ซึ่งจะสามารถชวยใหประหยัดหนวยความจํา
และลดเวลาในการคํานวณลง โดยกําหนดเงื่อนไขที่วาไมมีการไหลและไมมีฟลักซผานขอบแบบ
สมมาตร นั่นก็คือ กําหนดคาความเร็วในแนวตั้งฉากกับแนวขอบสมมาตรใหมีคาเปนศูนย และ
ตัวแปร φ  ที่ขอบสมมาตรไมมีการเปลี่ยนแปลงในทิศทางตั้งฉากดังนี ้

  

0v =  (2.87)
  

0
y
φ∂
=

∂
 (2.88)
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outletinlet

wall

wall

y

x

 

 

รูปที่ 2.10 รูปรางชองทางไหลที่มีลักษณะสมมาตรกัน 

 

outlet

inlet

wall

Symmetry plane

y

x

 

รูปที่ 2.11 โดเมนการคํานวณกรณีที่ใชเง่ือนไขขอบแบบสมมาตร 
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2.7 การแกระบบสมการเชิงพีชคณิต 

หลังจากทําการดิสครีไทซสมการเชิงอนุพันธแลวจะไดระบบสมการพีชคณิต 
โดยหัวขอน้ีจะทําการแกระบบสมการพีชคณิตเพ่ือหาผลเฉลยของปญหา ซึ่งการแกระบบสมการ
พีชคณิตมีหลายวิธีดวยกัน โดยในที่นี้ไดเลือกใชวิธีทําซ้ําแบบ Tri-diagonal matrix algorithm 

(TDMA) ซึ่งมีความเหมาะสมในการนํามาใชแกระบบสมการพีชคณิตที่ไดจากระเบียบวิธีไฟ
ไนต วอลุมน้ัน เน่ืองจากวิธีดังกลาวนี้มีขอดีคือ สามารถหาผลลัพธจนลูเขาสูคําตอบไดอยาง
รวดเร็ว และยังประหยัดหนวยความจําของเครื่องคอมพิวเตอร การแกระบบสมการพีชคณิตดวย
วิธี TDMA มีขั้นตอนหลัก 2 ขั้นตอนคือการกําจัดไปขางหนา และการแทนคายอนกลับ ซึ่งจะ
กลาวในรายละเอียดดังตอไปน้ี 

สําหรับปญหาการไหลสองมิติ หลังจากที่ไดทําการดิสครีไทซสมการครอบคลุม
แลวจะสามารถจัดรูปสมการครอบคลุมในรูปแบบที่สามารถใชวิธี TDMA ไดดังนี ้

  

S S P P N N W W E Ea a a a a bφ φ φ φ φ− + − = + +  (2.89)

ระบบสมการ TDMA มีรูปทั่วไปดังนี ้
  

1 1j j j j j j jD Cβ φ φ α φ− +− + − =  (2.90)

เม่ือเปรียบเทียบสัมประสิทธสมการ (2.89) กับ (2.90) จะพบวา 

  

j Saβ =  (2.91)
  

j PD a=  (2.92)
  

j Naα =  (2.93)
  

j E E W WC a a bφ φ= + +  (2.94)

ขั้นตอนการกําจัดไปขางหนา ทําโดยจัดสมการใหอยูในรูปสมการ (2.95) 

  

1j j j jA Cφ φ + ′= +  (2.95)

โดยที่สัมประสิทธิ์ jA และ jC′  สามารถหาไดจาก  
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1−−
=

jjj

j
j AD

A
β
α

 
(2.96)

  
1

1

j j j
j

j j j

C C
C

D A
β

β
−

−

′ +
′ =

−
 (2.97)

เน่ืองจากคาของจุดที่ขอบของโดเมน 1j =  และ 1j n= +  สามารถหาได ดังนั้น 
คาที่จุดดังกลาวคือ 

  

1 0A =  และ 1 1C φ′ =  (2.98)
  

1 0nA + =  และ 1 1n nC φ+ +′ =  (2.99)

ดังน้ันเม่ือทราบคาดังกลาวแลวเราสามารถแทนคายอนกลับ แลวจะไดผลเฉลย
ของปญหาโดยเร่ิมจากการหาคา jA  และ jC′  สําหรับคา 1j = ถึง j n=  จากนั้นจึงหาคา φ  
ของทุกๆ จุดที่ตองการ โดยยอนกลับจาก nφ  ไปหา 1φ  
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บทที่  3 

สมการโมเมนตัมและความสัมพนัธระหวางความเร็วและความดัน 

 

ประเภทของตัวประกอบความเร็วที่ เลือกใชบนพิกัดกระชับขอบเขตมี
ความสําคัญอยางยิ่ง เน่ืองจากกริดในระบบพิกัดกระชับขอบเขตนั้นจะเปลี่ยนแปลงตามลักษณะ
ของโดเมน ซึ่งถาเลือกใชตัวประกอบความเร็วที่ไมเหมาะสมกับโดเมนที่พิจารณา อาจกอใหเกิด
ปญหาขึ้น เชน เม่ือตัวประกอบความเร็วที่เลือกมีทิศทางขนานกับผิวของปริมาตรควบคุม ใน
บริเวณที่มีเกรเดียนทความเร็วสูงอาจสงผลใหเกิดการลูออกของผลลัพธ ตัวประกอบความเร็วที่
เลือกใชมีหลายประเภท ซึ่งแตละประเภทก็มีขอดีขอเสียตางกัน เชน Braatan and Shyy 

(1986) กําหนดใหตัวแปรตามบนแตละผิวของปริมาตรควบคุมเปนตัวประกอบเวกเตอร
ความเร็วพิกัดคารทีเซียนเพียง 1 ทิศทาง ดังแสดงในรูปที่ 3.1(a) ซึ่งวิธีนี้มีขอดีคือ การคํานวณ
ของแตละผิวใชหนวยความจํานอย และการสรางสมการโมเมนตัมก็ไมยุงยาก จึงมีผูวิจัยหลาย
ทาน นําไปใชในการคํานวณ อาทิเชน Meakin et al. (1986a, 1986b, 1988), Hah (1983, 

1984), Yung (1986), Yung et al. (1989) และ Hadjisphocleous (1988a, 1988b) แตวธิกีาร
วางตําแหนงความเร็วแบบนี้ก็มีขอเสียคือ เม่ือของไหลไหลผานชองโคงที่มีลักษณะดังรูปที่ 
3.1(b) ตัวประกอบความเร็วในพิกัดคารทีเซียนจะมีทิศทางเกือบจะขนานกับผิวของปริมาตร
ควบคุม ทําใหความดันและความเร็วมีความเกี่ยวของกันนอย (Weak coupling) ทําใหไมมีผล
ของการพาผานผิวปริมาตรควบคุม เปนสาเหตุที่ทําใหการคํานวณลูออก ตอมา Shyy et al. 

(1986) ไดทําการปรับปรุงโดยกําหนดใหแตละผิวของปริมาตรควบคุมมีตัวประกอบความเร็ว
พิกัดคารทีเซียน 2 ทิศทาง ดังแสดงในรูปที่ 3.2 ซึ่งสามารถชวยแกปญหาการลูออกได แต
วิธีการนี้ก็มีขอเสียคือ การคํานวณสมการโมเมนตัมจะตองเก็บคาตัวประกอบความเร็ว 8 คาตอ 
1 ปริมาตรควบคุมใน 2 มิติ ทําใหสิ้นเปลืองหนวยความจําในการคํานวณคอนขางมาก 

การเลือกใช Covariant และ Contravariant velocity มาแทนตัวประกอบ
ความเร็วในพิกัดคารทีเซียน ดังแสดงในรูปที่ 3.3 เปนอีกวิธีหน่ึงในการลดการใชหนวยความจํา
ในการคํานวณโดยที่ไมกอใหเกิดปญหาที่ตัวประกอบความเร็วมีทิศทางขนานกับผิวของโดเมน
การไหล ซึ่งคา Contravariant velocity จะมีลักษณะตั้งฉากกับผิวของปริมาตรควบคุม ดัง
แสดงในรูปที่ 3.3(a) สวนคา Covariant velocity จะมีทิศทางขนานไปกับแกน ξ และ η  ดัง
แสดงในรูปที่ 3.3(b) ซึ่งในหัวขอ 3.1 จะอธิบายการใช Covariant velocity projection กับ
สมการโมเมนตัม ซึ่งวิธีการนี้อาจจะใช Contravariant velocity projection แทนก็ได เชน 
Karki and Patankar (1988a, 1988b) ไดเลือกใช Covariant velocity projection แทนตัว
ประกอบความเร็วในพิกัดคารทีเซียนของสมการโมเมนตัม และใช Contravariant velocity 
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projection กับสมการความตอเนื่อง และนํามาคํานวณการไหลที่อัดตัวไดและอัดตัวไมไดผาน 

Bump บนพิกัดแบบเยื้อง 
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(a)                                                                (b) 

รูปที่ 3.1 การวางเวกเตอรความเร็วพิกัดคารทีเซียน 1 ทิศทาง บนกริดแบบเยื้อง 
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รูปที่ 3.2 การวางเวกเตอรความเร็วพิกัดคารทีเซียน 2 ทิศทาง บนกรดิแบบเยื้อง 
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(a) Contravariant velocity   (b) Covariant velocity 

รูปที่ 3.3 การวางเวกเตอร Contravariant และ Covariant velocity บนกริดแบบเยื้อง 

 

3.1 สมการโมเมนตัมรวมกับ Physical covariant velocity projections 

การใชสมการโมเมนตัมที่ใช Covariant velocity projections เปนตัวแปรตาม 
เปนวิธีแกปญหาที่กลาวไวในเบื้องตน การดิสครีไทซสมการโมเมนตัมในกรณีนี้มีความยุงยาก
นอยกวาการดิสครีไทซสมการโมเมนตัมที่ใชตัวประกอบความเร็วในพิกัดคารทีเซียน สําหรับ
วิทยานิพนธนี้ไดเลือกใชวิธีน้ีในการคํานวณหาคาตางๆ เน่ืองจากมีความสะดวกในการดิสครี
ไทซสมการและมีขั้นตอนการคํานวณที่ไมยุงยากซับซอน 

จากบทที่ผานมาจะไดสมการโมเมนตัมในแนวแกน x และแนวแกน y ที่ผานการ
แปลงพิกัดและทําการดิสครีไทซสมการใหอยูในรูปสมการพีชคณิตแลว ดังนี้ 

x-momentum equation 
  

P P E E W W N N S S va v a v a v a v a v S J= + + + +  (3.1) 

y-momentum equation 
  

P P E E W W N N S S ua u a u a u a u a u S J= + + + +  (3.2) 

นําคา 
1

1

P

x
h ξ

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 คูณสมการโมเมนตัมในแนวแกน x  และคา
1

1

P

y
h ξ

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

คูณสมการโมเมนตัมใน

แนวแกน y  และเม่ือนําทั้งสองสมการมารวมกันจะไดสมการโมเมนตัมซ่ึงมีทิศทางตามแนวแกน 
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ξ  และหากนําคา 
2

1

P

x
h η

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 คูณสมการโมเมนตัมในแนวแกน x  และคา 
2

1

P

y
h η

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 คูณ

โมเมนตัมในแนวแกน y  เม่ือนําทั้งสองสมการมารวมกันจะไดสมการโมเมนตัมซ่ึงมีทิศทางตาม
แนวแกน η  ดังตอไปน้ี 

x-momentum equation 
  

1 1 1

1 1 1
P P NB NB u

NBP P P

x x xa u a u S J
h h hξ ξ ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑  (3.2) 

 

y-momentum equation 
  

1 1 1

1 1 1
P P NB NB v

NBP P P

y y ya v a v S J
h h hξ ξ ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑  (3.3) 

นําสมการ (3.2) บวกกับสมการ (3.3) 

  

1 1

1 1
P p P

P P

x ya u v
h hξ ξ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
+ =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

1 1 1 1

1 1 1 1
NB NB NB u v

NB P P P P

x y x ya u v J S S
h h h hξ ξ ξ ξ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑  
(3.4) 

 
เม่ือใชความสัมพันธจากสมการ (2.31) ซึ่งเปนความสัมพันธระหวาง Covariant velocity 

projection กับตัวประกอบความเร็วในพิกัดคารทีเซียน ซึ่งมีคาดังนี้ 
  

No summation over 

1U e
k

k i
i i i i

i iii

u J x yV u v
hg ξ ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= ⋅ = = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

r r  (3.5) 

แทนคาสมการ (3.5) ลงในสมการ (3.4) จะได 
  

[ ]1 1 No summation over 
1 1

1 1    
NBP NB u v i

NB PP

x y pa V a V b b
h hξ ξ ξ
⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎡ ⎤′= + + − ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑  (3.6) 

เม่ือ 
e w n su u u u ub b b b b= − + −  และ 

e w n sv v v v vb b b b b= − + −  
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โดย 1NB
V ′  คือคา Covariant velocity projections ของจุดรอบๆ ซึ่งมีทิศทางเดียวกับจุด P  

ดังแสดงในรูปที่ 3.4 และนิยามไดดังนี ้
  

No summation over 

1
NB

P

i NB NBi i
i P P i

x yV u v
h ξ ξ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂′ = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 (3.7) 

หรือ 

  

U e
NB Pi NB iV ′ = ⋅

r r  (3.8) 

ξ

η

P

N

E

S

W

y

x

,nbVξ

,nbVξ′  
 

รูปที่ 3.4 ทิศทางของ Vξ′  และ Vξ  บนกริดแบบเยื้อง 

จากสมการ (3.8) คือสมการหาคา Covariant velocity projection ( )nbiV ′ ของ

จุด NB  คือจุด , ,E W N  และ S  แตทิศทางของ 
nbiV ′  จะมีทิศทางเหมือนกับ 

Pi
V  ของจุด P  ดัง

แสดงในรูปที่ 3.4 เน่ืองจากเวกเตอร eξ
r และ eη

r  คือ Covariant basis vector ซึ่งมีทิศทางตาม
แนวแกน ξ  และ η  ตามลําดับ เปนตัวกําหนดทิศทางของเวกเตอรโดยจะมีทิศทางตามโดเมน
พ้ืนที่การคํานวณ 
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การที่ 
nbiV ′  มีทิศทางตามจุด P  นั้น อาจจะไมถูกตองนักเนื่องจากไม

สอดคลองกับโดเมนการคํานวณ จึงตองมีการเพิ่มพจน 
NBNB i

NB
a V∑  เพ่ือใหมีทิศทางตามโดเมน

ของตัวเอง แลวลบคาดังกลาวออกเพื่อใหสมการมีคาเทาเดิม แสดงไดในสมการ (3.9) 

  

( ) 1
P NB NB NBP i NB i NB i i u vi i i

NB NB i i PP

x y V pa V a V a V V b b
h h

δ
ξ ξ ξ

⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂′= + − + + − ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑  (3.9) 

No summation over i   

พจน ( )NB NBNB i i
NB

a V V′ −∑  อาจเรียกไดวาเปนพจนความโคง (Curvature term) 

สําหรับพจนความดันสามารถหาไดเชนเดยีวกับการหาคาในพิกัดคารทีเซียนดังนี ้
  

1 1

e w

P

P PJ p J
h hξ δξ

⎛ ⎞ −∂
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (3.10)

 
3.2 การประมาณคาโดยใช Numerical scheme 

สําหรับคา 1 1 1, ,e w nV V V และ 1sV ของสมการ (3.9) ซึ่งเปนคาที่ขอบของปริมาตร
ควบคุมจําเปนตองหาคาจากการประมาณคาดวย Scheme ตางๆ เชน Central, Upwind, 

Hybrid หรือ Power-Law scheme และในพิกัดแบบกระชับขอบเขตนี้ก็ใช Scheme ตางๆ ได
เชนเดียวกับพิกัดคารทีเซียน ซึ่งในงานวิจัยนี้ไดเลือกใชวิธีการ Upwind differencing scheme 

ซึ่งเสนอโดย Courant et al. (1952) จุดประสงคในการคิดคนวิธีนี้ก็เพ่ือแกไขปญหาที่เกิดจาก
การสมมติคาการพาที่ Interface eφ  เกิดจากคาเฉลี่ยระหวาง Eφ และ Pφ โดยเสนอแนวคิดใหมคือ
เทอมการแพรกระจายไมมีการเปลี่ยนแปลง แตในเทอมการพาสามารถคํานวณไดโดยสมมติฐาน
ที่กลาววา คาของ φ  ที่ Grid point ของผิวปริมาตรควบคุมตนกระแสการไหล (Upstream) 
ดังนี้ 

  

1 1e PV V=      เม่ือ    0eF >  (3.11)
  

1 1e EV V=      เม่ือ    0eF <  (3.12)

และ 

1 1w WV V=      เม่ือ    0wF >  (3.13)
  

1 1w PV V=      เม่ือ    0wF <  (3.14)
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สําหรับคา 1nV และคา 1sV ก็หาไดในลักษณะเดียวกัน 

ดังนั้นสามารถเขียนสมการพีชคณิตของสมการทั่วไปจะมีคาตางๆ ดังนี้ไดเปน 

  

P NBP i NB i
NB

a V a V b= +∑  (3.15)

เม่ือ 

  

[ ]max ,0N n na D F= + −  (3.15)

  

[ ]max ,0S s sa D F= +  (3.16)
  

[ ]max ,0E e ea D F= + −  (3.17)
  

[ ]max ,0W w wa D F= +  (3.18)

  

P E W N S Pa a a a a S= + + + −  (3.19)

และ 
  

( ) 1
NB NBNB i i u vi i i

NB i i PP

x y V pb a V V b b
h h

δ
ξ ξ ξ

⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂′= − + + − ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  (3.20)

เม่ือ  [ ]max ,A B  คือคาสูงสุด ที่ไดจาการเปรียบเทียบคาระหวาง AและB  

จากสมการ จะสังเกตไดวาคาสัมประสิทธิ์ตางๆ จะไมสามารถมีคาเปนลบได ทํา
ใหผลเฉลยที่ไดมีคาเปนไปตามลักษณะทางกายภาพที่เกิดขึ้นจริง และทําใหสามารถแกปญหา
ตางๆ ไดโดยที่ผลเฉลยลูเขาสูคาใดคาหนึ่ง 
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3.3 SIMPLE algorithm 

ในการแกสมการอนุรักษโมเมนตัมน้ัน ผลเฉลยของสนามการไหลที่ไดจะมีคาที่
ไมสอดคลองกับสมการอนุรักษมวล และเพื่อใหคาผลเฉลยที่ไดจากสองสมการนี้มีความ
สอดคลองกัน เราจะใชขั้นตอนวิธีการที่เรียกวา SIMPLE (Semi–Implicit Method for 

Pressure–Linked Equations) ซึ่งถูกพัฒนาโดย Patankar and Spalding (1972) ขั้นตอนนี้
เปนขั้นตอนการแกปญหาของสนามการไหล โดยการสมมติคาความดันและคาความเร็วใน
ขอบเขตของปญหาที่นาสนใจ แลวคํานวณหาคาความเร็วจากการสมมติคาความเร็วและความ
ดัน เพ่ือที่จะนําคาความเร็วที่คํานวณไดไปหาคาความดันอีกครั้ง โดยใช Pressure-correction 

method เพ่ือชวยในการคํานวณความดันที่ถูกตอง ซึ่งคา Pressure-correction ที่ไดนี้จะถูกนํา
กลับมาหาคาความเร็ว และทําซ้ําตามขั้นตอนดังกลาว จนกระทั่งผลเฉลยลูเขาสูคาใดคาหนึ่ง ซึ่ง
วิธีนี้เปนการชวยใหคาความเร็วและความดันมีความสัมพันธเปนไปตามการอนุรักษโมเมนตัม
และการอนุรักษมวล โดยวิธีในโปรแกรมคอมพิวเตอรนี้ เปนวิธีที่ใชกับกริดแบบเยื้องกัน 

กริดแบบเยื้อง เปนการแบงกริดเพื่อใหกริดของความเร็ว อยูระหวางจุดตอของ
ตัว แปรสเกลาร ทั้งน้ีเพ่ือใหสอดคลองกับสมการความตอเน่ือง (Continuity equation) และ
แกปญหาการเกิด Checker-board effect (Patankar, 1980) อันจะกอใหเกิดความผิดพลาดใน
การคํานวณเชิงตัวเลข 

จากสมการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x  และ y  

  

P nb k

j
P k nb k u k

nb j P

pa u a u b A
ξ

⎛ ⎞∂
= + − ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑  (3.21)

ซึ่งเริ่มตนจากการเดาคา *,p  *u และ *v ในสมการ (3.21) จะไดดังนี้ 
  

*
* *

P nb k

j
P k nb k u k

nb j P

pa u a u b A
ξ

⎛ ⎞∂
= + − ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑  (3.22)

เครื่องหมาย* หมายความวาเปนคาที่กําหนดขึ้นมาใหม เราจึงตองนิยามคาแกไขความดัน 
(Pressure correction, p′ ) ซึ่งก็คือความแตกตางระหวางความดันที่ถูกตอง (Correct 

pressure, p ) กับความดันที่สมมติขึ้นมา (Guessed Pressure, *p ) 

  
*p p p′= +  (3.23)
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และสําหรับคาแกไขความเร็วสามารถนิยามไดในลักษณะเดียวกัน คือ 

  
*

k k ku u u′= +  (3.24)

นําสมการ (3.21) ลบกับสมการ (3.22) จะไดความสัมพันธใหมคือ 

  

P nb

j
P k nb k k

nb j P

pa u a u A
ξ

⎛ ⎞′∂′ ′= − ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑  (3.25)

กําหนดใหคา
nbnb k

nb
a u′∑ มีคาเทากับศูนย เพ่ือลดความยุงยากในการหาคําตอบของสมการ 

(Patangkar, 1980) ดังนั้น จากสมการ (3.25) จะได Velocity-correction คือ 

  

P

j
k

k i
P P

A pu
a ξ

⎛ ⎞′∂′ = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 (3.26)

แทนคาสมการ (3.26) ลงในสมการ (3.24) จะได 
  

*
j

k
k k j

P

A pu u
a ξ

′∂
= −

∂
 (3.27)

แตสําหรับ Physical covariant velocity projection จะตองนําสมการ (3.27) แทนลงในสมการ 

(2.33) ไดดังนี ้
  

*
No summation over   i i ii

P ii

J pV V
a g ξ

′∂
= −

∂
 (3.28)

นําสมการ (3.26) มาคิดหาฟลักซการพา โดยยกตัวอยางที่ทิศ e  ไดดังนี ้
  

( ) ( )1 1 11 12
1 2

ˆ
e e e

F U V Vρ ρ α α⎡ ⎤= = +⎣ ⎦  (3.29)

  

( ) ( )1 1 11 12
1 2

ˆ
w w w

F U V Vρ ρ α α⎡ ⎤= = +⎣ ⎦  (3.30)

จากสมการ(2.47) ทําการอินทิเกรตสมการความตอเนื่องตลอดปริมาตรควบคุมจะได 
  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ 0
e w n s

U U U Uρ ρ ρ ρ− + − =  (3.31)
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เม่ือแทนคา iV จากสมการ (3.28) แทนคาลงในสมการ (3.31) ทุกทิศ โดยจะยกตัวอยางที่ทิศ 
e  และ w  ไดดังนี ้

  

( ) ( ) ( )1 *1 1ˆ ˆ ˆ
e e e

U U Uρ ρ ρ ′= −  (3.32)

  

( ) ( ) ( )1 *1 1ˆ ˆ ˆ
w w w

U U Uρ ρ ρ ′= −  (3.33)

พิจารณาพจน ( )1ˆ
e

Uρ ′  และ ( )1ˆ
w

Uρ ′  ของสมการ (3.30) และ (3.31) ตามลําดับ โดยใช

ความสัมพันธของสมการ (3.29) และ (3.30) มีคาดังนี ้
  

( ) ( )1 11 12
2

11

ˆ E P
e ee

P

P PJU V
a g

ρ ρ α α
δξ

⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′−′ ′= +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (3.34)

  

( ) ( )1 11 12
2

11

ˆ P W
w ww

P

P PJU V
a g

ρ ρ α α
δξ

⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′−′ ′= +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (3.35)

สําหรับทิศ n  และ s  ก็ทําไดเชนเดียวกัน เม่ือไดคาทุกทิศแลวนําคาแทนกลับที่สมการ (3.31) 

และสามารถจัดรูปใหมไดดังนี ้
  

P P N N S S E E N Na P a P a P a P a P b′ ′ ′ ′ ′= + + + +  (3.36)

เม่ือ  
  

22

22
N

P

Ja
a g
ρα

=  (3.37)

  
22

22
S

P

Ja
a g
ρα

=  (3.38)

  
11

11
E

P

Ja
a g
ρα

=  (3.39)

  
11

11
W

P

Ja
a g
ρα

=  (3.40)
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P E W N Sa a a a a= + + +  (3.41)
  

s NOb b b= +  (3.42)
  

( )1* 1* 2* 2*
s e w n sb F F F F= − − + −  (3.43)

  

( ) ( ) ( ) ( )12 12 21 21
2 2 2 2NO e w n s

b V V V Vρα ρα ρα ρα′ ′ ′ ′= − + −  (3.44)

การปรับคาความดันและความเร็วน้ัน บางครั้งจะมีการใสคา Under-relaxation 

เพ่ือใหการคํานวณซ้ํามีผลลัพธลูเขา อยางมีเสถียรภาพ ดังนี้ 
  

*
pp p pα ′= +  (3.45)

และคาความเร็วก็เชนกัน 

  
*

uu u uα ′= +  (3.46)
  

*
vv v vα ′= +  (3.47)

 

เม่ือ pα  คือ Under relaxation factor สําหรับคาความดัน p  

uα  คือ Under relaxation factor สําหรับคาความเร็ว u  

vα  คือ Under relaxation factor สําหรับคาความเร็ว v  

 

จากวิธีการที่กลาวมาในหัวขอน้ี สามารถสรุปขั้นตอนของกระบวนการหาผล
เฉลยดวย SIMPLE algorithm ไดดังนี้ 

1. คํานวณสัมประสิทธิ์ของรูปรางกริดที่ใช 

2. สมมติคาเริ่มตนของ * *,p u และ *v ทุกๆ จุด 

3. แปลงคาความเร็วพิกัดคารทีเซียนเปน Physical covariant velocity 

projection ( )iV  ซึ่งมีทิศทาง ξ  และ η  จากสมการ (2.33) 
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4. แกไขคาที่เกี่ยวของใหสอดคลองกับเง่ือนไขขอบ 

5. คํานวณหาคาสัมประสิทธิ์ และ Source term ของสมการโมเมนตัมดวยการ
ใชตัวแปรลาสุด จะไดคา iV  ทั้งสองทิศ จากสมการ (2.9) โดยใชคา *p  

6. หาคา *ˆ iU  จากสมการ (2.40) โดยใชคา iV  ซึ่งหาไดจากขั้นตอนที่ 5  

7.หาคา p′  จากสมการ (3.36) 

8. คํานวณหาคา p  จากสมการ (3.45) แลวแทนคา p  ที่คํานวณได มาแทน
เปน *p  คาใหม 

9. คํานวณหาคา iV  ใหมจากสมการ (3.28) โดยใชคา p′  จากขั้นตอนที่ 7 

จากนั้นจึงกําหนดคา iV  ที่ไดเปน *
iV  คาใหมในการเริ่มตน 

10. แปลงคา iV  กลับเปนความเร็วพิกัดคารทีเซียน จากสมการ (2.36) 

11. ดําเนินการตามขั้นตอนที่ 4 ถึง 10 จนกระทั่ง * *,p u และ *v  มีคาลูเขาสู
คาที่ถูกตอง โดยตรวจสอบการลูเขาใกลศูนยของพจน b  (Mass source term) ในสมการ 
(3.20) และ (3.37) ซึ่งแสดงวาคา * *,p u และ *v  ที่คํานวณไดสอดคลองกับสมการความ
ตอเนื่อง 



 42 

บทที ่ 4 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร 

 

ในบทนี้จะนําโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนพิกัด
กระชับขอบเขตมาตรวจสอบความถูกตองกับปญหาการไหลแบบราบเรียบของของไหลที่อัดตัว
ไมไดในสภาวะคงตัว โดยนําผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยโปรแกรมไปเปรียบเทียบกับผล
เฉลยแมนตรงหรือผลการคํานวณจากวิธีอ่ืน ของงานวิจัยที่ผานมา เพ่ือแสดงใหเห็นวาโปรแกรม
ที่ประดิษฐขึ้นมีความถูกตองและเชื่อถือได ซึ่งแตละปญหาที่นํามาทดสอบนั้นจะมีรูปรางที่
แตกตางกัน และคาที่ใชในการเปรียบเทียบก็แตกตางกันออกไป 

กรณีทดสอบที่นํามาใชในการตรวจสอบความถูกตองมี 4 กรณี ดังตอไปน้ี 

1) การไหลในแผนคูขนาน (Flow in parallel plates) 

2) การไหลแบบราบเรียบผาน Gradual-expansion channel 

3) การไหลแบบราบเรียบผาน Sinusoidal wall 

4) การไหลแบบราบเรียบผานผนังรูปคลื่น (Wavy-wall) 

 

4.1 การไหลในแผนคูขนาน (Flow in parallel plates) 

สําหรับกรณีทดสอบแรก โดยกําหนดใหการไหลเปนแบบราบเรียบผานแผน
คูขนานสองแผนที่อยูนิ่ง โดนแผนขนานวางหางกันเปนระยะ D  และแตละแผนมีขนาดความ
ยาวเปนระยะอนันตดังแสดงในรูปที่ 4.1  

ที่บริเวณทางเขาของไหลจะมีความเร็วคงที่และจากเงื่อนไขไมลื่นไถล (No-slip 

condition) จะทําใหความเร็วที่ผนังของทอตองลดความเร็วลงมาเทากับศูนย กอใหเกิดเปน
รูปรางความเร็วจนกระทั่งการไหลมีลักษณะเปนการไหลแบบพัฒนาเต็มที่ ซึ่งรูปรางความเร็วจะ
ไมมีการเปลี่ยนแปลง โดยระยะทางตั้งแตบริเวณทางเขาจนถึงตําแหนงที่ความเร็วมีการพัฒนา
เต็มที่ (Entrance length, eL ) จะมีความสัมพันธกับคาเรยโนลดนัมเบอร (Reynolds number, 

Re ) ดังแสดงในสมการ (4.1) 
 

0.06 ReeL D= ⋅ ⋅  (4.1)
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โดย eL  คือ ระยะการปรับตัวสูการไหลแบบพัฒนาเต็มที่ และ 
  

Re uDρ
μ

=  (4.2)

เม่ือ ρ  คือ ความหนาแนนของของไหล 

u  คือ ความเร็วเฉลี่ยที่บริเวณทางเขา 

D  คือ ระยะหางระหวางแผนคูขนาน 

μ  คือ ความหนืดสัมบูรณ (Absolute viscosity) 

D outlet

x

y

inlet

Entrance Length, Le Fully developed flow   

รูปที่ 4.1 ลักษณะการไหลในแผนคูขนาน 

 

กําหนดให ระยะหางระหวางแผนคูขนานที่อยูนิ่ง ( )D เทากับ 1 cm  โดยของ
ไหลเปนอากาศ ( 31.164 kg/mρ =  และ -5 21.86×10  N s/mμ = ⋅ ) มีความเร็วสมํ่าเสมอที่
ทางเขามีคาเทากับ 0.5 m/s  คาเรยโนลดนัมเบอรที่คํานวณไดจากสมการ (4.2) มีคาประมาณ 
310 ซึ่งมีคานอยกวา 1400 จึงเปนการไหลแบบราบเรียบ และระยะ eL ที่มากที่สุด สามารถ
คํานวณไดจากสมการ (4.1) โดยแทนคา Re 1400= จะได คา 84 cmeL =  กลาวคือเม่ือของ
ไหลไหลผานแผนคูขนานเปนระยะมากกวา 84 cm  การไหลจะพัฒนาจนเปนการไหลแบบ
พัฒนาเต็มที่ ดังนั้นจึงกําหนดใหแผนคูขนานมีความยาวเทากับ 100 cm  

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร กระทําโดยการจําลอง
การไหลผานแผนคูขนาน เปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง (Exact solution) โดยลักษณะของ
การไหลสําหรับปญหาน้ีเปนการไหลในหนึ่งมิติ คือไมมีการไหลในทิศทางแนวดิ่ง ( )y  หรือ
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กําหนดใหความเร็วในแนวดิ่ง ( )v  มีคาเทากับศูนย และกําหนดใหบริเวณทางออกเปนการ
ไหลแบบพัฒนาเต็มที่แลว เม่ือใชขอสมมติฐานเหลานี้จะทําใหสมการโมเมนตัมทั้งสองแนวแกน
ลดรูปลงเปน 

x -momentum equation 
  

2

2 0p u
x y

μ∂ ∂
− + =
∂ ∂

 (4.3a)

y -momentum equation 
  

0p
y
∂

− =
∂

 (4.3b)

จากสมการ (4.3a) ทําการอินทิเกรตเทียบตัวแปร y  สองครั้ง จะได 
  

21
2

p Au y y B
xμ μ
∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (4.4)

โดยคาคงที่ A และ B  จะสามารถหาคาไดจากการประยุกตใชเง่ือนไขขอบคือ 0u =  ที่ 0y =  
และ 0u =  ที่ 1y =  ดังนั้น จะไดรูปรางความเร็วของการไหลดังนี ้

  

21 1
2 2

p pu y y
x xμ μ
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (4.5)

หรือ 

  

( )21
2

pu y y
xμ
∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (4.6)

ที่บริเวณทางออก เปนการไหลแบบพัฒนาเต็มที่ดังนั้น ความเร็วในแกน x  จะมีคามากสุดที่
บริเวณกึ่งกลางของแผนคูขนาน ( 0.5)y = และเม่ือแทนคา 0.5y =  ลงในสมการ (4.6) จะได
ความเร็วสูงสุดในแนวแกน x  ดังนี ้

  

max
1
8

pu
x
∂⎛ ⎞= − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (4.7)

นําสมการ (4.6) หารดวยสมการ (4.7) จะไดความเร็วไรมิติซึ่งเปนอัตราสวนระหวางความเร็วที่
ตําแหนงใดๆ ตอความเร็วสูงสุดดังนี้ 
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( )2

max

4u y y
u

= −  (4.6)

รูปที่ 4.2 แสดงรูปรางความเร็วที่ตําแหนงทางออกสําหรับกริดขนาด 10 20×

และ 20 40×  เปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง พบวาผลการคํานวณที่ได มีความสอดคลองกัน
เปนอยางดี คือกริดขนาด 10 20×  มีความแตกตางกับผลเฉลยแมนตรงมากสุด 2.56 เปอรเซน็ต 
และกริดขนาด 20 40×  มีความแตกตางกับผลเฉลยแมนตรงมากสุด 1.54 เปอรเซ็นต โดยผล
การคํานวณของกริดทั้งสองขนาดนั้นใหผลที่แตกตางกันนอยมาก นั่นหมายความวาผลลัพธที่ได
มีคุณสมบัติความเปน Grid-independent แลว หรือกลาวอีกนัยนึง คือ ถาเพิ่มจํานวนกริดมาก
กวา10 20×  ผลลัพธที่คํานวณไดจะไมมีการเปลี่ยนแปลงหรือมีการเปลี่ยนแปลงนอยมาก 

u/umax

0.0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1.0 1.1 1.2

y/
D

0.0

.1

.2

.3

.4

.5

.6

.7

.8

.9

1.0

Exact
10x20
20x40

 

รูปที่ 4.2 รูปรางความเรว็ทีต่ําแหนงทางออกเปรียบเทยีบกับผลเฉลยแมนตรง 
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4.2 การไหลแบบราบเรียบผาน Gradual-expansion channel 

ปญหาการไหลแบบราบเรียบผาน Gradual-expansion channel เปนปญหาที่
นิยมนํามาทดสอบความถูกตองของโปรแกรมเมื่ อใช พิกัดเชิ ง เสนโค ง  (Curvilinear 

coordinates) โดยรูปรางของชองทางการไหลดานบนจะเปนผนังที่มีความโคงซ่ึงใชคา Re  เปน
ตัวกําหนดความโคงของผนัง โดยที่คา y  ของผนัง ( )wy  สามารถกําหนดไดดวยสมการ (4.7) 

เง่ือนไขขอบดานลางกําหนดใหเปนระนาบสมมาตร (Symmetry plane) และเงื่อนไขขอบ
บริเวณทางออกของชองทางการไหลกําหนดใหเปนการไหลแบบพัฒนาเต็มที่ ดังแสดงในรูปที่ 
4.3 

  

( )1 0.5 tanh 2 30 tanh 2
Rew

G

xy
⎡ ⎤⎛ ⎞

= − − −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

,            Re0
3

x≤ ≤  (4.7)

โดย GRe  คือคาที่ใชกําหนดความโคงของผนังดานบน กลาวคือเม่ือคา GRe  มีคามาก
ขึ้น ความโคงของผนังดานบนจะนอยลง สําหรับคาRe จะเปนตัวกําหนดความยาวของชองทาง
การไหล กลาวคือเม่ือคา Re  มากขึ้นชองทางการไหลจะยาวมากขึ้น โดยสามารถคํานวณได
จากสมการ (4.2) และสําหรับคา D  ในปญหานี้กําหนดใหมีคาเทากับ 1 

 

Symmetry plane

Wall

outlet

inlet

x

y

(Re/3, y(ReG/3))

(Re/3, 0)  

รูปที่ 4.3 รูปรางของปญหา Gradual-expansion channel 

กําหนดใหความเร็วที่ผนังเทากับศูนยและรูปรางความเร็วบริเวณทางเขาซึ่งอยูในรูปตัวประกอบ
ความเร็วคารทิเซียนมีคาดังนี้ 

  

( )2 2
max

3
2

u y y= − ,          0v =  (4.8)
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3.3

1

 

1) Re 10= , Re 10G =  (not to scale) 

 

33

1

 

2) Re 100= , Re 100G =  (not to scale) 

 

33

1

 

 

3) Re 100= , Re 10G =  (not to scale) 

 

รูปที่ 4.4 รูปรางของปญหาและการวางตวัของกริดสําหรับปญหาการไหลผาน Gradual-

expansion channel ทั้ง 3 กรณี 
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คํานวณปญหาการไหลแบบราบเรียบผาน Gradual-expansion channels 

กับรูปรางผนังโคงดานบนที่มีความแตกตางกัน 3 แบบ คือ กรณี 1) Re 10= , Re 10G =  กรณี 
2) Re 100= , Re 100G =  และ กรณี 3) Re 100= , Re 10G = ดังแสดงในรูปที่ 4.4 ซึ่งรูปราง
ปญหาทั้ง 3 กรณีนั้น บริเวณชองทางออกจะมีความสูงเทากันคือ 2y ≈  โดยในกรณี 3) นั้นผนัง
ดานบนจะมีความโคงเหมือนกับกรณี 1) แตความยาวของชองทางการไหลทั้งหมดนั้นจะยาว
เทากับกรณี 2) คือ 33x ≈  ในขณะที่กรณี 1) มีความยาวของชองทางการไหลทั้งหมดประมาณ 
3 

ตารางที่ 4.1 และ 4.2 แสดงคาความดันที่ผนังดานบน ณ ตําแหนงตางๆกันซ่ึง
กําหนดใหมีตําแหนงอางอิงที่ / 0.5outx x =  โดยคาความดันสามารถหาไดจากสมการ (4.9) 
ดังนี้ 

  

2
refp p

P
uρ
−

=  (4.9)

โดยที่คา refp  คือ คาความดันที่ตําแหนงอางอิง ซึ่งในที่นี้ ตําแหนงอางอิงคือ out/ 0.5x x =  

เม่ือนําผลลัพธที่ไดมาเปรียบเทียบกับผล Benchmark ของ Cliffe et al. 

(1982) ซึ่งใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการคํานวณโดยใชกริดขนาด 60 30× พบวาผลจาก
ทั้งสองตารางมีความใกลเคียงกับผล Benchmark เปนอยางดีในทุกๆ ตําแหนง 

 

ตารางที่ 4.1 คาความดันที่ผนังดานบนของชองทางการไหล ณ ตําแหนงตางๆ ของกรณี 1) 
Re 10,Re 10G= =  

 

out/ 0.5x x =  Cliffe et al. 
(1982) 22 22×  42 42×  62 62×  

0.10 -0.3400 -0.3580 -0.3420 -0.3450 

0.30 -0.0680 -0.0736 -0.0714 -0.0670 

0.50 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

0.70 0.0500 0.0520 0.0516 0.0510 

0.90 0.0680 0.0727 0.0720 0.0715 

1.00 0.0710 0.0804 0.0800 0.0796 
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ตารางที่ 4.2 คาความดันทีผ่นังดานบนของชองทางการไหล ณ ตําแหนงตางๆ ของกรณี 2) 
Re 100,Re 100G= =  

 

/ 0.5outx x =  Cliffe et al. 
(1982) 22 22×  42 42×  62 62×  

0.10 -0.2275 -0.2372 -0.2366 -0.2349 

0.30 -0.0717 -0.0885 -0.0794 -0.0769 

0.50 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

0.70 0.0287 0.0291 0.0286 0.0285 

0.90 0.0294 0.0298 0.0295 0.0295 

1.00 0.0253 0.0244 0.0243 0.0244 

 

รูปที่ 4.5 แสดงผลของการคํานวณกรณ ี 3) โดยใชกริดตางๆ กัน 3 ขนาดคือ 
22 22× , 42 42×  และ62 62×  จะเห็นวาผลการคํานวณจากการใชกริดขนาด22 22×  จะมีคา
คอนขางตางจาก กรณีใชกริดขนาด42 42×  และกรณีใชกริดขนาด62 62× จะใหผลการคํานวณ
ที่แตกตางจากการใชกริดขนาด 42 42× เพียงเล็กนอย ดังนั้น การเลือกใชกริดขนาด 42 42×  จึง
มีความละเอียดเพียงพอแลวตอการคํานวณ โดยการคํานวณปญหาในกรณี 3) นี้จะมีขนาดความ
ยาว 33 ซึ่งมีคาเทากับกรณี 2) และมากกวากรณี 1) ดังนั้น การนํากริดขนาด42 42×  ไปใช
คํานวณกับกรณี 1) และ 2) จึงมีความเปน Grid independent เชนกัน 

สําหรับรูปที่ 4.6 แสดงการกระจายความดันบริเวณผนังดานบนของปญหา 
พบวาในชวงแรกของโดเมนคาความดันที่คํานวณไดนั้นเม่ือเทียบกับผลการคํานวณของ Cliffe 

et al. (1982) แลวมีความแตกตางกันอยู ซึ่งก็มีนักวิจัยทานอ่ืนที่พบความแตกตางลักษณะ
เชนเดียวกันน้ี โดย Burns and Wilkes (1987) ไดใหเหตุผลความแตกตางนี้วามีสาเหตุมาจาก
การกําหนดเงื่อนไขขอบบริเวณทางเขาและทางออก กลาวคือการที่กําหนดใหเง่ือนไขขอบ
บริเวณทางเขาใหเปนการไหลที่พัฒนาเต็มที่แลวเปนการขัดกับธรรมชาติ เน่ืองจากผนังบริเวณ
ทางเขานั้นยังมีความชันอยู และอีกเหตุผลหน่ึงคือโดเมนของปญหาน้ียังไมยาวมากพอที่จะ
กําหนดวาชองทางออกนี้เปนการไหลแบบพัฒนาเต็มที่แลว ซึ่งMelaaen (1990) ก็ไดใหเหตุผล
ไปในทิศทางเดียวกันวา รูปรางความดันในชองทางเขานั้นมีอัตราการเปลี่ยนที่สูงมาก ดังแสดง
ในรูปที่ 4.10 และกริดที่ใชในชวงแรกนั้นยังไมละเอียดพอที่จะนํามาวิเคราะหปญหาน้ี อยางไรก็
ตาม การคํานวณในสวนที่เหลือนั้นก็ยังเปนไปตาม Benchmark โดยในรูปที่ 4.7 และ 4.8 การ
กระจายของความดันโดยรวมเมื่อเทียบกับผลของ Benchmark แลวพบวามีความสอดคลองกัน
เปนอยางดีโดยจะมีลักษณะเดียวกันกับกรณี 1) คือ จะมีความแตกตางกันเล็กนอยในชวงแรก
และหลังจากนั้นในชวงทายของปญหา ผลลัพธที่ไดจะคอยๆ ลูเขาสู Benchmark 
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สําหรับรูปที่ 4.9 และ 4.11 เปนการแสดงเสนกระแสการไหลของกรณี 1) 

และ 2) จากรูปจะเห็นวาเกิดการหมุนวนบริเวณผนังโคงดานบนซึ่งผลลัพธที่ไดนั้นสอดคลองกับ
ผลการคํานวณของ Cliffe et al. (1982) เปนอยางดีโดย Cliffe et al. (1982) ไดเปรียบเทียบ
ผลการคํานวณของการวางตัวกริดแบบเยื้องและแบบไมเยื้องเฉพาะกรณีนี้วา ในกรณีที่ใชกริด
ละเอียดนั้นผลการคํานวณของกริดทั้งสองแบบจะใหผลลัพธใกลเคียงกัน ซึ่งสังเกตไดจาก
ตําแหนงที่เกิดการหมุนวนในรูปที่ 4.9a แตในกรณีที่ใชจํานวนกริดหยาบ กริดแบบเยื้องตองใช 
CPU-time และหนวยความจํามากในการคํานวณ หมายความวาการคํานวณแตละรอบจะใช
เวลามากกวากริดแบบไมเยื้อง ซึ่งในการวางตัวกริดแบบไมเยื้องน้ันจะตองใชจํานวนรอบในการ
คํานวณมากกวา ผลลัพธที่ไดนั้นกริดแบบเยื้องจะใหผลลัพธที่ดีกวาเฉพาะกรณีที่ใชกริดหยาบ
เทานั้น สําหรับผลของการกระจายตัวความดันสําหรับปญหากรณี 1) และกรณี 2) ก็ใหผล
สอดคลองเชนเดียวกันดังแสดงในรูปที ่4.10 และ 4.12 ตามลําดับ 

x/xout

0.0 .1 .2 .3 .4 .5 .6

P

-.30

-.25

-.20

-.15

-.10

-.05

0.00

.05

22x22 grid
42x42 grid
62x62 grid

 

รูปที่ 4.5 การกระจายของความดันผนังดานบนตลอดโดเมนของกริดขนาดตางๆ กรณี 3) 
Re 100,Re 10G= =  
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x/xout

0.0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1.0

P

-.50

-.45

-.40

-.35

-.30

-.25

-.20

-.15

-.10

-.05

0.00

.05
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Cliffe et al. (1982)
Present

 

รูปที่ 4.6 การกระจายของความดันผนังดานบนตลอดโดเมนกรณี 1) Re 10,Re 10G= =  

x/xout

0.0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1.0

P

-.30

-.25

-.20

-.15

-.10

-.05

0.00

.05

.10

Cliffe et al. (1982)
Present

 

รูปที่ 4.7 การกระจายของความดันผนังดานบนตลอดโดเมนกรณี2) Re 100,Re 100G= =  
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x/xout
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Present

 

รูปที่ 4.8 การกระจายของความดันผนังดานบนตลอดโดเมนกรณี 3) Re 100,Re 10G= =  

 

a = 0.2222
b = 0.4444
c = 0.6666
d = 0.8500
e = 0.9500
f  = 0.9900
g = 1.0000
h = 1.0004a

b
c
d

e
f

g
h

a
b
c

d

e
f

g
h

 (a) Cliffe et al.(1982)   (b) Present calculation 

 Staggered grid 

 Non-staggered grid 

รูปที่ 4.9 เสนกระแสการไหลของรูปรางกรณี 1) Re 10, Re 10G= =  
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a = -0.2871798
b = -0.2414240
c = -0.1956682
d = -0.1499124
e = -0.1041566
f  = -0.0584008
g = -0.0126450
h =  0.0331108

a
bc

d
e f g h

 (a) Cliffe et al.(1982)   (b) Present calculation 

 Staggered grid 

 Non-staggered grid 

รูปที่ 4.10 การกระจายตวัของความดันของรูปรางกรณี 1) Re 10, Re 10G= =  

 

a b
cd

efgh

a b
cd

efgh a = 0.2222
b = 0.4444
c = 0.6666
d = 0.8500
e = 0.9500
f  = 0.9900
g = 1.0000
h = 1.0004

 

รูปที่ 4.11 เสนกระแสการไหลของรูปรางกรณี 2) Re 100,Re 100G= =  

(a) Cliffe et al.(1982) (b) Present calculation 

 

a = -0.2089462
b = -0.1788668
c = -0.1487874
d = -0.1187079
e = -0.0886285
f = -0.0585490
g = -0.0284696
h =  0.0016098

 

รูปที่ 4.12 การกระจายตวัของความดันของรูปรางกรณี 2) Re 100,Re 100G= =  

(a) Cliffe et al.(1982)          Staggered grid Non-staggered grid 

(b) Present calculation 

 

(a) 

(b) 

(a) 

(b) 
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4.3 การไหลแบบราบเรียบผาน Sinusoidal wall 

Luo and Bewley (2004) ไดทําการศึกษาการไหลที่อัดตัวไมไดในระบบพิกัด
เชิงเสนโคงที่ขึ้นอยูกับเวลา (Time-dependent curvilinear coordinate system) กลาวคือ เม่ือ
เวลามีการเปลี่ยนแปลง รูปรางของปญหาก็จะเปลี่ยนแปลงตามไปดวย เชน เนินคอยๆ สูงขึ้น 
หรือ หลุมคอยๆ ลึกลง เปนตน ในเบื้องตน Luo and Bewley (2004) ไดทําการทดสอบความ
ถูกตองของโปรแกรมกับการไหลแบบราบเรียบโดยไมมีการเคลื่อนที่ของพิกัดผาน Sinusoidal 

wall ดังแสดงในรูปที่ 4.13 และนําผลลัพธที่คํานวณดวยวิธีผลตางสืบเน่ืองของ Tsangaris and 

Leiter (1983) ปญหานี้ไดรับความสนใจจากนักสรีรวิทยาเนื่องจากพฤติกรรมการไหลที่เกิดขึ้น
นี้สามารถนําผลลัพธที่คํานวณไดไปอธิบายพฤติกรรมการไหลในเสนเลือด หรือทอปสสวะได ทํา
ใหสามารถออกแบบและสรางอวัยวะเทียมไดอยางมีประสิทธิภาพ 

สําหรับปญหานี้กําหนดเงื่อนไขขอบเชนเดียวกับปญหาการไหลแบบราบเรียบ
ผาน Gradual-expansion channels คือความเร็วที่ขอบทางเขาเปนการไหลแบบราบเรียบ
รูปรางของพาราโบลาที่กําหนดโดยสมการ (4.8) เง่ือนไขขอบบริเวณทางออกของชองทางการ
ไหล กําหนดใหเปนการไหลที่พัฒนาเต็มที่แลว และเง่ือนไขดานลางกําหนดใหเปนระนาบ
สมมาตร ดังแสดงในรูปที่ 4.13 จากรูปจะเห็นวาผนังดานบนมีลักษณะโคงเปนรูปคลื่น ที่มีความ
ยาว 2π โดยความเร็วที่ผนังจะมีคาเทากับศูนย และผนังรูปคลื่นจะมีคาแอมพลิจูดของผนัง ( )a  ที่
กําหนดจากสมการ (4.10) 

  

1 cos
3wy a xπ⎛ ⎞= − ⋅ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (4.10)

 

Symmetry plane

inlet outlet

Wall
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x

y

a

 

รูปที่ 4.13 รูปรางของปญหา Sinusoidal wall 
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การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมกับปญหานี้จะเปนการเปรียบเทียบ
ความถูกตองของรูปรางความเร็วที่เกิดขี้นในแตละหนาตัดตั้งแต 0,1,2,3,4,5x = และ 6 โดย
กําหนดใหรูปรางของผนังดานบนมีคาแอมพลิจูดเทากับ 0.1 และ 0.2 โดยคาRe มีคาเทากับ 
1.0, 10, 75, 200 และ 400 ในเบื้องตนน้ันจะทําการทดสอบหา Grid independent กับรูปราง
ของผนังโคงที่ 0.2a = และ Re 400=  โดยเลือกตําแหนง 4x =  จะพบวาเม่ือกริดมีความ
ละเอียดมากขึ้นรูปรางความเร็วจะมีการเปลี่ยนแปลงนอยมาก กลาวคือกริดขนาด 48 40× เม่ือ
เทียบกับขนาด60 50× นั้นมีความแตกตางกันนอยมากดังแสดงในรูปที่ 4.14 ดังน้ันจึงเลือกใช 
กริดขนาด 48 40× ในการคํานวณปญหาการไหลนี ้

การเปรียบเทียบรูปรางความเร็วกับผลการคํานวณของ Luo and Bewley 

(2004) และ Tsangaris and Leiter (1983) ที่คาReตางๆ กัน ในกรณี 0.1a =  ไดถูกแสดงไว
ในรูปที่ 4.15–4.19 และสําหรับกรณี 0.2a =  แสดงไวในรูปที่ 4.20–4.24 สําหรับกรณี 0.1a =  
จะเห็นวาผลการคํานวณที่ไดมีความสอดคลองกันเปนอยางดีในทุกๆ ตําแหนงและทุกคาReที่
เปรียบเทียบ สําหรับกรณีคา 0.2a =  จะพบวาผลการคํานวณเม่ือ Re 1.0,=  10และ 75  มี
ความสอดคลองกับผลของ Tsangaris and Leiter (1983) และ Luo and Bewley (2004) เปน
อยางดี แตเม่ือ Re 200=  และ 400  จะเห็นวารูปรางความเร็วจะมีความแตกตางกันไปเล็กนอย 
โดยผลการคํานวณที่ไดจะใกลเคียงกับผลของ Luo and Bewley (2004) มากกวาของ 
Tsangaris and Leiter (1983) โดยที่คา Re 200=  จะมีการไหลหมุนวน (Recirculation) 

เกิดขึ้นที่บริเวณผนังดานบน และการไหลหมุนวนนี้จะมีบริเวณกวางมากขึ้นเม่ือคา Re  เพ่ิมเปน 
400 โดยการหมุนวนจะเริ่มตําแหนง 1.5x ≈ จนสิ้นสุดที่ 4x ≈  ดังแสดงในรูปที่ 4.25 

สาเหตุของความแตกตางที่เกิดขึ้นน้ี Luo and Bewley (2004) ไดใหเหตุผลวา 
Tsangaris and Leiter (1983) ไดใชทฤษฎีเพอรเทอรเบชัน (Perturbation method) โดยไดนํา
เพียงพจนอันดับศูนยและอันดับหนึ่งของอนุกรมมาคํานวณ จึงทําใหเกิดความผิดพลาดเนื่องจาก
การประมาณคาเรียกวา Truncation error 
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รูปที่ 4.14 รูปรางความเรว็ของกริดขนาดตางๆ เม่ือ 0.2a = และRe 400=  ที่ 4x =  
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รูปที่ 4.15 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.1a = และRe 1.0=  
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รูปที่ 4.16 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.1a = และRe 10=  
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รูปที่ 4.17 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.1a = และRe 75=  
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รูปที่ 4.18 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.1a = และRe 200=  
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รูปที่ 4.19 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.1a = และRe 400=  
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รูปที่ 4.20 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.2a = และRe 1.0=  
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รูปที่ 4.21 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.2a = และRe 10=  
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รูปที่ 4.22 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.2a = และRe 75=  
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รูปที่ 4.23 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.2a = และRe 200=  
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รูปที่ 4.24 รูปรางความเรว็ตลอดชองทางการไหล เม่ือ 0.2a = และRe 400=  
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รูปที่ 4.25 เสนกระแสการไหล กรณี 0.2a = , Re 400=  
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4.4 การไหลแบบราบเรียบผานผนังรูปคลื่น (Wavy-wall) 

Wang and Chen (2002) ไดศึกษาอัตราการถายเทความรอนในชองทางการ
ไหลผานชองผนังรูปคลื่น (Wavy-wall) โดยการใชวิธีการแปลงพิกัดอยางงาย (Simple 

coordinate transformation method) ซึ่งวิธีดังกลาวจะแปลงพิกัดการไหลผานผนังรูปคลื่นให
กลายเปนการไหลผานแผนคูขนาน และใชวิธ ีSpline alternating-direction implicit method 

ในการคํานวณเชิงตัวเลข 

ลักษณะของปญหาไดถูกแสดงไดดังรูปที่ 4.26 จะเห็นวาที่ผนังดานบนของชอง
ทางการไหลจะมีลักษณะเปนรูปคลื่นจํานวน 6 คลื่นเรียงตอเน่ืองกันโดยในชวงแรก จะเปนชอง
ทางตรงกอนเพ่ือใหการไหลพัฒนาเต็มที่กอนเปนระยะทาง 3 หนวย แลวจึงเขาสูชวงผนัง
รูปคลื่นตั้งแต 3x = จนถึง 15x =  และหลังจากนั้นผนังก็จะกลับมาเปนชองทางตรงอีกครั้งไป
จนถึงทางออกที่ตําแหนง 20x =  โดยลักษณะของผนังรูปคลื่นถูกกําหนดโดยคา wy  ในสมการ 
(4.11) และเงื่อนไขที่ใชนั้นมีคาเชนเดียวกับ 2 ปญหาที่ผานมา 

การไหลแบบราบเรียบผานผนังรูปคลื่นซ่ึงมีจํานวนทั้งหมด 6 คลื่นเรียง
ตอเนื่องกัน โดยในชวงแรกนั้นเปนชองทางตรงกอนเพ่ือใหการไหลมีลักษณะเปนการไหลแบบ
พัฒนาเต็มที่กอนที่จะไหลผานผนังรูปคลื่นซึ่งมีระยะเร่ิมตั้งแต 3x =  จนถึง 15x =  ดังแสดงใน
รูปที่ 4.26 สําหรับการกําหนดเงื่อนไขขอบเริ่มตนนั้นกําหนดเชนเดียวกับ 2 ปญหาที่ผานมา 
(การไหลแบบราบเรียบผาน Gradual-expansion channels และ Sinusoidal wall) ซึ่งรูปราง
ผนังของปญหานี้สามารถสรางขึ้นโดยสมการ (4.11) 

inlet
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y Wall

Symmetry plane
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(20,0)
 

 

รูปที่ 4.26 รูปรางปญหาการไหลแบบราบเรียบผานผนังรูปคลื่น 
  

( )( )1 sin 3wy a xπ= + ⋅ ⋅ −      3 15x≤ ≤  (4.11)

การทดสอบความถูกตองของโปรแกรมสําหรับปญหาน้ีจะใชคา Re fC⋅  ตลอด
ความยาวของปญหาเปนตัวเปรียบเทียบ ซึ่งคา fC คือคาสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานที่ผนังซ่ึง
สามารถคํานวณไดจากสมการ (4.12) 
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2fC
u
τ
ρ

=  (4.12)

โดย τ  คือ แรงเฉือน (Shear force) สามารถหาไดจากสมการ (4.13) 
  

wy y

u v
y x

τ μ
=

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 (4.13)

ซึ่งการหา τ  บริเวณผนังโคงตองใช Normal vector ( )n
r  ของผนังโคง dot กับคา τ  

สําหรับปญหาน้ีจะคํานวณที่ Re 100= , 300  และ 500  โดยที่คาแอมพลิจูด
ของผนังจะมีคาเทากับ 0.1 และ 0.2 ในเบื้องตนน้ันจะทําการหา Grid independent ที่ 
Re 500= และ 0.2a =  ซึ่งจากรูปที่ 4.27 จะเห็นวาผลการคํานวณโดยใชกริดขนาด 90 10×  จะ
มีความแตกตางออกไปอยางชัดเจน สวนกริดอีก 2 ขนาดจะใหผลใกลเคียงกัน ดังน้ันจึง
เลือกใชกริดขนาด 180 20×  ในการคํานวณกับกรณีอ่ีนๆ ตอไป 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 4.27 การกระจายตวัของสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานบริเวณผนังรูปคลื่น สําหรบักรณี 
0.2a = , Re 500= ที่กริดขนาดตางกัน 

รูปที่ 4.28–4.31 แสดงการเปรียบเทียบการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์แรงเสียด
ทานกับผลจากวิธีผลตางสืบเน่ืองของ Wang and Chen (2002) โดยในรูปที่ 4.28 เปนกรณีที่ 

0.2a = , Re 100=  รูปที่ 4.29 กรณี 0.2a = , Re 300=  รูปที่ 4.30 กรณี 0.2a = , 

Re 500=  และรูปที่ 4.31 0.1a = , Re 500=  ซึ่งจะเห็นวาผลการคํานวณที่ไดมีความ
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สอดคลองเปนที่นาพอใจทั้ง 4 กรณี โดยผลที่ Re fC ที่คํานวณไดจะมีคานอยกวา Wang 

and Chen (2002) เล็กนอยที่บริเวณสวนโคงดานลาง โดยจะมีความแตกตางกันมากสุดที่โคง
แรก คือระยะ 4x =  ถึง 5x =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 4.28 การกระจายตวัของสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานบริเวณผนังรูปคลื่น สําหรบักรณี 
0.2a = , Re 100=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 4.29 การกระจายตวัของสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานบริเวณผนังรูปคลื่น สําหรบักรณี 
0.2a = , Re 300=  
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รูปที่ 4.30 การกระจายตวัของสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานบริเวณผนังรูปคลื่น สําหรบักรณี 
0.2a = , Re 500=  
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รูปที่ 4.31 การกระจายตวัของสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานบริเวณผนังรูปคลื่น สําหรบักรณี 
0.1a = , Re 500=  
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รูปที่ 4.32 แสดงการเปรียบเทียบการเปลี่ยนแปลงของคาRe fC .ในกรณี 
Re 500= จากรูปจะเห็นวาเม่ือคาแอมพลิจูดเทากับ 0 ซึ่งก็คือการไหลผานแผนคูขนาน 
คาRe fC จะมีคาคงที่ แตเม่ือคาแอมพลิจูดของผนังเทากับ 0.1 คาRe fC จะมีคาเพิ่มขึ้นและ
ลดลงตามความเร็วของของไหลบริเวณผนังรูปคลื่น กลาวคือเม่ือพ้ืนที่หนาตัดเพิ่มขึ้น (ผนัง
สูงขึ้น) จะสงผลใหความเร็วของของไหล ณ หนาตัดนั้นลดลง และเมื่อนําคาความเร็วนั้นไป
คํานวณหาคาRe fC  จะพบวาคาRe fC ลดลงดวย รูปที่ 4.33 แสดงเสนกระแสการไหลกรณี 
Re 500=  จะพบวามีบริเวณหมุนวนเกิดขึ้นที่สวนโคงดานบน โดยเมื่อ แอมพลิจูดเพิ่มขึ้นการ
ไหลหมุนวนจะกินบริเวณกวางมากขึ้น และบริเวณหมุนวนดังกลาวคา Re fC  จะมีคาเปนลบ  

x

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

R
eC

f

-5

0

5

10

15

20 a=0.2
a=0.1
a=0.0

 

รูปที่ 4.32 การเปรียบเทียบการกระจายตวัสัมประสทิธิแ์รงเสียดทานสําหรับ กรณี Re 500=  ที่
แอมพลิจูดตางๆ 

รูปที่ 4.34 แสดงผลของ Re fC  ที่คาRe 100,= 300และ500  ในกรณีที่แอม
พลิจูดเทากับ 0.2 ซึ่งจะเห็นวาเม่ือคา Re  ลดลงจาก 500 ไปยัง 100 จะทําใหคา Re fC ที่นอย
สุดจะมีคาเพิ่มขึ้นอยางชาๆ จนเขาใกลศูนย สวนคา Re fC  ที่มากที่สุดจะมีคาลดลงอยางเห็น
ไดชัด นั่นหมายความวา ถาคา Re  เพ่ิมขึ้นคา Re fC ที่สูงสุดจะมีแนวโนมเพ่ิมขึ้นสูงอยางเห็น
ไดชัด แตคา Re fC  ที่ต่ําที่สุดจะมีคาลดลงอยางชาๆ สําหรับคา Re fC  ที่มีคามากสุดที่คลื่นลูก
แรก และคอยๆ ลดลงมาจนมีคาเกือบคงที่ที่คลื่นลูกตอๆ ไป สาเหตุที่เกิดขึ้นเชนน้ีเพราะรูปราง
ของความเร็วที่ไหลผานผนังรูปคลื่นลูกแรกนั้น ( )3 4.5x≤ ≤ เปนการไหลที่เกิดขึ้นซึ่งอยูในชวง
การไหลที่ยังพัฒนาไมเต็มที่ และเม่ือผานผนังรูปคลื่นประมาณ 2 ลูกแลว ( )6.5x =  รูปรางการ
ไหลที่เกิดขึ้นจึงจะเขาสูการไหลที่พัฒนาเต็มที่ ดังแสดงในรูปที่ 4.35 ซึ่งจะสังเกตไดวา ณ เฟส



 67 

เดียวกัน คือ 3.5x = , 5.5และ 7.5รูปรางความเร็วที่ 5.5x =  จะมีความใกลเคียงกับรูปราง
ความเร็วที่ 7.5x = นั้นหมายความวาการไหลที่เกิดขึ้นเปนการไหลแบบพัฒนาเต็มที่แลว หรือใน
รูปที่ 4.36 ที่ 4.5x = , 6.5และ8.5ก็มีลักษณะเชนเดียวกัน คือรูปรางความเร็วที่ 6.5x =  จะมี
ความใกลเคียงกับรูปรางความเร็วที่ 8.5x =  
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(b) 0.2a =  

 

รูปที่ 4.33 เสนกระแสการไหลที่ Re 500=  
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รูปที่ 4.34 การเปรียบเทียบการกระจายตวัสัมประสทิธิแ์รงเสียดทานสําหรับกรณี 0.2a =  ที่ 
Re  ตางๆ 
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รูปที่ 4.35 รูปรางความเรว็ ณ ตําแหนง x = 3.5, 5.5 และ 7.5 สําหรับกรณี 0.2a = , Re 500=  
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รูปที่ 4.36 รูปรางความเร็ว ณ ตําแหนง x = 4.5, 6.5 และ 8.5 สําหรับกรณี 0.2a = , Re 500=  
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บทที่  5 
สรุปผลการวิจัย อภิปรายผล และขอเสนอแนะ 

 

5.1 สรุปผลการวิจัย 

วิทยานิพนธนี้ไดแสดงการประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมกับระบบพิกัด
กระชับขอบเขต เพ่ือใชในการศึกษาและวิเคราะหปญหาของการไหลแบบราบเรียบผานโดเมนที่
มีลักษณะที่ซับซอน ซึ่งวิทยานิพนธนี้ไดแสดงใหเห็นวาระบบพิกัดกระชับขอบเขตนั้นสามารถใช
แกปญหาในรูปรางที่มีลักษณะซับซอนไดเปนอยางด ี

ขั้นตอนของการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม เบื้องตนคือ การสราง 
กริดใหมีความเหมาะสมและมีคุณสมบัติของกริดตามที่ตองการ หลังจากสรางกริดที่เหมาะสมกับ
ปญหาไดแลว จึงทําการหาผลเฉลยของปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนระบบพิกัดกระชับ
ขอบเขต และสุดทายคือการนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นมาตรวจสอบความถูกตองกับ
ผลเฉลยแมนตรง หรือผลการคํานวณเชิงตัวเลขของงานวิจัยกอนหนานี้ 

ปญหาที่นํามาตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรนั้น เปนปญหา
แบบงายซึ่งมีผลเฉลยแมนตรง หรือผลการคํานวณจากงานวิจัยอ่ืนๆ ที่ไดทํามากอนหนานี้ โดย
เร่ิมทดสอบกับปญหาแรกคือ ปญหาการไหลผานแผนคูขนาน ซึ่งเปนปญหาที่งายตอการ
คํานวณเพื่อใหเกิดความมั่นใจวากริดที่สรางขึ้นมานั้นสามารถนํามาคํานวณไดจริง และกริดมี
รูปรางเปนไปตามที่คาดการณไว ผลการเปรียบเทียบความเร็วกับผลเฉลยแมนตรงมีความ
สอดคลองกันเปนอยางดี ปญหาที่สองเปนปญหาผาน Gradual-expansion channel ซึ่งปญหา
นี้จะเกิดการไหลหมุนวนบริเวณผนังดานบน โดยคํานวณที่ Re  ทั้งหมด 3 คา ซึ่งรูปรางของ
ปญหาจะขึ้นอยูกับคา Re  และคา ReG  การเปรียบเทียบกับปญหาน้ีจะใชคาความดันบริเวณ
ผนังดานบนตลอดความยาวของโดเมนเทียบกับ Benchmark ซึ่งผลในชวงแรกจะมีความ
แตกตางกันบางเล็กนอย เนื่องจากการกําหนดเงื่อนไขขอบ แตในชวงหลังผลการเปรียบเทียบ
ความดันบริเวณผนังดานบนจะสอดคลองกับ Benchmark เปนอยางดี ปญหาที่สามเปนปญหา
การไหลผาน Sinusoidal wall รูปรางของปญหามีลักษณะเปนโพรงปองตรงกลางของทอ ทําให
เกิดการไหลหมุนวนบริเวณนี้ และการไหลหมุนวนจะเริ่มเกิดขึ้นที่คา Re 200=  ขึ้นไปการ
ทดสอบไดกําหนดใหคาแอมพลิจูดของผนังมีความแตกตางกัน ที่คา Re  ตางๆ  การ
เปรียบเทียบใชคาความเร็วตามแนวแกน x  เทียบกับผลการคํานวณของงานวิจัยที่ผานมาซึ่งใช
ระเบียบวิธีการคํานวณอื่นๆ ปญหาที่สี่ ปญหาของการไหลแบบราบเรียบไหลผานผนังรูปคลื่น
จํานวน 6 ลูกคลื่น พบวาการไหลจะเกิดการหมุนวนและจะมีบริเวณกวางมากขึ้นเม่ือคาแอมพลิ
จูดของผนังเพิ่มมากขึ้น และเม่ือคาRe เพ่ิมมากขึ้นก็จะชวยใหเกิดการไหลหมุนวนไดงายขึ้น

 



 71 

เชนกัน สําหรับปญหานี้ใชคา wτ  เปนตัวเปรียบเทียบ พบวาลักษณะของ wτ  ที่เกิดขึ้นน้ันจะ
มีคาเพิ่มสูงขึ้นและลดลงจนติดลบซึ่งจะเกิดขึ้นเม่ือของไหลไหลผานบริเวณผนังที่เปนลูกคลื่น 
และคาที่ติดลบจะเกิดขึ้นเม่ือบริเวณนั้นเกิดการไหลหมุนวน 

จากผลการทดสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรกับปญหาที่นํามาทดสอบทั้ง 4 ปญหา
จะเห็นไดวาโปรแกรมมีประสิทธิภาพในระดับที่นาพอใจ โดยสามารถทํานายผลไดใกลเคียงกับ
ผลแมนตรง และผลการคํานวณตางๆ ที่นํามาเปรียบเทียบไดเปนอยางด ี

 

5.2 ขอเสนอแนะในการศึกษาวิจัยในอนาคต 

1. ควรพัฒนาการสรางกริดแบบอิลิปติก ใหมีการกระจายตัวที่ดีกวานี้ และ
สามารถควบคุมเสนกริดไดตามที่ตองการ 

2. พัฒนาโปรแกรมใหสามารถวิเคราะหปญหาของการไหลควบคูไปกับการ
ถายเทความรอน 

3. พัฒนาโปรแกรมใหสามารถวิเคราะหปญหาของการไหลผานพิกัดอ่ืนๆ เชน 
พิกัดทรงกระบอก 2 มิติ พิกัดของทรงกลมเปนตน 

4. สามารถสรางกริดผานวัตถุที่มีลักษณะเปนมุมฉากได 
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วิศวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยศรีนคริทรวิโรฒ เม่ือปการศึกษา 2547 
และเข าศึกษาตอในระดับปริญญามหาบัณฑิต  สาขาวิชาวิศวกรรมเครื่ องกล  คณะ
วิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย เม่ือปการศึกษา 2548 
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