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Number sys tem has a great effect to computer arithme tic calculation thus a lot of researchers have

proposed many new number systems. One of them is Double-Base Number System. It represents

positive integer by using two bases ; usually be two and three. The advantages of this system arc

its high redundancy degree and sparseness. Many papers are concentrated on basic arithmetic

operations that arc addition and multiplication. However, earlier algorithms are non-deterministic.

This thesis proposes deterministic addition and multiplication algorithms which can also

manipulate the generic double-base number system. The addition time is linearly dependent on

the amount of rows. In addition, this addition algorithm is pipeline-able. The multiplication is

based on our proposed addit ion algorithm. The complexity of this operation depends on the

number of active cells in the multiplicand. Furthermore, all algori thms are proved theoretically

and practically by simulation on synchronized digita l circuits.
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บทที่ 1 
บทนํา 

ความเปนมาและความสําคญัของปญหา 

คอมพิวเตอรนัน้ถูกใชงานอยางแพรหลายในการคํานวณที่ยาก และตองการความรวดเร็ว 
จึงมีนักวิจยัจํานวนมากพยายามจะพัฒนาการคํานวณทางเลขคณิตใหมีประสิทธิภาพทีสู่งมากยิ่งขึ้น 
ทั้งในเชิงความเร็ว และการประหยดัพลังงาน ระบบจํานวน (number system) เปนปจจยัที่มี
ความสําคัญมากปจจยัหนึ่งตอประสิทธิภาพของการคํานวณ เนื่องจากเปนตวักําหนดวิธีการในการ
ทําปฏิบัติการทั้งหมด โดยระบบจํานวนพื้นฐานทีใ่ชกันในคอมพวิเตอรนั้น สําหรับจํานวนเต็ม จะ
ใชเปนระบบจาํนวนฐานสอง ซ่ึงจะมีขนาดเล็ก แตความเร็วในการคํานวณต่ํา เนื่องจากเมื่อมีการ
บวก หรือลบ อาจจะเกดิการทด หรือ ยืม ซ่ึงเวลาที่ใชในการทดนัน้ไมสามารถจํากัดใหอยูใน
ขอบเขตใด ๆ ได แตขึน้อยูกับลักษณะของคาที่นํามาทําปฏิบัติการ ดังนั้นจึงมีการเสนอระบบ
จํานวนชนิดใหมที่สามารถจํากัดเวลาที่ใชในการทดได ซ่ึงระบบจาํนวนนั้นคือ ระบบจํานวนแบบมี
เครื่องหมาย (sign digit number system) ซ่ึงเสนอโดยอเวเซียนิส (Avizienis) [1] ระบบจํานวนชนิด
นี้จะใหแตละหลักมีคาติดลบได ทําใหเกิดความซ้ําซอนขึ้น คือ คาทางเลขคณิตคาหนึ่งอาจจะมี
รูปแบบในระบบจํานวนชนดินี้ไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ คูณสมบัติของระบบจํานวนนี้ คือ สามารถ
จํากัดสายการทดได นอกจากนี้ยังสามารถคํานวณแบบขนานไดดวย ภายหลังมีงานวจิัยอีกหลายงาน
ที่นําแนวความคิดนี้ เชน ระบบจํานวนเชิงซอนของคนุท (Knuth) ที่ใชเลขลบมาทําใหเกิดความ
ซํ้าซอนของตัวเลข นอกจากนี้ การพัฒนาระบบจํานวนยังมีแนวความคิดอื่นที่ไมยดึติดกับลักษณะ
ของระบบจํานวนแบบเดิมทีจ่ะมีฐานคงที่ เชน ระบบจํานวนแบบสวนตกคาง (residue number 
system) เปนการใชเลขขนาดเล็กหลายจํานวน เพื่อที่แสดงคาจํานวนหนึ่งจํานวน โดยท่ีจํานวนที่ถูก
แสดงนั้นอาจจะมีคามากได ระบบจํานวนนี้จะไมมีความซ้ําซอน แตสามารถคํานวณไดเร็วเนื่องจาก
การคํานวณนัน้สามารถกระทําไปพรอม ๆ กันสําหรับจํานวนขนาดเล็กทุกตัว และในป 1997 มีการ
นําเสนอระบบจํานวนชนิดใหม คือ ระบบจํานวนฐานคู (double-base number system) ซ่ึงเปนระบบ
จํานวนที่มีฐานเปนจํานวนสองจํานวนซึ่งมีคาที่แตกตางกัน โดยปกตจิะใชเปนฐานสอง และสาม
ประกอบกัน ระบบจํานวนชนิดนี้จะมีขอดีคือ มีความซ้ําซอนที่สูง สืบเนื่องจากการที่เพิ่มฐานเปน
สองจํานวน ทาํใหสามารถแสดงคาหนึ่ง ๆ ไดหลายรูปแบบ นอกจากนี้ยังมีการกระจายตวัสูง ทําให
การทดเกดิขึ้นไดยาก สงผลใหการบวกเปนไปไดอยางรวดเร็ว 

แตเนื่องจากระบบจํานวนนีย้ังเปนระบบจาํนวนทีใ่หม สงผลใหการพัฒนาวิธีการในการทํา
ปฏิบัติการพื้นฐานทางเลขคณิตนั้นยังไมสมบูรณ มีเพยีงงานวิจยั [2-9] ที่กลาวถึงวิธีการ และการ
สรางตัวปฏิบัติการทางเลขคณิต แตก็ไดกลาวถึงเฉพาะการบวก และการคูณ และมีการใหความ
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สนใจกับระบบจํานวนฐานคูที่มีฐานเปนสอง และ สามเทานั้น ดังนัน้งานวจิัยช้ินนี้จะทําการเสนอ
กระบวกการสรางตัวปฏิบัติการบวกที่มีลําดบัการทํางานทีแ่นนอน หรือใชอัลกอริทึมเชิงกําหนด 
สําหรับระบบจํานวนฐานคู ซ่ึงใชฐานเปนสอง และจํานวนใด ๆ ที่มีคามากกวาสอง ซ่ึงการบวกนีจ้ะ
ใชเวลาแปรผนัตรงกับขนาดของตัวที่จะนํามาบวก 

วัตถุประสงคของการวิจัย 

งานวิจยันีจ้ะออกแบบกระบวนการในการคํานวณเลขคณิตพื้นฐาน ไดแก การบวก และการ
คูณ ของระบบจํานวนฐานคู ซ่ึงมีฐานเปนสอง และจํานวนเต็มใด ๆ อีกหนึ่งจํานวน ที่เปน
กระบวนการเชิงกําหนด โดยใหความซับซอนของกระบวนการบวกนี้ขึน้กับจํานวนแถวของ
รูปแบบแสดงคาของขอมูลที่จะบวก ในสวนของกระบวนการคูณจะทําการหาความเร็วจากความ
ซับซอนของกระบวนการ และกระบวนการทั้งหมดจะสามารถนําไปพัฒนาเปนวงจรดิจิทัลไดงาย 

ขอบเขตของการวิจัย 

1. ตัวปฏิบัติการบวก และคูณที่สรางจะรบัขอมูลเปนจํานวนเต็มบวกในรูปแบบพรอม
บวกสองจํานวน และผลลัพทที่ไดจะอยูในรูปแบบพรอมบวก 

2. ตัวปฏิบัติการทั้งหมดจะทํางานกับขอมูลขาเขา และผลลัพทเปนฐานเดียวกนั และ
จะตองมีฐานหนึ่งที่มีคาเปน 2 เทานั้น 

3. ความเร็วของการบวกนัน้จะวดัจากความซับซอนของปญหาเทานั้น และความเร็วของ
การบวกนี้จะตองไมมากกวา O( )m  เมื่อ m  เปนขนาดของรูปแบบแสดงคาขอมูลขา
เขา 

ขั้นตอนการวิจัย 

1. ศึกษาสมบัติของระบบจํานวนฐานคู และงานวิจยัที่เกีย่วของ 
2. ออกแบบกระบวนการบวกของระบบจํานวนฐานคูที่มีฐานเปน สอง และ สาม และ

พิสูจนการทํางาน 
3. หารูปแบบพรอมบวกใหม สําหรับจํานวนฐานคูที่มีฐานเปนสอง และจํานวนเต็มใด ๆ 

พรอมทั้งหาวธีิการในการบวก 
4. หาวิธีการในการเปลี่ยนรูปของจํานวนฐานคูใหอยูในรูปพรอมบวก พรอมทั้งสราง

กระบวนการบวกในรูปแบบเครื่องจักรของมัวร 
5. พิสูจนการทํางานของกระบวนการบวกสําหรับฐานใด ๆ 
6. ออกแบบวิธีการในการคูณ โดยใหมีพื้นฐานการทํางานจากการบวก พรอมทั้งพิสูจน

การทํางาน และ พิจารณาความเร็ว 
7. สรุปผลและเรียบเรียงวิทยานิพนธ 
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ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 

1. เพิ่มระบบจํานวนที่สามารถใชงานมากยิ่งขึน้ และมีความยืดหยุนเพิ่มขึน้ 
2. ทําใหระบบจํานวนฐานคูมีการใชงานที่แพรหลายยิ่งขึ้น 

ผลงานที่ตีพิมพจากวิทยานพินธ 

สวนหนึ่งของวิทยานิพนธนีไ้ดรับการตอบรับใหตีพิมพเปนบทความทางวิชาการในหัวขอ
เร่ือง “Addition transducer for double base number system” โดย เกรยีงยุทธ หวังจติมั่น และ   
อรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ “IEEE International Symposium on Communications 
and Information Technologies 2006 (ISCIT 2006)” ณ. กรุงเทพมหานคร ในระหวางวันที่ 18-20 
ตุลาคม 2549 



บทที่ 2 
ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

บทนี้จะกลาวถึงทฤษฎีพื้นฐานที่จําเปนในการทําความเขาใจตอเนื้อหาที่จะนําเสนอในบท
ถัด ๆ ไป เชน ทฤษฎีเกีย่วกับระบบจํานวน, ความซ้ําซอนของระบบจํานวน และ ระบบจํานวนที่
ศึกษา คือระบบจํานวนแบบฐานคู นอกจากนี้ ยังเสนองานวิจยัตาง ๆ ที่มีสวนเกี่ยวของ ไดแก 
งานวิจยัที่กลาวถึงวิธีการคูณ และ การบวกนั่นเอง 

ทฤษฎีท่ีเก่ียวของ 

1. ระบบจํานวน 

ระบบจํานวน เปนขอตกลงวิธีในการแสดงจํานวน ระบบจํานวนนี้สามารถจาํแนกเปน
ประเภทดังนี ้

1. ประเภททีใ่ชฐาน (base) เชน ระบบจํานวนฐานสอง ระบบจํานวนฐานคู 
2. ประเภทที่ไมใชฐาน เชน ระบบจํานวนแบบเศษเหลือ (ไมกลาวถึงในทีน่ี้) 
ระบบจํานวนแบบใชฐานนัน้ ประกอบดวย ( ), Dβ  โดยที่ β  เปนเซตของฐาน ซ่ึงจะ

ประกอบดวยจํานวนชนิดใดก็ได และ D  เปนเซตของจํานวนใด ๆ ที่เปนเซตจํากัด 
กําหนดให X  เปนจํานวนใดๆ X  สามารถแสดงไดในระบบฐาน β  ในรูปแบบ 

1 0 1 2( . )m mX x x x x x β− − −=  
ซ่ึง jx D∈  โดยที่ ,j m≤  m∈Ζ   
โดยคาเชิงตวัเลขของ X  ฐาน β  สามารถเขียนใหอยูในรูป 

j j
j m

X x β
−∞

=

= ∑  

และ jβ β∈  โดยที่ ,j m≤  m∈Ζ  
ซ่ึงคาเชิงตัวเลขทั้งหมดที่แสดงไดสามารถเขียนใหอยูรูปของเซต [ ], DβΡ  ไดดงันี้ 
 

[ ] { }
[ ] { }

1 1

1

, ( ) , ,

, ( ) , ,

n
m m m n n j j

m m m j j

D X x x x x x D n j m

D X x x x D j m

β

β

β β β

β β β

− +

−

Ρ = = ∈ ∈ ≤ ≤

Ρ = = ∈ ∈ ≤
 

 
โดย [ ],n

m DβΡ  และ [ ],m DβΡ  เทากับ เซตจํากัดและเซตไมจํากัด ตามลําดับ ในระบบเลขฐาน
จํานวนเต็มทัว่ไปนิยมให ,  ,j

j b b j Zβ = ∈  และ { }0,1, , 1D b= −  ซ่ึง D  จะถูกเรียกวาเปน 

ชุดตัวเลขคาโนนิคอล (canonical digit Set) และเรยีก b  วาเลขฐาน 
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2. ระบบจํานวนแบบซ้ําซอน (Redundant Number System) 

ระบบจํานวนแบบซ้ําซอน คือ ระบบจํานวนที่คาเชิงตวัเลข (numerical value) ของ X  
อาจจะมีรูปแบบในการแสดงคาไดหลายรูปแบบ เชน กําหนดให { } ,  ,jb b j Zβ = ∈  และ b  เปน

เลขฐาน โดยที่ b  เปนจํานวนเต็มที่ 2b ≥ และกาํหนดให D  เปนชุดตัวเลขซึ่งอธิบายไดดวย 
{ }1 2|d Z dα α∈ ≤ ≤  โดย 1 2 1bα α− + ≥ +  ยกตัวอยางเชน ชุดตัวเลข { }2,1,0,1,...4D =  

บนเลขฐาน 5b =  และคาเชิงตัวเลข 39X =  จะมีรูปแบบดังนี ้
( ) 2 1 0

5

2 1 0

5

2 1 0

5

1 2 4 1 5 2 5 4 5

1 3 1 1 5 3 5 ( 1) 5

2 2 1 2 5 ( 2) 5 ( 1) 5

39

−

− −

= × + × + ×

⎛ ⎞ = × + × + − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ = × + − × + − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

 

 
ในกรณีที่ 1α  หรือ 2α  ไมเปนไปตามเงื่อนไขดังกลาว ระบบจํานวนก็ไมมีคุณสมบัติของความ
ซํ้าซอน เนื่องจากไมสามารถแสดงคาของตัวเลข X  ไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ โดยสามารถเขียน
สมการอธิบายคุณสมบัติของชุดตัวเลขไดโดยสมการดานลางนี้ 

{ }( , ) ( ) [ , ]  DV i P P D P iβ β= ∈ =  

โดยที่ 1[ , ] { ( ) }j j jP D P d d d Dββ −= = ∈  , 
n

j
j

j l
P d β

=

=∑ และ j Z∈  

สมการดังกลาว เปนการแสดงถึงเซตของรูปแบบที่สามารถแสดงคาทั้งหมดของคา i  สามารถกลาว
วาระบบจํานวนเต็มบวกใด ๆ มีคุณสมบัติ 

สมบูรณ (complete for radix β ) ก็ตอเมื่อ ( , ): ( ) 1Dj Z V jβ∀ ∈ ≥  

กึ่งสมบูรณ (semi-complete for radix β ) ก็ตอเมื่อ ( , ): ( ) 1Dj N V jβ∀ ∈ ≥  

ซํ้าซอน (redundant for radix β ) ก็ตอเมื่อ ( , ): ( ) 1Dj Z V jβ∃ ∈ >  

ไมซํ้าซอน (non-redundant for radix β ) ก็ตอเมื่อ ( , ): ( ) 1Dj Z V jβ∀ ∈ ≤  

3. ระบบจํานวนฐานคู (Double-Base Number System) 

ระบบจํานวนฐานคูคิดคนโดยดิมิทรอฟ (Dimitrov) [2] ในป 1997 เปนมีระบบจํานวนที่ใช
ฐานสองจํานวนประกอบกนั โดยจํานวนทีน่ิยมใชเปนฐาน คือ สอง และ สาม ระบบจํานวนนี้เปน
ระบบจํานวนที่สมบูรณและซ้ําซอน สําหรับจํานวนเต็ม X  ใด ๆ สามารถเขียน X  ในรูป 

, ,
,

2 3 ,  {0,1}i j
i j i j

i j

X d d= ∈∑
 

ระบบจํานวนฐานคูนี้จะสามารถมองไดเปนตารางสองมิติโดยแกน x และ y จะเปนแกน
ของฐานสอง และ สามตามลําดับ ดังรูปที่ 2.1 โดยที่ชองสีดําจะเปนตําแหนงที่ ,i jd  มีคาเปน 1 
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 02  12  22  

03     

13     

23     

รูปที่ 2.1 ตารางสองมิติแสดงคา 20 

จากรูปเปนการแสดงคาของ 1 0 1 220 2 3 2 3= +  และเนื่องจากเปนระบบจํานวนที่ซํ้าซอน 
ดังนั้นจะมีรูปแบบการแสดงคาในระบบจํานวนฐานคู (double-base number representation: DBNR) 
อ่ืนสําหรับ 20  เชน 

1 0 1 2

2 0 4 0

3 0 2 1

1 0 1 1 2 1

20  1  2 3  + 1  2 3
 1  2 3  + 1  2 3
 1  2 3  + 1  2 3
1  2 3  + 1  2 3  + 1  2 3

= × ×

= × ×

= × ×

= × × ×

 

และเนื่องจากความซ้ําซอนนี้ ทําใหจํานวนหนึ่งอาจจะมีรูปแบบการแสดงคาที่มีจํานวนของ
เลขหนึ่งที่ไมเทากัน และจะเรียกรูปแบบทีม่ีจํานวนเลขหนึ่งนอยที่สุดวา รูปแบบคาโนนิค (carnonic 
representation) รูปแบบคาโนนิคนี้มีขอดีคอื จะใชพลังงานในการเก็บขอมูลนอยที่สุด และสามารถ
ทําการบวกไดเร็ว เนื่องจากโอกาสที่จะมีการทดนอย แตปญหา คือ กระบวนการในการหารูปแบบ
คาโนนิคเปนปญหาที่มีความยากใชเวลาในการแกปญหานาน จึงมีงานวิจัย [10,11] ที่เสนอวิธีในการ
หารูปแบบในการแสดงจํานวนที่มีจํานวนเลขหนึ่งใกลเคยีงกับรูปแบบคาโนนิค โดยจะเรียกรูปแบบ
ในการแสดงจาํนวนเหลานีว้ารูปแบบใกลคาโนนิค (near-carnonic representation) ซ่ึงใชอัลกอริทึม

เชิงละโมบ (greedy algorithm) ในการแกปญหา โดยจะใชเวลาเปน logO
log log

x
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

งานวิจัยท่ีเก่ียวของ 

1. การบวกของระบบจํานวนฐานคู 

งานวิจยัของดมิิทรอฟ [2] เสนอวากอนจะทําการบวกนัน้จะตองจัดรูปแบบของการแสดง
คาใหอยูในรูปแบบเฉพาะรูปแบบหนึ่งกอน โดยรูปแบบนั้นเรียกวารปูแบบพรอมบวก (addition 
ready DBNR) ซ่ึงมีนิยาม ดังนี้ 
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นิยาม รูปแบบพรอมบวก คือ รูปแบบแสดงคาในระบบจํานวนฐานคูที่ไมมีตําแหนงที่มีคาอยูตดิกัน
เลย 
 

การจัดใหอยูในรูปแบบพรอมบวกนัน้มีขอดี คือ จะทําใหสามารถจํากัดสายการทดได และ
การเปลี่ยนรูปแบบจากรูปแบบใด ๆ ใหกลายเปนรูปแบบพรอมบวกนัน้ ทําไดโดยการใชกฎ ดังนี ้

กฎที่ 1 กฎการลดแถว 
1 12 3 2 3 2 3i j i j i j+ ++ =  

กฎที่ 2 กฎการลดหลัก 
1 22 3 2 3 2 3i j i j i j+ ++ =  

นอกจากนี้ยังสามารถสรางกฎอื่น ๆ ขึ้นมาเพิ่มเติมไดโดยอาศัยสมการดังนี ้
1 1 2 2 1 1 2 22 3 2 3 ... 2 3 2 3 2 3 ... 2 3k k l li j m ni j i j m n m n+ + + = + + +  

เมื่อ l k<  
กฎการลดของแถว และ กฎการลดของหลักสามารถแสดงในรูปของตารางไดดังรูปที่ 2.2 

และ 2.3 ตามลําดับ 
 … 2i  12i+  22i+    … 2i  12i+  22i+  

…      …     

3 j      → 3 j      

13 j+       13 j+      

…      …     

รูปที่ 2.2 กฎการลดแถว 

 … 2i  12i+  22i+    … 2i  12i+  22i+  

…      …     

3 j      → 3 j      

13 j+       13 j+      

…      …     

รูปที่ 2.3 กฎการลดหลกั 

กระบวนการบวกทําไดโดยการนําตารางของตัวตั้ง และตัวบวกมาซอนทับกัน ซ่ึงการ
ซอนทับนี้สามารถกระทําไดโดยอาศัยกฎทีอ่ธิบายไดดวยตัวปฏิบัติการทางตรรกศาสตร เมื่อทําการ
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บวกคาของ x  และ y  ซ่ึงใหผลเปน z  กําหนดให ( ),xI i j  แทนคาของตําแหนงที่ ( ),i j  ใน
ตารางแสดงคาของ x กฎจะเปนดังนี ้

กฎ 1 ( ) ( ) ( )1, ,  AND ,z x yI i j I i j I i j+ =  
กฎ 2 ( ) ( ) ( ), ,  XOR ,z x yI i j I i j I i j=  
และเมื่อทําการบวกเสร็จแลว จะทําการลดรูปใหเหลือตําแหนงที่มีคาเปนหนึ่งนอยลง และ

เพื่อใหพรอมสําหรับการทําปฏิบัติการตอไป โดยใชกฎในการลดแถว และหลัก ซ่ึงสามารถแสดงใน
รูปตรรกศาสตรไดดังนี ้

กฎ3 ( ) ( ) ( ), 1 1,  AND ,z z zI i j I i j I i j+ = +  
กฎ 4 ( ) ( ) ( )2, ,  AND , 1z z zI i j I i j I i j+ = +  
แนวคดิของดมิิทรอฟนั้นเปนแนวคิดพืน้ฐานสําหรับการทํางานดานระบบจํานวนฐานคู

สําหรับงานวิจยัอ่ืน และ การอธิบายการทํางานนั้นสามารถเขาใจไดงาย เพราะใชตัวปฏิบัติการ
พื้นฐานทางตรรกศาสตรเทานั้น แตแนวคิดนี้ยังไมไดคาํนึงถึงเวลาที่จะใชในขั้นตอนของการลดรูป 
รวมทั้งกรณพีิเศษตาง ๆ ที่อาจจะเกิดขึ้น และแนวคิดนีน้ี้ยังไมไดมีการนําเสนอวิธีการนํากฎตาง ๆ 
ไปสรางเปนวงจรที่สามารถทํางานไดจริงดวย 

ตอมาในป 2005 มีงานวิจยัของพานคาลา (Pankaala) [5] ที่เสนอแนวความคิดเกี่ยวกับ
พัฒนาการบวกของระบบจํานวนฐานคูเพิม่เติม โดยมีรายละเอียดบางสวนแตกตาง และเพิ่มเติมจาก
เดิม โดยเสนอวาการบวกเลขในระบบจํานวนฐานคูนั้น คือ การซอนทับกันของตารางของตัวตั้ง 
และตัวบวก และเมื่อทําการซอนทับแลวจะตองทําใหผลของการกระทํานั้นอยูในรูปพรอมบวก 
เพื่อใหสามารถนําไปใชตอไดสะดวก แตมกีารใหความหมายของรูปแบบพรอมบวกวา เปนรูปแบบ
ที่ไมมีตาํแหนงที่มีคาในตารางซอนทับกัน และ ไมมีตําแหนงทีม่คีาติดกันในแถวเดียวกนั ซ่ึง
แตกตางจากงานวิจยัเดิมที่สนใจตําแหนงในหลักใด ๆ ดวย การที่ลดความเขมงวดของรูปแบบพรอม
บวกนัน้ เพื่อใหการออกแบบวงจรสามารถเปนไปไดงายข้ึน โดยการลดรูปใหเปนรปูพรอมบวกนัน้
จะใชกฎ 2 ขอ คือ 

กฎ 1 กฎการลดชองที่ซอนทับ 
12 3 2 3 2 3i j i j i j++ =  

กฎ 2 กฎการลดแถว 
1 12 3 2 3 2 3i j i j i j+ ++ =  

กฎขอที่ 1 นัน้สามารถแสดงในรูปแบบของตารางไดดังรูปที่ 2.4 โดยชองที่มีการซอนทับ
นั้นจะแสดงดวยเครื่องหมายกากบาท 
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 … 2i  12i+  22i+    … 2i  12i+  22i+  

…      …     

3 j      → 3 j      

13 j+       13 j+      

…      …     

รูปที่ 2.4 กฎการลดชองที่ซอนทับ 

ซ่ึงกฎสองขอนี้เพียงพอที่จะเปลี่ยนรูปแบบจากรูปแบบใด ๆ ไปยังรูปแบบพรอมบวกได
เสมอ แตการนํากฎมาใชจริงนั้น จะตองมีการพิจารณาบางกรณีเปนพิเศษ เชน กรณีที่มีชองที่มีคา
สามชองอยูติดกันในแถวเดียวกัน ดังรูปที่ 2.5 

 … 2i  12i+  22i+  

…     

3 j      

13 j+      

…     

รูปที่ 2.5 ตารางแสดงกรณีที่จะตองพจิารณาเปนพิเศษ 

ถานํากฎมาใชในทันที จะพบวาชองที่มีคา 12 3i j+ จะถูกใชถึงสองครั้ง ทําใหผลที่ไดออกมา
มีคาไมตรงกับคาจริง ดังนั้น จะตองมีการคาํนึงถึงกรณีตาง ๆ ใหครบ และ จํานวนของกรณีที่จะตอง
พิจารณานัน้ จะขึ้นกับจํานวนกฎทีใ่ช เชนในที่นีใ้ชกฎ 2 กฎ เมื่อจะพิจารณาการลดรูปของชองที่ 
2 3i j จะตองทราบถึงคาของชองที่ 12 3i j+  และ 22 3i j+  กอน จงึจะตัดสินไดวาควรใหชองที ่ 2 3i j  มี
คาเปนเทาไร 

งานวิจยันีย้ังแนะนําแนวทางในการพัฒนาวงจรสําหรับการบวก โดยจะใชขายงานประสาท
เทียมระดับเซลล (cellular neural network) วงจรแอนะลอกสําหรับการพิจารณาการลดรูปของแตละ
ตําแหนง โดยที่จะทํางานแบบอสมวารไปพรอมกันในทกุตําแหนง และมีการทดลองสรางคําสั่งของ
โปรแกรม Matlab ในการหาจํานวนสถานะที่จําเปน เมื่อจะทําการใชกฎขอ 1 และ 2 ผลปรากฎวา
จะตองใชจํานวนสถานะทั้งสิ้น 6 สถานะ และจะมีวงจรปอนกลับ (feedback loop) จํานวนมาก ซ่ึง
ยากตอการออกแบบวงจร จะเห็นวาในงานวิจยันี้ไดมีการพิจารณาผลกระทบตอการออกแบบวงจร
ซ่ึงเกิดจากใชกฎที่แตกตางกนั และมีการแนะนําการออกแบบวงจรเบื้องตน แตยังไมไดมีการ
ออกแบบวงจรใหเห็นจริง หรือลงไปในรายละเอียดของวงจรแตอยางใด หรือแมกระทั่งวิเคราะห
ความเร็วของการทํางานเมื่อใชกฎที่แตกตางกัน 
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ในปเดยีวกันนัน้มีงานวจิัยของอิบราฮิม (Ibrahim) [6] ทําการสรางวงจรแอนะลอกสาํหรับ
การบวกระบบจํานวนฐานคูโดยใชขายงานประสามเทียมระดับเซลล โดยมีการนยิามตัวปฏิบัติการ
บวกวาเปนการบวกจํานวนในระบบจํานวนฐานคูซ่ึงอยูในรูปแบบพรอมบวกสองจํานวน แลวให
ไดผลลัพทเปนรูปพรอมบวกดวยเชนกัน ดังนั้น การบวกจึงสามารถแยกยอยไดเปนสองขั้นตอน
ใหญ คือ ขั้นสําหรับการรวมคา และขั้นตอนสําหรับการจัดรูปแบบใหอยูในรูปแบบพรอมบวกอกี
คร้ัง 

ขั้นตอนการรวมคานั้น เกิดจากการนําตารางมาซอนทับกัน และเมื่อมีชองที่เกิดการซอนทับ
กันกจ็ะใชกฎเชนเดียวกับงานวิจยัที่แลว ซ่ึงขั้นตอนนี้จะใชเวลาคงที่คาหนึ่ง เพราะการบวกของตวั
บวกที่เปนรูปแบบพรอมบวกสองตัวนั้น จะเกดิสายการทดไมเกนิหนึง่ขั้นเสมอ และสําหรับขั้นตอน
การเปลี่ยนรูปเปนรูปแบบพรอมบวกนัน้ จะใชกฎการลดแถว และกฎทีจ่ัดการกับชองที่ซอนทับกัน 
เนื่องจากผลของกฎการลดแถวอาจจะทาํใหเกิดการซอนทับกับชองที่อยูในแถวถัดไปได แตการจะ
ใชกฎสําหรับแตละตําแหนงนั้นจะมีขอควรระวังอยูกรณหีนึ่งคือ เมื่อตาํแหนงใด ๆ สามารถที่จะถูก
จับคูกับตําแหนงอื่นไดมากกวาหนึ่งวิธี จะตองมีการตัดสินใจลําดับขัน้ในการทํางาน โดยขอที่ 1 มี
ความสําคัญมากที่สุดจะทําเปนอันดับแรก ลําดับความสําคัญนั้นมีดังนี ้

1. 1 1 2 1 1 22 3 2 3 2 3i j i j i j+ + + + + ++ =  
2. 1 1 1 22 3 2 3 2 3i j i j i j+ + + ++ =  
3. 1 2 1 12 3 2 3 2 3i j i j i j+ + + ++ =  
4. 1 12 3 2 3 2 3i j i j i j+ ++ =  
หรือสามารถแสดงลําดับความสําคัญเปนรูปไดดังรูปที่ 2.6 

 
รูปที่ 2.6 ลําดับความสําคัญของการลดรูป 

ในตอนทายมกีารออกแบบวงจรสําหรับทําการบวก โดยออกแบบเปนวงจรอะแนลอกซึ่งใช
หลักการของขายประสาทเทยีมระดับเซลล คือ ใหแตละตําแหนงมีวงจรซึ่งทํางานเปนของตัวเอง 
อิสระจากกัน แตจะมีการสงขอมูลซ่ึงกันและกัน ขั้นตอนแรก จะตั้งคาเริ่มตนของแตละวงจรใหมคีา
ตรงกับตัวตั้ง และใหขอมูลขาเขามีคาเทากับตัวบวก แลวทําการบวกสองจํานวนเขาดวยกัน เมื่อผาน
ไปเปนเวลาคงที่หนึ่ง การบวกจะเสร็จสิ้น แตผลลัพทที่ไดจะยังไมอยูในรูปแบบพรอมบวก 
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ขั้นตอนตอไปเปนการลดจํานวนชองที่มีคาเปนหนึ่ง โดยจะใชสัญญาณไฟฟาที่รับจาก
ตําแหนงที่ ( , )i j  และ ( 1, )i j+  เพื่อที่กระตุนใหเกิดคาในตําแหนง ( , 1)i j +  และใชสัญญาณตอบ
กลับเพื่อที่ยกเลิกคาในสองตําแหนงแรก ซ่ึงการทํางานในขั้นตอนนีก้็ใชเวลาคงที่คาหนึ่ง ถาเกิดชอง
ที่ซอนทับกัน ก็จะใชวงจรเดยีวกับที่ใชบวก แตเปล่ียนขอมูลใหเหมาะสม สวนการจัดการกับลําดับ
ความสําคัญของคูลําดับตาง ๆ นั้นก็จะใชสัญญาณตอบกลับจากคูลําดับที่มีความสาํคัญสูง ไปยัง
คูลําดับที่มีความสําคัญต่ําสุด เพื่อไมใหคูลําดับที่มีความสําคัญต่ําทํางานกอนคูลําดับที่มีความสําคัญ
สูงกวาได ผลที่ไดจากงานวจิัย [6] จึงสรุปเปนวงจรสําหรับตําแหนงใด ๆ ดังรูปที่ 2.7  

 
รูปที่ 2.7 วงจรสําหรับการบวกที่ตําแหนงใด ๆ 

ถาใหเวลาทีใ่ชในแตละขั้นเปน T  และมีรูปแบบแสดงคามทีั้งหมด n  แถวแลว ผลของการ
จําลองการทํางานของวงจรนี ้ พบวาใชเวลาในการบวกไมเกิน ( )1n T +  โดยเวลาที่ใชนั้นจะไม
แนนอนขึน้อยูกับลักษณะของขอมูลทั้งสอง 

งานวิจยัช้ินนี้ไดทําการพัฒนาวงจรบวกใหสามารถทํางานดวยความเร็วที่สูง แตจะไม
สามารถคาดเดาเวลาที่ใชที่แนนอนในการบวกของขอมลูใด ๆ ได ทําใหการนําผลลัพทบางสวนที่
ไดไปใชตอกอนที่การบวกจะเสร็จสิ้น หรือการนําเอาวธีิการอื่น ๆ ที่สามารถพัฒนาความเรว็ของ
วงจรกระทําไดยาก อีกทั้งวงจรที่ออกแบบมาเปนวงจรแอนะลอกที่อาจจะเกิดสัญญาณรบกวนทําให
ขอมูลผิดพลาดไดงาย และการบวกทีไ่ดเสนอมากระทําไดตอเมื่อฐานเปน สอง และสามเทานั้น ทํา
ใหไมมีความยดืหยุนในการพัฒนาระบบจาํนวนฐานคูเมือ่จะใชฐานเปนจํานวนอื่น ถาสามารถสราง
ตัวปฏิบัติการบวกสําหรับระบบจํานวนฐานคู ซ่ึงมีฐานเปนสอง และจํานวนเต็มบวกใด ๆ อีกหนึ่ง
จํานวน ก็จะทาํใหการพัฒนาระบบจํานวนฐานคูเปนไปไดอยางแพรหลาย และยืดหยุนมากขึ้น 
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2. การคูณของระบบจํานวนฐานคู 

งานวิจยัของดมิิทรอฟ [2] นั้น ยังไดกลาวถึงการคูณของระบบจํานวนฐานคูไว โดยการคูณ
นั้นทําไดโดยการกระจายคาตัวตั้งไปคณูกบัแตละตําแหนงที่มีคาของตัวคูณ หลังจากนั้นจึงนําคาที่
ไดทั้งหมดมารวมเขาดวยกนั เมื่อพิจารณาในรูปของตารางแสดงคาแลว การคูณเกดิจากผลรวมของ
ตัวตั้งที่ถูกเลื่อนตําแหนงไป โดยการเลื่อนตําแหนงจะเลื่อนตามตําแหนงที่มีคาของตัวคูณ ซ่ึงเขยีน
แสดงเปนภาพไดดังรูปที่ 2.8 

 20
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 22
 23

   20
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 22
 23
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     ×  31
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รูปที่ 2.8 การคูณของ 5 และ 13 ไดผลลัพทเปน 65 

จากรูปสามารถเขียนในรูปของสมการไดดงันี้ 
( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 1 2 0 0 2 2 0 1 0 0 1 0 2 1 0 0 1

3 0 1 2 2 1 0 3

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

2 3 2 3 2 3 2 3
65

+ × + = + + +

= + + +
=

 

  =  
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ซ่ึงใหผลที่ถูกตอง แตก็เปนเพียงการชี้แนะแนวทางเบือ้งตนเทานั้น ยังไมมีการกลาวถึง
วิธีการในการสราง หรือ ไมไดคํานวณเวลาที่ใชเลย 

งานวิจยัของพานคาลา [5] ที่เคยกลาวมาแลวนัน้ กม็ีการแนะนําแนวทางในการพัฒนา
กระบวนการคณู โดยแนะนาํกระบวนการในการเลื่อนตวัตั้งวาสามารถนําบางสวนของวงจรบวกมา
ประยุกตใชได โดยการเลื่อนตําแหนงทางแกน x นั้นสามารถใชวงจรที่ทําการจัดการตําแหนงที่เกดิ
การซอนทับกนั ซ่ึงผลของการซอนทับนั้นก็คือ จํานวนทีถู่กเลื่อนไปตามแนวแกน x สวนการเลื่อน
ไปตามแนวแกน y นั้น แนะนําใหใชวงจรในสวนที่จดัการกับกฎการลดของแถว ซ่ึงผลที่ไดจะถูก
เล่ือนไปตามแนวแกน y หนึ่งตําแหนง แตงานวิจยันี้ไมไดกลาวถึงวิธีการคูณหลังจากการเลื่อน
ตําแหนงเลย 

3. ระบบจํานวนลูกผสมแบบมเีคร่ืองหมาย (Hybrid Signed-Digit Number Systems) 

ระบบจํานวนลูกผสมแบบมีเครื่องหมาย [11] นี้ถูกเสนอเมื่อป 1994 เปนการพัฒนา
ความเร็วของการปฏิบัติการทางเลขคณิตอีกวิธีหนึ่ง ซ่ึงนําเอาระบบจํานวนชนิดมเีครื่องหมายมา
พัฒนา โดยระบบจํานวนแบบมีเครื่องหมายนี้ เปนระบบจํานวนที่มีชุดตัวเลขเปน 0, 1 และ -1 มีขอดี
คือสามารถจํากัดสายการทดใหอยูเพียงขัน้เดียว แตจากชุดตัวเลขจะพบวาตองใชพืน้ที่ในการเก็บ
เลขหนึ่งตัวถึงสองบิท เมื่อเปรียบเทียบกบัระบบจํานวนสวนเติมเต็มของสอง (two’s complement 
number system) ซ่ึงใชพื้นที่ในการเก็บเพียงตําแหนงละหนึ่งบิท แตมีการสงตอตัวทดที่ไมจํากดั ก็
พบวาการเพิ่มความเร็วในการทําปฏิบัติการทางเลขคณิตนัน้ไดมาดวยการแลกกับพื้นทีท่ี่ใชเก็บ
ขอมูล จึงเสนอระบบจํานวนที่สามารถปรับเปลี่ยนสมบัติใหตรงกบัความตองการได ทั้งในดาน
ความเร็วและพื้นที่เก็บขอมลู 

ระบบจํานวนลูกผสมแบบมีเครื่องหมายนีจ้ะใหบางตําแหนงเปนตําแหนงที่มีเครื่องหมาย 
สวนตําแหนงอื่น ๆ จะไมมีเครื่องหมาย จะสามารถพิสูจนไดวาสายการทดนั้นจะไมเกินระยะทาง
ระหวางตําแหนงที่มีเครื่องหมาย ซ่ึงการบวกนัน้จะทําเปนลําดับ เร่ิมในตําแหนงที่มีเครื่องหมาย
กอน แลวตวัทดจะถูกสงตอไปเรื่อย ๆ จนไปหยดุที่ตําแหนงทีม่ีเครื่องหมายตัวถัดไปการบวก
สําหรับตําแหนงที่มีเครื่องหมายจะใชกฎมาเลือกคําตอบที่ได โดยจะมีการคํานึงถึงคาของตําแหนง
กอนหนาประกอบดวย เพื่อใหสามารถเก็บคาของตัวทดที่จะถูกสงเขามาในอนาคตไดทัง้หมด 
สําหรับตําแหนงที่ไมมีเครื่องหมายนัน้ก็จะใชการบวกทัว่ไป 

แนวความคิดของระบบจํานวนลูกผสมนี้สามารถนํามาดัดแปลงใชกับการบวกของจาํนวน
ฐานคูได เมื่อตองการจํากัดการทดใหอยูในขอบเขตที่ตองการ เพยีงแคปรับเปลี่ยนลักษณะ และชุด
ตัวเลขใหเหมาะสมเทานั้น 

 



บทที่ 3 
อัลกอลิทึมการบวกเชิงกําหนดสําหรับจํานวนฐานคู 

จากที่ไดกลาวในบทที่ผานมาวากระบวนการในการบวกที่มีการเสนอมาแลวนั้น เปนกระ
บวกการทีไ่มมีลําดับการทํางานที่แนนอน กลาวคือ ลําดับในการทํางานนั้นจะขึ้นอยูกับลักษณะของ
ขอมูลที่จะนํามาบวก ดังนัน้ จึงไมสามารถสรุปไดวาบริเวณใดของรูปแบบแสดงคาที่ทําการบวก
เสร็จสิ้นแลวจนกวากระบวนการบวกทั้งหมดจะเสร็จสิ้น สงผลใหไมสามารถนําผลลัพทบางสวน
มาใชกอนทีก่ระบวนการบวกจะเสร็จสิ้นได โดยส่ิงที่เปนอุปสรรคตอการบวกนั้นกค็ือ การสงตอตัว
ทด ซ่ึงมีการสงตอกันทั้งในแถว และ หลัก แตเมือ่พิจารณาการแพรของตัวทดโดยละเอยีดแลว 
พบวาการแพรของตัวทํานั้นมีลักษณะที่แนนอน สงผลใหสามารถสรางกระบวกการในการบวกที่
ทํางานเปนลําดับที่แนนอนได โดยมีรายละเอียดดังนี ้

การแพรตัวทดของระบบจํานวนฐานคู 

การบวกของระบบจํานวนฐานคูนั้นสามารถกระทําไดโดยการนําตารางแสดงคาของตัวตั้ง 
และตัวบวกมาซอนทับกัน เชนที่ดิมิทรอฟไดกลาวไว โดยที่รูปแบบแสดงคาทัง้สองนั้นจะอยูใน
รูปแบบพรอมบวก ซ่ึงมีนยิามดังนี ้
 
นิยาม รูปแบบพรอมบวก คือ รูปแบบแสดงคาในระบบจํานวนฐานคูที่ไมมีตําแหนงที่มีคาอยูตดิกัน
ในแถวเดยีวกนัเลย 
 

การซอนทับของตารางนั้นจะทําใหเกิดการทด ในกรณีที่ตารางทัง้สองมีคาในตําแหนง
เดียวกัน หรือ เรียกไดวาเกดิการชนกนัเพยีงกรณเีดียวเทานั้น โดยตวัทดที่เกิดขึน้นั้นจะถูกสงตอไป
ยังหลักที่มีคาประจําหลักมากกวา หรือ อีกนัยหนึ่งคือมกีารสงตัวทดจากซายไปขวา และการสงตัว
ทดนี้จะเกดิขึ้นในแถวเดยีวกับตําแหนงที่เกิดการชน การทดลักษณะนีก้็คือการทดเชนเดียวที่เกิดจาก
การบวกเลขฐานสองนั่นเอง จะเหน็วา การนําตารางมาซอนทับกัน ไมทําใหเกิดการทดขามแถว 
ดังนั้น การบวกจึงสามารถมองไดในอกีมุมหนึ่ง เปนการนําเอาแถวที่มีคาประจําแถวเทากันมาบวก
กัน โดยการบวกของแถวทั้งหมดนัน้สามารถกระทําไดพรอมกัน เนื่องจากเปนการกระทําที่อิสระ
ตอกัน 

ในสวนของตวัทดระหวางแถวนั้น เกิดจากกฎการลดแถว ทีใ่ชเพื่อเปล่ียนรูปแบบใด ๆ ให
ไปอยูในรูปแบบพรอมบวก ตัวทดนี้มีทิศทางการสงจากแถวที่มีคาประจําแถวนอย ไปยังแถวที่มคีา
ประจําแถวมาก และเมื่อรูปแบบแสดงจํานวนอยูในรูปแบบพรอมบวกแลว จะไมสามารถเกิดตัวทด
ระหวางแถวนีไ้ดอีก 



 15 

จากลักษณะการแพรของตัวทดทั้งสองชนิดขั้นตน จะเห็นวา มกีารแพรจากตําแหนงที่มีคา
นอย ไปยังตาํแหนงที่มีคามากกวาเสมอ ดังนั้น ถามกีระบวนการบวกที่จดัการกับตําแหนงที่มีคา
นอยกอน แลวจึงทําไปยงัตําแหนงทีม่คีามาก ก็จะสามารถนําคําตอบบางสวนไปใชไดกอนที่
กระบวนการบวกทั้งกระบวนการจะสิน้สุดลง 

บทตั้งท่ี 3.1 การบวกจํานวนที่อยูในรูปแบบพรอมบวก จะกอใหเกดิสายการทดระหวางหลักเพยีง
ขั้นเดียวเทานัน้ 
พิสูจน ให A  และ B  เปนจํานวนในระบบจํานวนฐานคูที่อยูในรูปพรอมบวก ดั้งนัน้ A  และ B  
สามารถเขียนอยูในรูปของ 

,
,

,

,
,

2 3

2 3

2 3

i j
i j

i j

i j
i j

j i

i j
i j

i j

A a

a

B b

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∑

∑ ∑

∑

 

ดังนั้นไมมี ,i ja  และ 1,i ja +  หรือ ,i jb  และ 1,i jb +  ใด ๆ ที่มีคาเปน 1 ทั้งคู  
โดย , 2i

i j
i

a∑  ก็คือจํานวนฐานสองหนึ่งจํานวน ดั้งนั้น การบวกของ A  และ B  สามารถเขียนให

อยูในรูป 

( )

, ,
, ,

,

2 3 2 3

2 3

i j i j
i j i j

i j i j

i j
i j

j i

A B a b

a b

+ = +

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑
 

ซ่ึงก็คือ การบวกของแตละแถวแยกจากกัน โดยที่ทุกแถวสามารถทําการบวกพรอมกนัทั้งหมด และ 
จํานวนทั้งหมดนั้นอยูในรูปพรอมบวก ซ่ึงจะไมมีเลข 1 ติดกันเลย และการบวกเลขฐานสองที่ไมมี 1 
ติดกันเลยนั้น จะเกิดการทดไมเกิด 1 ขั้นเสมอ สรุป การบวกนี้มีสายการทดเพยีงขั้นเดียวเสมอ   
 
จากบทตั้งที ่ 3.1 จะเหน็วาการบวกจาํนวนที่อยูในรูปพรอมบวกนั้นสามารถทําไดในเวลาคงที่คา
หนึ่ง เพราะสายการทดจํากัดอยูเพียงแคหนึ่งขั้นเสมอ แตผลลัพทจากการบวกนี้อาจจะยังไมอยูใน
รูปแบบพรอมบวก ทําใหการนําไปใชตอนั้นไมสะดวก ดังนั้นจึงตองมีการกําจัดตาํแหนงที่มีคาทีอ่ยู
ติดกันในแถวเดียวกันใหหมด 
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กระบวนการกําจัดตําแหนงท่ีมีเลขหนึ่งตดิกันในแถว 

เนื่องจากผลลัพทของการบวกที่ตองการนัน้จะอยูในรูปพรอมบวก ดังนั้นจึงตองมวีธีิการใน
การกําจัดตําแหนงที่มีเลขหนึ่งติดกนัออกไป ซ่ึงสวนประกอบสําคัญในขั้นตอนนี้ก็คือ กฎการลด
แถวนั้นเอง ซ่ึงกฎการลดแถวนี้ จะเปลี่ยนตําแหนงที่มคีาเปนหนึ่งทีต่ิดกัน ไปเปนตําแหนงที่มคีา
เปนหนึ่งในแถวถัดไป ซ่ึงเปนการสรางตัวทดระหวางแถว ดังนั้น ถานํากฎขอนี้ไปใชกับทกุ
ตําแหนงของตารางพรอม ๆ กันหมด ก็สามารถจะแยกตวัทดออกมาเปนอีกตารางได 

แตกฎขอนี้มีปญหา คือ กฎนีม้ีความกํากวม กลาวคือ ในบางสถานการณกฎนี้สามารถทําให
เกิดผลลัพทที่ถูกตองไดมากกวาหนึ่งผลลัพท โดยสถานการณนี้จะเกดิเมื่อมีตําแหนงที่มีคาเปนหนึ่ง
มากกวาสองตวัขึ้นไปอยูติดกัน ดังรูปที่ 3.1 ซ่ึงเปนแถวที่มีคาเทากับ 7 นั้นสามารถจะนํากฎลดแถว
นี้ ไปใชไดสองวิธีดังรูป โดยวิธีที่หนึ่งจะยบุคาของหลักที่ 0 และ 1 เขาดวยกัน สวนวิธีที่สองนั้นจะ
ยุบคาของหลักที่ 1 และ 2 ซ่ึงทั้งสองวิธีนั้นใหคาที่ถูกตองเทากันทั้งคู 
 

 
 

 20 21 22 23 

30     
 
 
 
 

 20 21 22 23 

30     

31     
 

 20 21 22 23 

30     

31     
 

รูปที่ 3.1 ความกํากวมของกฎการลดแถว 

จากที่ไดแสดงใหเห็นแลววากฎการลดแถวนั้นมีความกํากวม แตการบวกที่ตองการนั้น
จะตองเปนการบวกที่ทํางานอยางเปนลําดบัที่แนนอน ดังนี้จึงตองกําจัดความกาํกวมนีใ้หหมดไป 
โดยการใหความสําคัญกับหลักคูและหลักคี่ไมเหมือนกนั ในทฤษฎีบทที่ 3.1 เสนอกระบวนการใน
การนํากฎการลดแถวมาใชกบัตารางแสดงคาในระบบจํานวนฐานคูทั้งตาราง โดยเปนการทํางานทีม่ี
ลําดับที่แนนอน ไมมีความกาํกวม 

ทฤษฎีบทท่ี 3.1 ให A  เปนจํานวนฐานคูที่อยูในรูปแบบแสดงคาใด ๆ A  จะสามารถถูกแบงโดย
กฎการลดแถวเปนสองจํานวน เรียกวา จํานวนเหลือ 'A  และ จํานวนทด R  โดยที่จํานวนทั้งสอง 
ไมมีตําแหนงที่มีคาเปน 1 ตดิกันในแถวเดยีวกัน ภายในเวลาคงที่ ดวยอัลกอริทึมแยกตาราง 

วิธีที่ 1 
 
 
 

วิธีที่ 2 

คาตั้งตน 
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อัลกอริทึม 1 อัลกอริทึมแยกตาราง 
Input: ,

,
2 3i j

i j
i j

A a=∑  

Output:  ,
,

' ' 2 3i j
i j

i j
A a=∑ , ,

,
2 3i j

i j
i j

R r=∑  โดยที่ 'A A R= +  

ขั้นตอน 
1: 2 , 2 1,if ( 1 and 1)i j i ja a += =  
  do 2 , 2 , 1 2 1,' 0, 1, 0i j i j i ja r a+ += = =  
 else  2 , 2 ,' i j i ja a= , 2 , 1 0i jr + =  
2: 2 1, 2 2,if ( 1 and ' 1)i j i ja a+ += =  
  do 2 1, 2 1, 1 2 2,' 0, 1, ' 0i j i j i ja r a+ + + += = =  
 else  2 1, 2 1,' i j i ja a+ += , 2 1, 1 0i jr + + =  
 
พิสูจน จะตองพิสูจนวา ผลจากอัลกอริทึมนี้ไมมีเลข 1 ติดกันในแถวเดียวกัน, ผลรวมของคําตอบมี
คาเทากับตัวตัง้ และ อัลกอริทึมนี้สามารถทํางานไดในเวลาคงที่ 
1) 'A  จะไมมีเลข 1 ติดกัน เพราะ ถามี ,i ja  และ 1,i ja +  คูใดที่เปนหนึ่งทั้งคู ,'i ja  จะถูกตั้งคาให
เปน 0 เสมอ 
สวน R  นั้น จะไมมีเลข 1 ติดกัน เนื่องจาก ถาสมมติให มีคูใดเปน 1 ทั้งคู จะสามารถแบงเปน 2 
กรณ ี
กรณีที่ 1 2 , 1i jr = , 2 1, 1i jr + =  
เมื่อ 2 , 1i jr =  จะไดวา 2 , 1 1i ja − =  และ 2 1, 1 1i ja + − =  เมื่อผานขั้นตอนที่ 1 คาของ 2 1, 1i ja + −  จะถูก
เปล่ียนใหเปน 0 ทําใหในขั้นตอนที่สอง 2 1, 0i jr + =  ขัดแยงกับสมมติฐาน 
กรณีที่ 2 2 1, 1i jr + = , 2 1, 1i jr + =  
ใชวิธีพิสูจนเชนเดียวกนักับกรณีแรก ซ่ึงจะเกิดขอขัดแยงกบัสมมติฐาน 
จากทั้งสองกรณี สรุปไดวา ผลจากอัลกอริทึมนี้จะไมมีเลข 1 ติดกันเลย 
2) คาประจําหลักของ ตําแหนง ( , )i j  มีคาเปน 2 3i j  ในขั้นตอนที่ 1 กรณีที่ 2 , 1i ja =  และ 

2 1, 1i ja + =  มีคาเชิงตัวเลขเปน 2 2 12 3 2 3i j i j++  ผลลัพทที่ไดเปน 2 ,' 0i ja = , 2 , 1 1i jr + =  และ 

2 1, 0i ja + =  มีคาเปน 2 2 12 3i j+  ซ่ึงเทากัน สวนกรณีอ่ืน สามารถพิสูจนไดในลักษณะเดียวกนั 
3) ในทั้งสองขั้นตอนนั้น จะเห็นวา ทุก ๆ คู สามารถทํางานไดพรอมกัน เพราะไมตองมีการสง
ขอมูลกันระหวางคูใด ๆ เลย ดังนั้น เวลาที่ใชในการตรวจสอบ และตัง้คาสําหรับในแตละขั้นตอน
จึงคงที่ เวลาทีใ่ชในอัลกอริทึมนี้จึงคงที ่  
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บทแทรกที่ 3.1 อัลกอริทึมแยกตารางนัน้ จะทําใหเกดิจํานวนทดที่มีแถวที่มีคาประจําแถวนอยที่สุด
เปน 0 เสมอ 
พิสูจน จากอัลกอริทึมแยกตารางนั้น คาของแถวที่ j  ของจํานวนทด R  จะเกดิจากการใชกฎการลด
แถวกับแถวที ่ 1j −  ของตัวตั้ง และแถวทีน่อยที่สุดเปนแถวที่ 0 ทําใหผลเกบ็อยูในแถวที ่ 1 ของ
จํานวนทด ซ่ึงทําใหแถวที่ 0  ของจํานวนทดไมมีคาเสมอ  
 
บทแทรกที่ 3.2 ถาขอมูลนําเขาของอัลกอริทึมแยกตาราง มีแถวที่มีคาประจําแถวนอยที่สุด n  แถว
อยูในรูปพรอมบวกแลว แถวที่มีคาประจําแถวนอยที่สุด 1n +  แถวของจํานวนทดทีเ่กิดขึน้จะมีมีคา
เปน 0 
พิสูจน จากอลักอริทึมเห็นไดชัดวา ถาแถวใดของขอมูลนําเขาไมมีตําแหนงที่มีคาตดิกัน จํานวนทด
ที่เกิดขึ้นจากแถวนั้น จะมีคาเปน 0  เสมอ ดังนั้น ถาขอมูลนําเขามีแถวทีม่ีคาประจําแถวนอยสุด n  
แถวอยูในรูปพรอมบวก จํานวนทดจะมีแถวท่ี 1 ถึง 1n +  เปน 0  และจากบทแทรกที่ 3.1 กลาววา
แถวที่ 0  ของจํานวนทดมีคาเปน 0  เสมอ จึงสรุปไดวา เมือ่ขอมูลนําเขาของอัลกอริทึมแยกตาราง
นั้นมีแถวทีม่ีคาประจําแถวนอยที่สุด n  แถวอยูในรูปพรอมบวกแลว จํานวนทดที่ไดจะมีแถวที่มีคา
ประจําแถวนอยที่สุด 1n +  แถวมีคาเปน 0   

 
บทแทรกที่ 3.3 จํานวนทด และจํานวนเหลือจากอัลกอริทึมการลดแถวนั้นอยูในรปูพรอมบวกทัง้
สองจํานวน 
พิสูจน จากทฤษฎีบทที่ 3.1 ผลจากอัลกอริทึมการลดแถวทั้งสองจาํนวนจะไมมตีําแหนงที่มีคา
ติดกันในแถวเดียวกัน ซ่ึงตรงกับนิยามของจํานวนพรอมบวกที่จะไมมีตําแหนงทีม่คีาติดกันในแถว
เดียวกันเลย  

 
รูปที่ 3.2 แสดงตัวอยางการทํางานของอัลกอริทึมแยกตาราง โดยเปนการนําเลข 89 มาแยก

ออกเปนสองจาํนวน โดยผลทั้งสองจํานวนมีคาเปน 14 และ 75 ตามลําดับ 
ถึงแมผลจากอัลกอริทึมนี้จะอยูในรูปพรอมบวก แตจะแยกเปนสองจาํนวน ซ่ึงไมตรงกับ

ความตองการ เพราะผลจากการบวกจะตองรวมเปนจาํนวนเดียวเทานั้น ทําใหจะตองมีการรวม
จํานวนเหลือ และ จํานวนทดเขาดวยกนัอกีครั้ง 
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เร่ิมตน 
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รูปที่ 3.2 ขั้นตอนการทาํงานของอัลกอริทึมแยกตาราง 

 

อัลกอริทึมการบวกจํานวนฐานคู 

จากบทแทรกที่ 3.1 นั้นทําใหเห็นวาจํานวนทดจากการแยกตางรางนัน้จะมีแถวที่มีคาประจํา
แถวนอยที่สุดเปน 0 เสมอ และจากบทแทรกที่ 3.3 จะเหน็วาแถวทีม่ีคาประจําแถวนอยที่สุดของ
จํานวนเหลือนัน้อยูในรูปจํานวนพรอมบวก ดังนั้น ถานําจํานวนเหลือ และจํานวนทดมาบวกเขา
ดวยกัน แถวที่มีคาประจําแถวนอยที่สุดกจ็ะอยูในรูปจํานวนพรอมบวกเสมอ ถานําผลรวมนี้สงเขา
ไปยังอัลกอริทมึแยกตารางอีก จํานวนทดทีไ่ดจะมีแถวทีม่ีคาประจําแถวนอยที่สุด 2 แถวเปน 0 ทั้งคู 
ซ่ึงมีการพิสูจนแลวในบทแทรกที่ 3.2 ดังนั้น ถาทําการบวกจํานวนเหลือ และจํานวนทด แลวนําผล
ที่ไดสงเขาไปยังอัลกอริทึมแยกตารางเปนรอบ ๆ จํานวนทดจะมีแถวที่มีคาเปน 0 มากขึ้นเรื่อย ๆ 
และถาขนาดของรูปแบบแสดงจํานวนนัน้คงที่ คือ ไมสามารถเพิ่มจํานวนแถว และหลักได เมื่อทํา



 20 

ทั้งสองขั้นตอนนี้ไปเทากับจาํนวนแถวของรูปแบบแสดงจํานวน คาของจํานวนทดนัน้จะมีคาเปน 0 
ซ่ึงหมายความวา จํานวนเหลอืจะมีคาเทากบัผลบวกที่ตองการ 

ทฤษฎีบทท่ี 3.2 การบวกจํานวนพรอมบวกในระบบจํานวนฐานคู แลวไดผลลัพทซ่ึงอยูในรูปแบบ
พรอมบวกนัน้ ทําไดในเวลาเชิงเสน สัมพันธกับจํานวนแถวของรูปแบบแสดงคา โดยอัลกอริทึม
การบวก 
อัลกอริทึม 2 อัลกอริทึมการบวก 
Input: ,

,
2 3i j

i j
i j

A a=∑  

 ,
,

2 3i j
i j

i j
B b=∑  

Output:  ,
,

2 3i j
i j

i j
C c=∑  โดยที่ C A B= +  

Define  the amount of rows in the representationn =  
ขั้นตอน 
1: 0j =  
2: ( )while j n<  
3: do A A B= +  
4:  ( ), splitA B A←  
5:  1j j= +  
6: C A=  
 
พิสูจน จะตองพิสูจนวา การบวกใหคาทีถู่กตอง, ผลลัพทอยูในรูปแบบพรอมบวก, อัลกอริทึมใช
เวลาแปรผันตรงกับจํานวนแถวของรูปแบบแสดงคา 
1) อัลกอริทึมนี้ประกอบดวยการบวกซึ่งถูกตองอยูแลว และการแยกตารางนั้นไดมกีารพิสูจนความ
ถูกตองของคาไวในทฤษฎีบทที่ 3.1 แลว ดังนั้นการทํางานในแตละรอบจึงใหผลลัพทที่ถูกตอง 
นอกจากนี้ บทแทรกที่ 3.1 ถึง 3.3 สามารถสรุปวา หลังจากผานไป n  รอบ จํานวนทดจาก
อัลกอริทึมแยกตารางจะมีคาเปน 0 ทําใหจํานวนเหลือมคีาเทากับผลบวกที่ตองการ และอัลกอริทึมนี้
คืนจํานวนเหลือออกมา ทําใหไดผลบวกทีถู่กตอง 
2) ผลลัพทจากอัลกอริทึมนี้ จะเปนผลลัพทเดียวกับผลลัพทของอัลกอริทึมแยกตาราง ซ่ึงบทแทรก
ที่ 3.3 กลาววา ผลลัพทจากอัลกอริทึมแยกตารางจะอยูในรูปพรอมบวกทั้งสองจํานวน ดังนัน้ 
ผลลัพทจากอัลกอริทึมนี้จึงอยูในรูปพรอมบวกเชนกัน 
3) อัลกอริทึมนี้ทํางานทั้งหมด n  รอบ และในแตละรอบนั้น ประกอบดวยข้ันตอนยอยสอง
ขั้นตอน คือ การบวก และการแยกตาราง จากบทตั้งที่ 3.1 และทฤษฎีบทที่ 3.1 สรุปไววาแตละ
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ขั้นตอนใชเวลาคงที่ ทําใหเวลาที่ใชทั้งหมดของอัลกอริทึมนี้ ขึ้นอยูกบัคาของ n  หรือจํานวนแถว
ของรูปแบบแสดงคาเพียงอยางเดยีวเทานัน้  
 

ตัวอยางของการบวกเปนไปดังรูปที่ 3.3 ซ่ึงแสดงผลของ 221 และ 31 โดยแจกแจงผลของ
แตละขั้นตอน และผลที่ไดมคีาเปน 252 

จากทฤษฎีบทที่ 3.2 จะพบวามีอัลกอริทึมที่สามารถบวกจํานวนในรปูแบบพรอมบวกสอง
จํานวน ใหผลลัพทอยูในรปูพรอมบวก และมีการทํางานเปนเชิงกําหนด การบวกแบบนีห้ลังจาก
ผานไปชวงเวลาหนึ่ง ซ่ึงเทากับระยะเวลาในการรวมคา และ การแยกตาราง จะไดคําตอบที่ถูกตอง
ของแถวที่มีคาประจําแถวนอยที่สุดออกมา ซ่ึงจะนําไปใชเปนขอมูลขาเขาของการดําเนินการตอไป
ไดทันท ี

ขอเสียของการบวกแบบนี้ คือ ยังไมมีการจัดการกับสวนลนใด ๆ ทั้งสิ้น ถาเกิดสวนลนขึ้น 
การคํานวณจะผิดพลาด ซ่ึงสวนลนนั้น อาจจะเปนสวนลนจริง หรือสวนลนปลอม คือ สวนที่ลน
ออกจากขนาดรูปแบบแสดงคานั้น มีรูปแบบแสดงคาอื่นอีกที่สามารถแสดงคาที่ตองการได 
นอกจากนี้ขอเสียอีกขอหนึ่งคือ การบวกนี้จะทํางานไดถูกตองกับระบบจํานวนฐานคูที่มีฐานเปน 2 
และ 3 เทานั้น 
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ตัวตั้ง 

   
รอบที่ 1 

 
 

   

รอบที่ 3 

 
 

   

รอบที่ 2 

 
 

   

รอบที่ 4  

 
 

   

รูปที่ 3.3 ตัวอยางการทํางานของอัลกอริทึมการบวก 

การออกแบบวงจร 

การบวกดวยกระบวนการนี้จะมีการทํางานพรอม ๆ กันในทุกตําแหนงของรูปแบบแสดงคา 
ดังนั้น จึงสามารถออกใหแบบแตละตําแหนง มีวงจรซึ่งคํานวณคาของตําแหนงตวัเองแยกจากกนั 
โดยจะมีการสงขอมูลระหวางกัน เพื่อใหทาํงานไดถูกตอง และ วงจรเหลานั้นจะเปนวงจรที่ทํางาน
แบบประสานเวลา ซ่ึงจะมสัีญญาณนาฬกิาภายนอกจากกําหนดจังหวะในการทํางานใหเปนไปโดย
พรอมเพรียงกนั โดยข้ันตอนการทํางานคราว ๆ จะมีลักษณะดังรูปที่ 3.4 
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รูปที่ 3.4 ลําดับการทํางานของการบวกโดยยอ  

รายละเอียดของแตละสวนของการทํางานนั้นจะเปนดังนี้ 

1. การออกแบบวงจรในการรวมคา 

ในขั้นตอนนี้จะนําคาของตัวตั้งและตวับวกของทุกตําแหนงมารวมกนั โดยสามารถทํา
พรอม ๆ กันในทุกตําแหนงไดทันที และหลังจากทีน่ําคามารวมกันแลว จะเกิดการตัวทดออกจาก
ทุกตําแหนง ตัวทดนี้จะสงไปยังหลักที่มีคาประจําหลักมากกวา คาของตัวทดนี้ จะถกูนําเขาไป
รวมกันคาประจําตําแหนงในขณะนัน้ หลังจากการบวกครั้งที่สองนี้ จะไมเกิดตวัทดขึน้อีกเลย จาก
คุณสมบัติของจํานวนพรอมบวก ที่มีสายการทดเพยีงหนึ่งขั้นเทานัน้ สามารถเขียนรายละเอยีดได
ตามรูปที่ 3.5 
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รูปที่ 3.5 การทํางานของขั้นตอนรวมคา 

2. การออกแบบวงจรในการแยกตาราง 

สําหรับขั้นตอนนี้ จะตองมกีารแยกชนิดของวงจรเปน 2 ชนิด ตามตําแหนงของวงจร การที่
ตองมีสองชนิด เพราะจากอลักอริทึมแยกตาราง มีการจดัการกับหลักคู และหลักคีต่างกัน โดยกฎ
การลดแถวจะถูกนํามาใชกับหลักคูกอน ซ่ึงในขณะเดยีวกัน หลักคี่จะยังไมดําเนินการใด ๆ การลด
แถวนั้น จะตองมีการสงสัญญาณไปยังหลักคี่ดวยในกรณีที่มีการสงตวัทด ในขั้นตอนที่สอง หลักคู
จะไมมกีารทํางาน สวนหลักคี่จะถูกใชดวยกฎการลดแถว ซ่ึงผลจากขัน้นี้ จะตองมกีารสงสัญญาณ
ไปยังหลักคูอีกครั้ง เพื่อใหปรับคาใหมีความถูกตอง ลักษณะการทํางานเปนไปดังรูปที่ 3.6 

 

 
รูปที่ 3.6 การทํางานของขั้นตอนแยกตาราง 
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เมื่อวงจรทํางานทั้งสองขั้นยอยเสร็จแลว จะมีการวนกลบัไปทําซ้ําไปเรื่อย ๆ จนกวาจะครบ
ตามจํานวนแถว การตรวจสอบวาครบจะหยุดเมื่อไรนั้น สามารถทําไดโดยใชสัญญาณหยุด ที่จะมี
การสงตอไปยงัแถวถัดไปเมือ่ทํางานครบหนึ่งรอบ โดยเมื่อเริ่มบวก สัญญาณนี้จะถูกสงเขาไปยัง
แถวที่มีคาประจําแถวนอยสุด ในรอบตอมา สัญญาณนี้จะถูกสงตอไปยังแถวที่สอง และเมื่อแถวใด
ไดรับสัญญาณแลว จะทํางานรอบนั้นเปนรอบสุดทาย 

การบวกนี้จะตองใชวงจรอีกวงจรหนึ่ง ซ่ึงจะทําหนาที่เกบ็จํานวนทดออกมา แลวสงไปยัง
วงจรบวก เพือ่ที่ทําหนาที่เปนตัวบวกในรอบถัดไป การทํางานมีเพียงแคเก็บจํานวนทดที่วงจรบวก
สงออกมา แตการเก็บคานี้จะตองสอดคลองไปกับจังหวะของวงจรบวก 

3. ขอมูลท่ีจําเปนในวงจรระดับตําแหนง 

วงจรที่คํานวณคาของแตละตําแหนงนัน้ จะตองมกีารเก็บคา และตดิตอส่ือสารระหวางกัน 
โดยขอมูลที่วงจรจะตองเก็บนั้น มีเพียงคาของคําแหนงนั้น ๆ เพียงอยางเดียว ในสวนขอมูลที่จะตอง
รับมานั้น ไดแก 

1. สัญญาณนาฬกิา รับมาจากสญัญาณนาฬกิากลาง 
2. สัญญาณ reset เปนการเริ่มตนการบวก จะนําคาของตัวตัง้ มาเก็บไวในวงจร 
3. คาตัวตั้ง เปนคาตั้งตนของวงจร 
4. คาตัวบวก ขณะที่เร่ิมบวก จะเปนคาของตัวบวกที่ใสเขามาในวงจรบวก แตในรอบหลัง 

จะเปนคาของจํานวนทด 
5. คาตัวทด เปนคาของตัวทดจากการรวมคาตัวตั้ง และ ตัวบวก จากหลักที่มีคาประจํา

หลักนอยกวา 
6. คาของหลักถัดไป ใชในการพิจารณาในขัน้การแยกตาราง 
7. สัญญาณแจงการเกิดการลดแถวของหลักกอนหนา จะเกดิเมื่อหลักกอนหนาถูกยุบรวม 

จากกฎการลดแถว ซ่ึงมีผลกระทบใหคาในหลักที่สนใจลดลงดวย 
8. สัญญาณหยุด เปนสัญญาณสงตอเผ่ือใหหยดุการทํางาน จะรับมาจากแถวกอนหนา 
สวนขอมูลที่จะตองสงออกไป ไดแก 
1. คาที่เก็บจะสงไปใหหลักกอนหนา เพื่อพิจารณาในขั้นแยกตาราง และ ใชแสดงผลลัพท 
2. คาตัวทด สงไปยังหลักถัดไป หลังจากรวมคาของตัวตั้ง และตัวบวก 
3. สัญญาณแจงการเกิดการลดแถว สงไปยังหลักถัดไป เพื่อใหทําการปรับคาใหถูกตอง 

หลังจากที่มีการใชกฎการลดแถวแลว นอกจากนี้จะสงไปยังวงจรที่เกบ็จํานวนทดดวย 
โดยสงไปยังแถวถัดไปของวงจรเก็บจํานวนทด 

4. สัญญาณหยุด สงไปยังแถวถัดไป เพื่อใหหยดุทํางาน ซ่ึงสงหลังจากทํางานครบรอบ
แลว 
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การทดลองจําลองวงจร 

จากขอแนะนําในการออกแบบวงจร จะทําการจําลองวงจรการบวกนี้โดยใชภาษา verilog 
วงจรจําลองนัน้จะบวกระบบจํานวนฐานคูที่รูปแบบแสดงคามีขนาดกวาง 4 บิท 4 แถว โครงสราง
ของวงจร สวนประกอบของวงจรนั้นเริ่มจากสวนทีเ่ล็กที่สุดเปนวงจรบวกหนึ่งบิทของหลักคู และ
หลักคี่ชนิดละ 2 ตัวมาประกอบกัน เพื่อทําหนาที่บวกแตละแถวของรูปแบบแสดงคาการประกอบ
เปนดังรูปที่ 3.7 

 
รูปที่ 3.7 การประกอบวงจรบวกสําหรบัแตละแถว 

และเมื่อไดวงจรสําหรับแตละแถวแลวกน็ํามาประกอบกันเปน สวนที่ทําหนาที่บวก ดังรูป
ที่ 3.8 

 
รูปที่ 3.8 การประกอบวงจรสําหรับสวนทําหนาที่บวก 
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วงจรบวกทั้งหมดนั้นจะประกอบดวยสวนที่ทําหนาที่บวก และความจําที่ใชในการเก็บตัว
บวก รวมทั้งจาํนวนทด ซ่ึงมีการประกอบกนัดังรูปที่ 3.9 

 
รูปที่ 3.9 การเชื่อมตอระหวางสวนทําหนาที่บวกและหนวยความจาํ 

เมื่อสรางวงจรโดยมีโครงสรางดังนี้แลวก็ทาํการทดสอบวงจรดวยการจําลองแบบจําลอง
ความประพฤติ ซ่ึงจะใหวงจรทําการบวกเลขสองจํานวนเขาดวยกนั การทดลองจําใชตัวตั้ง และตัว
บวกเชนเดยีวกับรูปที่ 3.3 เพื่อใชในการพจิารณาความถกูตอง โดยผลที่ไดเปนดังรูปที่ 3.10 

 
รูปที่ 3.10 ผลการบวก 221 และ 31 

จากรูปมีขอมูลขาเขาสี่ชนิด คือ clk, reset, augend และ addend โดยที่ augend และ addend 
เขียนอยูในรูปของเลขฐานสิบหก โดยที่เลขฐานสิบหกหนึ่งตวัมีคาเทากับแถวหนึ่งแถวของรูปแบบ
แสดงผล หลักที่มีคาประจําหลักสูง จะแทนแถวที่มีคาประจําแถวสูง ในสวนของ value เปนคาที่
ออกมาจากสวนทําหนาที่บวก และ value เปนคาของความจํา ซ่ึงก็คอื ตัวบวก และ จํานวนทด
นั่นเอง 

จะเห็นวาผลจากการจําลองวงจรนั้นเปนไปตามขั้นตอนการทํางานของอัลกอริทึมการบวก
ทุกประการ ซ่ึงสรุปไดวา อัลกอริทึมนี้สามารถนํามาสรางเปนวงจรไดจริง สําหรับเวลาที่ใชตั้งแต
เร่ิมตนการบวก จนไดผลลัพทที่สมบูรณนัน้ จะใชเวลาทั้งสิ้น 21 รอบสัญญาณนาฬกิา หรือเขียนให
อยูในรูปของจาํนวนแถว n  ไดเปน 5 1n +  รอบ 

 



บทที่ 4 
อัลกอริทึมการบวกเชิงกําหนดสําหรับจํานวนฐานคูทั่วไป 

ในบทที่แลว ไดกลาวถึงอัลกอริทึมเชิงกําหนดสําหรับจาํนวนฐานคูอยางละเอียดแลว แต
อัลกอริทึมนั้นสามารถทําการบวกไดก็ตอเมื่อเปนจํานวนในระบบจํานวนฐานคูที่มีฐานเปน สอง 
และ สาม เทานั้น ไมสามารถใชกับฐานอืน่ได รวมทั้งขอมูลขาเขา จะตองอยูในรูปพรอมบวก แต
บางกรณี อาจจะมีความตองการใชระบบจาํนวนฐานคู ซ่ึงมีฐานเปนจํานวนเต็มอื่น ทีไ่มใชสองและ
สาม ซ่ึงจะมีสมบัติที่แตกตางออกไป ดังนัน้ ในบทนี้จะนําเสนออัลกอริทึมสําหรับจํานวนฐานคูซ่ึงมี
ฐานอื่น 

ความสําคัญของฐาน 

ระบบจํานวนฐานคูนั้น เปนระบบจํานวนที่สมบูรณ และมีความซ้ําซอน โดยปจจัยทีส่งผล
ตอสมบัติตาง ๆ ไดแก ชุดตวัเลข และฐานทั้งสองจํานวน โดยจะเรยีกวา ฐาน α  และฐาน β  การ
เปล่ียนแปลงปจจัยเหลานี้จะสงผลตอระบบจํานวนอยางมาก เมื่อทําการพิจารณาชุดตวัเลขนั้นพบวา
ประกอบดวยจํานวนสองจํานวน คือ 0 และ 1 ซ่ึงใชที่เกบ็เพียงแค 1 บิท ซ่ึงเปนคุณสมบัติที่ตองการ
คงไว และการที่จะคงสมบัติขอนี้ พรอมทั้งยังใหระบบจํานวนคงความสมบูรณไวดวย ก็จําเปนตอง
บังคับใหฐาน α  มีคาเปน 2 เสมอ ซ่ึงสงผลใหเลขฐานสองเปนสวนหนึ่งของระบบจํานวนนี ้ดังนัน้
จะเหลือคาที่จะปรับไดอยูคาเดียว คือ ฐาน β  

 
นิยาม ระบบจาํนวนฐานคู ( )2,β  คือระบบจํานวนฐานคูที่มีฐานเปน 2  และ β  ให x  เปนจํานวน
ในระบบจํานวนฐานคู ( )2,β  คาเชิงเลขคณิตของ x  จะเปน 

,
,

2i j
i j

i j
x d β=∑  

สําหรับฐาน β  นั้นสามารถเขียนอยูในรูปของเลขฐานสองไดดังนี ้
0 1

0 12 2 ... 2 ;  {0} ...li ii
k li N i i iβ = + + + ∈ ∪ ∧ < < <  

จะเรียก L  วาเปนความยาวของฐาน β  ซ่ึงมีคาเปน 0 1li i− +  
 
ถาคิดระดับความซ้ําซอนของระบบจํานวนจากอัตราสวนของคาที่แสดงไดตอจํานวน

รูปแบบทั้งหมด การเปลี่ยนฐาน β  นี้จะมีผลโดยตรงตอระดับความซ้ําซอนของระบบจํานวน 
เนื่องจากการเปลี่ยนฐานนี้จะทําใหขอบเขตของคาที่สามารถแสดงไดนัน้เปลี่ยนแปลงไป ในขณะที่
จํานวนรูปแบบแสดงคานั้นเทาเดิม เมื่อรูปแบบแสดงคาที่มีขนาด m n×  จะมีรูปแบบแสดงคาที่
สามารถแสดงไดทั้งหมด 2mn  แบบ สวนคาสูงสุดที่จะแสดงไดนัน้ สามารถหาไดจากการรวมคา
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ประจําตําแหนงทุกตําแหนงเขาดวยกัน ถาระบบจํานวนมีฐานเปน 2 และ β  สามารถเขียนไดดัง
สมการ 

( )( )

1, 1

0, 0

1 1

0 0

max 2

2

2 1 1
1

m n
i j

i j

m n
i j

i j

n m

β

β

β

β

− −

= =

− −

= =

=

=

− −
=

−

∑

∑ ∑  

อัตราระดับความซ้ําซอนของระบบจํานวนมีคาเปน ( )( ) ( )2 1 1 2 1n m mnβ β− − −  ซ่ึงสรุปไดวา

ระดับความซ้ําซอนนั้น แปรผันกับคาของฐาน ดังนัน้ ในสถานการณที่พื้นที่ในการเก็บขอมูลมีนอย 
หรือมีคาใชจายสูง ก็ควรจะใชฐานที่มีคามากขึ้น เพื่อที่จะแสดงขอมูลไดมากขึ้น 

นอกจากนี้การที่ฐาน β  เปนจํานวนคู หรือ คี่ก็มีผลกระทบตอระบบจํานวนเชนกัน โดยถา
ฐานทั้งสองตัวเปนจํานวนคูจะทําใหความซ้าํซอนของการแสดงเลขคี่ลดลง เนื่องจากทุกรูปแบบ
แสดงคาของจาํนวนคีจ่ะถูกบังคับใหมีตําแหนง 0 02 β  เปน 1 เสมอ และการที่ฐานเปนเลขคูนั้นยัง
จะกอใหเกิดปญหากับกฎการลดแถว ซ่ึงจะอธิบายในรายละเอียดตอไป 

ความแตกตางในการบวกจํานวนฐานคู (2,β) และ (2,3) 

การเปลี่ยนฐานนอกจากทําใหสมบัติของระบบจํานวนเปลี่ยนแปลงแลว ยังทําใหลักษณะ
ของปญหาในการบวกเปลีย่นแปลงไปดวย ซ่ึงความแตกตางที่มีผลตอการบวกมดีังนี้ 

1. กฎการลดแถว 

กฎการลดแถวนั้นสามารถมองวาเปนการสรางตัวทดอยางหนึ่ง โดยท่ีจะนําคาจากหลาย ๆ 
ตําแหนงในแถวเดียวกนั เปล่ียนเปนคาในอีกตําแหนงหนึ่ง ซ่ึงอยูในแถวที่มีคาประจําแถวมากกวา 
โดยจะกําหนดใหกฎการลดแถวเปนดังนี ้

 
กฎ กฎการลดแถวสําหรับระบบจํานวนฐานคู ( )2,β  เปน 

0 112 2 2 ... 2 li i i ii ii j j j jβ β β β+ +++ = + + +  
 
ตัวอยางของกฎการลดแถว เชน 
ฐาน ( )2,3  กฎการลดแถวเปน 1 12 3 2 3 2 3i j i j i j+ += +  
ฐาน ( )2,7  กฎการลดแถวเปน 1 1 22 7 2 7 2 7 2 7i j i j i j i j+ + += + +  
ฐาน ( )2,14  กฎการลดแถวเปน 1 1 2 3214 2 14 2 14 2 14i j i j i j i j+ + + += + +  
ฐาน ( )2,19  กฎการลดแถวเปน 1 1 4219 219 2 19 2 19i j i j i j i j+ + += + +  



 30 

กฎการลดแถวนั้นมีขอสังเกต คือเมื่อระบบจํานวนที่มีฐาน β  เปนเลขคูนั้น จะทําใหผลที่
เกิดจากการยุบรวมอยูในตําแหนงทิ่ติดลบ เชน ระบบจํานวนฐาน ( )2,14  จะเกิดกรณี 

1 1 0 0 1 0 2 02 14 2 14 2 14 2 14− = + +  กรณีเชนนี้สามารถแกไขได แตจะตองมีการออกแบบกระบวก
การพิเศษที่จะจัดการกับตําแหนงเหลานี้ แยกจากตําแหนงอื่น ๆ ทําใหมีความซับซอนมากขึ้น ดังนัน้ 
ฐาน β  จึงควรมีคาเปนจํานวนคี่เทานั้น 

นอกจากนี้ กฎการลดแถวยงักระทบตอสวนประกอบทีสํ่าคัญอีกสวนหนึ่งของกระบวกการ
บวกนัน้คือ รูปแบบพรอมบวก ซ่ึงจะแตกตางกันออกไปตามฐาน β  

2. รูปแบบพรอมบวก 

ในระบบจํานวนฐานคูที่มีฐานเปน ( )2,3  นั้น จะมีรูปแบบพรอมบวก เปนรูปแบบที่ไมมี
ตําแหนงทีต่ิดกันในแถวเดียวกันมีคาเปน 1 พรอมกัน โดยจํานวนนี้เกิดจากการเรียกใชกฎการลด
แถวกับทกุ ๆ ตําแหนงของรูปแบบแสดงผล จนไมมตีําแหนงใดตรงกับขอกําหนดของกฎการลด
แถวเหลืออยูเลย ดังนั้นจึงนยิามของรูปพรอมบวกเปนดังนี้ 
 
นิยาม กําหนดใหระบบจํานวนฐานคู ( )2,β  โดยที่ 0 12 2 ... 2 li iiβ = + + +  เมื่อ L  คือความยาวใน
รูปฐานสองของ β  รูปพรอมบวกสําหรับจํานวนฐานคู ( )2,β  คือ รูปแบบแสดงคาที่มีตําแหนงที่มี
คาไมตรงกับตาํแหนง 0 12 , 2 ,..., 2 li i i ii ij j jβ β β+ ++  พรอมกันทั้งหมด 

 
ตัวอยางของจาํนวนที่อยูและไมอยูในรูปพรอมบวกนัน้แสดงในรูปที ่ 4.1 ซ่ึงเปนรูปแบบ

แสดงคาของ 196 ในระบบจํานวนฐานคู ( )2,11  รูปพรอมบวกจะตองไมมีขอมูลที่มีคาตรงกับ
ตําแหนง 0 2 32 11 ,2 11 ,2 11i j i j i j+ + +  พรอมกันทั้งหมด โดยรูปทางซายนั้น ในแถวที่ 0 มีอยูสองชุดที่
ตรงกับตําแหนงที่กําหนด ซ่ึงไดแก 0 0 2 0 3 02 11 ,2 11 ,2 11  และ 2 0 4 0 5 02 11 ,2 11 ,2 11  นอกจากนีแ้ถว
ที่ 1 ยังมีขอมูลตามตําแหนง 0 1 2 1 3 12 11 ,2 11 , 2 11  ตรงกับขอกาํหนดดวย ในขณะที่รูปทางขวาไมมี
สวนใดของตารางที่ตรงกับขอกําหนดนั้น 

  
รูปที่ 4.1 ตัวอยางของจาํนวนในรูปปกติ และรูปพรอมบวก 

จากนยิามนี้พบวารูปแบบพรอมบวกนั้นจะมีลักษณะทีแ่ตกตางกันไป ตามฐาน β  แต
รูปแบบพรอมบวกทั้งหมดนัน้ จะมีลักษณะรวมกนัอยูหนึ่งลักษณะคือ จะเปนรูปแบบที่ไมมี
ตําแหนงที่มีคาติดกันตั้งแต 1L −  ตัวขึ้นไป เชน เมื่อ 0 12 2β = +  ผลจะไมมีตําแหนงที่มีคาติดกัน
ตั้งแต 1 ตัว หรือเมื่อ 0 1 22 2 2β = + +  ผลจะไมมีตําแหนงที่มีคาติดกันตัง้แต 2 ตัว 
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ฐาน β  บางลักษณะจะทําใหเกดิรูปแบบพรอมบวกที่มีลักษณะเฉพาะ เชน β  ที่เขยีนอยูใน
รูป 02 2 li i+  นั้น จะทาํใหเกิดรูปแบบพรอมบวกทีส่ามารถจํากัดตัวทดได โดยสายการทดจะไมเกนิ 

1L −  ขั้น ซ่ึงสามารถพิสูจนไดโดยการพิสูจนทางตรง แตฐานบางฐานไมสามารถทําใหเกดิรูปแบบ
พรอมบวกที่จะจํากดัสายการทดได เชน β  ที่อยูในรูป 0 1 22 2 2 ... 2 li+ + + +  รูปแบบพรอมบวก
จะเปนรูปแบบที่ไมมีตําแหนงที่มีคาติดกนั li  เทานัน้ ซ่ึงเห็นไดชัดวาสามารถเกดิสายการทดทีม่ี
ขนาดเปนอนนัตได 

จากปญหาของรูปแบบพรอมบวกที่ไมสามารถจํากัดสายการทดไดนี ้ จึงตองทําการ
ออกแบบอัลกอริทึมสําหรับการบวกใหม โดยที่จะตองไมพึ่งคุณสมบัติของรูปแบบพรอมบวก แต
จะตองทําการบวกจํานวนทีอ่ยูในรูปแบบแสดงคาใด ๆ ก็ได เพื่อใหสามารถใชงานไดกับระบบ
จํานวนฐานคูทั่วไป 

 

สวนประกอบของอัลกอริทึมการบวกจํานวนฐานคูท่ัวไป 

จากปญหาที่พบทั้งเชิงความซ้ําซอนของระบบจํานวน หรือ ปญหาจากกฎการลดแถวของ
เมื่อระบบจํานวนฐานคูที่มีฐาน β  เปนเลขคู ดังนั้น จึงจะทําการออกแบบการบวกเฉพาะระบบ
จํานวนฐานคูที่มีฐาน β  เปนเลขคี่เทานั้น และจากลกัษณะของทีแ่ตกตางไปจากจํานวนฐานคูปกติ 
จึงตองหากระบวนการในการบวกใหม ที่จะสามารถทํางานไดในเวลาที่เปนสัดสวนโดยตรงกับ
จํานวนแถวของรูปแบบแสดงคา อัลกอริทึมใหมนีจ้ะยังมีลักษณะโดยรวมเหมือนกบัอัลกอริทึมเดิม 
คือจะมีการทํางานเปนรอบ ๆ แตละรอบจะแบงการทํางานออกเปนสองสวนใหญ สวนแรกนําคา
ของตัวตั้ง และ ตัวบวกมารวมกัน ผลจากการทํางานสวนนี้จะถูกเรียกวา ผลบวกชั่วคราว ในสวนที่
สอง จะทําการแยกคาของผลบวกชั่วคราวออกเปนสองสวน โดยมีการใชกฎการลดแถวเปน
เครื่องมือสําคัญ 

1. กระบวนการรวมคา 

การทํางานในสวนนี้จะตองทําใหไดในเวลาคงที่ แตจํานวนทีจ่ะนํามาบวกนัน้ เกิดสายการ
ทดไดไมจํากัด จึงนําเทคนิคของระบบจํานวนลูกผสมมาประยุกตใช ในที่นี้ขอมูลที่จะนํามาบวกกนั
มีชุดตัวเลขเปน { }0,1  และจะใชผลบวกชั่วคราวนี้มีชุดตวัเลขในบางหลักเปน {0,1,2}  เพื่อจํากดั
สายการทด โดยที่ผลบวกชัว่คราวนัน้จะสามารถแยกเปนสวนยอยหลาย ๆ สวน โดยแตละสวนมี
นิยามดังนี ้
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นิยาม กาํหนดใหระบบจํานวนฐานคู ( )2,β  โดยที่ 102 2 ... 2 liiβ = + + +  เมื่อ L  คือความยาวใน
รูปฐานสองของ β  สวนยอยที่ ,x y  หรือ ( ),part x y  คือสวนหนึ่งของรูปแบบแสดงคาขนาด L  
ตําแหนงซึ่งเขยีนไดดังนี ้

( ) , 1, 2, 1,, ...Lx y Lx y Lx y Lx L ypart x y d d d d+ + + −=  

เมื่อ { }
,

0,1 ; 0
{0,1,2}; 0Lx k y

k
d

k+

≠⎧⎪∈⎨
=⎪⎩

 

คาเชิงตัวเลขของ ( ),part x y  มีคาเปน 

( )
1

,
0

, 2
L

Lx k y
Lx k y

k
part x y d β

−
+

+
=

=∑  

 
นิยาม กาํหนดใหระบบจํานวนฐานคู ( )2,β  โดยที่ 102 2 ... 2 liiβ = + + +  เมื่อ L  คือความยาวใน
รูปฐานสองของ β  ตําแหนงที่มีคาประจําตาํแหนงนอยเปนลําดับที่ z  ของสวนยอยที่ ,x y  หรือ 

( , , )pos x y z  คือคาที่อยูในตําแหนงทีม่ีคาประจําตําแหนงเปน 2Lx z yβ+  คาเชิงตัวเลขของ 
( , , )pos x y z  เทากับ 2Lx z y

Lx zd β+
+  

 
นิยาม กาํหนดใหระบบจํานวนฐานคู ( )2,β  โดยที่ 102 2 ... 2 liiβ = + + +  เมื่อ L  คือความยาวใน
รูปฐานสองของ β  สวนยอยที่ ,x y  ที่ถูกเลื่อนไป z  ตําแหนง หรือ ( ), ,part x y z  คือสวนหนึ่ง
ของรูปแบบแสดงคาขนาด L  ตําแหนงซึ่งเขยีนไดดังนี ้

( ) , 1, 2, 1,, , ...Lx z y Lx z y Lx z y Lx z L ypart x y z d d d d+ + + + + + + −=  

เมื่อ { }
,

0,1 ; 0
{0,1,2}; 0Lx z k y

k
d

k+ +

≠⎧⎪∈⎨
=⎪⎩

 

คาเชิงตัวเลขของ ( ), ,part x y z  มีคาเปน 

( )
1

,
0

, , 2
L

Lx z k y
Lx z k y

k
part x y z d β

−
+ +

+ +
=

=∑  

 
ตัวอยางของการเรียกสวนยอยแตละสวนเปนไปดังรูปที่ 4.2  

 20 21 22 23 24 25 

70 ( )0,0part  ( )0,1part  
71 ( )0,1,0pos     ( )1,1,1pos   
72 

 ( )0, 2,1part    
รูปที่ 4.2 ตัวอยางการเรียกสวนยอยแบบตาง ๆ 
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นิยาม ผลช่ัวคราว T  หมายถึงจํานวนในระบบจํานวนฐานคูลูกผสม โดยประกอบขึ้นจากสวนยอย
รวมกัน ผลช่ัวคราว T  สามารถเขียนไดดังนี ้

(0,0) (1,0) ... ( ,0)
(0,1) (1,1) ... ( ,1)

... ... ...
(0, ) (1, ) ... ( , )

part part part x
part part part x

T

part y part y part x y

=  

คาเชิงตัวเลขของ T  มีคาเปน 
( )

,

,
x y

T part x y=∑  

 
สําหรับกระบวนการในการรวมคานี้ทําเหมือนกับการบวกโดยทั่วไป แตจะบวกสวนยอย

ทุกสวนยอยพรอม ๆ กัน จากตําแหนงทีม่ีคาประจําตําแหนงนอยที่สุด ไลไปยังคาประจําตําแหนง
มากที่สุด ตัวทดที่เกิดจากการบวกนัน้จะสงตอไปเรื่อย ๆ และเมื่อบวกครบทุกตําแหนงในสวนยอย
แลว จะมีตวัทดจาก ( ), , 1pos x y L −  ไปยัง ( ), 1,0pos x y +  และตําแหนง ( ), 1,0pos x y +  ก็
จะเก็บคาไวโดยที่ไมสงตอ ทําใหการทํางานในสวนของการรวมคานัน้สามารถทําไดในเวลาคงที่ใน
ฐาน β  หนึ่ง ๆ ไมขึ้นกับขนาดของจํานวน 

ตัวอยางของการรวมคานั้นเปนไปดังรูปที ่ 4.3 โดยในรูปนั้นเปนจาํนวนในระบบจํานวน
ฐานคู ( )2,7  ตัวตั้งมีคา 710 และตัวบวกที่มีคา 236 ในขั้นแรกจะทําการบวก ( , ,0)pos x y  แลว
บวก ( , ,1)pos x y  และ ( , , 2)pos x y  ตามลําดับ จากรูปตําแหนงที่มีเครื่องหมายกากบาทคือ
ตําแหนงทีจ่ะเกิดการทดไปยงัตําแหนงถัดไป และขั้นสุดทาย จะนําตวัทดจาก ( , , 2)pos x y  ไปเกบ็
ไวใน ( 1, ,0)pos x y+  ผลที่ไดเปนจํานวนลูกผสม ที่มีคา 946 

ตัวตั้ง 

 
ขั้นที่ 1 

 
ขั้นที่ 3 

 

ตัวทด 

 
ขั้นที่ 2 

 
ขั้นที่ 4 

 
รูปที่ 4.3 ขั้นตอนการรวมคา 
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2. กระบวนการแยกตาราง 

ผลบวกชั่วคราวจากกระบวกการรวมคานั้นจะอยูในรูปของจํานวนฐานคูลูกผสม ซ่ึงไมอยู
ในรูปแบบที่ตองการ ดังนั้นจะตองมกีระบวนการในการเปลี่ยนรูป ใหผลอยูในรปูจํานวนฐานคู
ทั่วไป ซ่ึงมีชุดตัวเลขเปน {0,1}  เทานั้น การเปลี่ยนรูปนี้สรุปงาย ๆ ก็คือการสงผานตัวทดที่ไดเก็บ
ไวใหหมด แตการกระทํานัน้จะไมสามารถจํากัดเวลาได ดังนั้นจึงตองนํากฎการลดแถวเขามาชวย 
โดยที่กอนทีจ่ะมีการสงตอตวัทดนัน้ ถาสวนยอยใดมลัีกษณะตรงกบัขอกําหนดของกฎการลดแถว 
ก็จะถูกเปลี่ยนรูปตามกฎการลดแถวนั้น และสงคานี้ไปเปนตัวทดระหวางแถวตอไป การกระทํานี้
จะทําใหการเปลี่ยนรูปทําไดในเวลาคงที ่ ซึ่งจะแสดงวิธีการพิสูจนในรายละเอียดในสวนตอไป 
นอกจากนี้ยังทําใหจํานวนของตําแหนงทีม่ีคาลดนอยลงดวย 

ทฤษฎีบทท่ี 4.1 ให A  เปนผลบวกชัว่คราวที่มฐีาน ( )2,β  A  จะสามารถถูกแบงดวยอัลกอริทึม
แยกตารางทั่วไปเปนสองจํานวน เรียกวา จํานวนเหลือ 'A  และ จํานวนทด R  โดยที่จํานวนทั้งสอง 
เปนรูปแบบแสดงคาของระบบจํานวนฐานคู ( )2,β  ภายในเวลาคงที่ 
อัลกอริทึม 3 อัลกอริทึมแยกตารางทั่วไป 
Input: ,

, ,

2Lx k j
Lx k j

x k j

A a β+
+= ∑  

Output:  ,
, ,

' ' 2Lx k j
Lx k j

x k j

A a β+
+= ∑ , ,

, ,

2Lx k j
Lx k j

x k j

R r β+
+= ∑  โดยที่ 'A A R= +  

Define: 0 12 2 ... 2 li iiβ = + + + , 0 1lL i i= − +  
ขั้นตอน 
1: 0z =  
2: ( )while z L<  
3: do if ( , , ) match row reduction rulepart x y z  
4:   do ( ) ( ), , , , 1pos x y i pos x y i= −  
5:    , 1 1Lx z yr + + =  
6:  if ( , , ) 2pos x y z =  
7:   do ( ), , 0pos x y z =  
8:    ( ) ( ), , 1 , , 1 1pos x y z pos x y z+ = + +  
9:  1z z= +  
10: A A′ =  
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พิสูจน จะตองพิสูจนวา ผลจากอัลกอริทึมนี้จะมีชดุตวัเลขเปน { }0,1 , ผลรวมของคําตอบมีคา
เทากับตัวตัง้ และ อัลกอริทึมนี้สามารถทํางานไดในเวลาคงที่ 
1) ผลจากอัลกอริทึมนี้แบงเปนสองตัว คือ A′  และ R  สําหรับ A′  จะแบงเปน 3 กรณีตามสวนยอย 
กรณี 1 ไมมีจํานวนใดในสวนยอยเปน 2 เลย ผลที่ไดก็จะไมมี 2 แนนอน 
กรณี 2 ในสวนยอย มี 2 และ มีบางตัวในสวนยอยมีคาเปน 0 จะเห็นวาอัลกอริทึมนี้ทํางานทั้งหมด 
L  รอบ เทากับความยาวสวนยอย ทําใหคา 2 ที่เก็บไวสามารถจะทดไปจนถึงตําแหนงที่มีคาเปน 0 
ในสวนยอยนัน้ และทําใหตาํแหนงนั้นมีคาเปน 1 แทน ผลจากกรณีนีจ้ึงไมมีคาเปน 2 เหลืออยู 
กรณี 3 ในสวนยอยมี 2 และ ทุกตัวในสวนยอยมีคาเปน 1 ทั้งหมด กรณีนี้จะเห็นวา สวนยอยนั้นจะ
ไปตรงกับกฎการลดแถวแนนอน และเมื่อใชกฎการลดแถวแลว จะทําใหเกิดตําแหนงที่มีคาเปน 0 
ขึ้น อยางนอยหนึ่งตําแหนง ทําใหคาของ 2 นั้นสามารถทดไปจนถึงตําแหนงนัน้ได 
จากทั้ง 3 กรณจีะสรุปไดวา A′  จะไมมีตําแหนงใดที่มีคาเปน 2 เหลืออยูเลย 
ในสวนของ R  นั้น คาเริ่มตนมีคาเปน 0 ทั้งหมด และการกระทําที่เปนการกําหนดคาให R  ทุกทีจะ
ปรับคาในตําแหนงนัน้ ๆ ของ R  จาก 0 เปน 1 ทั้งสิ้น ทําใหสรุปไดวาผลจากอัลกอริทึมนี้จะมีชุด
ตัวเลขเปน { }0,1  เทานั้น 
2) อัลกอริทึมนี้สรางขึ้นจากกฎการลดแถว และการสรางตัวทด ซ่ึงมีคาของขอมูลขาเขา และขาออก
เทากัน ดังนั้น อัลกอริทึมนี้จึงไมมีการเปลี่ยนแปลงคาของขอมูลขาเขา เพราะฉะนัน้ A A R′= +  
3) สําหรับฐาน β  หนึ่ง ๆ อัลกอริทึมนี้จะทํางานเปนจํานวน L  รอบเสมอ และในแตละรอบนั้น 
ประกอบดวยการใชกฎการลดแถว ซ่ึงใชเวลาคงที่ และการทด 1 ขั้น ซ่ึงใชเวลาคงที่เชนกัน ดังนัน้ 
เวลาในแตละรอบจึงคงที่ ทําใหระยะเวลาทั้งหมดที่ใชเปนคาคงที่คาหนึ่งดวย  

ตัวอยางของการแบงตารางแสดงในรูปที ่ 4.4 เร่ิมจากผลบวกชัว่คราวโดยตําแหนงที่มี
กากบาทจะแสดงตําแหนงทีม่ีคาเปน 2 ในขั้นแรกจะพิจารณา ( , ,0)part x y  และพบวามี 

(0,0,0)part  และ (1,1,0)part  ที่ตรงตามเงื่อนไขของกฎการลดแถว ซ่ึงจะเปลีย่นคาเปนตวัทด
ในจํานวนทด นอกจากนี้ยังม ี (1,2,0)pos  ที่จะทําการสงตอตัวทดไปยัง (1,2,1)pos  ในขั้นตอนที่
สองก็มีการทดจาก (1,2,1)pos  ในขัน้ตอนสุดทาย (2,0,3)part  ตรงกับกฎการลดแถว และ
เปล่ียนไปเปนตัวทด 
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 ผลขั้นที่ 1 

    
 ผลขั้นที่ 2 

    
 ผลขั้นที่ 3 

     
  A′  R  

รูปที่ 4.4 ขั้นตอนในการแยกตาราง 

อัลกอริทึมการบวกจํานวนฐานคูท่ัวไป 

จากสวนประกอบของอัลกอริทึมทั้งสองสวน จะมีขอสังเกต เชนเดียวกับการบวกของ
จํานวนฐานคูปกติ คือ จํานวนทดจะมแีถวที่มีคาเปน 0 เพิ่มขึ้นเรื่อย ๆ เมื่อแถวที่มีคาเปน 0 ของ
จํานวนทด ไปรวมกับคาของจํานวนเหลือ ผลที่ไดจะมีคาอยูในชดุตัวเลข { }0,1  เทานั้น ดังนั้น ใน
การทํางานรอบที่ j  ของอัลกอริทึมการบวกทั่วไป จึงไมจําเปนตองทําการแยกตารางของแถวที่ 0 
ถึงแถวที่ 1j −  

สรุป อัลกอริทึมการบวกสําหรับจํานวนฐานคูทั่วไปนั้น จะทํางานเปนรอบ ๆ โดยมีจาํนวน
รอบเทากับจํานวนแถวของรูปแบบแสดงคาที่นํามาบวกกัน การทํางานในแตละรอบจะเริ่มจากการ
บวกแตละสวนยอยเขาดวยกัน โดยที่ตวัทดนั้นจะสงตอไปเรื่อย ๆ จนถึงตําแหนงแรกของสวนยอย
ถัดไป ซ่ึงมีทั้งหมด 1L +  ขั้น หลังจากนัน้จะนําไปแยกออกเปนสองตารางโดยใชอัลกอริทึมแยก
ตาราง ตั้งแตแถวที่ j  ขึ้นไป พรอมกันทุกแถว ซ่ึงใชเวลาทั้งหมด L  ขั้น อัลกอริทึมการบวก
ทั้งหมดสรุปเปนทฤษฎีบทไดดังนี ้
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ทฤษฎีบทท่ี 4.2 การบวกจํานวนฐานคู ( )2,β  ซ่ึง 102 2 ... 2 liiβ = + + +  สามารถทําไดดวย
อัลกอริทึมการบวกทัว่ไป ภายในเวลาที่เปนสัดสวนโดยตรงกับจํานวนแถวของรูปแบบแสดงคา 
อัลกอริทึม 4 อัลกอริทึมการบวกทัว่ไป 
Input: ,

,

2i j
i j

i j

A a β=∑  

 ,
,

2i j
i j

i j

B b β=∑  

Output:  ,
,

2i j
i j

i j

C c β=∑  โดยที่ C A B= +  

Define  the amount of rows in the representationn =  
ขั้นตอน 
1: 0j =  
2: ( )while j n<  
3: do A A B= +  
4:  ( ), splitA B A←  
5:  1j j= +  
6: C A=  
พิสูจน อัลกอริทึมนี้เกิดจากอัลกอริทึมยอย ที่มีการพิสูจนแลววาไมทําใหคาผลลัพทเปล่ียนไป ทําให
คาของผลลัพทเทากับผลบวกที่ตองการ นอกจากนี ้หลังจากทําไป n  รอบแลวคาของ B  จะเปน 0 
ทําใหผลลัพท มีคาเทากับจํานวนเหลือ จึงสรุปไดวาการอัลกอริทึมนี้ใหผลการบวกที่ถูกตอง เมื่อ
พิจารณาดานความเร็วแลว จะพบวาอลักอริทึมนี้มีการทํางานเปนรอบ โดยจาํนวนรวมเทากับ
จํานวนแถวของรูปแบบแสดงผล ซ่ึงการทํางานในแตละรอบนั้นใชเวลาคงที่ ทําใหเวลาที่ใชเปน
สัดสวนโดยตรงกับจํานวนแถว  

รูปที่ 4.5 เปนตัวอยางของการใชอัลกอริทึมการบวกทัว่ไป โดยทําการบวก 528 และ 263 
เขาดวยกัน โดยจํานวนทั้งสองมีฐานเปน ( )2,7  
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 ตัวตั้ง 528 ตัวบวก 263 

  
รอบที่ 1 ผลบวกชั่วคราว 

 
แยกตาราง 

  
รอบที่ 2 ผลบวกชั่วคราว 

 
แยกตาราง 

  
รอบที่ 3 ผลบวกชั่วคราว 

 
แยกตาราง 

  
 ผลลัพท 791 

 
รูปที่ 4.5 ขั้นตอนการทาํงานของอัลกอริทึมการบวกทั่วไป 
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การออกแบบวงจร 

วงจรสําหรับอลักอริทึมนี้สามารถนําโครงสรางจากวงจรการบวกเดิมมาใชได คือ จะแบง
วงจรออกเปนสวนยอย ๆ วงจรหนึ่งคาํนวนคาหนึ่งตําแหนงของตารางแสดงคา วงจรเหลานีจ้ะ
ทํางานประสานกันตามสัญญาณนาฬกิาสวนกลาง โครงสรางการทํางานของวงจรนี้จะเหมือนกับ
การบวกเลขฐานคูปกติ ดังรูปที่ 3.4 แตวงจรสําหรับแตละตําแหนงนั้นจะแตกตางกัน โดยจํานวน
ชนิดของวงจรที่แตกตางกันขึ้นกับความยาวของ β  ในเลขฐานสอง เมื่อ 102 2 ... 2 liiβ = + + +  
จํานวนวงจรจะเปน 1lL i= +  รูปแบบ โดยจะเรียกวงจรคํานวณคาของ ( ), ,pos x y k  วาวงจร k  
ขั้นตอนการทาํงานของวงจรขึ้นอยูกับตําแหนงที่วงจรนัน้อยู รายละเอยีดของวงจรมดีังนี ้

1. การออกแบบวงจรในการรวมคา 

การรวมคานี้จะทําการบวกทกุสวนยอยพรอมกัน โดยจะเริ่มรวมคาจาก ( ), ,0pos x y  ไล
ไปยัง ( ), , lpos x y i  คาที่จะตองนํามารวมกันนั้น มี 3 ชนิดคือ คาของตัวตั้ง คาของตัวบวก และ
คาตัวทดจากหลักกอนหนา ซ่ึงผลรวมจากคาทั้งสามนี้จะไมเกิน 3 หรือ 11 ในฐานสอง ทําใหทกุ
ตําแหนงทํางานไดเหมือนกนั คือ คาตัวทดไมเพิม่คาขึ้นตามตําแหนง และหลักจากบวก 

( ), , lpos x y i  แลว จะนําตวัทดไปบวกเขากับ ( )1, ,0pos x y+  ไมทําการสงตอ ทําใหคาที่เก็บใน 

( )1, ,0pos x y+  มีโอกาสเปนสองได 
จากการทํางานที่เปนลําดับ ตามตําแหนง ดังนัน้วงจร k  จะทํางานในรอบที่ k  ของ

สัญญาณนาฬกิา และวงจร 0  จะทําการรวมคาตัวทดในรอบที่ L  ดังนั้น ณ เวลา k  จะมวีงจร k  
ทํางานเพียงวงจรเดียวเทานัน้ วงจรอื่นจะไมทํางานใด ๆ ทั้งสิ้น ลําดับการทํางานในขั้นตอนรวมคา
ของวงจร k  จะอธิบายไดดังรูปที่ 4.6 

 
รูปที่ 4.6 ลําดับการทํางานในขั้นตอนการรวมคา 
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2. การออกแบบวงจรในการแยกตาราง 

ขอมูลเริ่มตนของขั้นตอนนี้จะเปนระบบจํานวนลูกผสมซึ่ง ( ), ,0pos x y  จะมีคาเปน 2 ได 
การทํางานในขั้นนี้จะคลายกับขั้นที่แลว คือ การประมวลผลจะไลไปทีละวงจร ตามลําดับของ
สัญญาณนาฬกิา การทํางานของขั้นนี้จะเริ่มจากการทีว่งจร 0  พิจารณ ( ), ,0part x y  วาตรงกับกฎ
การลดแถวหรอืไม ถาตรงจะลดคาของตาํแหนงตวัเอง และสงสัญญาณลดคาไปยังตําแหนงตาม
ขอกําหนดของกฎการลดแถวนั้น นอกจากนี้ จะสงสัญญาณไปยังวงจรอีกวงจรหนึ่ง ซ่ึงทําหนาที่
เก็บจํานวนทด เพื่อทําการปรับคาของจํานวนทดในตําแหนงนัน้ ๆ ใหมีคาที่ถูกตอง แตถาไม จะ
พิจารณาวาคาที่เก็บอยูนัน้เปน 2 หรือไม ถาเปนจะปรับคาตัวเองใหเปน 0 และสงคานั้นเปนตวัทด
ไปยังหลักตอไป ในรอบถัดไปของสัญญาณนาฬิกา ตําแหนงนอกเหนอืจาก ( ), ,0pos x y  จะปรับ
คาของตําแหนงตัวเองตามสญัญาณ หรือตัวทดตามทีไ่ดรับจาก ( ), ,0pos x y  และในรอบที่ 2k  
วงจร k  จะพจิารณา ( ), ,part x y k  กับกฎการลดแถว และสงสัญญาณ รวมทั้งพิจารณาการสงตอ
ตัวทด ในรอบถัดไปวงจรอื่น ๆ จะปรับคาตามสัญญาณจากวงจร k  ซ่ึงลําดับการทํางานนี้สามารถ
เขียนเปนแผนภูมิไดดังรูปที่ 4.7 
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รูปที่ 4.7 ลําดับการทํางานในขั้นตอนแยกตาราง 

ในสวนของวงจรที่เก็บจํานวนทดนั้น จะเพียงเก็บขอมูลใหตรงตามจงัหวะการทํางานของ
การแยกตารางเทานั้น 

3. ขอมูลท่ีจําเปนในวงจรระดับตําแหนง 

วงจรที่คํานวณคาจากการบวกทัว่ไปนัน้จะใชขอมูลในการพิจารณามากกวาแบบปกติ โดย
มีสัญญาณหลัก ๆ เหมือนเดิม คือชนิดของขอมูลที่จะตองรับเพื่อใชในการทํางาน เหมือนกับวงจร
การบวกปกติ แต เพื่อใหครอบคลุมกับการทํางานที่มีฐานเปน ( )2,β  ใด ๆ จึงตองเพิ่มจํานวนของ
ขอมูลตอไปนี้ 

1. คาที่เก็บในหลักถัดไป จากเดิมรับเพียงหนึง่หลักเทานัน้ แตในวงจรนีจ้ะรับมาทั้งหมด 
1L −  หลัก เพื่อใหพอเพียงตอการพิจารณากฎการลดแถว 

2. สัญญาณแจงการเกิดการลดแถวของหลักกอนหนา จากเดิมจะรับมาจากหนึ่งหลักกอน
หนาเทานัน้ แตในกรณนีี้จะตองเปลี่ยนไปรับจากทั้งหมด 1L −  หลัก เนื่องจากทั้ง 

1L − หลักนั้นสามารถจะสงผลกระทบมายังตําแหนงที่คํานวณอยูได 
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ในสวนขอมูลที่จะตองสงออกไปนั้นจะเหมือนกับวงจรบวกเดิม แตคาที่สงไปนั้น มีวงจร
อ่ืนจํานวนมากขึ้นที่จะรับคาเหลานี้ไปพจิารณา 

การทดลองจําลองวงจร 

เพื่อแสดงใหเห็นวาอัลกอริทึมการบวกทัว่ไปสามารถนํามาสรางเปนวงจรไดจริง จงึจําลอง
วงจรการบวกจํานวนฐานคู ( )2,3  และ ( )2,7  ขึ้น โดยมีโครงสรางของวงจรเดิม แตการทํางาน
ของสวนวงจรบวกหนึ่งบิทเปลี่ยนไป 

สําหรับวงจรบวกของจํานวนฐานคู ( )2,3  นั้นใชตัวตั้ง และตวับวกตามรูปที่ 3.3 คือ 221 
และ 31 ไดผลการทํางานในรูปของคลื่นดังรูปที่ 4.8 

 
รูปที่ 4.8 ผลการบวก 221 และ 31 โดยใชตัวบวกทัว่ไป 

และทดสอบบวก 79 และ 270 ซ่ึงอยูในรูปแบบแสดงคาเปน 2214 และ 6092 โดยเปน
รูปแบบแสดงคาที่มีตําแหนงที่มีคาอยูติดกนั ซ่ึงผลการบวกในรูปคลื่นเปนดังรูปที่ 4.9 

 
รูปที่ 4.9 ผลการบวก 49 และ 270 โดยใชตัวบวกทัว่ไป 

นอกจากนี้ยังปรับปรุงใหแจงเมื่อเกดิสวนลนขึ้นทั้งในแถว และหลกัใด ๆ โดยบวก 104 
และ 25 ในรูป 22a2 และ 0081 สวนลนที่เกิดขึ้นนัน้จะเปนสวนลนในแนวแถวในรอบแรกของการ
บวก และ เกดิสวนลนในแนวหลักในรอบที่ส่ี ดังรูปที่ 4.10 

 
รูปที่ 4.10 ผลการบวก 104 และ 25 โดยใชตัวบวกทัว่ไป 

ในสวนของตวับวกของระบบจํานวนฐานคู ( )2,7  นั้นจําลองวงจรที่บวกจาํนวน 6 บิท 
จํานวน 4 แถว ดังนั้นจึงใชเลขฐานแปดสองจํานวนเพื่อแสดงคาของแตละแถว และใหใหเลขหลัก
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สูง แทนแถวที่มีคาประจําหลักสูง ทําการบวกคาของ 528 และ 268 ในรูปแบบแสดงคา 00041104 
และ 00102212 ตามรูปที่ 4.5 ซ่ึงผลจากการจําลองการบวกเปนดังรูปที่ 4.11 

 
รูปที่ 4.11 ผลการบวก 528 และ 268 โดยใชตวับวกทั่วไป 

จากการทดลองจะพบวาอัลกอริทึมการบวกทั่วไปนัน้สามารถนํามาสรางเปนวงจรไดจริง 
โดยคาที่นํามาบวกนัน้จะอยูในรูปแบบแสดงคาใด ๆ กไ็ด พรอมทั้งสามารถแจงเมื่อเกิดสวนลนขึ้น
ไดอีกดวย  

ในแงของระยะเวลาในการทาํงานนั้น สําหรับระบบจํานวนฐานคู ( )2,3  จะทํางานชากวา
การบวกดวยอัลกอริทึมการบวกแรก เมื่อรูปแบบแสดงคามีทั้งหมด n  แถว จะใชเวลาตั้งแตเร่ิมปอน
ขอมูล จนไดผลลัพทที่ถูกตองเปน 6 1n +  รอบของสัญญาณนาฬิกา สวนระบบจํานวนฐานคู 
( )2,7  นั้นจะใชเวลาเปน 9 1n +  หรือถามองในรูปแบบทั่วไปเวลาที่ใชสําหรับฐาน β  หนึ่ง ๆ จะ
เปน 1cn +  เมื่อ c  เปนคาคงที่ หรือกลาวไดวาการบวกใชเวลาแปรผันตรงตามจํานวนแถวของ
รูปแบบแสดงคา และเมื่อมองในรายละเอียดแลวพบวา c  นั้นจะแปรผันตรงกับความยาวของฐาน 
β  ในรูปฐานสอง หรือแทนดวย L  นั้น 3c L=  ดังนั้นระยะเวลาในการบวกจึงแปรผันตาม Ln  



บทที่ 5 
การบวกแบบสายทอ และการคูณ 

กระบวนการบวกเชิงกําหนดนั้นมีขอดีที่สามารถบอกไดวาบริเวณใดจะบวกเสร็จเมื่อใด 
โดยไมตองรอใหกระบวนการบวกทั้งหมดเสร็จสิ้นกอน ซ่ึงวิธีการที่จะนําขอดีตรงนี้ไปใชก็คือ การ
นําวิธีการทํางานแบบสายทอมาใช การทํางานแบบสายทอนี้ จะเปนวิธีการทํางานที่แบงการทํางาน
ออกเปนขั้น ๆ โดยที่แตละขัน้เปนอิสระตอกัน หรือสามารถทํางานไปพรอม ๆ กันได เมื่อพิจารณา
กระบวนการบวกเชิงกําหนดที่ไดเสนอมานัน้จะพบวา การบวกของแตละแถวเปนอิสระตอกัน 
สามารถที่จะทําการบวกพรอม ๆ กันได และเมื่อบวกในแถวนั้น ๆ เสร็จแลว จึงจะสงตัวทดระหวาง
แถวไปยังแถวถัดไป การบวกแบบสายทอนี้สามารถเขียนไดดังรูปที่ 5.1 

 
รูปที่ 5.1 การบวกแบบสายทอ 

จากรูปนั้นจะเห็นวาการบวกจะเริ่มจากการสงขอมูลเขามายังตัวดําเนนิการบวกทีละแถว ใน
รอบการทํางานแรก จะมีเพยีงแถวแรกของตัวบวกตัวแรก และในรอบการทํางานถัด ๆ ไปขอมูล
ของตัวบวกตัวอ่ืน ๆ จะถกูปอนเขาไปยงัตัวดําเนินการทีละแถว กระบวนการเชนนี้เปนการเพิม่
ความเร็วใหกบัการบวกเปนอยางมาก ถามีการบวกตดิตอกันมากกวาหนึ่งตัว เชน รูปแบบแสดงคามี
ที่ทั้งหมด n  แถว และใชกระบวนการบวกทั่วไป จะใชระยะเวลาในการบวกเปน nT  ถาจะบวก
ทั้งหมด k  ตัวตอเนื่องกัน จะใชเวลาเปน nkT  แตเมื่อพัฒนาใหเปนการบวกแบบสายทอ การบวก
หนึ่งตวัจะใชเวลา nT  เทากัน แตถามีการบวกสองตัวตอเนื่องกัน จะใชเวลาเปน ( )1n T+  และถา
จะบวกทั้งหมด k  ตัวตอเนื่องกัน ก็จะใชเวลาเพียง ( )1n k T+ −  เทานั้น 

จากแนวความคิดการบวกแบบสายทอนี้ จะสามารถนํามาดัดแปลงขึ้น จากรูป 5.1 จะเห็นวา
การสงขอมูลเขาไปทําการบวกนัน้ในเวลาหนึ่งจะสงไปทั้งหมด n  แถว จากตัวบวก n  ตัว ดังนั้นถา
เปล่ียนการสงขอมูลทั้ง n  แถวนั้น ใหมาจากตวับวกเพียงแคตวัเดยีวก็สามารถทํางานไดเชนกัน 
และใชระยะเวลาเทากัน เพียงแตจํานวนทดในแตละขั้นนั้นจะเปลีย่นไปเปนจํานวนทดทีเ่กิดจาก
หลายคามาประกอบกนั การเปลี่ยนแปลงนีจ้ะมีผลตอการออกแบบวงจรเทานั้น 
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กระบวนการบวกนีจ้ะเห็นผลมากเมื่อไปเปนสวนหนึ่งของตัวปฏิบัติการคูณ ซ่ึงการคูณจะ
ทําโดยการกระจายตัวตั้งไปยังทุกตําแหนงที่มีคาของตัวคูณ แลวจึงนําผลจากการคูณนั้นหมดนัน้
รวมเขาไวดวยกัน หรือเขยีนใหอยูในรูปของสมการไดดงันี้ 
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การคูณของตัวตั้ง กับ ,i jb  ใด ๆ นั้นก็คือ การคูณของของตัวตั้ง กับคาประจําตําแหนง 
2i jβ  ถามองในรูปของตารางจะเหน็วาการคูณนี้ เปนการเลื่อนตําแหนงของตัวตั้ง เพิ่มขึ้น i  
ตําแหนงในแนวนอน และ j  ตําแหนงในแนวตั้ง แลวจึงนําผลการเลื่อนตําแหนงทั้งหมดมาบวกกนั 
ถากระบวนการเลื่อนตําแหนงนี้ทําไดในเวลาคงที่แลว ระยะเวลาของการคูณเมื่อใชกระบวกการ
บวกทัว่ไปจะถึงกับผลคูณของทั้งจํานวนแถว และปรมิาณตําแหนงที่มีคาของตัวคูณ แตเมื่อใช
กระบวนการบวกแบบสายทอมาชวย ระยะเวลาทีใ่ชในการคูณก็จะขึน้กับจํานวนแถว หรือจํานวน
ตําแหนงที่มีคาของตัวคูณเพยีงอยางเดียว จะเหน็ไดวาความเร็วเพิ่มขึ้นอยางมาก แตจะตองมกีาร
ปรับปรุงโครงสรางจากการบวกทัว่ไปเล็กนอย 

การบวกแบบสายทอ 

การบวกแบบสายทอนั้นจะตองมีการเปลี่ยนแปลงโครงสรางจากแบบเดิมเล็กนอย โดยการ
บวกแบบเดิมนั้นในแตละรอบจะมีจํานวนที่ตองนํามารวมกันอยูสองจํานวน คือ ตัวตั้ง และตวับวก 
โดยในรอบแรก จะเปนตวัตัง้ และตัวบวกจริง ๆ ของการบวก แตในรอบการทํางานอื่น จะเปน
จํานวนเหลือ และจํานวนทด และผลการรวมคานั้นจะอยูในรูปของผลบวกชัว่คราว ซ่ึงเปนระบบ
จาํนวนฐานคูลูกผสม ที่ยอมใหตําแหนงที่มีคาประจําตาํแหนงนอยทีสุ่ดของแตละสวนยอยเก็บคา
ของ 2 ได 

แตเมื่อเปล่ียนเปนการทํางานแบบสายทอ จะตองมกีารเพิ่มจํานวนที่จะนํามาบวกขึ้นอีก
หนึ่งจํานวนในแตละรอบ คือ มีคาจากตวับวกตัวใหมเพิ่มเขามายังตําแหนงทีก่ําลังพิจารณาอยูดวย 
ทําใหไมสามารถที่จะบวกจํานวนทั้งหมดพรอมกันได เพราะวาในหลกัที่ k  จะตองมีการรวมคา
ทั้งหมด 4 คา ไดแก สามคาที่ไดกลาวมาแลว และ คาตัวทดจากหลักที่ 1k −  ดวย สงผลใหตัวทดที่
จะสงไปยังตําแหนง 1k +  มีโอกาสที่มีคาเปน 2 ซ่ึงจะกระทบกับผลบวกชัว่คราว จงึตองเพิ่ม
กระบวนการรวมคาขึ้นอีกหนึ่งขั้น ขั้นตอนแรกนีจ้ะทํางานพรอมกนั ทุกตําแหนงจะนําคาของ
จํานวนเหลือ จํานวนทด และตัวบวกใหมมารวมกัน และจะเก็บผลไว รวมทั้งสงตวัทดออกไปเปน
ตัวทด 1 ในขั้นที่ 1 วงจร 0  จะนําคาของตัวทด 1 ที่ไดรับมารวมกับคาทีเ่ก็บ แลวเปลี่ยนคาที่เก็บนัน้ 
พรอมกับสรางตัวทด 2 ออกไปยังตําแหนงถัดไป ในขั้นที่ 1k +  วงจร k  จะเอาคาที่เก็บ ตัวทด 1 
และตัวทด 2 มารวมกัน จากนั้นเปลี่ยนแปลงคาที่เก็บ และสงเปนตวัทด 2 ออกไปเรื่อย ๆ จนถึงวงจร
ที่ 1L −  วงจรนี้ก็จะทํางานเชนเดยีวกัน และสงตัวทด 2 ไปยงัวงจร 0  และในขั้นสุดทาย วงจร 0  
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จะรวมคาของตัวทดนีก้ับคาที่เก็บอยู กลายเปนผลบวกชัว่คราวในที่สุด รูปที่ 5.2 เปนรูปที่แสดง
ลําดับการทํางานนี ้

 
รูปที่ 5.2 ขั้นตอนการรวมคาของการบวกแบบสายทอ 

เมื่อการทํางานเปลี่ยนไปขอมลูที่จะตองรับ และขอมูลที่สงออกไปยังวงจรบวกบิทอื่น ๆ ก็
จะตองมีการเปลี่ยนแปลงเปนดังนี ้

ขอมูลขาเขา 
1. สัญญาณนาฬกิา 
2. สัญญาณ reset 
3. คาตัวบวก การบวกแบบนีจ้ะไมมกีารรับคาตัวตั้ง โดยคาตั้งตนของตําแหนงเปน 0 

เสมอ 
4. คาจํานวนทด 
5. คาตัวทด จํานวน 2 บิท รับมาจากหลักกอนหนา 
6. สัญญาณการเกิดการลดแถว เปนสัญญาณที่รับจาก 1L −  หลักกอนหนา เพื่อทําการ

ปรับลดคาของตําแหนงปจจบุันใหถูกตอง 
7. คาของหลักถัดไป จาก 1L −  หลักถัดไป 
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8. สัญญาณหยุด 
สวนสัญญาณที่สงออกมีดังนี้ 
1. คาของตําแหนงปจจุบัน 
2. คาตัวทด ซ่ึงเกดิการขั้นตอนการรวมคาจํานวน 2 บิท 
3. สัญญาณเกิดการลดแถว เพื่อแจงไปยังหลักถัดไปใหปรับคาใหถูกตอง 
4. สัญญาณหยุด 
5. สัญญาณแจงการคํานวณครบหนึ่งรอบ เพือ่แจงสวนควบคุมใหเปล่ียนตัวบวก 
นอกจากการทาํงานสวนการรวมคาแลว ยงัมีสวนที่จะตองปรับเปลี่ยน คือ ตองมีการสราง

สวนควบคุมเพื่อใหการสงขอมูลเขาไปยังสายทอทําไดถูกเวลา รวมทัง้เปนตัวส่ังใหหยุดการทํางาน
ดวย 

การคูณระบบจํานวนฐานคูท่ัวไป 

ดังที่ไดกลาวมาแลววาการคณูจะมีพื้นฐานจากการบวก และไมมีอัลกอริทึมที่ซับซอนและ
สามารถเขียนลําดับการทํางานเพื่อการสรางเปนวงจร ดงันี้ 

1. หาตําแหนงทีม่ีคาของตัวคูณ และ ปรับคาตําแหนงนั้นใหเปน 0 
2. เล่ือนตัวตั้งตามผลจากขอ 1 
3. สงขอมูลที่เล่ือนแลวไปทําการบวก 
ทั้งสามขั้นตอนนั้นจะทํางานตอเนื่องกนั ซ่ึงแตละขั้นสามารถทํางานในเวลาคงที่ไดทั้งหมด 

การทดลองจําลองวงจร 

ในขั้นแรกทําการสรางตัวบวกแบบสายทอที่บวกจํานวนฐานคู ( )2,3  ขนาด 4 บิท 4 แถว 
รับตัวบวกรอบละหนึ่งตวั โดยจะจําลองวงจรในสวนทีส่งขอมูลใหกบัตัวบวกนี้ดวย โครงสรางของ
วงจรบวกนั้นจะยังคลายตัวบวกแบบทั่วไป เพียงเปลี่ยนสัญญาณเขา และออกจากวงจรใหตรงตาม
สัญญาณที่เปล่ียนไป ในขณะที่สวนที่สงขอมูลไปยังตัวบวกนัน้ จะประกอบดวย ตัวควบคุม 
หนวยความจํา รวมทั้งวงจรที่ทําหนาที่ชี้ตาํแหนงตวับวกปจจุบัน และ วงจรเก็บตําแหนงตวับวกตัว
สุดทาย โดยสรางสวนที่สงขอมูลไปบวกเปนดังรูปที่ 5.3 

 
รูปที่ 5.3 เสนทางการสงขอมูลของวงจรบวก 
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การทดลองจะเก็บเลข 1 ถึง 10 ไวในหนวยความจําตําแหนงที่ 0 ถึง 9 ในครั้งแรกทําการ
บวกจํานวนที่เก็บในหนวยความจําตั้งแตตาํแหนงที่ 0 ถึงตําแหนงที่ 4 ซ่ึงมีคาเปน 15 ผลการบวกใน
รูปของคลื่นเปนดังรูปที่ 5.4 จะเห็นวาใชเวลาทั้งหมด 58 รอบสัญญาณนาฬิกา ซ่ึงเปนเวลาที่มีการ
ปอนตัวบวกใหม 5 ตัว 35 รอบสัญญาณนาฬิกา และ ใชสงตัวทดอีก 3 คร้ัง 21 รอบสัญญาณนาฬกิา 
รวมแลว 56 รอบสัญญาณ และรวมการระยะเวลาในการตั้งคาเริ่มตนอีก 2 รอบสัญญาณ 

 
รูปที่ 5.4 ผลการบวกเลข 1 ถึง 5 

และเมื่อเพิ่มตวับวกเขาไปอกีหนึ่งตวัเปนการบวกตั้งแตตําแหนงที่ 0 ถึงตําแหนงที่ 5 ผลที่
ไดมีคาเปน 21 และใชเวลาทั้งสิ้น 65 รอบสัญญาณนาฬิกา โดยผลการบวกในรูปคลื่นเปนดังรูปที่ 
5.5 

 
รูปที่ 5.5 ผลการบวกเลข 1 ถึง 6 

ผลจากการใชการบวกแบบสายทอทําใหระยะเวลาทีใ่ชในการบวกนั้นขึ้นกับจํานวนตัว
บวก หรือจํานวนแถวเพยีงจาํนวนเดียวเทานั้น  

ในการจําลองวงจรคูณนั้นจะจําลองวงจรคูณในระบบจาํนวนฐานคู ( )2,3  ขนาด 4 บิท 4 
แถว โดยใชวงจรบวกแบบสายทอที่ไดจําลองไปเปนสวนประกอบหลัก และตองมกีารจําลองวงจร
เพิ่มเติมดังนี ้

1. วงจรหาตําแหนงที่มีคา วงจรนี้จะรับตวัคณูเขามา แลวทําการหาตําแหนงที่มีคาเพือ่
สงไปยังวงจรเลื่อนตําแหนง และจําตองสามารถปรับตําแหนงนั้นใหมีคาเปน 0 
เพื่อที่จะสงตําแหนงที่มีคาตาํแหนงอืน่ตอไป 

2. วงจรเลื่อนตําแหนง จะรับตวัตั้ง และ ระยะทางที่จะตองเล่ือนตามแนวแกน x และ แกน 
y โดยวงจรนี้จะประกอบดวยมักซเปนสวนประกอบหลัก 

3. สวนควบคุม ที่จะสงสัญญาณไปยังวงจรตาง ๆ ใหทํางานประสานกนัไดอยางถูกตอง 
การคูณนั้นจะมีเสนทางการสงขอมูลของวงจรรูปที่ 5.6 
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รูปที่ 5.6 เสนทางการสงขอมูลของวงจรคูณ 

การทดสอบความถูกตองจะนําคาของ 5 และ 13 มาคูณกัน เชนเดยีวกบัรูปที่ 2.8 ซ่ึงผลที่ได
จะมีคาเปน 5 และผลการจาํลองการทํางานในรูปคลื่นเปนดังรูปที่ 5.7 เวลาที่ใชในการคูณทั้งหมด
เปน 37 รอบสัญญาณนาฬกิา ซ่ึงเกิดจากการที่ตัวคูณมตีําแหนงที่มีคาทั้งหมด 2 ตัว ทําใหใชเวลา
เทากับการบวกจํานวนสองจาํนวน 

 
รูปที่ 5.7 ผลการคูณของ 5 และ 13 

สรุปเวลาที่ใชในการคณูนั้นจะขึ้นกับจํานวนตําแหนงทีม่ีคาของตัวคูณ หรือจํานวนแถว
ของรูปแบบแสดงผลเทานั้น 



บทที่ 6 
สรุปผลการวิจัย 

ผลการวิจัย 

จากการนําเสนอระบบจํานวนฐานคูโดยดมิิทรอฟและคณะ ซ่ึงเปนระบบจํานวนทีม่ีความ
นาสนใจ เนื่องจากมีความซ้าํซอนสูง และมีการกระจายตัวสูง แตการนําเสนอผลงานเกี่ยวกับระบบ
จํานวนนีย้ังมนีอย ซ่ึงอาจจะเกิดจากการที่ยังไมมีกระบวนการ และลําดับวิธีการทาํงานที่แนนอน 
สําหรับตัวปฏิบัติการพื้นฐาน อันไดแก การบวก และการคูณ ซ่ึงการทําปฏิบัติการทั้งสองที่มีการ
เสนอกอนหนานี้ ใชกระบวนการที่ไมใชกระบวนการเชิงกําหนด และมีการออกแบบวงจรโดยใช
วงจรแบบอะแนลอก ทั้งยังเปนระบบอสมวาร งานวิจยันีจ้ึงมุงเนนที่จะนําเสนอลําดับของตัว
ปฏิบัติการพื้นฐานโดยใหเปนกระบวนการเชิงกําหนด และแนะนาํแนวทางในการออกแบบวงจร
โดยใชระบบดจิิทัล และมีการทํางานแบบสมวาร ถึงแมการทํางานของลําดับขั้นตอนที่นําเสนอนีจ้ะ
ชากวาลําดับการทํางานที่มีการนําเสนอมากอน แตสามารถที่จะนําสถาปตยกรรมแบบสายทอมาใช
ในการเพิ่มความเร็วขึ้นไดมาก นอกเหนอืจากนีย้ังไดนาํเสนอความสําคัญ และผลกระทบของฐาน
ซ่ึงเปนสวนประกอบสําคัญของระบบจํานวนชนดินี้ เพือ่ใหระบบจํานวนนี้มีความหลากหลาย และ
เหมาะสมตอการใชงานในแตละประเภทมากยิ่งขึ้น 

ส่ิงที่นําเสนอนั้นเริ่มตนจากกระบวนการบวกระบบจํานวนฐานคูปกติซ่ึงเปนพื้นฐานของ
ตัวปฏิบัติการอื่น ๆ ขอจํากดัของตัวอัลกอริทึมนี้ คือ จาํนวนทีน่ํามาบวกจะตองอยูในรูปพรอมบวก
เสมอ แตผลจากการบวกนั้นก็อยูในรูปจํานวนพรอมบวกเชนเดียวกนั โดยการทํางานจะทํางานเปน
รอบ ๆ ในแตละรอบของการทํางานนั้นจะมีแถวในรูปแบบแสดงผลที่คํานวณเสร็จเรียบรอย เพิ่มขึ้น
รอบละหนึ่งแถวเสมอ ดังนัน้ระยะเวลาในการบวกจึงขึ้นอยูกับจํานวนแถวของรูปแบบแสดงผล 

ความเร็วในการบวกนี้เมื่อเทยีบกับความเรว็ในการบวกของจํานวนฐานสองทั่วไป พบวา
เวลาในการบวกเลขฐานสองนั้นเพิ่มขึ้นเปนเชิงเสนกับจาํนวนหลักของเลขที่บวก ความเร็วทั้งสองนี้
ถึงแมจะเติบโตเปนเชิงเสนเหมือนกนั แตเวลาในการบวกของระบบจํานวนฐานคูจะต่ํากวา 
เนื่องจากจํานวนแถวของระบบจํานวนฐานคูนั้น จะนอยกวาจํานวนหลักของเลขฐานสองเสมอ เมื่อ
ทําการบวกเลขจํานวนเทากนั โดยสามารถพิสูจนไดดังนี้ 
 
พิสูจน กําหนดใหเลขฐานสองที่บวกมีความยาว n  ดังนั้น คาที่มากที่สุดที่จํานวนนี้จะเก็บไดไมเกนิ 
2n  แตเมื่อทําการเก็บจํานวนนี้ในรูปของระบบจํานวนฐานคู โดยบังคบัใหมีตําแหนงที่มีคาเพียง
ตําแหนงเดยีว และใชจาํนวนแถวมากที่สุด ตําแหนงนั้นจะตองอยูในหลัก 0 เสมอ และตําแหนงนัน้
จะมีคาเปน 02 3m  ซ่ึงเห็นไดชัดวา m n<   
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สวนการสรางวงจรที่ทํางานนี้นั้นจะแบงรูปแบบแสดงผลออกเปนสวน ๆ แตละสวนมี
ขนาดเทากับหนึ่งตําแหนงในตาราง และแตละสวนนี้มกีารคํานวณคาของตําแหนงตวัเอง ทั้งนี้กเ็พือ่
ความรวดเร็วเพราะทุกสวนสามารถทํางานไปพรอม ๆ กันได วงจรยอยทุกวงจรจะมีสวนเชื่อมตอ
กับวงจรอื่นเหมือน ๆ กัน แตมีการทํางานที่แตกตางกันเล็กนอยเทานัน้ วงจรทั้งหมดจะมีการทํางาน
เปนสถานะ การเปลี่ยนสถานะนั้นเปนไปตามจังหวะของสัญญาณนาฬิกา และจากการทดลอง
จําลองวงจรนีก้็พบวาการทํางานเปนไปไดอยางถูกตอง 

เมื่อไดอัลกอริทึมสําหรับบวกจํานวนฐานคูปกติที่สามารถสรางเปนวงจรไดแลว จึงขยาย
ของเขตของอัลกอริทึมใหครอบคลุมสําหรับจํานวนฐานคูทั่วไป ความแตกตางของระบบจํานวน
ฐานคูทั่วไปกบัแบบปกตินัน้ จะตางกนัทีฐ่าน ๆ หนึ่งทีจ่ากเดิมมีคาเปน 3 ถูกเปลี่ยนใหเปนจํานวนคี่
ใด ๆ ที่มีคามากกวาหนึ่ง ซ่ึงฐานนี้จะเปนตวักําหนดทั้งระดับความซ้ําซอน โดยเมื่อยิ่งมีคามากระดับ
ความซ้ําซอนก็จะยิ่งลดลง นอกจากนีก้ารที่ฐานจะตองเปนเลขคี่เนือ่งมาจากฐานจะเปนตัวกําหนด
กฎการลดแถว เมื่อฐานเปนจํานวนคูจะทาํใหมีปญหาตอกฎการลดแถวได อัลกอริทึมสําหรับการ
บวกจํานวนฐานคูทั่วไปนี ้ จะทํางานดวยความซับซอนเทากับจํานวนแถวของรูปแบบแสดงคา แต
จํานวนที่นํามาบวกกนันั้นไมจําเปนตองอยูในรูปแบบพรอมบวก เพราะมีการนําแนวคดิของระบบ
จํานวนลูกผสมมาชวย เมื่อนํามาสรางเปนวงจรก็จะใชแนวคดิในการแบงวงจรเชนเดียวกับวงจร
บวกปกติ แตระยะเวลาที่ใชในการทํางานแตละรอบจะเพิ่มขึ้นตามความความยาวของฐาน ดังนัน้
ระยะเวลาในการบวกทั้งหมดจึงขึ้นกับผลคูณของความยาวของฐาน และจํานวนแถวของรูปแบบ
แสดงผล เมื่อทําการจําลองวงจรก็พบวาทาํงานไดถูกตอง 

ในขั้นตอนสุดทาย เปนการนําแนวคิดของการทาํงานแบบสายทอมาประยุกตเขากับ
กระบวนการบวกทัว่ไป โดยสิ่งที่จะตองปรับปรุงนั้นมีเพียงขั้นตอนการรวมคา รวมทั้งขอมูลที่
นําเขา และสงออกเล็กนอย เนื่องจากมจีํานวนทีจ่ะตองนํามาบวกกันเพิ่มขึ้น จากการที่รับขอมูลตัว
บวกใหมเขามาเรื่อย ๆ ในสวนการออกแบบวงจรนัน้จะคลายคลึงกับวงจรบวกทั่วไป แตเพิม่
ขั้นตอนขึ้นหนึ่งขั้น เพื่อจํากัดคาของตัวทดใหเปนไปดงัที่ตองการ ความเร็วที่เพิ่มขึ้นจะปรากฎเมื่อมี
การบวกหลาย ๆ จํานวนตอเนื่องกัน โดยจะใชระยะเวลาขึ้นกับจํานวนตัวที่นํามาบวก หรือจํานวน
แถวของรูปแบบแสดงคาเทานั้น จากเดิมที่ระยะเวลาที่ใชนั้นขึ้นอยูกับผลคูณของจํานวนทั้งสอง 

สําหรับตัวปฏิบัติการคูณนัน้จะนําตวับวกที่สามารถทํางานแบบสายทอได มาเปน
สวนประกอบหลัก โดยจะมสีวนประกอบอื่นเพิ่มเติม คอื วงจรที่ใชในการหาตําแหนงที่มีคาของตัว
คูณ วงจรเลือ่นตําแหนงของตัวตั้ง และสวนควบคุม เพื่อใหการทํางานทุกสวนเปนไปไดอยาง
สัมพันธกัน ระยะเวลาทีใ่ชในการคูณนัน้จงึขึ้นอยูกับจาํนวนตําแหนงที่มีคาของตัวคูณ หรือ จํานวน
แถวของรูปแบบแสดงคา 
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ขอเสนอแนะ 

งานวิจยันีย้ังสามารถทําการพัฒนาไดอีกในหลายทาง ไดแก การศึกษาความสัมพันธ
ระหวางฐาน และสมบัติของระบบจํานวนฐานคูเพิ่มเติม รวมทั้งหาคาของฐานที่เหมาะสมสําหรับ
งานแตละชนดิ หาวิธีคํานวนระดับความซ้ําซอนของระบบจํานวนที่มีประสิทธิภาพมากยิ่งขึ้น 
เนื่องจากระดบัความซ้ําซอนนั้นไมไดขึ้นกับคาของฐานเพียงอยางเดยีว แตยังขึ้นกับรูปราง และ
ขนาดของรูปแบบแสดงคาของระบบจํานวนดวย 

การบวกนั้นสามารถทําการพฒันาใหมีความเร็วมากยิ่งขึน้ได โดยการรวม หรือลดข้ันตอน
ที่ไมจําเปนบางขั้นตอนออก หรือนําวิธีการอื่นมาประยกุตใช เชน ประยุกตสถาปตยกรรมออน
เดอะฟลาย [12] (On-the-fly) ซ่ึงจะมีการคํานวนผลลัพทบางสวนไวลวงหนากอนที่จะตองบวกจริง 
นอกจากนี้การบวกที่เสนอไปยังมีส่ิงที่ถูกละเลยอีก คือ เร่ืองของสวนลน ซ่ึงสวนลนบางตัวเปนสวน
ลนปลอม คือ คาจากรูปแบบแสดงคาที่มีสวนลนนัน้ จะมีรูปแบบแสดงคาอื่นที่สามารถแสดงคานั้น 
ๆ ไดภายในขอบเขตที่กําหนด หรือ พัฒนาสวนที่ไปรอบรับสวนลนเหลานั้น โดยประยุกตจากสิง่ที่
มีเสนอมาแลวในเรื่องตัวเลขปองกัน [13] เพื่อพิจารณาอกีครั้งวาสวนลนนั้นเปนสวนลนจริงหรือไม 
ถาเปนสวนลนปลอม จะตองมีกระบวนการในการเปลี่ยนรูปแบบใหไปอยูในรปูแบบแสดงคาที่
ถูกตองได 

สําหรับการคูณนั้นสามารถจะทําการเพิ่มความเร็วไดมาก เพราะการคูณนั้นทําใหเกิดการ
เล่ือนของตัวตัง้ไปตามแนวแกนตั้ง ทําใหแถวท่ีมีคาประจาํแถวนอยมีคาเปน 0 เสมอ ซ่ึงจะเสียเวลา
โดยเปลาประโยชนเมื่อสงเขาไปยังการบวกแบบสายทอ ทั้งที่การบวกของแถวเหลานั้นไมกอใหเกิด
การทดระหวางแถวอยางแนนอน รวมทั้งอาจจะยังสามารถเปลี่ยนรูปแบบของตัวคูณใหมีจํานวน
ตําแหนงที่มีคาลดลงไดอีกดวย 
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