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Number sys tem has a great effect to computer arithme tic calculation thus a lot of researchers have

proposed many new number systems. One of them is Double-Base Number System. It represents

positive integer by using two bases ; usually be two and three. The advantages of this system arc

its high redundancy degree and sparseness. Many papers are concentrated on basic arithmetic

operations that arc addition and multiplication. However, earlier algorithms are non-deterministic.

This thesis proposes deterministic addition and multiplication algorithms which can also

manipulate the generic double-base number system. The addition time is linearly dependent on

the amount of rows. In addition, this addition algorithm is pipeline-able. The multiplication is

based on our proposed addit ion algorithm. The complexity of this operation depends on the

number of active cells in the multiplicand. Furthermore, all algori thms are proved theoretically

and practically by simulation on synchronized digita l circuits.

Department Computer Engineering ..

Field of study Computer Engineering ..

Academic year 2006 .

Student's signature ..~ !. ik J:''~'J.'l't... ..~!'::-.~~;J ?::".~.":1 ..
Advisor's signature ~a:: .



 ฉ 

กิตติกรรมประกาศ 

วิทยานิพนธนีสํ้าเร็จเรียบรอยไดก็เปนเพราะแรงบันดาลใจจาก อ.ดร. อรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ที่
เปนผูชี้แนะแนวทาง อีกทั้งยังจุดประกายใหเห็นถึงความนาสนใจของระบบจํานวนที่มีความพิเศษนี้ 
นอกจากนี้ อยากขอขอบพระคุณเปนพิเศษ สําหรับคณะกรรมการสอบวิทยานิพนธ ไดแก รศ. ดร. 
ประภาส จงสถิตยวัฒนา ผูซ่ึงเปนประธาน อ. ดร.เศรษฐา ปานงาม และ ผศ. ดร. อานนท รุงสวาง ที่
สละเวลาอันมคีามาชี้ใหเห็นถึงขอบกพรอง รวมทั้งขอแนะนําทีน่าสนใจ 

ขอขอบคุณสมาชิกของหองปฏิบัติการ ELITE (Engineering Laboratory in Theoretical 
Enumerable System) ทุกคน รวมทั้งพี่ ๆ และเพื่อน ๆ ระดับบัณฑิตศึกษาที่สรางบรรยากาศที่ดีใน
การทํางาน 

ขอขอบคุณจุฬาลงกรณมหาวทิยาลัย และโรงเรียนเซนตคาเบรียล ที่ไดประสิทธิประสาท
วิชาความรู อีกทั้งความรักในคณิตศาสตร โดยเฉพาะอยางยิ่งมาสเตอรสุรวุฒิ จันทอง และครูผูสอน
วิชาคณิตศาสตรทุกทาน อีกทั้งมูลนิธิสงเสริมโอลิมปกวิชาการ และพัฒนามาตรฐานวิทยาศาสตร
ศึกษาในพระอปุถัมภสมเด็จพระเจาพีน่างเธอ เจาฟากัลยาณิวัฒนา กรมหลวงนราธิวาสราชนครินทร 
(สอวน.) ทีไ่ดเปดอีกดานหนึง่ของคณิตศาสตรสูสายตาของผูเขียน 

สุดทายนี้ขอกราบขอบพระคุณ คุณพอ คณุแม และญาติ ๆ ที่ไดผลักดันจนผูเขียนประสบ
ความสําเร็จ และมีความเปนคนอยางเชนทุกวันนี ้

ทั้งนี้งานวจิัยนีไ้ดรับเงินทุกสนับสนุนจากโครงการจัดการศึกษาสาขาวชิาวิศวกรรมศาสตร 
เพื่อเพิ่มศักยภาพทางดานวิทยาศาสตร เทคโนโลยีและอุตสาหกรรม หมวดเงินอุดหนุนการศึกษา 
ประจําปการศกึษา 2549 



สารบัญ 

 หนา 
บทคัดยอภาษาไทย ............................................................................................................................ง 
บทคัดยอภาษาอังกฤษ ...................................................................................................................... จ 

กิตติกรรมประกาศ............................................................................................................................ฉ 

สารบัญ .............................................................................................................................................ช 

สารบัญภาพ ..................................................................................................................................... ฌ 

บทที่ 1 บทนํา ....................................................................................................................................1 

ความเปนมาและความสําคัญของปญหา ......................................................................................1 

วัตถุประสงคของการวิจยั ............................................................................................................2 

ขอบเขตของการวิจัย ....................................................................................................................2 

ขั้นตอนการวจิัย ...........................................................................................................................2 

ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ .........................................................................................................3 

ผลงานที่ตีพิมพจากวิทยานพินธ ..................................................................................................3 

บทที่ 2 ทฤษฎีและงานวิจยัทีเ่กี่ยวของ ...............................................................................................4 

ทฤษฎีที่เกี่ยวของ .........................................................................................................................4 

1. ระบบจํานวน .....................................................................................................................4 

2. ระบบจํานวนแบบซ้ําซอน (Redundant Number System) .................................................5 

3. ระบบจํานวนฐานคู (Double-Base Number System).........................................................5 

งานวิจยัที่เกี่ยวของ.......................................................................................................................6 

1. การบวกของระบบจํานวนฐานคู........................................................................................6 

2. การคูณของระบบจํานวนฐานคู .......................................................................................12 

3. ระบบจํานวนลูกผสมแบบมีเครื่องหมาย (Hybrid Signed-Digit Number Systems) ........13 

บทที่ 3 อัลกอลิทึมการบวกเชิงกําหนดสําหรับจํานวนฐานคู ...........................................................14 

การแพรตัวทดของระบบจํานวนฐานคู ......................................................................................14 

กระบวนการกาํจัดตําแหนงทีม่ีเลขหนึ่งติดกนัในแถว ...............................................................16 

อัลกอริทึมการบวกจํานวนฐานคู ...............................................................................................19 

การออกแบบวงจร .....................................................................................................................22 

1. การออกแบบวงจรในการรวมคา .....................................................................................23 

2. การออกแบบวงจรในการแยกตาราง................................................................................24 

3. ขอมูลที่จําเปนในวงจรระดับตําแหนง .............................................................................25 



 ซ 

การทดลองจําลองวงจร..............................................................................................................26 

บทที่ 4 อัลกอริทึมการบวกเชิงกําหนดสําหรับจํานวนฐานคูทั่วไป ..................................................28 

ความสําคัญของฐาน ..................................................................................................................28 

ความแตกตางในการบวกจํานวนฐานคู (2,β) และ (2,3).............................................................29 

1. กฎการลดแถว..................................................................................................................29 

2. รูปแบบพรอมบวก ...........................................................................................................30 

สวนประกอบของอัลกอริทึมการบวกจํานวนฐานคูทั่วไป .........................................................31 

1. กระบวนการวมคา ...........................................................................................................31 

2. กระบวนการแยกตาราง ...................................................................................................34 

อัลกอริทึมการบวกจํานวนฐานคูทั่วไป......................................................................................36 

การออกแบบวงจร .....................................................................................................................39 

1. การออกแบบวงจรในการรวมคา .....................................................................................39 

2. การออกแบบวงจรในการแยกตาราง................................................................................40 

3. ขอมูลที่จําเปนในวงจรระดับตําแหนง .............................................................................41 

การทดลองจําลองวงจร..............................................................................................................42 

บทที่ 5 การบวกแบบสายทอ และการคูณ ........................................................................................44 

การบวกแบบสายทอ..................................................................................................................45 

การคูณระบบจํานวนฐานคูทั่วไป ..............................................................................................47 

การทดลองจําลองวงจร..............................................................................................................47 

บทที่ 6 สรุปผลการวิจัย....................................................................................................................50 

ผลการวิจัย .................................................................................................................................50 

ขอเสนอแนะ..............................................................................................................................52 

รายการอางอิง ..................................................................................................................................53 

ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ ...............................................................................................................55 



สารบัญภาพ 

 หนา 
รูปที่ 2.1 ตารางสองมิติแสดงคา 20....................................................................................................6 

รูปที่ 2.2 กฎการลดแถว .....................................................................................................................7 

รูปที่ 2.3 กฎการลดหลัก ....................................................................................................................7 

รูปที่ 2.4 กฎการลดชองที่ซอนทับ .....................................................................................................9 

รูปที่ 2.5 ตารางแสดงกรณีทีจ่ะตองพจิารณาเปนพิเศษ ......................................................................9 

รูปที่ 2.6 ลําดับความสําคัญของการลดรูป .......................................................................................10 

รูปที่ 2.7 วงจรสําหรับการบวกที่ตําแหนงใด ๆ................................................................................11 

รูปที่ 2.8 การคูณของ 5 และ 13 ไดผลลัพทเปน 65..........................................................................12 

รูปที่ 3.1 ความกํากวมของกฎการลดแถว.........................................................................................16 

รูปที่ 3.2 ขั้นตอนการทํางานของอัลกอริทึมแยกตาราง ....................................................................19 

รูปที่ 3.3 ตัวอยางการทํางานของอัลกอริทึมการบวก .......................................................................22 

รูปที่ 3.4 ลําดับการทํางานของการบวกโดยยอ.................................................................................23 

รูปที่ 3.5 การทํางานของขั้นตอนรวมคา...........................................................................................24 

รูปที่ 3.6 การทํางานของขั้นตอนแยกตาราง .....................................................................................24 

รูปที่ 3.7 การประกอบวงจรบวกสําหรับแตละแถว..........................................................................26 

รูปที่ 3.8 การประกอบวงจรสําหรับสวนทาํหนาที่บวก....................................................................26 

รูปที่ 3.9 การเชื่อมตอระหวางสวนทําหนาที่บวกและหนวยความจํา ...............................................27 

รูปที่ 3.10 ผลการบวก 221 และ 31 ..................................................................................................27 

รูปที่ 4.1 ตัวอยางของจํานวนในรูปปกติ และรูปพรอมบวก ............................................................30 

รูปที่ 4.2 ตัวอยางการเรียกสวนยอยแบบตาง ๆ ................................................................................32 

รูปที่ 4.3 ขั้นตอนการรวมคา ............................................................................................................33 

รูปที่ 4.4 ขั้นตอนในการแยกตาราง ..................................................................................................36 

รูปที่ 4.5 ขั้นตอนการทํางานของอัลกอริทึมการบวกทัว่ไป .............................................................38 

รูปที่ 4.6 ลําดับการทํางานในขั้นตอนการรวมคา .............................................................................39 

รูปที่ 4.7 ลําดับการทํางานในขั้นตอนแยกตาราง..............................................................................41 

รูปที่ 4.8 ผลการบวก 221 และ 31 โดยใชตัวบวกทั่วไป...................................................................42 

รูปที่ 4.9 ผลการบวก 49 และ 270 โดยใชตัวบวกทั่วไป...................................................................42 

รูปที่ 4.10 ผลการบวก 104 และ 25 โดยใชตัวบวกทั่วไป.................................................................42 

รูปที่ 4.11 ผลการบวก 528 และ 268 โดยใชตัวบวกทัว่ไป...............................................................43 



 ญ 

รูปที่ 5.1 การบวกแบบสายทอ .........................................................................................................44 

รูปที่ 5.2 ขั้นตอนการรวมคาของการบวกแบบสายทอ.....................................................................46 

รูปที่ 5.3 เสนทางการสงขอมูลของวงจรบวก ..................................................................................47 

รูปที่ 5.4 ผลการบวกเลข 1 ถึง 5.......................................................................................................48 

รูปที่ 5.5 ผลการบวกเลข 1 ถึง 6.......................................................................................................48 

รูปที่ 5.6 เสนทางการสงขอมูลของวงจรคูณ ....................................................................................49 

รูปที่ 5.7 ผลการคูณของ 5 และ 13...................................................................................................49 



บทที่ 1 
บทนํา 

ความเปนมาและความสําคญัของปญหา 

คอมพิวเตอรนัน้ถูกใชงานอยางแพรหลายในการคํานวณที่ยาก และตองการความรวดเร็ว 
จึงมีนักวิจยัจํานวนมากพยายามจะพัฒนาการคํานวณทางเลขคณิตใหมีประสิทธิภาพทีสู่งมากยิ่งขึ้น 
ทั้งในเชิงความเร็ว และการประหยดัพลังงาน ระบบจํานวน (number system) เปนปจจยัที่มี
ความสําคัญมากปจจยัหนึ่งตอประสิทธิภาพของการคํานวณ เนื่องจากเปนตวักําหนดวิธีการในการ
ทําปฏิบัติการทั้งหมด โดยระบบจํานวนพื้นฐานทีใ่ชกันในคอมพวิเตอรนั้น สําหรับจํานวนเต็ม จะ
ใชเปนระบบจาํนวนฐานสอง ซ่ึงจะมีขนาดเล็ก แตความเร็วในการคํานวณต่ํา เนื่องจากเมื่อมีการ
บวก หรือลบ อาจจะเกดิการทด หรือ ยืม ซ่ึงเวลาที่ใชในการทดนัน้ไมสามารถจํากัดใหอยูใน
ขอบเขตใด ๆ ได แตขึน้อยูกับลักษณะของคาที่นํามาทําปฏิบัติการ ดังนั้นจึงมีการเสนอระบบ
จํานวนชนิดใหมที่สามารถจํากัดเวลาที่ใชในการทดได ซ่ึงระบบจาํนวนนั้นคือ ระบบจํานวนแบบมี
เครื่องหมาย (sign digit number system) ซ่ึงเสนอโดยอเวเซียนิส (Avizienis) [1] ระบบจํานวนชนิด
นี้จะใหแตละหลักมีคาติดลบได ทําใหเกิดความซ้ําซอนขึ้น คือ คาทางเลขคณิตคาหนึ่งอาจจะมี
รูปแบบในระบบจํานวนชนดินี้ไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ คูณสมบัติของระบบจํานวนนี้ คือ สามารถ
จํากัดสายการทดได นอกจากนี้ยังสามารถคํานวณแบบขนานไดดวย ภายหลังมีงานวจิัยอีกหลายงาน
ที่นําแนวความคิดนี้ เชน ระบบจํานวนเชิงซอนของคนุท (Knuth) ที่ใชเลขลบมาทําใหเกิดความ
ซํ้าซอนของตัวเลข นอกจากนี้ การพัฒนาระบบจํานวนยังมีแนวความคิดอื่นที่ไมยดึติดกับลักษณะ
ของระบบจํานวนแบบเดิมทีจ่ะมีฐานคงที่ เชน ระบบจํานวนแบบสวนตกคาง (residue number 
system) เปนการใชเลขขนาดเล็กหลายจํานวน เพื่อที่แสดงคาจํานวนหนึ่งจํานวน โดยท่ีจํานวนที่ถูก
แสดงนั้นอาจจะมีคามากได ระบบจํานวนนี้จะไมมีความซ้ําซอน แตสามารถคํานวณไดเร็วเนื่องจาก
การคํานวณนัน้สามารถกระทําไปพรอม ๆ กันสําหรับจํานวนขนาดเล็กทุกตัว และในป 1997 มีการ
นําเสนอระบบจํานวนชนิดใหม คือ ระบบจํานวนฐานคู (double-base number system) ซ่ึงเปนระบบ
จํานวนที่มีฐานเปนจํานวนสองจํานวนซึ่งมีคาที่แตกตางกัน โดยปกตจิะใชเปนฐานสอง และสาม
ประกอบกัน ระบบจํานวนชนิดนี้จะมีขอดีคือ มีความซ้ําซอนที่สูง สืบเนื่องจากการที่เพิ่มฐานเปน
สองจํานวน ทาํใหสามารถแสดงคาหนึ่ง ๆ ไดหลายรูปแบบ นอกจากนี้ยังมีการกระจายตวัสูง ทําให
การทดเกดิขึ้นไดยาก สงผลใหการบวกเปนไปไดอยางรวดเร็ว 

แตเนื่องจากระบบจํานวนนีย้ังเปนระบบจาํนวนทีใ่หม สงผลใหการพัฒนาวิธีการในการทํา
ปฏิบัติการพื้นฐานทางเลขคณิตนั้นยังไมสมบูรณ มีเพยีงงานวิจยั [2-9] ที่กลาวถึงวิธีการ และการ
สรางตัวปฏิบัติการทางเลขคณิต แตก็ไดกลาวถึงเฉพาะการบวก และการคูณ และมีการใหความ
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สนใจกับระบบจํานวนฐานคูที่มีฐานเปนสอง และ สามเทานั้น ดังนัน้งานวจิัยช้ินนี้จะทําการเสนอ
กระบวกการสรางตัวปฏิบัติการบวกที่มีลําดบัการทํางานทีแ่นนอน หรือใชอัลกอริทึมเชิงกําหนด 
สําหรับระบบจํานวนฐานคู ซ่ึงใชฐานเปนสอง และจํานวนใด ๆ ที่มีคามากกวาสอง ซ่ึงการบวกนีจ้ะ
ใชเวลาแปรผนัตรงกับขนาดของตัวที่จะนํามาบวก 

วัตถุประสงคของการวิจัย 

งานวิจยันีจ้ะออกแบบกระบวนการในการคํานวณเลขคณิตพื้นฐาน ไดแก การบวก และการ
คูณ ของระบบจํานวนฐานคู ซ่ึงมีฐานเปนสอง และจํานวนเต็มใด ๆ อีกหนึ่งจํานวน ที่เปน
กระบวนการเชิงกําหนด โดยใหความซับซอนของกระบวนการบวกนี้ขึน้กับจํานวนแถวของ
รูปแบบแสดงคาของขอมูลที่จะบวก ในสวนของกระบวนการคูณจะทําการหาความเร็วจากความ
ซับซอนของกระบวนการ และกระบวนการทั้งหมดจะสามารถนําไปพัฒนาเปนวงจรดิจิทัลไดงาย 

ขอบเขตของการวิจัย 

1. ตัวปฏิบัติการบวก และคูณที่สรางจะรบัขอมูลเปนจํานวนเต็มบวกในรูปแบบพรอม
บวกสองจํานวน และผลลัพทที่ไดจะอยูในรูปแบบพรอมบวก 

2. ตัวปฏิบัติการทั้งหมดจะทํางานกับขอมูลขาเขา และผลลัพทเปนฐานเดียวกนั และ
จะตองมีฐานหนึ่งที่มีคาเปน 2 เทานั้น 

3. ความเร็วของการบวกนัน้จะวดัจากความซับซอนของปญหาเทานั้น และความเร็วของ
การบวกนี้จะตองไมมากกวา O( )m  เมื่อ m  เปนขนาดของรูปแบบแสดงคาขอมูลขา
เขา 

ขั้นตอนการวิจัย 

1. ศึกษาสมบัติของระบบจํานวนฐานคู และงานวิจยัที่เกีย่วของ 
2. ออกแบบกระบวนการบวกของระบบจํานวนฐานคูที่มีฐานเปน สอง และ สาม และ

พิสูจนการทํางาน 
3. หารูปแบบพรอมบวกใหม สําหรับจํานวนฐานคูที่มีฐานเปนสอง และจํานวนเต็มใด ๆ 

พรอมทั้งหาวธีิการในการบวก 
4. หาวิธีการในการเปลี่ยนรูปของจํานวนฐานคูใหอยูในรูปพรอมบวก พรอมทั้งสราง

กระบวนการบวกในรูปแบบเครื่องจักรของมัวร 
5. พิสูจนการทํางานของกระบวนการบวกสําหรับฐานใด ๆ 
6. ออกแบบวิธีการในการคูณ โดยใหมีพื้นฐานการทํางานจากการบวก พรอมทั้งพิสูจน

การทํางาน และ พิจารณาความเร็ว 
7. สรุปผลและเรียบเรียงวิทยานิพนธ 
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ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 

1. เพิ่มระบบจํานวนที่สามารถใชงานมากยิ่งขึน้ และมีความยืดหยุนเพิ่มขึน้ 
2. ทําใหระบบจํานวนฐานคูมีการใชงานที่แพรหลายยิ่งขึ้น 

ผลงานที่ตีพิมพจากวิทยานพินธ 

สวนหนึ่งของวิทยานิพนธนีไ้ดรับการตอบรับใหตีพิมพเปนบทความทางวิชาการในหัวขอ
เร่ือง “Addition transducer for double base number system” โดย เกรยีงยุทธ หวังจติมั่น และ   
อรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ “IEEE International Symposium on Communications 
and Information Technologies 2006 (ISCIT 2006)” ณ. กรุงเทพมหานคร ในระหวางวันที่ 18-20 
ตุลาคม 2549 



บทที่ 2 
ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

บทนี้จะกลาวถึงทฤษฎีพื้นฐานที่จําเปนในการทําความเขาใจตอเนื้อหาที่จะนําเสนอในบท
ถัด ๆ ไป เชน ทฤษฎีเกีย่วกับระบบจํานวน, ความซ้ําซอนของระบบจํานวน และ ระบบจํานวนที่
ศึกษา คือระบบจํานวนแบบฐานคู นอกจากนี้ ยังเสนองานวิจยัตาง ๆ ที่มีสวนเกี่ยวของ ไดแก 
งานวิจยัที่กลาวถึงวิธีการคูณ และ การบวกนั่นเอง 

ทฤษฎีท่ีเก่ียวของ 

1. ระบบจํานวน 

ระบบจํานวน เปนขอตกลงวิธีในการแสดงจํานวน ระบบจํานวนนี้สามารถจาํแนกเปน
ประเภทดังนี ้

1. ประเภททีใ่ชฐาน (base) เชน ระบบจํานวนฐานสอง ระบบจํานวนฐานคู 
2. ประเภทที่ไมใชฐาน เชน ระบบจํานวนแบบเศษเหลือ (ไมกลาวถึงในทีน่ี้) 
ระบบจํานวนแบบใชฐานนัน้ ประกอบดวย ( ), Dβ  โดยที่ β  เปนเซตของฐาน ซ่ึงจะ

ประกอบดวยจํานวนชนิดใดก็ได และ D  เปนเซตของจํานวนใด ๆ ที่เปนเซตจํากัด 
กําหนดให X  เปนจํานวนใดๆ X  สามารถแสดงไดในระบบฐาน β  ในรูปแบบ 

1 0 1 2( . )m mX x x x x x β− − −=  
ซ่ึง jx D∈  โดยที่ ,j m≤  m∈Ζ   
โดยคาเชิงตวัเลขของ X  ฐาน β  สามารถเขียนใหอยูในรูป 

j j
j m

X x β
−∞

=

= ∑  

และ jβ β∈  โดยที่ ,j m≤  m∈Ζ  
ซ่ึงคาเชิงตัวเลขทั้งหมดที่แสดงไดสามารถเขียนใหอยูรูปของเซต [ ], DβΡ  ไดดงันี้ 
 

[ ] { }
[ ] { }

1 1

1

, ( ) , ,

, ( ) , ,

n
m m m n n j j

m m m j j

D X x x x x x D n j m

D X x x x D j m

β

β

β β β

β β β

− +

−

Ρ = = ∈ ∈ ≤ ≤

Ρ = = ∈ ∈ ≤
 

 
โดย [ ],n

m DβΡ  และ [ ],m DβΡ  เทากับ เซตจํากัดและเซตไมจํากัด ตามลําดับ ในระบบเลขฐาน
จํานวนเต็มทัว่ไปนิยมให ,  ,j

j b b j Zβ = ∈  และ { }0,1, , 1D b= −  ซ่ึง D  จะถูกเรียกวาเปน 

ชุดตัวเลขคาโนนิคอล (canonical digit Set) และเรยีก b  วาเลขฐาน 
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2. ระบบจํานวนแบบซ้ําซอน (Redundant Number System) 

ระบบจํานวนแบบซ้ําซอน คือ ระบบจํานวนที่คาเชิงตวัเลข (numerical value) ของ X  
อาจจะมีรูปแบบในการแสดงคาไดหลายรูปแบบ เชน กําหนดให { } ,  ,jb b j Zβ = ∈  และ b  เปน

เลขฐาน โดยที่ b  เปนจํานวนเต็มที่ 2b ≥ และกาํหนดให D  เปนชุดตัวเลขซึ่งอธิบายไดดวย 
{ }1 2|d Z dα α∈ ≤ ≤  โดย 1 2 1bα α− + ≥ +  ยกตัวอยางเชน ชุดตัวเลข { }2,1,0,1,...4D =  

บนเลขฐาน 5b =  และคาเชิงตัวเลข 39X =  จะมีรูปแบบดังนี ้
( ) 2 1 0

5

2 1 0

5

2 1 0

5

1 2 4 1 5 2 5 4 5

1 3 1 1 5 3 5 ( 1) 5

2 2 1 2 5 ( 2) 5 ( 1) 5

39

−

− −

= × + × + ×

⎛ ⎞ = × + × + − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ = × + − × + − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

 

 
ในกรณีที่ 1α  หรือ 2α  ไมเปนไปตามเงื่อนไขดังกลาว ระบบจํานวนก็ไมมีคุณสมบัติของความ
ซํ้าซอน เนื่องจากไมสามารถแสดงคาของตัวเลข X  ไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ โดยสามารถเขียน
สมการอธิบายคุณสมบัติของชุดตัวเลขไดโดยสมการดานลางนี้ 

{ }( , ) ( ) [ , ]  DV i P P D P iβ β= ∈ =  

โดยที่ 1[ , ] { ( ) }j j jP D P d d d Dββ −= = ∈  , 
n

j
j

j l
P d β

=

=∑ และ j Z∈  

สมการดังกลาว เปนการแสดงถึงเซตของรูปแบบที่สามารถแสดงคาทั้งหมดของคา i  สามารถกลาว
วาระบบจํานวนเต็มบวกใด ๆ มีคุณสมบัติ 

สมบูรณ (complete for radix β ) ก็ตอเมื่อ ( , ): ( ) 1Dj Z V jβ∀ ∈ ≥  

กึ่งสมบูรณ (semi-complete for radix β ) ก็ตอเมื่อ ( , ): ( ) 1Dj N V jβ∀ ∈ ≥  

ซํ้าซอน (redundant for radix β ) ก็ตอเมื่อ ( , ): ( ) 1Dj Z V jβ∃ ∈ >  

ไมซํ้าซอน (non-redundant for radix β ) ก็ตอเมื่อ ( , ): ( ) 1Dj Z V jβ∀ ∈ ≤  

3. ระบบจํานวนฐานคู (Double-Base Number System) 

ระบบจํานวนฐานคูคิดคนโดยดิมิทรอฟ (Dimitrov) [2] ในป 1997 เปนมีระบบจํานวนที่ใช
ฐานสองจํานวนประกอบกนั โดยจํานวนทีน่ิยมใชเปนฐาน คือ สอง และ สาม ระบบจํานวนนี้เปน
ระบบจํานวนที่สมบูรณและซ้ําซอน สําหรับจํานวนเต็ม X  ใด ๆ สามารถเขียน X  ในรูป 

, ,
,

2 3 ,  {0,1}i j
i j i j

i j

X d d= ∈∑
 

ระบบจํานวนฐานคูนี้จะสามารถมองไดเปนตารางสองมิติโดยแกน x และ y จะเปนแกน
ของฐานสอง และ สามตามลําดับ ดังรูปที่ 2.1 โดยที่ชองสีดําจะเปนตําแหนงที่ ,i jd  มีคาเปน 1 
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 02  12  22  

03     

13     

23     

รูปที่ 2.1 ตารางสองมิติแสดงคา 20 

จากรูปเปนการแสดงคาของ 1 0 1 220 2 3 2 3= +  และเนื่องจากเปนระบบจํานวนที่ซํ้าซอน 
ดังนั้นจะมีรูปแบบการแสดงคาในระบบจํานวนฐานคู (double-base number representation: DBNR) 
อ่ืนสําหรับ 20  เชน 

1 0 1 2

2 0 4 0

3 0 2 1

1 0 1 1 2 1

20  1  2 3  + 1  2 3
 1  2 3  + 1  2 3
 1  2 3  + 1  2 3
1  2 3  + 1  2 3  + 1  2 3

= × ×

= × ×

= × ×

= × × ×

 

และเนื่องจากความซ้ําซอนนี้ ทําใหจํานวนหนึ่งอาจจะมีรูปแบบการแสดงคาที่มีจํานวนของ
เลขหนึ่งที่ไมเทากัน และจะเรียกรูปแบบทีม่ีจํานวนเลขหนึ่งนอยที่สุดวา รูปแบบคาโนนิค (carnonic 
representation) รูปแบบคาโนนิคนี้มีขอดีคอื จะใชพลังงานในการเก็บขอมูลนอยที่สุด และสามารถ
ทําการบวกไดเร็ว เนื่องจากโอกาสที่จะมีการทดนอย แตปญหา คือ กระบวนการในการหารูปแบบ
คาโนนิคเปนปญหาที่มีความยากใชเวลาในการแกปญหานาน จึงมีงานวิจัย [10,11] ที่เสนอวิธีในการ
หารูปแบบในการแสดงจํานวนที่มีจํานวนเลขหนึ่งใกลเคยีงกับรูปแบบคาโนนิค โดยจะเรียกรูปแบบ
ในการแสดงจาํนวนเหลานีว้ารูปแบบใกลคาโนนิค (near-carnonic representation) ซ่ึงใชอัลกอริทึม

เชิงละโมบ (greedy algorithm) ในการแกปญหา โดยจะใชเวลาเปน logO
log log

x
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

งานวิจัยท่ีเก่ียวของ 

1. การบวกของระบบจํานวนฐานคู 

งานวิจยัของดมิิทรอฟ [2] เสนอวากอนจะทําการบวกนัน้จะตองจัดรูปแบบของการแสดง
คาใหอยูในรูปแบบเฉพาะรูปแบบหนึ่งกอน โดยรูปแบบนั้นเรียกวารปูแบบพรอมบวก (addition 
ready DBNR) ซ่ึงมีนิยาม ดังนี้ 
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นิยาม รูปแบบพรอมบวก คือ รูปแบบแสดงคาในระบบจํานวนฐานคูที่ไมมีตําแหนงที่มีคาอยูตดิกัน
เลย 
 

การจัดใหอยูในรูปแบบพรอมบวกนัน้มีขอดี คือ จะทําใหสามารถจํากัดสายการทดได และ
การเปลี่ยนรูปแบบจากรูปแบบใด ๆ ใหกลายเปนรูปแบบพรอมบวกนัน้ ทําไดโดยการใชกฎ ดังนี ้

กฎที่ 1 กฎการลดแถว 
1 12 3 2 3 2 3i j i j i j+ ++ =  

กฎที่ 2 กฎการลดหลัก 
1 22 3 2 3 2 3i j i j i j+ ++ =  

นอกจากนี้ยังสามารถสรางกฎอื่น ๆ ขึ้นมาเพิ่มเติมไดโดยอาศัยสมการดังนี ้
1 1 2 2 1 1 2 22 3 2 3 ... 2 3 2 3 2 3 ... 2 3k k l li j m ni j i j m n m n+ + + = + + +  

เมื่อ l k<  
กฎการลดของแถว และ กฎการลดของหลักสามารถแสดงในรูปของตารางไดดังรูปที่ 2.2 

และ 2.3 ตามลําดับ 
 … 2i  12i+  22i+    … 2i  12i+  22i+  

…      …     

3 j      → 3 j      

13 j+       13 j+      

…      …     

รูปที่ 2.2 กฎการลดแถว 

 … 2i  12i+  22i+    … 2i  12i+  22i+  

…      …     

3 j      → 3 j      

13 j+       13 j+      

…      …     

รูปที่ 2.3 กฎการลดหลกั 

กระบวนการบวกทําไดโดยการนําตารางของตัวตั้ง และตัวบวกมาซอนทับกัน ซ่ึงการ
ซอนทับนี้สามารถกระทําไดโดยอาศัยกฎทีอ่ธิบายไดดวยตัวปฏิบัติการทางตรรกศาสตร เมื่อทําการ
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บวกคาของ x  และ y  ซ่ึงใหผลเปน z  กําหนดให ( ),xI i j  แทนคาของตําแหนงที่ ( ),i j  ใน
ตารางแสดงคาของ x กฎจะเปนดังนี ้

กฎ 1 ( ) ( ) ( )1, ,  AND ,z x yI i j I i j I i j+ =  
กฎ 2 ( ) ( ) ( ), ,  XOR ,z x yI i j I i j I i j=  
และเมื่อทําการบวกเสร็จแลว จะทําการลดรูปใหเหลือตําแหนงที่มีคาเปนหนึ่งนอยลง และ

เพื่อใหพรอมสําหรับการทําปฏิบัติการตอไป โดยใชกฎในการลดแถว และหลัก ซ่ึงสามารถแสดงใน
รูปตรรกศาสตรไดดังนี ้

กฎ3 ( ) ( ) ( ), 1 1,  AND ,z z zI i j I i j I i j+ = +  
กฎ 4 ( ) ( ) ( )2, ,  AND , 1z z zI i j I i j I i j+ = +  
แนวคดิของดมิิทรอฟนั้นเปนแนวคิดพืน้ฐานสําหรับการทํางานดานระบบจํานวนฐานคู

สําหรับงานวิจยัอ่ืน และ การอธิบายการทํางานนั้นสามารถเขาใจไดงาย เพราะใชตัวปฏิบัติการ
พื้นฐานทางตรรกศาสตรเทานั้น แตแนวคิดนี้ยังไมไดคาํนึงถึงเวลาที่จะใชในขั้นตอนของการลดรูป 
รวมทั้งกรณพีิเศษตาง ๆ ที่อาจจะเกิดขึ้น และแนวคิดนีน้ี้ยังไมไดมีการนําเสนอวิธีการนํากฎตาง ๆ 
ไปสรางเปนวงจรที่สามารถทํางานไดจริงดวย 

ตอมาในป 2005 มีงานวิจยัของพานคาลา (Pankaala) [5] ที่เสนอแนวความคิดเกี่ยวกับ
พัฒนาการบวกของระบบจํานวนฐานคูเพิม่เติม โดยมีรายละเอียดบางสวนแตกตาง และเพิ่มเติมจาก
เดิม โดยเสนอวาการบวกเลขในระบบจํานวนฐานคูนั้น คือ การซอนทับกันของตารางของตัวตั้ง 
และตัวบวก และเมื่อทําการซอนทับแลวจะตองทําใหผลของการกระทํานั้นอยูในรูปพรอมบวก 
เพื่อใหสามารถนําไปใชตอไดสะดวก แตมกีารใหความหมายของรูปแบบพรอมบวกวา เปนรูปแบบ
ที่ไมมีตาํแหนงที่มีคาในตารางซอนทับกัน และ ไมมีตําแหนงทีม่คีาติดกันในแถวเดียวกนั ซ่ึง
แตกตางจากงานวิจยัเดิมที่สนใจตําแหนงในหลักใด ๆ ดวย การที่ลดความเขมงวดของรูปแบบพรอม
บวกนัน้ เพื่อใหการออกแบบวงจรสามารถเปนไปไดงายข้ึน โดยการลดรูปใหเปนรปูพรอมบวกนัน้
จะใชกฎ 2 ขอ คือ 

กฎ 1 กฎการลดชองที่ซอนทับ 
12 3 2 3 2 3i j i j i j++ =  

กฎ 2 กฎการลดแถว 
1 12 3 2 3 2 3i j i j i j+ ++ =  

กฎขอที่ 1 นัน้สามารถแสดงในรูปแบบของตารางไดดังรูปที่ 2.4 โดยชองที่มีการซอนทับ
นั้นจะแสดงดวยเครื่องหมายกากบาท 
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 … 2i  12i+  22i+    … 2i  12i+  22i+  

…      …     

3 j      → 3 j      

13 j+       13 j+      

…      …     

รูปที่ 2.4 กฎการลดชองที่ซอนทับ 

ซ่ึงกฎสองขอนี้เพียงพอที่จะเปลี่ยนรูปแบบจากรูปแบบใด ๆ ไปยังรูปแบบพรอมบวกได
เสมอ แตการนํากฎมาใชจริงนั้น จะตองมีการพิจารณาบางกรณีเปนพิเศษ เชน กรณีที่มีชองที่มีคา
สามชองอยูติดกันในแถวเดียวกัน ดังรูปที่ 2.5 

 … 2i  12i+  22i+  

…     

3 j      

13 j+      

…     

รูปที่ 2.5 ตารางแสดงกรณีที่จะตองพจิารณาเปนพิเศษ 

ถานํากฎมาใชในทันที จะพบวาชองที่มีคา 12 3i j+ จะถูกใชถึงสองครั้ง ทําใหผลที่ไดออกมา
มีคาไมตรงกับคาจริง ดังนั้น จะตองมีการคาํนึงถึงกรณีตาง ๆ ใหครบ และ จํานวนของกรณีที่จะตอง
พิจารณานัน้ จะขึ้นกับจํานวนกฎทีใ่ช เชนในที่นีใ้ชกฎ 2 กฎ เมื่อจะพิจารณาการลดรูปของชองที่ 
2 3i j จะตองทราบถึงคาของชองที่ 12 3i j+  และ 22 3i j+  กอน จงึจะตัดสินไดวาควรใหชองที ่ 2 3i j  มี
คาเปนเทาไร 

งานวิจยันีย้ังแนะนําแนวทางในการพัฒนาวงจรสําหรับการบวก โดยจะใชขายงานประสาท
เทียมระดับเซลล (cellular neural network) วงจรแอนะลอกสําหรับการพิจารณาการลดรูปของแตละ
ตําแหนง โดยที่จะทํางานแบบอสมวารไปพรอมกันในทกุตําแหนง และมีการทดลองสรางคําสั่งของ
โปรแกรม Matlab ในการหาจํานวนสถานะที่จําเปน เมื่อจะทําการใชกฎขอ 1 และ 2 ผลปรากฎวา
จะตองใชจํานวนสถานะทั้งสิ้น 6 สถานะ และจะมีวงจรปอนกลับ (feedback loop) จํานวนมาก ซ่ึง
ยากตอการออกแบบวงจร จะเห็นวาในงานวิจยันี้ไดมีการพิจารณาผลกระทบตอการออกแบบวงจร
ซ่ึงเกิดจากใชกฎที่แตกตางกนั และมีการแนะนําการออกแบบวงจรเบื้องตน แตยังไมไดมีการ
ออกแบบวงจรใหเห็นจริง หรือลงไปในรายละเอียดของวงจรแตอยางใด หรือแมกระทั่งวิเคราะห
ความเร็วของการทํางานเมื่อใชกฎที่แตกตางกัน 
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ในปเดยีวกันนัน้มีงานวจิัยของอิบราฮิม (Ibrahim) [6] ทําการสรางวงจรแอนะลอกสาํหรับ
การบวกระบบจํานวนฐานคูโดยใชขายงานประสามเทียมระดับเซลล โดยมีการนยิามตัวปฏิบัติการ
บวกวาเปนการบวกจํานวนในระบบจํานวนฐานคูซ่ึงอยูในรูปแบบพรอมบวกสองจํานวน แลวให
ไดผลลัพทเปนรูปพรอมบวกดวยเชนกัน ดังนั้น การบวกจึงสามารถแยกยอยไดเปนสองขั้นตอน
ใหญ คือ ขั้นสําหรับการรวมคา และขั้นตอนสําหรับการจัดรูปแบบใหอยูในรูปแบบพรอมบวกอกี
คร้ัง 

ขั้นตอนการรวมคานั้น เกิดจากการนําตารางมาซอนทับกัน และเมื่อมีชองที่เกิดการซอนทับ
กันกจ็ะใชกฎเชนเดียวกับงานวิจยัที่แลว ซ่ึงขั้นตอนนี้จะใชเวลาคงที่คาหนึ่ง เพราะการบวกของตวั
บวกที่เปนรูปแบบพรอมบวกสองตัวนั้น จะเกดิสายการทดไมเกนิหนึง่ขั้นเสมอ และสําหรับขั้นตอน
การเปลี่ยนรูปเปนรูปแบบพรอมบวกนัน้ จะใชกฎการลดแถว และกฎทีจ่ัดการกับชองที่ซอนทับกัน 
เนื่องจากผลของกฎการลดแถวอาจจะทาํใหเกิดการซอนทับกับชองที่อยูในแถวถัดไปได แตการจะ
ใชกฎสําหรับแตละตําแหนงนั้นจะมีขอควรระวังอยูกรณหีนึ่งคือ เมื่อตาํแหนงใด ๆ สามารถที่จะถูก
จับคูกับตําแหนงอื่นไดมากกวาหนึ่งวิธี จะตองมีการตัดสินใจลําดับขัน้ในการทํางาน โดยขอที่ 1 มี
ความสําคัญมากที่สุดจะทําเปนอันดับแรก ลําดับความสําคัญนั้นมีดังนี ้

1. 1 1 2 1 1 22 3 2 3 2 3i j i j i j+ + + + + ++ =  
2. 1 1 1 22 3 2 3 2 3i j i j i j+ + + ++ =  
3. 1 2 1 12 3 2 3 2 3i j i j i j+ + + ++ =  
4. 1 12 3 2 3 2 3i j i j i j+ ++ =  
หรือสามารถแสดงลําดับความสําคัญเปนรูปไดดังรูปที่ 2.6 

 
รูปที่ 2.6 ลําดับความสําคัญของการลดรูป 

ในตอนทายมกีารออกแบบวงจรสําหรับทําการบวก โดยออกแบบเปนวงจรอะแนลอกซึ่งใช
หลักการของขายประสาทเทยีมระดับเซลล คือ ใหแตละตําแหนงมีวงจรซึ่งทํางานเปนของตัวเอง 
อิสระจากกัน แตจะมีการสงขอมูลซ่ึงกันและกัน ขั้นตอนแรก จะตั้งคาเริ่มตนของแตละวงจรใหมคีา
ตรงกับตัวตั้ง และใหขอมูลขาเขามีคาเทากับตัวบวก แลวทําการบวกสองจํานวนเขาดวยกัน เมื่อผาน
ไปเปนเวลาคงที่หนึ่ง การบวกจะเสร็จสิ้น แตผลลัพทที่ไดจะยังไมอยูในรูปแบบพรอมบวก 
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ขั้นตอนตอไปเปนการลดจํานวนชองที่มีคาเปนหนึ่ง โดยจะใชสัญญาณไฟฟาที่รับจาก
ตําแหนงที่ ( , )i j  และ ( 1, )i j+  เพื่อที่กระตุนใหเกิดคาในตําแหนง ( , 1)i j +  และใชสัญญาณตอบ
กลับเพื่อที่ยกเลิกคาในสองตําแหนงแรก ซ่ึงการทํางานในขั้นตอนนีก้็ใชเวลาคงที่คาหนึ่ง ถาเกิดชอง
ที่ซอนทับกัน ก็จะใชวงจรเดยีวกับที่ใชบวก แตเปล่ียนขอมูลใหเหมาะสม สวนการจัดการกับลําดับ
ความสําคัญของคูลําดับตาง ๆ นั้นก็จะใชสัญญาณตอบกลับจากคูลําดับที่มีความสาํคัญสูง ไปยัง
คูลําดับที่มีความสําคัญต่ําสุด เพื่อไมใหคูลําดับที่มีความสําคัญต่ําทํางานกอนคูลําดับที่มีความสําคัญ
สูงกวาได ผลที่ไดจากงานวจิัย [6] จึงสรุปเปนวงจรสําหรับตําแหนงใด ๆ ดังรูปที่ 2.7  

 
รูปที่ 2.7 วงจรสําหรับการบวกที่ตําแหนงใด ๆ 

ถาใหเวลาทีใ่ชในแตละขั้นเปน T  และมีรูปแบบแสดงคามทีั้งหมด n  แถวแลว ผลของการ
จําลองการทํางานของวงจรนี ้ พบวาใชเวลาในการบวกไมเกิน ( )1n T +  โดยเวลาที่ใชนั้นจะไม
แนนอนขึน้อยูกับลักษณะของขอมูลทั้งสอง 

งานวิจยัช้ินนี้ไดทําการพัฒนาวงจรบวกใหสามารถทํางานดวยความเร็วที่สูง แตจะไม
สามารถคาดเดาเวลาที่ใชที่แนนอนในการบวกของขอมลูใด ๆ ได ทําใหการนําผลลัพทบางสวนที่
ไดไปใชตอกอนที่การบวกจะเสร็จสิ้น หรือการนําเอาวธีิการอื่น ๆ ที่สามารถพัฒนาความเรว็ของ
วงจรกระทําไดยาก อีกทั้งวงจรที่ออกแบบมาเปนวงจรแอนะลอกที่อาจจะเกิดสัญญาณรบกวนทําให
ขอมูลผิดพลาดไดงาย และการบวกทีไ่ดเสนอมากระทําไดตอเมื่อฐานเปน สอง และสามเทานั้น ทํา
ใหไมมีความยดืหยุนในการพัฒนาระบบจาํนวนฐานคูเมือ่จะใชฐานเปนจํานวนอื่น ถาสามารถสราง
ตัวปฏิบัติการบวกสําหรับระบบจํานวนฐานคู ซ่ึงมีฐานเปนสอง และจํานวนเต็มบวกใด ๆ อีกหนึ่ง
จํานวน ก็จะทาํใหการพัฒนาระบบจํานวนฐานคูเปนไปไดอยางแพรหลาย และยืดหยุนมากขึ้น 
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2. การคูณของระบบจํานวนฐานคู 

งานวิจยัของดมิิทรอฟ [2] นั้น ยังไดกลาวถึงการคูณของระบบจํานวนฐานคูไว โดยการคูณ
นั้นทําไดโดยการกระจายคาตัวตั้งไปคณูกบัแตละตําแหนงที่มีคาของตัวคูณ หลังจากนั้นจึงนําคาที่
ไดทั้งหมดมารวมเขาดวยกนั เมื่อพิจารณาในรูปของตารางแสดงคาแลว การคูณเกดิจากผลรวมของ
ตัวตั้งที่ถูกเลื่อนตําแหนงไป โดยการเลื่อนตําแหนงจะเลื่อนตามตําแหนงที่มีคาของตัวคูณ ซ่ึงเขยีน
แสดงเปนภาพไดดังรูปที่ 2.8 

 20
 21

 22
 23

   20
 21

 22
 23

 

30
      30

     

31
     ×  31

     

32
      32

     

33
      33

     

           

 20
 21

 22
 23

   20
 21

 22
 23

 

30
      30

     

31
     +  31

     

32
      32

     

33
      33

     

 
  20

 21
 22

 23
 

 30
     

=  31
     

 32
     

 33
     

รูปที่ 2.8 การคูณของ 5 และ 13 ไดผลลัพทเปน 65 

จากรูปสามารถเขียนในรูปของสมการไดดงันี้ 
( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 1 2 0 0 2 2 0 1 0 0 1 0 2 1 0 0 1

3 0 1 2 2 1 0 3

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

2 3 2 3 2 3 2 3
65

+ × + = + + +

= + + +
=

 

  =  
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ซ่ึงใหผลที่ถูกตอง แตก็เปนเพียงการชี้แนะแนวทางเบือ้งตนเทานั้น ยังไมมีการกลาวถึง
วิธีการในการสราง หรือ ไมไดคํานวณเวลาที่ใชเลย 

งานวิจยัของพานคาลา [5] ที่เคยกลาวมาแลวนัน้ กม็ีการแนะนําแนวทางในการพัฒนา
กระบวนการคณู โดยแนะนาํกระบวนการในการเลื่อนตวัตั้งวาสามารถนําบางสวนของวงจรบวกมา
ประยุกตใชได โดยการเลื่อนตําแหนงทางแกน x นั้นสามารถใชวงจรที่ทําการจัดการตําแหนงที่เกดิ
การซอนทับกนั ซ่ึงผลของการซอนทับนั้นก็คือ จํานวนทีถู่กเลื่อนไปตามแนวแกน x สวนการเลื่อน
ไปตามแนวแกน y นั้น แนะนําใหใชวงจรในสวนที่จดัการกับกฎการลดของแถว ซ่ึงผลที่ไดจะถูก
เล่ือนไปตามแนวแกน y หนึ่งตําแหนง แตงานวิจยันี้ไมไดกลาวถึงวิธีการคูณหลังจากการเลื่อน
ตําแหนงเลย 

3. ระบบจํานวนลูกผสมแบบมเีคร่ืองหมาย (Hybrid Signed-Digit Number Systems) 

ระบบจํานวนลูกผสมแบบมีเครื่องหมาย [11] นี้ถูกเสนอเมื่อป 1994 เปนการพัฒนา
ความเร็วของการปฏิบัติการทางเลขคณิตอีกวิธีหนึ่ง ซ่ึงนําเอาระบบจํานวนชนิดมเีครื่องหมายมา
พัฒนา โดยระบบจํานวนแบบมีเครื่องหมายนี้ เปนระบบจํานวนที่มีชุดตัวเลขเปน 0, 1 และ -1 มีขอดี
คือสามารถจํากัดสายการทดใหอยูเพียงขัน้เดียว แตจากชุดตัวเลขจะพบวาตองใชพืน้ที่ในการเก็บ
เลขหนึ่งตัวถึงสองบิท เมื่อเปรียบเทียบกบัระบบจํานวนสวนเติมเต็มของสอง (two’s complement 
number system) ซ่ึงใชพื้นที่ในการเก็บเพียงตําแหนงละหนึ่งบิท แตมีการสงตอตัวทดที่ไมจํากดั ก็
พบวาการเพิ่มความเร็วในการทําปฏิบัติการทางเลขคณิตนัน้ไดมาดวยการแลกกับพื้นทีท่ี่ใชเก็บ
ขอมูล จึงเสนอระบบจํานวนที่สามารถปรับเปลี่ยนสมบัติใหตรงกบัความตองการได ทั้งในดาน
ความเร็วและพื้นที่เก็บขอมลู 

ระบบจํานวนลูกผสมแบบมีเครื่องหมายนีจ้ะใหบางตําแหนงเปนตําแหนงที่มีเครื่องหมาย 
สวนตําแหนงอื่น ๆ จะไมมีเครื่องหมาย จะสามารถพิสูจนไดวาสายการทดนั้นจะไมเกินระยะทาง
ระหวางตําแหนงที่มีเครื่องหมาย ซ่ึงการบวกนัน้จะทําเปนลําดับ เร่ิมในตําแหนงที่มีเครื่องหมาย
กอน แลวตวัทดจะถูกสงตอไปเรื่อย ๆ จนไปหยดุที่ตําแหนงทีม่ีเครื่องหมายตัวถัดไปการบวก
สําหรับตําแหนงที่มีเครื่องหมายจะใชกฎมาเลือกคําตอบที่ได โดยจะมีการคํานึงถึงคาของตําแหนง
กอนหนาประกอบดวย เพื่อใหสามารถเก็บคาของตัวทดที่จะถูกสงเขามาในอนาคตไดทัง้หมด 
สําหรับตําแหนงที่ไมมีเครื่องหมายนัน้ก็จะใชการบวกทัว่ไป 

แนวความคิดของระบบจํานวนลูกผสมนี้สามารถนํามาดัดแปลงใชกับการบวกของจาํนวน
ฐานคูได เมื่อตองการจํากัดการทดใหอยูในขอบเขตที่ตองการ เพยีงแคปรับเปลี่ยนลักษณะ และชุด
ตัวเลขใหเหมาะสมเทานั้น 

 



บทที่ 3 
อัลกอลิทึมการบวกเชิงกําหนดสําหรับจํานวนฐานคู 

จากที่ไดกลาวในบทที่ผานมาวากระบวนการในการบวกที่มีการเสนอมาแลวนั้น เปนกระ
บวกการทีไ่มมีลําดับการทํางานที่แนนอน กลาวคือ ลําดับในการทํางานนั้นจะขึ้นอยูกับลักษณะของ
ขอมูลที่จะนํามาบวก ดังนัน้ จึงไมสามารถสรุปไดวาบริเวณใดของรูปแบบแสดงคาที่ทําการบวก
เสร็จสิ้นแลวจนกวากระบวนการบวกทั้งหมดจะเสร็จสิ้น สงผลใหไมสามารถนําผลลัพทบางสวน
มาใชกอนทีก่ระบวนการบวกจะเสร็จสิ้นได โดยส่ิงที่เปนอุปสรรคตอการบวกนั้นกค็ือ การสงตอตัว
ทด ซ่ึงมีการสงตอกันทั้งในแถว และ หลัก แตเมือ่พิจารณาการแพรของตัวทดโดยละเอยีดแลว 
พบวาการแพรของตัวทํานั้นมีลักษณะที่แนนอน สงผลใหสามารถสรางกระบวกการในการบวกที่
ทํางานเปนลําดับที่แนนอนได โดยมีรายละเอียดดังนี ้

การแพรตัวทดของระบบจํานวนฐานคู 

การบวกของระบบจํานวนฐานคูนั้นสามารถกระทําไดโดยการนําตารางแสดงคาของตัวตั้ง 
และตัวบวกมาซอนทับกัน เชนที่ดิมิทรอฟไดกลาวไว โดยที่รูปแบบแสดงคาทัง้สองนั้นจะอยูใน
รูปแบบพรอมบวก ซ่ึงมีนยิามดังนี ้
 
นิยาม รูปแบบพรอมบวก คือ รูปแบบแสดงคาในระบบจํานวนฐานคูที่ไมมีตําแหนงที่มีคาอยูตดิกัน
ในแถวเดยีวกนัเลย 
 

การซอนทับของตารางนั้นจะทําใหเกิดการทด ในกรณีที่ตารางทัง้สองมีคาในตําแหนง
เดียวกัน หรือ เรียกไดวาเกดิการชนกนัเพยีงกรณเีดียวเทานั้น โดยตวัทดที่เกิดขึน้นั้นจะถูกสงตอไป
ยังหลักที่มีคาประจําหลักมากกวา หรือ อีกนัยหนึ่งคือมกีารสงตัวทดจากซายไปขวา และการสงตัว
ทดนี้จะเกดิขึ้นในแถวเดยีวกับตําแหนงที่เกิดการชน การทดลักษณะนีก้็คือการทดเชนเดียวที่เกิดจาก
การบวกเลขฐานสองนั่นเอง จะเหน็วา การนําตารางมาซอนทับกัน ไมทําใหเกิดการทดขามแถว 
ดังนั้น การบวกจึงสามารถมองไดในอกีมุมหนึ่ง เปนการนําเอาแถวที่มีคาประจําแถวเทากันมาบวก
กัน โดยการบวกของแถวทั้งหมดนัน้สามารถกระทําไดพรอมกัน เนื่องจากเปนการกระทําที่อิสระ
ตอกัน 

ในสวนของตวัทดระหวางแถวนั้น เกิดจากกฎการลดแถว ทีใ่ชเพื่อเปล่ียนรูปแบบใด ๆ ให
ไปอยูในรูปแบบพรอมบวก ตัวทดนี้มีทิศทางการสงจากแถวที่มีคาประจําแถวนอย ไปยังแถวที่มคีา
ประจําแถวมาก และเมื่อรูปแบบแสดงจํานวนอยูในรูปแบบพรอมบวกแลว จะไมสามารถเกิดตัวทด
ระหวางแถวนีไ้ดอีก 
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จากลักษณะการแพรของตัวทดทั้งสองชนิดขั้นตน จะเห็นวา มกีารแพรจากตําแหนงที่มีคา
นอย ไปยังตาํแหนงที่มีคามากกวาเสมอ ดังนั้น ถามกีระบวนการบวกที่จดัการกับตําแหนงที่มีคา
นอยกอน แลวจึงทําไปยงัตําแหนงทีม่คีามาก ก็จะสามารถนําคําตอบบางสวนไปใชไดกอนที่
กระบวนการบวกทั้งกระบวนการจะสิน้สุดลง 

บทตั้งท่ี 3.1 การบวกจํานวนที่อยูในรูปแบบพรอมบวก จะกอใหเกดิสายการทดระหวางหลักเพยีง
ขั้นเดียวเทานัน้ 
พิสูจน ให A  และ B  เปนจํานวนในระบบจํานวนฐานคูที่อยูในรูปพรอมบวก ดั้งนัน้ A  และ B  
สามารถเขียนอยูในรูปของ 

,
,

,

,
,

2 3

2 3

2 3
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ดังนั้นไมมี ,i ja  และ 1,i ja +  หรือ ,i jb  และ 1,i jb +  ใด ๆ ที่มีคาเปน 1 ทั้งคู  
โดย , 2i

i j
i

a∑  ก็คือจํานวนฐานสองหนึ่งจํานวน ดั้งนั้น การบวกของ A  และ B  สามารถเขียนให

อยูในรูป 
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ซ่ึงก็คือ การบวกของแตละแถวแยกจากกัน โดยที่ทุกแถวสามารถทําการบวกพรอมกนัทั้งหมด และ 
จํานวนทั้งหมดนั้นอยูในรูปพรอมบวก ซ่ึงจะไมมีเลข 1 ติดกันเลย และการบวกเลขฐานสองที่ไมมี 1 
ติดกันเลยนั้น จะเกิดการทดไมเกิด 1 ขั้นเสมอ สรุป การบวกนี้มีสายการทดเพยีงขั้นเดียวเสมอ   
 
จากบทตั้งที ่ 3.1 จะเหน็วาการบวกจาํนวนที่อยูในรูปพรอมบวกนั้นสามารถทําไดในเวลาคงที่คา
หนึ่ง เพราะสายการทดจํากัดอยูเพียงแคหนึ่งขั้นเสมอ แตผลลัพทจากการบวกนี้อาจจะยังไมอยูใน
รูปแบบพรอมบวก ทําใหการนําไปใชตอนั้นไมสะดวก ดังนั้นจึงตองมีการกําจัดตาํแหนงที่มีคาทีอ่ยู
ติดกันในแถวเดียวกันใหหมด 



 16 

กระบวนการกําจัดตําแหนงท่ีมีเลขหนึ่งตดิกันในแถว 

เนื่องจากผลลัพทของการบวกที่ตองการนัน้จะอยูในรูปพรอมบวก ดังนั้นจึงตองมวีธีิการใน
การกําจัดตําแหนงที่มีเลขหนึ่งติดกนัออกไป ซ่ึงสวนประกอบสําคัญในขั้นตอนนี้ก็คือ กฎการลด
แถวนั้นเอง ซ่ึงกฎการลดแถวนี้ จะเปลี่ยนตําแหนงที่มคีาเปนหนึ่งทีต่ิดกัน ไปเปนตําแหนงที่มคีา
เปนหนึ่งในแถวถัดไป ซ่ึงเปนการสรางตัวทดระหวางแถว ดังนั้น ถานํากฎขอนี้ไปใชกับทกุ
ตําแหนงของตารางพรอม ๆ กันหมด ก็สามารถจะแยกตวัทดออกมาเปนอีกตารางได 

แตกฎขอนี้มีปญหา คือ กฎนีม้ีความกํากวม กลาวคือ ในบางสถานการณกฎนี้สามารถทําให
เกิดผลลัพทที่ถูกตองไดมากกวาหนึ่งผลลัพท โดยสถานการณนี้จะเกดิเมื่อมีตําแหนงที่มีคาเปนหนึ่ง
มากกวาสองตวัขึ้นไปอยูติดกัน ดังรูปที่ 3.1 ซ่ึงเปนแถวที่มีคาเทากับ 7 นั้นสามารถจะนํากฎลดแถว
นี้ ไปใชไดสองวิธีดังรูป โดยวิธีที่หนึ่งจะยบุคาของหลักที่ 0 และ 1 เขาดวยกัน สวนวิธีที่สองนั้นจะ
ยุบคาของหลักที่ 1 และ 2 ซ่ึงทั้งสองวิธีนั้นใหคาที่ถูกตองเทากันทั้งคู 
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30     

31     
 

รูปที่ 3.1 ความกํากวมของกฎการลดแถว 

จากที่ไดแสดงใหเห็นแลววากฎการลดแถวนั้นมีความกํากวม แตการบวกที่ตองการนั้น
จะตองเปนการบวกที่ทํางานอยางเปนลําดบัที่แนนอน ดังนี้จึงตองกําจัดความกาํกวมนีใ้หหมดไป 
โดยการใหความสําคัญกับหลักคูและหลักคี่ไมเหมือนกนั ในทฤษฎีบทที่ 3.1 เสนอกระบวนการใน
การนํากฎการลดแถวมาใชกบัตารางแสดงคาในระบบจํานวนฐานคูทั้งตาราง โดยเปนการทํางานทีม่ี
ลําดับที่แนนอน ไมมีความกาํกวม 

ทฤษฎีบทท่ี 3.1 ให A  เปนจํานวนฐานคูที่อยูในรูปแบบแสดงคาใด ๆ A  จะสามารถถูกแบงโดย
กฎการลดแถวเปนสองจํานวน เรียกวา จํานวนเหลือ 'A  และ จํานวนทด R  โดยที่จํานวนทั้งสอง 
ไมมีตําแหนงที่มีคาเปน 1 ตดิกันในแถวเดยีวกัน ภายในเวลาคงที่ ดวยอัลกอริทึมแยกตาราง 

วิธีที่ 1 
 
 
 

วิธีที่ 2 

คาตั้งตน 
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อัลกอริทึม 1 อัลกอริทึมแยกตาราง 
Input: ,

,
2 3i j

i j
i j

A a=∑  

Output:  ,
,

' ' 2 3i j
i j

i j
A a=∑ , ,

,
2 3i j

i j
i j

R r=∑  โดยที่ 'A A R= +  

ขั้นตอน 
1: 2 , 2 1,if ( 1 and 1)i j i ja a += =  
  do 2 , 2 , 1 2 1,' 0, 1, 0i j i j i ja r a+ += = =  
 else  2 , 2 ,' i j i ja a= , 2 , 1 0i jr + =  
2: 2 1, 2 2,if ( 1 and ' 1)i j i ja a+ += =  
  do 2 1, 2 1, 1 2 2,' 0, 1, ' 0i j i j i ja r a+ + + += = =  
 else  2 1, 2 1,' i j i ja a+ += , 2 1, 1 0i jr + + =  
 
พิสูจน จะตองพิสูจนวา ผลจากอัลกอริทึมนี้ไมมีเลข 1 ติดกันในแถวเดียวกัน, ผลรวมของคําตอบมี
คาเทากับตัวตัง้ และ อัลกอริทึมนี้สามารถทํางานไดในเวลาคงที่ 
1) 'A  จะไมมีเลข 1 ติดกัน เพราะ ถามี ,i ja  และ 1,i ja +  คูใดที่เปนหนึ่งทั้งคู ,'i ja  จะถูกตั้งคาให
เปน 0 เสมอ 
สวน R  นั้น จะไมมีเลข 1 ติดกัน เนื่องจาก ถาสมมติให มีคูใดเปน 1 ทั้งคู จะสามารถแบงเปน 2 
กรณ ี
กรณีที่ 1 2 , 1i jr = , 2 1, 1i jr + =  
เมื่อ 2 , 1i jr =  จะไดวา 2 , 1 1i ja − =  และ 2 1, 1 1i ja + − =  เมื่อผานขั้นตอนที่ 1 คาของ 2 1, 1i ja + −  จะถูก
เปล่ียนใหเปน 0 ทําใหในขั้นตอนที่สอง 2 1, 0i jr + =  ขัดแยงกับสมมติฐาน 
กรณีที่ 2 2 1, 1i jr + = , 2 1, 1i jr + =  
ใชวิธีพิสูจนเชนเดียวกนักับกรณีแรก ซ่ึงจะเกิดขอขัดแยงกบัสมมติฐาน 
จากทั้งสองกรณี สรุปไดวา ผลจากอัลกอริทึมนี้จะไมมีเลข 1 ติดกันเลย 
2) คาประจําหลักของ ตําแหนง ( , )i j  มีคาเปน 2 3i j  ในขั้นตอนที่ 1 กรณีที่ 2 , 1i ja =  และ 

2 1, 1i ja + =  มีคาเชิงตัวเลขเปน 2 2 12 3 2 3i j i j++  ผลลัพทที่ไดเปน 2 ,' 0i ja = , 2 , 1 1i jr + =  และ 

2 1, 0i ja + =  มีคาเปน 2 2 12 3i j+  ซ่ึงเทากัน สวนกรณีอ่ืน สามารถพิสูจนไดในลักษณะเดียวกนั 
3) ในทั้งสองขั้นตอนนั้น จะเห็นวา ทุก ๆ คู สามารถทํางานไดพรอมกัน เพราะไมตองมีการสง
ขอมูลกันระหวางคูใด ๆ เลย ดังนั้น เวลาที่ใชในการตรวจสอบ และตัง้คาสําหรับในแตละขั้นตอน
จึงคงที่ เวลาทีใ่ชในอัลกอริทึมนี้จึงคงที ่  
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บทแทรกที่ 3.1 อัลกอริทึมแยกตารางนัน้ จะทําใหเกดิจํานวนทดที่มีแถวที่มีคาประจําแถวนอยที่สุด
เปน 0 เสมอ 
พิสูจน จากอัลกอริทึมแยกตารางนั้น คาของแถวที่ j  ของจํานวนทด R  จะเกดิจากการใชกฎการลด
แถวกับแถวที ่ 1j −  ของตัวตั้ง และแถวทีน่อยที่สุดเปนแถวที่ 0 ทําใหผลเกบ็อยูในแถวที ่ 1 ของ
จํานวนทด ซ่ึงทําใหแถวที่ 0  ของจํานวนทดไมมีคาเสมอ  
 
บทแทรกที่ 3.2 ถาขอมูลนําเขาของอัลกอริทึมแยกตาราง มีแถวที่มีคาประจําแถวนอยที่สุด n  แถว
อยูในรูปพรอมบวกแลว แถวที่มีคาประจําแถวนอยที่สุด 1n +  แถวของจํานวนทดทีเ่กิดขึน้จะมีมีคา
เปน 0 
พิสูจน จากอลักอริทึมเห็นไดชัดวา ถาแถวใดของขอมูลนําเขาไมมีตําแหนงที่มีคาตดิกัน จํานวนทด
ที่เกิดขึ้นจากแถวนั้น จะมีคาเปน 0  เสมอ ดังนั้น ถาขอมูลนําเขามีแถวทีม่ีคาประจําแถวนอยสุด n  
แถวอยูในรูปพรอมบวก จํานวนทดจะมีแถวท่ี 1 ถึง 1n +  เปน 0  และจากบทแทรกที่ 3.1 กลาววา
แถวที่ 0  ของจํานวนทดมีคาเปน 0  เสมอ จึงสรุปไดวา เมือ่ขอมูลนําเขาของอัลกอริทึมแยกตาราง
นั้นมีแถวทีม่ีคาประจําแถวนอยที่สุด n  แถวอยูในรูปพรอมบวกแลว จํานวนทดที่ไดจะมีแถวที่มีคา
ประจําแถวนอยที่สุด 1n +  แถวมีคาเปน 0   

 
บทแทรกที่ 3.3 จํานวนทด และจํานวนเหลือจากอัลกอริทึมการลดแถวนั้นอยูในรปูพรอมบวกทัง้
สองจํานวน 
พิสูจน จากทฤษฎีบทที่ 3.1 ผลจากอัลกอริทึมการลดแถวทั้งสองจาํนวนจะไมมตีําแหนงที่มีคา
ติดกันในแถวเดียวกัน ซ่ึงตรงกับนิยามของจํานวนพรอมบวกที่จะไมมีตําแหนงทีม่คีาติดกันในแถว
เดียวกันเลย  

 
รูปที่ 3.2 แสดงตัวอยางการทํางานของอัลกอริทึมแยกตาราง โดยเปนการนําเลข 89 มาแยก

ออกเปนสองจาํนวน โดยผลทั้งสองจํานวนมีคาเปน 14 และ 75 ตามลําดับ 
ถึงแมผลจากอัลกอริทึมนี้จะอยูในรูปพรอมบวก แตจะแยกเปนสองจาํนวน ซ่ึงไมตรงกับ

ความตองการ เพราะผลจากการบวกจะตองรวมเปนจาํนวนเดียวเทานั้น ทําใหจะตองมีการรวม
จํานวนเหลือ และ จํานวนทดเขาดวยกนัอกีครั้ง 
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เร่ิมตน 
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รูปที่ 3.2 ขั้นตอนการทาํงานของอัลกอริทึมแยกตาราง 

 

อัลกอริทึมการบวกจํานวนฐานคู 

จากบทแทรกที่ 3.1 นั้นทําใหเห็นวาจํานวนทดจากการแยกตางรางนัน้จะมีแถวที่มีคาประจํา
แถวนอยที่สุดเปน 0 เสมอ และจากบทแทรกที่ 3.3 จะเหน็วาแถวทีม่ีคาประจําแถวนอยที่สุดของ
จํานวนเหลือนัน้อยูในรูปจํานวนพรอมบวก ดังนั้น ถานําจํานวนเหลือ และจํานวนทดมาบวกเขา
ดวยกัน แถวที่มีคาประจําแถวนอยที่สุดกจ็ะอยูในรูปจํานวนพรอมบวกเสมอ ถานําผลรวมนี้สงเขา
ไปยังอัลกอริทมึแยกตารางอีก จํานวนทดทีไ่ดจะมีแถวทีม่ีคาประจําแถวนอยที่สุด 2 แถวเปน 0 ทั้งคู 
ซ่ึงมีการพิสูจนแลวในบทแทรกที่ 3.2 ดังนั้น ถาทําการบวกจํานวนเหลือ และจํานวนทด แลวนําผล
ที่ไดสงเขาไปยังอัลกอริทึมแยกตารางเปนรอบ ๆ จํานวนทดจะมีแถวที่มีคาเปน 0 มากขึ้นเรื่อย ๆ 
และถาขนาดของรูปแบบแสดงจํานวนนัน้คงที่ คือ ไมสามารถเพิ่มจํานวนแถว และหลักได เมื่อทํา
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ทั้งสองขั้นตอนนี้ไปเทากับจาํนวนแถวของรูปแบบแสดงจํานวน คาของจํานวนทดนัน้จะมีคาเปน 0 
ซ่ึงหมายความวา จํานวนเหลอืจะมีคาเทากบัผลบวกที่ตองการ 

ทฤษฎีบทท่ี 3.2 การบวกจํานวนพรอมบวกในระบบจํานวนฐานคู แลวไดผลลัพทซ่ึงอยูในรูปแบบ
พรอมบวกนัน้ ทําไดในเวลาเชิงเสน สัมพันธกับจํานวนแถวของรูปแบบแสดงคา โดยอัลกอริทึม
การบวก 
อัลกอริทึม 2 อัลกอริทึมการบวก 
Input: ,

,
2 3i j

i j
i j

A a=∑  

 ,
,

2 3i j
i j

i j
B b=∑  

Output:  ,
,

2 3i j
i j

i j
C c=∑  โดยที่ C A B= +  

Define  the amount of rows in the representationn =  
ขั้นตอน 
1: 0j =  
2: ( )while j n<  
3: do A A B= +  
4:  ( ), splitA B A←  
5:  1j j= +  
6: C A=  
 
พิสูจน จะตองพิสูจนวา การบวกใหคาทีถู่กตอง, ผลลัพทอยูในรูปแบบพรอมบวก, อัลกอริทึมใช
เวลาแปรผันตรงกับจํานวนแถวของรูปแบบแสดงคา 
1) อัลกอริทึมนี้ประกอบดวยการบวกซึ่งถูกตองอยูแลว และการแยกตารางนั้นไดมกีารพิสูจนความ
ถูกตองของคาไวในทฤษฎีบทที่ 3.1 แลว ดังนั้นการทํางานในแตละรอบจึงใหผลลัพทที่ถูกตอง 
นอกจากนี้ บทแทรกที่ 3.1 ถึง 3.3 สามารถสรุปวา หลังจากผานไป n  รอบ จํานวนทดจาก
อัลกอริทึมแยกตารางจะมีคาเปน 0 ทําใหจํานวนเหลือมคีาเทากับผลบวกที่ตองการ และอัลกอริทึมนี้
คืนจํานวนเหลือออกมา ทําใหไดผลบวกทีถู่กตอง 
2) ผลลัพทจากอัลกอริทึมนี้ จะเปนผลลัพทเดียวกับผลลัพทของอัลกอริทึมแยกตาราง ซ่ึงบทแทรก
ที่ 3.3 กลาววา ผลลัพทจากอัลกอริทึมแยกตารางจะอยูในรูปพรอมบวกทั้งสองจํานวน ดังนัน้ 
ผลลัพทจากอัลกอริทึมนี้จึงอยูในรูปพรอมบวกเชนกัน 
3) อัลกอริทึมนี้ทํางานทั้งหมด n  รอบ และในแตละรอบนั้น ประกอบดวยข้ันตอนยอยสอง
ขั้นตอน คือ การบวก และการแยกตาราง จากบทตั้งที่ 3.1 และทฤษฎีบทที่ 3.1 สรุปไววาแตละ
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ขั้นตอนใชเวลาคงที่ ทําใหเวลาที่ใชทั้งหมดของอัลกอริทึมนี้ ขึ้นอยูกบัคาของ n  หรือจํานวนแถว
ของรูปแบบแสดงคาเพียงอยางเดยีวเทานัน้  
 

ตัวอยางของการบวกเปนไปดังรูปที่ 3.3 ซ่ึงแสดงผลของ 221 และ 31 โดยแจกแจงผลของ
แตละขั้นตอน และผลที่ไดมคีาเปน 252 

จากทฤษฎีบทที่ 3.2 จะพบวามีอัลกอริทึมที่สามารถบวกจํานวนในรปูแบบพรอมบวกสอง
จํานวน ใหผลลัพทอยูในรปูพรอมบวก และมีการทํางานเปนเชิงกําหนด การบวกแบบนีห้ลังจาก
ผานไปชวงเวลาหนึ่ง ซ่ึงเทากับระยะเวลาในการรวมคา และ การแยกตาราง จะไดคําตอบที่ถูกตอง
ของแถวที่มีคาประจําแถวนอยที่สุดออกมา ซ่ึงจะนําไปใชเปนขอมูลขาเขาของการดําเนินการตอไป
ไดทันท ี

ขอเสียของการบวกแบบนี้ คือ ยังไมมีการจัดการกับสวนลนใด ๆ ทั้งสิ้น ถาเกิดสวนลนขึ้น 
การคํานวณจะผิดพลาด ซ่ึงสวนลนนั้น อาจจะเปนสวนลนจริง หรือสวนลนปลอม คือ สวนที่ลน
ออกจากขนาดรูปแบบแสดงคานั้น มีรูปแบบแสดงคาอื่นอีกที่สามารถแสดงคาที่ตองการได 
นอกจากนี้ขอเสียอีกขอหนึ่งคือ การบวกนี้จะทํางานไดถูกตองกับระบบจํานวนฐานคูที่มีฐานเปน 2 
และ 3 เทานั้น 
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ตัวตั้ง 

   
รอบที่ 1 

 
 

   

รอบที่ 3 

 
 

   

รอบที่ 2 

 
 

   

รอบที่ 4  

 
 

   

รูปที่ 3.3 ตัวอยางการทํางานของอัลกอริทึมการบวก 

การออกแบบวงจร 

การบวกดวยกระบวนการนี้จะมีการทํางานพรอม ๆ กันในทุกตําแหนงของรูปแบบแสดงคา 
ดังนั้น จึงสามารถออกใหแบบแตละตําแหนง มีวงจรซึ่งคํานวณคาของตําแหนงตวัเองแยกจากกนั 
โดยจะมีการสงขอมูลระหวางกัน เพื่อใหทาํงานไดถูกตอง และ วงจรเหลานั้นจะเปนวงจรที่ทํางาน
แบบประสานเวลา ซ่ึงจะมสัีญญาณนาฬกิาภายนอกจากกําหนดจังหวะในการทํางานใหเปนไปโดย
พรอมเพรียงกนั โดยข้ันตอนการทํางานคราว ๆ จะมีลักษณะดังรูปที่ 3.4 
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รูปที่ 3.4 ลําดับการทํางานของการบวกโดยยอ  

รายละเอียดของแตละสวนของการทํางานนั้นจะเปนดังนี้ 

1. การออกแบบวงจรในการรวมคา 

ในขั้นตอนนี้จะนําคาของตัวตั้งและตวับวกของทุกตําแหนงมารวมกนั โดยสามารถทํา
พรอม ๆ กันในทุกตําแหนงไดทันที และหลังจากทีน่ําคามารวมกันแลว จะเกิดการตัวทดออกจาก
ทุกตําแหนง ตัวทดนี้จะสงไปยังหลักที่มีคาประจําหลักมากกวา คาของตัวทดนี้ จะถกูนําเขาไป
รวมกันคาประจําตําแหนงในขณะนัน้ หลังจากการบวกครั้งที่สองนี้ จะไมเกิดตวัทดขึน้อีกเลย จาก
คุณสมบัติของจํานวนพรอมบวก ที่มีสายการทดเพยีงหนึ่งขั้นเทานัน้ สามารถเขียนรายละเอยีดได
ตามรูปที่ 3.5 
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รูปที่ 3.5 การทํางานของขั้นตอนรวมคา 

2. การออกแบบวงจรในการแยกตาราง 

สําหรับขั้นตอนนี้ จะตองมกีารแยกชนิดของวงจรเปน 2 ชนิด ตามตําแหนงของวงจร การที่
ตองมีสองชนิด เพราะจากอลักอริทึมแยกตาราง มีการจดัการกับหลักคู และหลักคีต่างกัน โดยกฎ
การลดแถวจะถูกนํามาใชกับหลักคูกอน ซ่ึงในขณะเดยีวกัน หลักคี่จะยังไมดําเนินการใด ๆ การลด
แถวนั้น จะตองมีการสงสัญญาณไปยังหลักคี่ดวยในกรณีที่มีการสงตวัทด ในขั้นตอนที่สอง หลักคู
จะไมมกีารทํางาน สวนหลักคี่จะถูกใชดวยกฎการลดแถว ซ่ึงผลจากขัน้นี้ จะตองมกีารสงสัญญาณ
ไปยังหลักคูอีกครั้ง เพื่อใหปรับคาใหมีความถูกตอง ลักษณะการทํางานเปนไปดังรูปที่ 3.6 

 

 
รูปที่ 3.6 การทํางานของขั้นตอนแยกตาราง 



 25 

เมื่อวงจรทํางานทั้งสองขั้นยอยเสร็จแลว จะมีการวนกลบัไปทําซ้ําไปเรื่อย ๆ จนกวาจะครบ
ตามจํานวนแถว การตรวจสอบวาครบจะหยุดเมื่อไรนั้น สามารถทําไดโดยใชสัญญาณหยุด ที่จะมี
การสงตอไปยงัแถวถัดไปเมือ่ทํางานครบหนึ่งรอบ โดยเมื่อเริ่มบวก สัญญาณนี้จะถูกสงเขาไปยัง
แถวที่มีคาประจําแถวนอยสุด ในรอบตอมา สัญญาณนี้จะถูกสงตอไปยังแถวที่สอง และเมื่อแถวใด
ไดรับสัญญาณแลว จะทํางานรอบนั้นเปนรอบสุดทาย 

การบวกนี้จะตองใชวงจรอีกวงจรหนึ่ง ซ่ึงจะทําหนาที่เกบ็จํานวนทดออกมา แลวสงไปยัง
วงจรบวก เพือ่ที่ทําหนาที่เปนตัวบวกในรอบถัดไป การทํางานมีเพียงแคเก็บจํานวนทดที่วงจรบวก
สงออกมา แตการเก็บคานี้จะตองสอดคลองไปกับจังหวะของวงจรบวก 

3. ขอมูลท่ีจําเปนในวงจรระดับตําแหนง 

วงจรที่คํานวณคาของแตละตําแหนงนัน้ จะตองมกีารเก็บคา และตดิตอส่ือสารระหวางกัน 
โดยขอมูลที่วงจรจะตองเก็บนั้น มีเพียงคาของคําแหนงนั้น ๆ เพียงอยางเดียว ในสวนขอมูลที่จะตอง
รับมานั้น ไดแก 

1. สัญญาณนาฬกิา รับมาจากสญัญาณนาฬกิากลาง 
2. สัญญาณ reset เปนการเริ่มตนการบวก จะนําคาของตัวตัง้ มาเก็บไวในวงจร 
3. คาตัวตั้ง เปนคาตั้งตนของวงจร 
4. คาตัวบวก ขณะที่เร่ิมบวก จะเปนคาของตัวบวกที่ใสเขามาในวงจรบวก แตในรอบหลัง 

จะเปนคาของจํานวนทด 
5. คาตัวทด เปนคาของตัวทดจากการรวมคาตัวตั้ง และ ตัวบวก จากหลักที่มีคาประจํา

หลักนอยกวา 
6. คาของหลักถัดไป ใชในการพิจารณาในขัน้การแยกตาราง 
7. สัญญาณแจงการเกิดการลดแถวของหลักกอนหนา จะเกดิเมื่อหลักกอนหนาถูกยุบรวม 

จากกฎการลดแถว ซ่ึงมีผลกระทบใหคาในหลักที่สนใจลดลงดวย 
8. สัญญาณหยุด เปนสัญญาณสงตอเผ่ือใหหยดุการทํางาน จะรับมาจากแถวกอนหนา 
สวนขอมูลที่จะตองสงออกไป ไดแก 
1. คาที่เก็บจะสงไปใหหลักกอนหนา เพื่อพิจารณาในขั้นแยกตาราง และ ใชแสดงผลลัพท 
2. คาตัวทด สงไปยังหลักถัดไป หลังจากรวมคาของตัวตั้ง และตัวบวก 
3. สัญญาณแจงการเกิดการลดแถว สงไปยังหลักถัดไป เพื่อใหทําการปรับคาใหถูกตอง 

หลังจากที่มีการใชกฎการลดแถวแลว นอกจากนี้จะสงไปยังวงจรที่เกบ็จํานวนทดดวย 
โดยสงไปยังแถวถัดไปของวงจรเก็บจํานวนทด 

4. สัญญาณหยุด สงไปยังแถวถัดไป เพื่อใหหยดุทํางาน ซ่ึงสงหลังจากทํางานครบรอบ
แลว 
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การทดลองจําลองวงจร 

จากขอแนะนําในการออกแบบวงจร จะทําการจําลองวงจรการบวกนี้โดยใชภาษา verilog 
วงจรจําลองนัน้จะบวกระบบจํานวนฐานคูที่รูปแบบแสดงคามีขนาดกวาง 4 บิท 4 แถว โครงสราง
ของวงจร สวนประกอบของวงจรนั้นเริ่มจากสวนทีเ่ล็กที่สุดเปนวงจรบวกหนึ่งบิทของหลักคู และ
หลักคี่ชนิดละ 2 ตัวมาประกอบกัน เพื่อทําหนาที่บวกแตละแถวของรูปแบบแสดงคาการประกอบ
เปนดังรูปที่ 3.7 

 
รูปที่ 3.7 การประกอบวงจรบวกสําหรบัแตละแถว 

และเมื่อไดวงจรสําหรับแตละแถวแลวกน็ํามาประกอบกันเปน สวนที่ทําหนาที่บวก ดังรูป
ที่ 3.8 

 
รูปที่ 3.8 การประกอบวงจรสําหรับสวนทําหนาที่บวก 
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วงจรบวกทั้งหมดนั้นจะประกอบดวยสวนที่ทําหนาที่บวก และความจําที่ใชในการเก็บตัว
บวก รวมทั้งจาํนวนทด ซ่ึงมีการประกอบกนัดังรูปที่ 3.9 

 
รูปที่ 3.9 การเชื่อมตอระหวางสวนทําหนาที่บวกและหนวยความจาํ 

เมื่อสรางวงจรโดยมีโครงสรางดังนี้แลวก็ทาํการทดสอบวงจรดวยการจําลองแบบจําลอง
ความประพฤติ ซ่ึงจะใหวงจรทําการบวกเลขสองจํานวนเขาดวยกนั การทดลองจําใชตัวตั้ง และตัว
บวกเชนเดยีวกับรูปที่ 3.3 เพื่อใชในการพจิารณาความถกูตอง โดยผลที่ไดเปนดังรูปที่ 3.10 

 
รูปที่ 3.10 ผลการบวก 221 และ 31 

จากรูปมีขอมูลขาเขาสี่ชนิด คือ clk, reset, augend และ addend โดยที่ augend และ addend 
เขียนอยูในรูปของเลขฐานสิบหก โดยที่เลขฐานสิบหกหนึ่งตวัมีคาเทากับแถวหนึ่งแถวของรูปแบบ
แสดงผล หลักที่มีคาประจําหลักสูง จะแทนแถวที่มีคาประจําแถวสูง ในสวนของ value เปนคาที่
ออกมาจากสวนทําหนาที่บวก และ value เปนคาของความจํา ซ่ึงก็คอื ตัวบวก และ จํานวนทด
นั่นเอง 

จะเห็นวาผลจากการจําลองวงจรนั้นเปนไปตามขั้นตอนการทํางานของอัลกอริทึมการบวก
ทุกประการ ซ่ึงสรุปไดวา อัลกอริทึมนี้สามารถนํามาสรางเปนวงจรไดจริง สําหรับเวลาที่ใชตั้งแต
เร่ิมตนการบวก จนไดผลลัพทที่สมบูรณนัน้ จะใชเวลาทั้งสิ้น 21 รอบสัญญาณนาฬกิา หรือเขียนให
อยูในรูปของจาํนวนแถว n  ไดเปน 5 1n +  รอบ 

 



บทที่ 4 
อัลกอริทึมการบวกเชิงกําหนดสําหรับจํานวนฐานคูทั่วไป 

ในบทที่แลว ไดกลาวถึงอัลกอริทึมเชิงกําหนดสําหรับจาํนวนฐานคูอยางละเอียดแลว แต
อัลกอริทึมนั้นสามารถทําการบวกไดก็ตอเมื่อเปนจํานวนในระบบจํานวนฐานคูที่มีฐานเปน สอง 
และ สาม เทานั้น ไมสามารถใชกับฐานอืน่ได รวมทั้งขอมูลขาเขา จะตองอยูในรูปพรอมบวก แต
บางกรณี อาจจะมีความตองการใชระบบจาํนวนฐานคู ซ่ึงมีฐานเปนจํานวนเต็มอื่น ทีไ่มใชสองและ
สาม ซ่ึงจะมีสมบัติที่แตกตางออกไป ดังนัน้ ในบทนี้จะนําเสนออัลกอริทึมสําหรับจํานวนฐานคูซ่ึงมี
ฐานอื่น 

ความสําคัญของฐาน 

ระบบจํานวนฐานคูนั้น เปนระบบจํานวนที่สมบูรณ และมีความซ้ําซอน โดยปจจัยทีส่งผล
ตอสมบัติตาง ๆ ไดแก ชุดตวัเลข และฐานทั้งสองจํานวน โดยจะเรยีกวา ฐาน α  และฐาน β  การ
เปล่ียนแปลงปจจัยเหลานี้จะสงผลตอระบบจํานวนอยางมาก เมื่อทําการพิจารณาชุดตวัเลขนั้นพบวา
ประกอบดวยจํานวนสองจํานวน คือ 0 และ 1 ซ่ึงใชที่เกบ็เพียงแค 1 บิท ซ่ึงเปนคุณสมบัติที่ตองการ
คงไว และการที่จะคงสมบัติขอนี้ พรอมทั้งยังใหระบบจํานวนคงความสมบูรณไวดวย ก็จําเปนตอง
บังคับใหฐาน α  มีคาเปน 2 เสมอ ซ่ึงสงผลใหเลขฐานสองเปนสวนหนึ่งของระบบจํานวนนี ้ดังนัน้
จะเหลือคาที่จะปรับไดอยูคาเดียว คือ ฐาน β  

 
นิยาม ระบบจาํนวนฐานคู ( )2,β  คือระบบจํานวนฐานคูที่มีฐานเปน 2  และ β  ให x  เปนจํานวน
ในระบบจํานวนฐานคู ( )2,β  คาเชิงเลขคณิตของ x  จะเปน 

,
,

2i j
i j

i j
x d β=∑  

สําหรับฐาน β  นั้นสามารถเขียนอยูในรูปของเลขฐานสองไดดังนี ้
0 1

0 12 2 ... 2 ;  {0} ...li ii
k li N i i iβ = + + + ∈ ∪ ∧ < < <  

จะเรียก L  วาเปนความยาวของฐาน β  ซ่ึงมีคาเปน 0 1li i− +  
 
ถาคิดระดับความซ้ําซอนของระบบจํานวนจากอัตราสวนของคาที่แสดงไดตอจํานวน

รูปแบบทั้งหมด การเปลี่ยนฐาน β  นี้จะมีผลโดยตรงตอระดับความซ้ําซอนของระบบจํานวน 
เนื่องจากการเปลี่ยนฐานนี้จะทําใหขอบเขตของคาที่สามารถแสดงไดนัน้เปลี่ยนแปลงไป ในขณะที่
จํานวนรูปแบบแสดงคานั้นเทาเดิม เมื่อรูปแบบแสดงคาที่มีขนาด m n×  จะมีรูปแบบแสดงคาที่
สามารถแสดงไดทั้งหมด 2mn  แบบ สวนคาสูงสุดที่จะแสดงไดนัน้ สามารถหาไดจากการรวมคา
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ประจําตําแหนงทุกตําแหนงเขาดวยกัน ถาระบบจํานวนมีฐานเปน 2 และ β  สามารถเขียนไดดัง
สมการ 

( )( )

1, 1

0, 0

1 1

0 0

max 2

2

2 1 1
1

m n
i j

i j

m n
i j

i j

n m

β

β

β

β

− −

= =

− −

= =

=

=

− −
=

−

∑

∑ ∑  

อัตราระดับความซ้ําซอนของระบบจํานวนมีคาเปน ( )( ) ( )2 1 1 2 1n m mnβ β− − −  ซ่ึงสรุปไดวา

ระดับความซ้ําซอนนั้น แปรผันกับคาของฐาน ดังนัน้ ในสถานการณที่พื้นที่ในการเก็บขอมูลมีนอย 
หรือมีคาใชจายสูง ก็ควรจะใชฐานที่มีคามากขึ้น เพื่อที่จะแสดงขอมูลไดมากขึ้น 

นอกจากนี้การที่ฐาน β  เปนจํานวนคู หรือ คี่ก็มีผลกระทบตอระบบจํานวนเชนกัน โดยถา
ฐานทั้งสองตัวเปนจํานวนคูจะทําใหความซ้าํซอนของการแสดงเลขคี่ลดลง เนื่องจากทุกรูปแบบ
แสดงคาของจาํนวนคีจ่ะถูกบังคับใหมีตําแหนง 0 02 β  เปน 1 เสมอ และการที่ฐานเปนเลขคูนั้นยัง
จะกอใหเกิดปญหากับกฎการลดแถว ซ่ึงจะอธิบายในรายละเอียดตอไป 

ความแตกตางในการบวกจํานวนฐานคู (2,β) และ (2,3) 

การเปลี่ยนฐานนอกจากทําใหสมบัติของระบบจํานวนเปลี่ยนแปลงแลว ยังทําใหลักษณะ
ของปญหาในการบวกเปลีย่นแปลงไปดวย ซ่ึงความแตกตางที่มีผลตอการบวกมดีังนี้ 

1. กฎการลดแถว 

กฎการลดแถวนั้นสามารถมองวาเปนการสรางตัวทดอยางหนึ่ง โดยท่ีจะนําคาจากหลาย ๆ 
ตําแหนงในแถวเดียวกนั เปล่ียนเปนคาในอีกตําแหนงหนึ่ง ซ่ึงอยูในแถวที่มีคาประจําแถวมากกวา 
โดยจะกําหนดใหกฎการลดแถวเปนดังนี ้

 
กฎ กฎการลดแถวสําหรับระบบจํานวนฐานคู ( )2,β  เปน 

0 112 2 2 ... 2 li i i ii ii j j j jβ β β β+ +++ = + + +  
 
ตัวอยางของกฎการลดแถว เชน 
ฐาน ( )2,3  กฎการลดแถวเปน 1 12 3 2 3 2 3i j i j i j+ += +  
ฐาน ( )2,7  กฎการลดแถวเปน 1 1 22 7 2 7 2 7 2 7i j i j i j i j+ + += + +  
ฐาน ( )2,14  กฎการลดแถวเปน 1 1 2 3214 2 14 2 14 2 14i j i j i j i j+ + + += + +  
ฐาน ( )2,19  กฎการลดแถวเปน 1 1 4219 219 2 19 2 19i j i j i j i j+ + += + +  
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กฎการลดแถวนั้นมีขอสังเกต คือเมื่อระบบจํานวนที่มีฐาน β  เปนเลขคูนั้น จะทําใหผลที่
เกิดจากการยุบรวมอยูในตําแหนงทิ่ติดลบ เชน ระบบจํานวนฐาน ( )2,14  จะเกิดกรณี 

1 1 0 0 1 0 2 02 14 2 14 2 14 2 14− = + +  กรณีเชนนี้สามารถแกไขได แตจะตองมีการออกแบบกระบวก
การพิเศษที่จะจัดการกับตําแหนงเหลานี้ แยกจากตําแหนงอื่น ๆ ทําใหมีความซับซอนมากขึ้น ดังนัน้ 
ฐาน β  จึงควรมีคาเปนจํานวนคี่เทานั้น 

นอกจากนี้ กฎการลดแถวยงักระทบตอสวนประกอบทีสํ่าคัญอีกสวนหนึ่งของกระบวกการ
บวกนัน้คือ รูปแบบพรอมบวก ซ่ึงจะแตกตางกันออกไปตามฐาน β  

2. รูปแบบพรอมบวก 

ในระบบจํานวนฐานคูที่มีฐานเปน ( )2,3  นั้น จะมีรูปแบบพรอมบวก เปนรูปแบบที่ไมมี
ตําแหนงทีต่ิดกันในแถวเดียวกันมีคาเปน 1 พรอมกัน โดยจํานวนนี้เกิดจากการเรียกใชกฎการลด
แถวกับทกุ ๆ ตําแหนงของรูปแบบแสดงผล จนไมมตีําแหนงใดตรงกับขอกําหนดของกฎการลด
แถวเหลืออยูเลย ดังนั้นจึงนยิามของรูปพรอมบวกเปนดังนี้ 
 
นิยาม กําหนดใหระบบจํานวนฐานคู ( )2,β  โดยที่ 0 12 2 ... 2 li iiβ = + + +  เมื่อ L  คือความยาวใน
รูปฐานสองของ β  รูปพรอมบวกสําหรับจํานวนฐานคู ( )2,β  คือ รูปแบบแสดงคาที่มีตําแหนงที่มี
คาไมตรงกับตาํแหนง 0 12 , 2 ,..., 2 li i i ii ij j jβ β β+ ++  พรอมกันทั้งหมด 

 
ตัวอยางของจาํนวนที่อยูและไมอยูในรูปพรอมบวกนัน้แสดงในรูปที ่ 4.1 ซ่ึงเปนรูปแบบ

แสดงคาของ 196 ในระบบจํานวนฐานคู ( )2,11  รูปพรอมบวกจะตองไมมีขอมูลที่มีคาตรงกับ
ตําแหนง 0 2 32 11 ,2 11 ,2 11i j i j i j+ + +  พรอมกันทั้งหมด โดยรูปทางซายนั้น ในแถวที่ 0 มีอยูสองชุดที่
ตรงกับตําแหนงที่กําหนด ซ่ึงไดแก 0 0 2 0 3 02 11 ,2 11 ,2 11  และ 2 0 4 0 5 02 11 ,2 11 ,2 11  นอกจากนีแ้ถว
ที่ 1 ยังมีขอมูลตามตําแหนง 0 1 2 1 3 12 11 ,2 11 , 2 11  ตรงกับขอกาํหนดดวย ในขณะที่รูปทางขวาไมมี
สวนใดของตารางที่ตรงกับขอกําหนดนั้น 

  
รูปที่ 4.1 ตัวอยางของจาํนวนในรูปปกติ และรูปพรอมบวก 

จากนยิามนี้พบวารูปแบบพรอมบวกนั้นจะมีลักษณะทีแ่ตกตางกันไป ตามฐาน β  แต
รูปแบบพรอมบวกทั้งหมดนัน้ จะมีลักษณะรวมกนัอยูหนึ่งลักษณะคือ จะเปนรูปแบบที่ไมมี
ตําแหนงที่มีคาติดกันตั้งแต 1L −  ตัวขึ้นไป เชน เมื่อ 0 12 2β = +  ผลจะไมมีตําแหนงที่มีคาติดกัน
ตั้งแต 1 ตัว หรือเมื่อ 0 1 22 2 2β = + +  ผลจะไมมีตําแหนงที่มีคาติดกันตัง้แต 2 ตัว 
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ฐาน β  บางลักษณะจะทําใหเกดิรูปแบบพรอมบวกที่มีลักษณะเฉพาะ เชน β  ที่เขยีนอยูใน
รูป 02 2 li i+  นั้น จะทาํใหเกิดรูปแบบพรอมบวกทีส่ามารถจํากัดตัวทดได โดยสายการทดจะไมเกนิ 

1L −  ขั้น ซ่ึงสามารถพิสูจนไดโดยการพิสูจนทางตรง แตฐานบางฐานไมสามารถทําใหเกดิรูปแบบ
พรอมบวกที่จะจํากดัสายการทดได เชน β  ที่อยูในรูป 0 1 22 2 2 ... 2 li+ + + +  รูปแบบพรอมบวก
จะเปนรูปแบบที่ไมมีตําแหนงที่มีคาติดกนั li  เทานัน้ ซ่ึงเห็นไดชัดวาสามารถเกดิสายการทดทีม่ี
ขนาดเปนอนนัตได 

จากปญหาของรูปแบบพรอมบวกที่ไมสามารถจํากัดสายการทดไดนี ้ จึงตองทําการ
ออกแบบอัลกอริทึมสําหรับการบวกใหม โดยที่จะตองไมพึ่งคุณสมบัติของรูปแบบพรอมบวก แต
จะตองทําการบวกจํานวนทีอ่ยูในรูปแบบแสดงคาใด ๆ ก็ได เพื่อใหสามารถใชงานไดกับระบบ
จํานวนฐานคูทั่วไป 

 

สวนประกอบของอัลกอริทึมการบวกจํานวนฐานคูท่ัวไป 

จากปญหาที่พบทั้งเชิงความซ้ําซอนของระบบจํานวน หรือ ปญหาจากกฎการลดแถวของ
เมื่อระบบจํานวนฐานคูที่มีฐาน β  เปนเลขคู ดังนั้น จึงจะทําการออกแบบการบวกเฉพาะระบบ
จํานวนฐานคูที่มีฐาน β  เปนเลขคี่เทานั้น และจากลกัษณะของทีแ่ตกตางไปจากจํานวนฐานคูปกติ 
จึงตองหากระบวนการในการบวกใหม ที่จะสามารถทํางานไดในเวลาที่เปนสัดสวนโดยตรงกับ
จํานวนแถวของรูปแบบแสดงคา อัลกอริทึมใหมนีจ้ะยังมีลักษณะโดยรวมเหมือนกบัอัลกอริทึมเดิม 
คือจะมีการทํางานเปนรอบ ๆ แตละรอบจะแบงการทํางานออกเปนสองสวนใหญ สวนแรกนําคา
ของตัวตั้ง และ ตัวบวกมารวมกัน ผลจากการทํางานสวนนี้จะถูกเรียกวา ผลบวกชั่วคราว ในสวนที่
สอง จะทําการแยกคาของผลบวกชั่วคราวออกเปนสองสวน โดยมีการใชกฎการลดแถวเปน
เครื่องมือสําคัญ 

1. กระบวนการรวมคา 

การทํางานในสวนนี้จะตองทําใหไดในเวลาคงที่ แตจํานวนทีจ่ะนํามาบวกนัน้ เกิดสายการ
ทดไดไมจํากัด จึงนําเทคนิคของระบบจํานวนลูกผสมมาประยุกตใช ในที่นี้ขอมูลที่จะนํามาบวกกนั
มีชุดตัวเลขเปน { }0,1  และจะใชผลบวกชั่วคราวนี้มีชุดตวัเลขในบางหลักเปน {0,1,2}  เพื่อจํากดั
สายการทด โดยที่ผลบวกชัว่คราวนัน้จะสามารถแยกเปนสวนยอยหลาย ๆ สวน โดยแตละสวนมี
นิยามดังนี ้



 32 

นิยาม กาํหนดใหระบบจํานวนฐานคู ( )2,β  โดยที่ 102 2 ... 2 liiβ = + + +  เมื่อ L  คือความยาวใน
รูปฐานสองของ β  สวนยอยที่ ,x y  หรือ ( ),part x y  คือสวนหนึ่งของรูปแบบแสดงคาขนาด L  
ตําแหนงซึ่งเขยีนไดดังนี ้

( ) , 1, 2, 1,, ...Lx y Lx y Lx y Lx L ypart x y d d d d+ + + −=  

เมื่อ { }
,

0,1 ; 0
{0,1,2}; 0Lx k y

k
d

k+

≠⎧⎪∈⎨
=⎪⎩

 

คาเชิงตัวเลขของ ( ),part x y  มีคาเปน 

( )
1

,
0

, 2
L

Lx k y
Lx k y

k
part x y d β

−
+

+
=

=∑  

 
นิยาม กาํหนดใหระบบจํานวนฐานคู ( )2,β  โดยที่ 102 2 ... 2 liiβ = + + +  เมื่อ L  คือความยาวใน
รูปฐานสองของ β  ตําแหนงที่มีคาประจําตาํแหนงนอยเปนลําดับที่ z  ของสวนยอยที่ ,x y  หรือ 

( , , )pos x y z  คือคาที่อยูในตําแหนงทีม่ีคาประจําตําแหนงเปน 2Lx z yβ+  คาเชิงตัวเลขของ 
( , , )pos x y z  เทากับ 2Lx z y

Lx zd β+
+  

 
นิยาม กาํหนดใหระบบจํานวนฐานคู ( )2,β  โดยที่ 102 2 ... 2 liiβ = + + +  เมื่อ L  คือความยาวใน
รูปฐานสองของ β  สวนยอยที่ ,x y  ที่ถูกเลื่อนไป z  ตําแหนง หรือ ( ), ,part x y z  คือสวนหนึ่ง
ของรูปแบบแสดงคาขนาด L  ตําแหนงซึ่งเขยีนไดดังนี ้

( ) , 1, 2, 1,, , ...Lx z y Lx z y Lx z y Lx z L ypart x y z d d d d+ + + + + + + −=  

เมื่อ { }
,

0,1 ; 0
{0,1,2}; 0Lx z k y

k
d

k+ +

≠⎧⎪∈⎨
=⎪⎩

 

คาเชิงตัวเลขของ ( ), ,part x y z  มีคาเปน 

( )
1

,
0

, , 2
L

Lx z k y
Lx z k y

k
part x y z d β

−
+ +

+ +
=

=∑  

 
ตัวอยางของการเรียกสวนยอยแตละสวนเปนไปดังรูปที่ 4.2  

 20 21 22 23 24 25 

70 ( )0,0part  ( )0,1part  
71 ( )0,1,0pos     ( )1,1,1pos   
72 

 ( )0, 2,1part    
รูปที่ 4.2 ตัวอยางการเรียกสวนยอยแบบตาง ๆ 
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นิยาม ผลช่ัวคราว T  หมายถึงจํานวนในระบบจํานวนฐานคูลูกผสม โดยประกอบขึ้นจากสวนยอย
รวมกัน ผลช่ัวคราว T  สามารถเขียนไดดังนี ้

(0,0) (1,0) ... ( ,0)
(0,1) (1,1) ... ( ,1)

... ... ...
(0, ) (1, ) ... ( , )

part part part x
part part part x

T

part y part y part x y

=  

คาเชิงตัวเลขของ T  มีคาเปน 
( )

,

,
x y

T part x y=∑  

 
สําหรับกระบวนการในการรวมคานี้ทําเหมือนกับการบวกโดยทั่วไป แตจะบวกสวนยอย

ทุกสวนยอยพรอม ๆ กัน จากตําแหนงทีม่ีคาประจําตําแหนงนอยที่สุด ไลไปยังคาประจําตําแหนง
มากที่สุด ตัวทดที่เกิดจากการบวกนัน้จะสงตอไปเรื่อย ๆ และเมื่อบวกครบทุกตําแหนงในสวนยอย
แลว จะมีตวัทดจาก ( ), , 1pos x y L −  ไปยัง ( ), 1,0pos x y +  และตําแหนง ( ), 1,0pos x y +  ก็
จะเก็บคาไวโดยที่ไมสงตอ ทําใหการทํางานในสวนของการรวมคานัน้สามารถทําไดในเวลาคงที่ใน
ฐาน β  หนึ่ง ๆ ไมขึ้นกับขนาดของจํานวน 

ตัวอยางของการรวมคานั้นเปนไปดังรูปที ่ 4.3 โดยในรูปนั้นเปนจาํนวนในระบบจํานวน
ฐานคู ( )2,7  ตัวตั้งมีคา 710 และตัวบวกที่มีคา 236 ในขั้นแรกจะทําการบวก ( , ,0)pos x y  แลว
บวก ( , ,1)pos x y  และ ( , , 2)pos x y  ตามลําดับ จากรูปตําแหนงที่มีเครื่องหมายกากบาทคือ
ตําแหนงทีจ่ะเกิดการทดไปยงัตําแหนงถัดไป และขั้นสุดทาย จะนําตวัทดจาก ( , , 2)pos x y  ไปเกบ็
ไวใน ( 1, ,0)pos x y+  ผลที่ไดเปนจํานวนลูกผสม ที่มีคา 946 

ตัวตั้ง 

 
ขั้นที่ 1 

 
ขั้นที่ 3 

 

ตัวทด 

 
ขั้นที่ 2 

 
ขั้นที่ 4 

 
รูปที่ 4.3 ขั้นตอนการรวมคา 
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2. กระบวนการแยกตาราง 

ผลบวกชั่วคราวจากกระบวกการรวมคานั้นจะอยูในรูปของจํานวนฐานคูลูกผสม ซ่ึงไมอยู
ในรูปแบบที่ตองการ ดังนั้นจะตองมกีระบวนการในการเปลี่ยนรูป ใหผลอยูในรปูจํานวนฐานคู
ทั่วไป ซ่ึงมีชุดตัวเลขเปน {0,1}  เทานั้น การเปลี่ยนรูปนี้สรุปงาย ๆ ก็คือการสงผานตัวทดที่ไดเก็บ
ไวใหหมด แตการกระทํานัน้จะไมสามารถจํากัดเวลาได ดังนั้นจึงตองนํากฎการลดแถวเขามาชวย 
โดยที่กอนทีจ่ะมีการสงตอตวัทดนัน้ ถาสวนยอยใดมลัีกษณะตรงกบัขอกําหนดของกฎการลดแถว 
ก็จะถูกเปลี่ยนรูปตามกฎการลดแถวนั้น และสงคานี้ไปเปนตัวทดระหวางแถวตอไป การกระทํานี้
จะทําใหการเปลี่ยนรูปทําไดในเวลาคงที ่ ซึ่งจะแสดงวิธีการพิสูจนในรายละเอียดในสวนตอไป 
นอกจากนี้ยังทําใหจํานวนของตําแหนงทีม่ีคาลดนอยลงดวย 

ทฤษฎีบทท่ี 4.1 ให A  เปนผลบวกชัว่คราวที่มฐีาน ( )2,β  A  จะสามารถถูกแบงดวยอัลกอริทึม
แยกตารางทั่วไปเปนสองจํานวน เรียกวา จํานวนเหลือ 'A  และ จํานวนทด R  โดยที่จํานวนทั้งสอง 
เปนรูปแบบแสดงคาของระบบจํานวนฐานคู ( )2,β  ภายในเวลาคงที่ 
อัลกอริทึม 3 อัลกอริทึมแยกตารางทั่วไป 
Input: ,

, ,

2Lx k j
Lx k j

x k j

A a β+
+= ∑  

Output:  ,
, ,

' ' 2Lx k j
Lx k j

x k j

A a β+
+= ∑ , ,

, ,

2Lx k j
Lx k j

x k j

R r β+
+= ∑  โดยที่ 'A A R= +  

Define: 0 12 2 ... 2 li iiβ = + + + , 0 1lL i i= − +  
ขั้นตอน 
1: 0z =  
2: ( )while z L<  
3: do if ( , , ) match row reduction rulepart x y z  
4:   do ( ) ( ), , , , 1pos x y i pos x y i= −  
5:    , 1 1Lx z yr + + =  
6:  if ( , , ) 2pos x y z =  
7:   do ( ), , 0pos x y z =  
8:    ( ) ( ), , 1 , , 1 1pos x y z pos x y z+ = + +  
9:  1z z= +  
10: A A′ =  
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พิสูจน จะตองพิสูจนวา ผลจากอัลกอริทึมนี้จะมีชดุตวัเลขเปน { }0,1 , ผลรวมของคําตอบมีคา
เทากับตัวตัง้ และ อัลกอริทึมนี้สามารถทํางานไดในเวลาคงที่ 
1) ผลจากอัลกอริทึมนี้แบงเปนสองตัว คือ A′  และ R  สําหรับ A′  จะแบงเปน 3 กรณีตามสวนยอย 
กรณี 1 ไมมีจํานวนใดในสวนยอยเปน 2 เลย ผลที่ไดก็จะไมมี 2 แนนอน 
กรณี 2 ในสวนยอย มี 2 และ มีบางตัวในสวนยอยมีคาเปน 0 จะเห็นวาอัลกอริทึมนี้ทํางานทั้งหมด 
L  รอบ เทากับความยาวสวนยอย ทําใหคา 2 ที่เก็บไวสามารถจะทดไปจนถึงตําแหนงที่มีคาเปน 0 
ในสวนยอยนัน้ และทําใหตาํแหนงนั้นมีคาเปน 1 แทน ผลจากกรณีนีจ้ึงไมมีคาเปน 2 เหลืออยู 
กรณี 3 ในสวนยอยมี 2 และ ทุกตัวในสวนยอยมีคาเปน 1 ทั้งหมด กรณีนี้จะเห็นวา สวนยอยนั้นจะ
ไปตรงกับกฎการลดแถวแนนอน และเมื่อใชกฎการลดแถวแลว จะทําใหเกิดตําแหนงที่มีคาเปน 0 
ขึ้น อยางนอยหนึ่งตําแหนง ทําใหคาของ 2 นั้นสามารถทดไปจนถึงตําแหนงนัน้ได 
จากทั้ง 3 กรณจีะสรุปไดวา A′  จะไมมีตําแหนงใดที่มีคาเปน 2 เหลืออยูเลย 
ในสวนของ R  นั้น คาเริ่มตนมีคาเปน 0 ทั้งหมด และการกระทําที่เปนการกําหนดคาให R  ทุกทีจะ
ปรับคาในตําแหนงนัน้ ๆ ของ R  จาก 0 เปน 1 ทั้งสิ้น ทําใหสรุปไดวาผลจากอัลกอริทึมนี้จะมีชุด
ตัวเลขเปน { }0,1  เทานั้น 
2) อัลกอริทึมนี้สรางขึ้นจากกฎการลดแถว และการสรางตัวทด ซ่ึงมีคาของขอมูลขาเขา และขาออก
เทากัน ดังนั้น อัลกอริทึมนี้จึงไมมีการเปลี่ยนแปลงคาของขอมูลขาเขา เพราะฉะนัน้ A A R′= +  
3) สําหรับฐาน β  หนึ่ง ๆ อัลกอริทึมนี้จะทํางานเปนจํานวน L  รอบเสมอ และในแตละรอบนั้น 
ประกอบดวยการใชกฎการลดแถว ซ่ึงใชเวลาคงที่ และการทด 1 ขั้น ซ่ึงใชเวลาคงที่เชนกัน ดังนัน้ 
เวลาในแตละรอบจึงคงที่ ทําใหระยะเวลาทั้งหมดที่ใชเปนคาคงที่คาหนึ่งดวย  

ตัวอยางของการแบงตารางแสดงในรูปที ่ 4.4 เร่ิมจากผลบวกชัว่คราวโดยตําแหนงที่มี
กากบาทจะแสดงตําแหนงทีม่ีคาเปน 2 ในขั้นแรกจะพิจารณา ( , ,0)part x y  และพบวามี 

(0,0,0)part  และ (1,1,0)part  ที่ตรงตามเงื่อนไขของกฎการลดแถว ซ่ึงจะเปลีย่นคาเปนตวัทด
ในจํานวนทด นอกจากนี้ยังม ี (1,2,0)pos  ที่จะทําการสงตอตัวทดไปยัง (1,2,1)pos  ในขั้นตอนที่
สองก็มีการทดจาก (1,2,1)pos  ในขัน้ตอนสุดทาย (2,0,3)part  ตรงกับกฎการลดแถว และ
เปล่ียนไปเปนตัวทด 
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 ผลขั้นที่ 1 

    
 ผลขั้นที่ 2 

    
 ผลขั้นที่ 3 

     
  A′  R  

รูปที่ 4.4 ขั้นตอนในการแยกตาราง 

อัลกอริทึมการบวกจํานวนฐานคูท่ัวไป 

จากสวนประกอบของอัลกอริทึมทั้งสองสวน จะมีขอสังเกต เชนเดียวกับการบวกของ
จํานวนฐานคูปกติ คือ จํานวนทดจะมแีถวที่มีคาเปน 0 เพิ่มขึ้นเรื่อย ๆ เมื่อแถวที่มีคาเปน 0 ของ
จํานวนทด ไปรวมกับคาของจํานวนเหลือ ผลที่ไดจะมีคาอยูในชดุตัวเลข { }0,1  เทานั้น ดังนั้น ใน
การทํางานรอบที่ j  ของอัลกอริทึมการบวกทั่วไป จึงไมจําเปนตองทําการแยกตารางของแถวที่ 0 
ถึงแถวที่ 1j −  

สรุป อัลกอริทึมการบวกสําหรับจํานวนฐานคูทั่วไปนั้น จะทํางานเปนรอบ ๆ โดยมีจาํนวน
รอบเทากับจํานวนแถวของรูปแบบแสดงคาที่นํามาบวกกัน การทํางานในแตละรอบจะเริ่มจากการ
บวกแตละสวนยอยเขาดวยกัน โดยที่ตวัทดนั้นจะสงตอไปเรื่อย ๆ จนถึงตําแหนงแรกของสวนยอย
ถัดไป ซ่ึงมีทั้งหมด 1L +  ขั้น หลังจากนัน้จะนําไปแยกออกเปนสองตารางโดยใชอัลกอริทึมแยก
ตาราง ตั้งแตแถวที่ j  ขึ้นไป พรอมกันทุกแถว ซ่ึงใชเวลาทั้งหมด L  ขั้น อัลกอริทึมการบวก
ทั้งหมดสรุปเปนทฤษฎีบทไดดังนี ้
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ทฤษฎีบทท่ี 4.2 การบวกจํานวนฐานคู ( )2,β  ซ่ึง 102 2 ... 2 liiβ = + + +  สามารถทําไดดวย
อัลกอริทึมการบวกทัว่ไป ภายในเวลาที่เปนสัดสวนโดยตรงกับจํานวนแถวของรูปแบบแสดงคา 
อัลกอริทึม 4 อัลกอริทึมการบวกทัว่ไป 
Input: ,

,

2i j
i j

i j

A a β=∑  

 ,
,

2i j
i j

i j

B b β=∑  

Output:  ,
,

2i j
i j

i j

C c β=∑  โดยที่ C A B= +  

Define  the amount of rows in the representationn =  
ขั้นตอน 
1: 0j =  
2: ( )while j n<  
3: do A A B= +  
4:  ( ), splitA B A←  
5:  1j j= +  
6: C A=  
พิสูจน อัลกอริทึมนี้เกิดจากอัลกอริทึมยอย ที่มีการพิสูจนแลววาไมทําใหคาผลลัพทเปล่ียนไป ทําให
คาของผลลัพทเทากับผลบวกที่ตองการ นอกจากนี ้หลังจากทําไป n  รอบแลวคาของ B  จะเปน 0 
ทําใหผลลัพท มีคาเทากับจํานวนเหลือ จึงสรุปไดวาการอัลกอริทึมนี้ใหผลการบวกที่ถูกตอง เมื่อ
พิจารณาดานความเร็วแลว จะพบวาอลักอริทึมนี้มีการทํางานเปนรอบ โดยจาํนวนรวมเทากับ
จํานวนแถวของรูปแบบแสดงผล ซ่ึงการทํางานในแตละรอบนั้นใชเวลาคงที่ ทําใหเวลาที่ใชเปน
สัดสวนโดยตรงกับจํานวนแถว  

รูปที่ 4.5 เปนตัวอยางของการใชอัลกอริทึมการบวกทัว่ไป โดยทําการบวก 528 และ 263 
เขาดวยกัน โดยจํานวนทั้งสองมีฐานเปน ( )2,7  
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 ตัวตั้ง 528 ตัวบวก 263 

  
รอบที่ 1 ผลบวกชั่วคราว 

 
แยกตาราง 

  
รอบที่ 2 ผลบวกชั่วคราว 

 
แยกตาราง 

  
รอบที่ 3 ผลบวกชั่วคราว 

 
แยกตาราง 

  
 ผลลัพท 791 

 
รูปที่ 4.5 ขั้นตอนการทาํงานของอัลกอริทึมการบวกทั่วไป 
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การออกแบบวงจร 

วงจรสําหรับอลักอริทึมนี้สามารถนําโครงสรางจากวงจรการบวกเดิมมาใชได คือ จะแบง
วงจรออกเปนสวนยอย ๆ วงจรหนึ่งคาํนวนคาหนึ่งตําแหนงของตารางแสดงคา วงจรเหลานีจ้ะ
ทํางานประสานกันตามสัญญาณนาฬกิาสวนกลาง โครงสรางการทํางานของวงจรนี้จะเหมือนกับ
การบวกเลขฐานคูปกติ ดังรูปที่ 3.4 แตวงจรสําหรับแตละตําแหนงนั้นจะแตกตางกัน โดยจํานวน
ชนิดของวงจรที่แตกตางกันขึ้นกับความยาวของ β  ในเลขฐานสอง เมื่อ 102 2 ... 2 liiβ = + + +  
จํานวนวงจรจะเปน 1lL i= +  รูปแบบ โดยจะเรียกวงจรคํานวณคาของ ( ), ,pos x y k  วาวงจร k  
ขั้นตอนการทาํงานของวงจรขึ้นอยูกับตําแหนงที่วงจรนัน้อยู รายละเอยีดของวงจรมดีังนี ้

1. การออกแบบวงจรในการรวมคา 

การรวมคานี้จะทําการบวกทกุสวนยอยพรอมกัน โดยจะเริ่มรวมคาจาก ( ), ,0pos x y  ไล
ไปยัง ( ), , lpos x y i  คาที่จะตองนํามารวมกันนั้น มี 3 ชนิดคือ คาของตัวตั้ง คาของตัวบวก และ
คาตัวทดจากหลักกอนหนา ซ่ึงผลรวมจากคาทั้งสามนี้จะไมเกิน 3 หรือ 11 ในฐานสอง ทําใหทกุ
ตําแหนงทํางานไดเหมือนกนั คือ คาตัวทดไมเพิม่คาขึ้นตามตําแหนง และหลักจากบวก 

( ), , lpos x y i  แลว จะนําตวัทดไปบวกเขากับ ( )1, ,0pos x y+  ไมทําการสงตอ ทําใหคาที่เก็บใน 

( )1, ,0pos x y+  มีโอกาสเปนสองได 
จากการทํางานที่เปนลําดับ ตามตําแหนง ดังนัน้วงจร k  จะทํางานในรอบที่ k  ของ

สัญญาณนาฬกิา และวงจร 0  จะทําการรวมคาตัวทดในรอบที่ L  ดังนั้น ณ เวลา k  จะมวีงจร k  
ทํางานเพียงวงจรเดียวเทานัน้ วงจรอื่นจะไมทํางานใด ๆ ทั้งสิ้น ลําดับการทํางานในขั้นตอนรวมคา
ของวงจร k  จะอธิบายไดดังรูปที่ 4.6 

 
รูปที่ 4.6 ลําดับการทํางานในขั้นตอนการรวมคา 
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2. การออกแบบวงจรในการแยกตาราง 

ขอมูลเริ่มตนของขั้นตอนนี้จะเปนระบบจํานวนลูกผสมซึ่ง ( ), ,0pos x y  จะมีคาเปน 2 ได 
การทํางานในขั้นนี้จะคลายกับขั้นที่แลว คือ การประมวลผลจะไลไปทีละวงจร ตามลําดับของ
สัญญาณนาฬกิา การทํางานของขั้นนี้จะเริ่มจากการทีว่งจร 0  พิจารณ ( ), ,0part x y  วาตรงกับกฎ
การลดแถวหรอืไม ถาตรงจะลดคาของตาํแหนงตวัเอง และสงสัญญาณลดคาไปยังตําแหนงตาม
ขอกําหนดของกฎการลดแถวนั้น นอกจากนี้ จะสงสัญญาณไปยังวงจรอีกวงจรหนึ่ง ซ่ึงทําหนาที่
เก็บจํานวนทด เพื่อทําการปรับคาของจํานวนทดในตําแหนงนัน้ ๆ ใหมีคาที่ถูกตอง แตถาไม จะ
พิจารณาวาคาที่เก็บอยูนัน้เปน 2 หรือไม ถาเปนจะปรับคาตัวเองใหเปน 0 และสงคานั้นเปนตวัทด
ไปยังหลักตอไป ในรอบถัดไปของสัญญาณนาฬิกา ตําแหนงนอกเหนอืจาก ( ), ,0pos x y  จะปรับ
คาของตําแหนงตัวเองตามสญัญาณ หรือตัวทดตามทีไ่ดรับจาก ( ), ,0pos x y  และในรอบที่ 2k  
วงจร k  จะพจิารณา ( ), ,part x y k  กับกฎการลดแถว และสงสัญญาณ รวมทั้งพิจารณาการสงตอ
ตัวทด ในรอบถัดไปวงจรอื่น ๆ จะปรับคาตามสัญญาณจากวงจร k  ซ่ึงลําดับการทํางานนี้สามารถ
เขียนเปนแผนภูมิไดดังรูปที่ 4.7 
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รูปที่ 4.7 ลําดับการทํางานในขั้นตอนแยกตาราง 

ในสวนของวงจรที่เก็บจํานวนทดนั้น จะเพียงเก็บขอมูลใหตรงตามจงัหวะการทํางานของ
การแยกตารางเทานั้น 

3. ขอมูลท่ีจําเปนในวงจรระดับตําแหนง 

วงจรที่คํานวณคาจากการบวกทัว่ไปนัน้จะใชขอมูลในการพิจารณามากกวาแบบปกติ โดย
มีสัญญาณหลัก ๆ เหมือนเดิม คือชนิดของขอมูลที่จะตองรับเพื่อใชในการทํางาน เหมือนกับวงจร
การบวกปกติ แต เพื่อใหครอบคลุมกับการทํางานที่มีฐานเปน ( )2,β  ใด ๆ จึงตองเพิ่มจํานวนของ
ขอมูลตอไปนี้ 

1. คาที่เก็บในหลักถัดไป จากเดิมรับเพียงหนึง่หลักเทานัน้ แตในวงจรนีจ้ะรับมาทั้งหมด 
1L −  หลัก เพื่อใหพอเพียงตอการพิจารณากฎการลดแถว 

2. สัญญาณแจงการเกิดการลดแถวของหลักกอนหนา จากเดิมจะรับมาจากหนึ่งหลักกอน
หนาเทานัน้ แตในกรณนีี้จะตองเปลี่ยนไปรับจากทั้งหมด 1L −  หลัก เนื่องจากทั้ง 

1L − หลักนั้นสามารถจะสงผลกระทบมายังตําแหนงที่คํานวณอยูได 
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ในสวนขอมูลที่จะตองสงออกไปนั้นจะเหมือนกับวงจรบวกเดิม แตคาที่สงไปนั้น มีวงจร
อ่ืนจํานวนมากขึ้นที่จะรับคาเหลานี้ไปพจิารณา 

การทดลองจําลองวงจร 

เพื่อแสดงใหเห็นวาอัลกอริทึมการบวกทัว่ไปสามารถนํามาสรางเปนวงจรไดจริง จงึจําลอง
วงจรการบวกจํานวนฐานคู ( )2,3  และ ( )2,7  ขึ้น โดยมีโครงสรางของวงจรเดิม แตการทํางาน
ของสวนวงจรบวกหนึ่งบิทเปลี่ยนไป 

สําหรับวงจรบวกของจํานวนฐานคู ( )2,3  นั้นใชตัวตั้ง และตวับวกตามรูปที่ 3.3 คือ 221 
และ 31 ไดผลการทํางานในรูปของคลื่นดังรูปที่ 4.8 

 
รูปที่ 4.8 ผลการบวก 221 และ 31 โดยใชตัวบวกทัว่ไป 

และทดสอบบวก 79 และ 270 ซ่ึงอยูในรูปแบบแสดงคาเปน 2214 และ 6092 โดยเปน
รูปแบบแสดงคาที่มีตําแหนงที่มีคาอยูติดกนั ซ่ึงผลการบวกในรูปคลื่นเปนดังรูปที่ 4.9 

 
รูปที่ 4.9 ผลการบวก 49 และ 270 โดยใชตัวบวกทัว่ไป 

นอกจากนี้ยังปรับปรุงใหแจงเมื่อเกดิสวนลนขึ้นทั้งในแถว และหลกัใด ๆ โดยบวก 104 
และ 25 ในรูป 22a2 และ 0081 สวนลนที่เกิดขึ้นนัน้จะเปนสวนลนในแนวแถวในรอบแรกของการ
บวก และ เกดิสวนลนในแนวหลักในรอบที่ส่ี ดังรูปที่ 4.10 

 
รูปที่ 4.10 ผลการบวก 104 และ 25 โดยใชตัวบวกทัว่ไป 

ในสวนของตวับวกของระบบจํานวนฐานคู ( )2,7  นั้นจําลองวงจรที่บวกจาํนวน 6 บิท 
จํานวน 4 แถว ดังนั้นจึงใชเลขฐานแปดสองจํานวนเพื่อแสดงคาของแตละแถว และใหใหเลขหลัก
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สูง แทนแถวที่มีคาประจําหลักสูง ทําการบวกคาของ 528 และ 268 ในรูปแบบแสดงคา 00041104 
และ 00102212 ตามรูปที่ 4.5 ซ่ึงผลจากการจําลองการบวกเปนดังรูปที่ 4.11 

 
รูปที่ 4.11 ผลการบวก 528 และ 268 โดยใชตวับวกทั่วไป 

จากการทดลองจะพบวาอัลกอริทึมการบวกทั่วไปนัน้สามารถนํามาสรางเปนวงจรไดจริง 
โดยคาที่นํามาบวกนัน้จะอยูในรูปแบบแสดงคาใด ๆ กไ็ด พรอมทั้งสามารถแจงเมื่อเกิดสวนลนขึ้น
ไดอีกดวย  

ในแงของระยะเวลาในการทาํงานนั้น สําหรับระบบจํานวนฐานคู ( )2,3  จะทํางานชากวา
การบวกดวยอัลกอริทึมการบวกแรก เมื่อรูปแบบแสดงคามีทั้งหมด n  แถว จะใชเวลาตั้งแตเร่ิมปอน
ขอมูล จนไดผลลัพทที่ถูกตองเปน 6 1n +  รอบของสัญญาณนาฬิกา สวนระบบจํานวนฐานคู 
( )2,7  นั้นจะใชเวลาเปน 9 1n +  หรือถามองในรูปแบบทั่วไปเวลาที่ใชสําหรับฐาน β  หนึ่ง ๆ จะ
เปน 1cn +  เมื่อ c  เปนคาคงที่ หรือกลาวไดวาการบวกใชเวลาแปรผันตรงตามจํานวนแถวของ
รูปแบบแสดงคา และเมื่อมองในรายละเอียดแลวพบวา c  นั้นจะแปรผันตรงกับความยาวของฐาน 
β  ในรูปฐานสอง หรือแทนดวย L  นั้น 3c L=  ดังนั้นระยะเวลาในการบวกจึงแปรผันตาม Ln  



บทที่ 5 
การบวกแบบสายทอ และการคูณ 

กระบวนการบวกเชิงกําหนดนั้นมีขอดีที่สามารถบอกไดวาบริเวณใดจะบวกเสร็จเมื่อใด 
โดยไมตองรอใหกระบวนการบวกทั้งหมดเสร็จสิ้นกอน ซ่ึงวิธีการที่จะนําขอดีตรงนี้ไปใชก็คือ การ
นําวิธีการทํางานแบบสายทอมาใช การทํางานแบบสายทอนี้ จะเปนวิธีการทํางานที่แบงการทํางาน
ออกเปนขั้น ๆ โดยที่แตละขัน้เปนอิสระตอกัน หรือสามารถทํางานไปพรอม ๆ กันได เมื่อพิจารณา
กระบวนการบวกเชิงกําหนดที่ไดเสนอมานัน้จะพบวา การบวกของแตละแถวเปนอิสระตอกัน 
สามารถที่จะทําการบวกพรอม ๆ กันได และเมื่อบวกในแถวนั้น ๆ เสร็จแลว จึงจะสงตัวทดระหวาง
แถวไปยังแถวถัดไป การบวกแบบสายทอนี้สามารถเขียนไดดังรูปที่ 5.1 

 
รูปที่ 5.1 การบวกแบบสายทอ 

จากรูปนั้นจะเห็นวาการบวกจะเริ่มจากการสงขอมูลเขามายังตัวดําเนนิการบวกทีละแถว ใน
รอบการทํางานแรก จะมีเพยีงแถวแรกของตัวบวกตัวแรก และในรอบการทํางานถัด ๆ ไปขอมูล
ของตัวบวกตัวอ่ืน ๆ จะถกูปอนเขาไปยงัตัวดําเนินการทีละแถว กระบวนการเชนนี้เปนการเพิม่
ความเร็วใหกบัการบวกเปนอยางมาก ถามีการบวกตดิตอกันมากกวาหนึ่งตัว เชน รูปแบบแสดงคามี
ที่ทั้งหมด n  แถว และใชกระบวนการบวกทั่วไป จะใชระยะเวลาในการบวกเปน nT  ถาจะบวก
ทั้งหมด k  ตัวตอเนื่องกัน จะใชเวลาเปน nkT  แตเมื่อพัฒนาใหเปนการบวกแบบสายทอ การบวก
หนึ่งตวัจะใชเวลา nT  เทากัน แตถามีการบวกสองตัวตอเนื่องกัน จะใชเวลาเปน ( )1n T+  และถา
จะบวกทั้งหมด k  ตัวตอเนื่องกัน ก็จะใชเวลาเพียง ( )1n k T+ −  เทานั้น 

จากแนวความคิดการบวกแบบสายทอนี้ จะสามารถนํามาดัดแปลงขึ้น จากรูป 5.1 จะเห็นวา
การสงขอมูลเขาไปทําการบวกนัน้ในเวลาหนึ่งจะสงไปทั้งหมด n  แถว จากตัวบวก n  ตัว ดังนั้นถา
เปล่ียนการสงขอมูลทั้ง n  แถวนั้น ใหมาจากตวับวกเพียงแคตวัเดยีวก็สามารถทํางานไดเชนกัน 
และใชระยะเวลาเทากัน เพียงแตจํานวนทดในแตละขั้นนั้นจะเปลีย่นไปเปนจํานวนทดทีเ่กิดจาก
หลายคามาประกอบกนั การเปลี่ยนแปลงนีจ้ะมีผลตอการออกแบบวงจรเทานั้น 
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กระบวนการบวกนีจ้ะเห็นผลมากเมื่อไปเปนสวนหนึ่งของตัวปฏิบัติการคูณ ซ่ึงการคูณจะ
ทําโดยการกระจายตัวตั้งไปยังทุกตําแหนงที่มีคาของตัวคูณ แลวจึงนําผลจากการคูณนั้นหมดนัน้
รวมเขาไวดวยกัน หรือเขยีนใหอยูในรูปของสมการไดดงันี้ 

,
,

,
,

2

2

i j
i j

i j

i j
i j

i j

A B A b

Ab

β

β

× = ×

=

∑

∑
 

การคูณของตัวตั้ง กับ ,i jb  ใด ๆ นั้นก็คือ การคูณของของตัวตั้ง กับคาประจําตําแหนง 
2i jβ  ถามองในรูปของตารางจะเหน็วาการคูณนี้ เปนการเลื่อนตําแหนงของตัวตั้ง เพิ่มขึ้น i  
ตําแหนงในแนวนอน และ j  ตําแหนงในแนวตั้ง แลวจึงนําผลการเลื่อนตําแหนงทั้งหมดมาบวกกนั 
ถากระบวนการเลื่อนตําแหนงนี้ทําไดในเวลาคงที่แลว ระยะเวลาของการคูณเมื่อใชกระบวกการ
บวกทัว่ไปจะถึงกับผลคูณของทั้งจํานวนแถว และปรมิาณตําแหนงที่มีคาของตัวคูณ แตเมื่อใช
กระบวนการบวกแบบสายทอมาชวย ระยะเวลาทีใ่ชในการคูณก็จะขึน้กับจํานวนแถว หรือจํานวน
ตําแหนงที่มีคาของตัวคูณเพยีงอยางเดียว จะเหน็ไดวาความเร็วเพิ่มขึ้นอยางมาก แตจะตองมกีาร
ปรับปรุงโครงสรางจากการบวกทัว่ไปเล็กนอย 

การบวกแบบสายทอ 

การบวกแบบสายทอนั้นจะตองมีการเปลี่ยนแปลงโครงสรางจากแบบเดิมเล็กนอย โดยการ
บวกแบบเดิมนั้นในแตละรอบจะมีจํานวนที่ตองนํามารวมกันอยูสองจํานวน คือ ตัวตั้ง และตวับวก 
โดยในรอบแรก จะเปนตวัตัง้ และตัวบวกจริง ๆ ของการบวก แตในรอบการทํางานอื่น จะเปน
จํานวนเหลือ และจํานวนทด และผลการรวมคานั้นจะอยูในรูปของผลบวกชัว่คราว ซ่ึงเปนระบบ
จาํนวนฐานคูลูกผสม ที่ยอมใหตําแหนงที่มีคาประจําตาํแหนงนอยทีสุ่ดของแตละสวนยอยเก็บคา
ของ 2 ได 

แตเมื่อเปล่ียนเปนการทํางานแบบสายทอ จะตองมกีารเพิ่มจํานวนที่จะนํามาบวกขึ้นอีก
หนึ่งจํานวนในแตละรอบ คือ มีคาจากตวับวกตัวใหมเพิ่มเขามายังตําแหนงทีก่ําลังพิจารณาอยูดวย 
ทําใหไมสามารถที่จะบวกจํานวนทั้งหมดพรอมกันได เพราะวาในหลกัที่ k  จะตองมีการรวมคา
ทั้งหมด 4 คา ไดแก สามคาที่ไดกลาวมาแลว และ คาตัวทดจากหลักที่ 1k −  ดวย สงผลใหตัวทดที่
จะสงไปยังตําแหนง 1k +  มีโอกาสที่มีคาเปน 2 ซ่ึงจะกระทบกับผลบวกชัว่คราว จงึตองเพิ่ม
กระบวนการรวมคาขึ้นอีกหนึ่งขั้น ขั้นตอนแรกนีจ้ะทํางานพรอมกนั ทุกตําแหนงจะนําคาของ
จํานวนเหลือ จํานวนทด และตัวบวกใหมมารวมกัน และจะเก็บผลไว รวมทั้งสงตวัทดออกไปเปน
ตัวทด 1 ในขั้นที่ 1 วงจร 0  จะนําคาของตัวทด 1 ที่ไดรับมารวมกับคาทีเ่ก็บ แลวเปลี่ยนคาที่เก็บนัน้ 
พรอมกับสรางตัวทด 2 ออกไปยังตําแหนงถัดไป ในขั้นที่ 1k +  วงจร k  จะเอาคาที่เก็บ ตัวทด 1 
และตัวทด 2 มารวมกัน จากนั้นเปลี่ยนแปลงคาที่เก็บ และสงเปนตวัทด 2 ออกไปเรื่อย ๆ จนถึงวงจร
ที่ 1L −  วงจรนี้ก็จะทํางานเชนเดยีวกัน และสงตัวทด 2 ไปยงัวงจร 0  และในขั้นสุดทาย วงจร 0  
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จะรวมคาของตัวทดนีก้ับคาที่เก็บอยู กลายเปนผลบวกชัว่คราวในที่สุด รูปที่ 5.2 เปนรูปที่แสดง
ลําดับการทํางานนี ้

 
รูปที่ 5.2 ขั้นตอนการรวมคาของการบวกแบบสายทอ 

เมื่อการทํางานเปลี่ยนไปขอมลูที่จะตองรับ และขอมูลที่สงออกไปยังวงจรบวกบิทอื่น ๆ ก็
จะตองมีการเปลี่ยนแปลงเปนดังนี ้

ขอมูลขาเขา 
1. สัญญาณนาฬกิา 
2. สัญญาณ reset 
3. คาตัวบวก การบวกแบบนีจ้ะไมมกีารรับคาตัวตั้ง โดยคาตั้งตนของตําแหนงเปน 0 

เสมอ 
4. คาจํานวนทด 
5. คาตัวทด จํานวน 2 บิท รับมาจากหลักกอนหนา 
6. สัญญาณการเกิดการลดแถว เปนสัญญาณที่รับจาก 1L −  หลักกอนหนา เพื่อทําการ

ปรับลดคาของตําแหนงปจจบุันใหถูกตอง 
7. คาของหลักถัดไป จาก 1L −  หลักถัดไป 
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8. สัญญาณหยุด 
สวนสัญญาณที่สงออกมีดังนี้ 
1. คาของตําแหนงปจจุบัน 
2. คาตัวทด ซ่ึงเกดิการขั้นตอนการรวมคาจํานวน 2 บิท 
3. สัญญาณเกิดการลดแถว เพื่อแจงไปยังหลักถัดไปใหปรับคาใหถูกตอง 
4. สัญญาณหยุด 
5. สัญญาณแจงการคํานวณครบหนึ่งรอบ เพือ่แจงสวนควบคุมใหเปล่ียนตัวบวก 
นอกจากการทาํงานสวนการรวมคาแลว ยงัมีสวนที่จะตองปรับเปลี่ยน คือ ตองมีการสราง

สวนควบคุมเพื่อใหการสงขอมูลเขาไปยังสายทอทําไดถูกเวลา รวมทัง้เปนตัวส่ังใหหยุดการทํางาน
ดวย 

การคูณระบบจํานวนฐานคูท่ัวไป 

ดังที่ไดกลาวมาแลววาการคณูจะมีพื้นฐานจากการบวก และไมมีอัลกอริทึมที่ซับซอนและ
สามารถเขียนลําดับการทํางานเพื่อการสรางเปนวงจร ดงันี้ 

1. หาตําแหนงทีม่ีคาของตัวคูณ และ ปรับคาตําแหนงนั้นใหเปน 0 
2. เล่ือนตัวตั้งตามผลจากขอ 1 
3. สงขอมูลที่เล่ือนแลวไปทําการบวก 
ทั้งสามขั้นตอนนั้นจะทํางานตอเนื่องกนั ซ่ึงแตละขั้นสามารถทํางานในเวลาคงที่ไดทั้งหมด 

การทดลองจําลองวงจร 

ในขั้นแรกทําการสรางตัวบวกแบบสายทอที่บวกจํานวนฐานคู ( )2,3  ขนาด 4 บิท 4 แถว 
รับตัวบวกรอบละหนึ่งตวั โดยจะจําลองวงจรในสวนทีส่งขอมูลใหกบัตัวบวกนี้ดวย โครงสรางของ
วงจรบวกนั้นจะยังคลายตัวบวกแบบทั่วไป เพียงเปลี่ยนสัญญาณเขา และออกจากวงจรใหตรงตาม
สัญญาณที่เปล่ียนไป ในขณะที่สวนที่สงขอมูลไปยังตัวบวกนัน้ จะประกอบดวย ตัวควบคุม 
หนวยความจํา รวมทั้งวงจรที่ทําหนาที่ชี้ตาํแหนงตวับวกปจจุบัน และ วงจรเก็บตําแหนงตวับวกตัว
สุดทาย โดยสรางสวนที่สงขอมูลไปบวกเปนดังรูปที่ 5.3 

 
รูปที่ 5.3 เสนทางการสงขอมูลของวงจรบวก 
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การทดลองจะเก็บเลข 1 ถึง 10 ไวในหนวยความจําตําแหนงที่ 0 ถึง 9 ในครั้งแรกทําการ
บวกจํานวนที่เก็บในหนวยความจําตั้งแตตาํแหนงที่ 0 ถึงตําแหนงที่ 4 ซ่ึงมีคาเปน 15 ผลการบวกใน
รูปของคลื่นเปนดังรูปที่ 5.4 จะเห็นวาใชเวลาทั้งหมด 58 รอบสัญญาณนาฬิกา ซ่ึงเปนเวลาที่มีการ
ปอนตัวบวกใหม 5 ตัว 35 รอบสัญญาณนาฬิกา และ ใชสงตัวทดอีก 3 คร้ัง 21 รอบสัญญาณนาฬกิา 
รวมแลว 56 รอบสัญญาณ และรวมการระยะเวลาในการตั้งคาเริ่มตนอีก 2 รอบสัญญาณ 

 
รูปที่ 5.4 ผลการบวกเลข 1 ถึง 5 

และเมื่อเพิ่มตวับวกเขาไปอกีหนึ่งตวัเปนการบวกตั้งแตตําแหนงที่ 0 ถึงตําแหนงที่ 5 ผลที่
ไดมีคาเปน 21 และใชเวลาทั้งสิ้น 65 รอบสัญญาณนาฬิกา โดยผลการบวกในรูปคลื่นเปนดังรูปที่ 
5.5 

 
รูปที่ 5.5 ผลการบวกเลข 1 ถึง 6 

ผลจากการใชการบวกแบบสายทอทําใหระยะเวลาทีใ่ชในการบวกนั้นขึ้นกับจํานวนตัว
บวก หรือจํานวนแถวเพยีงจาํนวนเดียวเทานั้น  

ในการจําลองวงจรคูณนั้นจะจําลองวงจรคูณในระบบจาํนวนฐานคู ( )2,3  ขนาด 4 บิท 4 
แถว โดยใชวงจรบวกแบบสายทอที่ไดจําลองไปเปนสวนประกอบหลัก และตองมกีารจําลองวงจร
เพิ่มเติมดังนี ้

1. วงจรหาตําแหนงที่มีคา วงจรนี้จะรับตวัคณูเขามา แลวทําการหาตําแหนงที่มีคาเพือ่
สงไปยังวงจรเลื่อนตําแหนง และจําตองสามารถปรับตําแหนงนั้นใหมีคาเปน 0 
เพื่อที่จะสงตําแหนงที่มีคาตาํแหนงอืน่ตอไป 

2. วงจรเลื่อนตําแหนง จะรับตวัตั้ง และ ระยะทางที่จะตองเล่ือนตามแนวแกน x และ แกน 
y โดยวงจรนี้จะประกอบดวยมักซเปนสวนประกอบหลัก 

3. สวนควบคุม ที่จะสงสัญญาณไปยังวงจรตาง ๆ ใหทํางานประสานกนัไดอยางถูกตอง 
การคูณนั้นจะมีเสนทางการสงขอมูลของวงจรรูปที่ 5.6 
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รูปที่ 5.6 เสนทางการสงขอมูลของวงจรคูณ 

การทดสอบความถูกตองจะนําคาของ 5 และ 13 มาคูณกัน เชนเดยีวกบัรูปที่ 2.8 ซ่ึงผลที่ได
จะมีคาเปน 5 และผลการจาํลองการทํางานในรูปคลื่นเปนดังรูปที่ 5.7 เวลาที่ใชในการคูณทั้งหมด
เปน 37 รอบสัญญาณนาฬกิา ซ่ึงเกิดจากการที่ตัวคูณมตีําแหนงที่มีคาทั้งหมด 2 ตัว ทําใหใชเวลา
เทากับการบวกจํานวนสองจาํนวน 

 
รูปที่ 5.7 ผลการคูณของ 5 และ 13 

สรุปเวลาที่ใชในการคณูนั้นจะขึ้นกับจํานวนตําแหนงทีม่ีคาของตัวคูณ หรือจํานวนแถว
ของรูปแบบแสดงผลเทานั้น 



บทที่ 6 
สรุปผลการวิจัย 

ผลการวิจัย 

จากการนําเสนอระบบจํานวนฐานคูโดยดมิิทรอฟและคณะ ซ่ึงเปนระบบจํานวนทีม่ีความ
นาสนใจ เนื่องจากมีความซ้าํซอนสูง และมีการกระจายตัวสูง แตการนําเสนอผลงานเกี่ยวกับระบบ
จํานวนนีย้ังมนีอย ซ่ึงอาจจะเกิดจากการที่ยังไมมีกระบวนการ และลําดับวิธีการทาํงานที่แนนอน 
สําหรับตัวปฏิบัติการพื้นฐาน อันไดแก การบวก และการคูณ ซ่ึงการทําปฏิบัติการทั้งสองที่มีการ
เสนอกอนหนานี้ ใชกระบวนการที่ไมใชกระบวนการเชิงกําหนด และมีการออกแบบวงจรโดยใช
วงจรแบบอะแนลอก ทั้งยังเปนระบบอสมวาร งานวิจยันีจ้ึงมุงเนนที่จะนําเสนอลําดับของตัว
ปฏิบัติการพื้นฐานโดยใหเปนกระบวนการเชิงกําหนด และแนะนาํแนวทางในการออกแบบวงจร
โดยใชระบบดจิิทัล และมีการทํางานแบบสมวาร ถึงแมการทํางานของลําดับขั้นตอนที่นําเสนอนีจ้ะ
ชากวาลําดับการทํางานที่มีการนําเสนอมากอน แตสามารถที่จะนําสถาปตยกรรมแบบสายทอมาใช
ในการเพิ่มความเร็วขึ้นไดมาก นอกเหนอืจากนีย้ังไดนาํเสนอความสําคัญ และผลกระทบของฐาน
ซ่ึงเปนสวนประกอบสําคัญของระบบจํานวนชนดินี้ เพือ่ใหระบบจํานวนนี้มีความหลากหลาย และ
เหมาะสมตอการใชงานในแตละประเภทมากยิ่งขึ้น 

ส่ิงที่นําเสนอนั้นเริ่มตนจากกระบวนการบวกระบบจํานวนฐานคูปกติซ่ึงเปนพื้นฐานของ
ตัวปฏิบัติการอื่น ๆ ขอจํากดัของตัวอัลกอริทึมนี้ คือ จาํนวนทีน่ํามาบวกจะตองอยูในรูปพรอมบวก
เสมอ แตผลจากการบวกนั้นก็อยูในรูปจํานวนพรอมบวกเชนเดียวกนั โดยการทํางานจะทํางานเปน
รอบ ๆ ในแตละรอบของการทํางานนั้นจะมีแถวในรูปแบบแสดงผลที่คํานวณเสร็จเรียบรอย เพิ่มขึ้น
รอบละหนึ่งแถวเสมอ ดังนัน้ระยะเวลาในการบวกจึงขึ้นอยูกับจํานวนแถวของรูปแบบแสดงผล 

ความเร็วในการบวกนี้เมื่อเทยีบกับความเรว็ในการบวกของจํานวนฐานสองทั่วไป พบวา
เวลาในการบวกเลขฐานสองนั้นเพิ่มขึ้นเปนเชิงเสนกับจาํนวนหลักของเลขที่บวก ความเร็วทั้งสองนี้
ถึงแมจะเติบโตเปนเชิงเสนเหมือนกนั แตเวลาในการบวกของระบบจํานวนฐานคูจะต่ํากวา 
เนื่องจากจํานวนแถวของระบบจํานวนฐานคูนั้น จะนอยกวาจํานวนหลักของเลขฐานสองเสมอ เมื่อ
ทําการบวกเลขจํานวนเทากนั โดยสามารถพิสูจนไดดังนี้ 
 
พิสูจน กําหนดใหเลขฐานสองที่บวกมีความยาว n  ดังนั้น คาที่มากที่สุดที่จํานวนนี้จะเก็บไดไมเกนิ 
2n  แตเมื่อทําการเก็บจํานวนนี้ในรูปของระบบจํานวนฐานคู โดยบังคบัใหมีตําแหนงที่มีคาเพียง
ตําแหนงเดยีว และใชจาํนวนแถวมากที่สุด ตําแหนงนั้นจะตองอยูในหลัก 0 เสมอ และตําแหนงนัน้
จะมีคาเปน 02 3m  ซ่ึงเห็นไดชัดวา m n<   
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สวนการสรางวงจรที่ทํางานนี้นั้นจะแบงรูปแบบแสดงผลออกเปนสวน ๆ แตละสวนมี
ขนาดเทากับหนึ่งตําแหนงในตาราง และแตละสวนนี้มกีารคํานวณคาของตําแหนงตวัเอง ทั้งนี้กเ็พือ่
ความรวดเร็วเพราะทุกสวนสามารถทํางานไปพรอม ๆ กันได วงจรยอยทุกวงจรจะมีสวนเชื่อมตอ
กับวงจรอื่นเหมือน ๆ กัน แตมีการทํางานที่แตกตางกันเล็กนอยเทานัน้ วงจรทั้งหมดจะมีการทํางาน
เปนสถานะ การเปลี่ยนสถานะนั้นเปนไปตามจังหวะของสัญญาณนาฬิกา และจากการทดลอง
จําลองวงจรนีก้็พบวาการทํางานเปนไปไดอยางถูกตอง 

เมื่อไดอัลกอริทึมสําหรับบวกจํานวนฐานคูปกติที่สามารถสรางเปนวงจรไดแลว จึงขยาย
ของเขตของอัลกอริทึมใหครอบคลุมสําหรับจํานวนฐานคูทั่วไป ความแตกตางของระบบจํานวน
ฐานคูทั่วไปกบัแบบปกตินัน้ จะตางกนัทีฐ่าน ๆ หนึ่งทีจ่ากเดิมมีคาเปน 3 ถูกเปลี่ยนใหเปนจํานวนคี่
ใด ๆ ที่มีคามากกวาหนึ่ง ซ่ึงฐานนี้จะเปนตวักําหนดทั้งระดับความซ้ําซอน โดยเมื่อยิ่งมีคามากระดับ
ความซ้ําซอนก็จะยิ่งลดลง นอกจากนีก้ารที่ฐานจะตองเปนเลขคี่เนือ่งมาจากฐานจะเปนตัวกําหนด
กฎการลดแถว เมื่อฐานเปนจํานวนคูจะทาํใหมีปญหาตอกฎการลดแถวได อัลกอริทึมสําหรับการ
บวกจํานวนฐานคูทั่วไปนี ้ จะทํางานดวยความซับซอนเทากับจํานวนแถวของรูปแบบแสดงคา แต
จํานวนที่นํามาบวกกนันั้นไมจําเปนตองอยูในรูปแบบพรอมบวก เพราะมีการนําแนวคดิของระบบ
จํานวนลูกผสมมาชวย เมื่อนํามาสรางเปนวงจรก็จะใชแนวคดิในการแบงวงจรเชนเดียวกับวงจร
บวกปกติ แตระยะเวลาที่ใชในการทํางานแตละรอบจะเพิ่มขึ้นตามความความยาวของฐาน ดังนัน้
ระยะเวลาในการบวกทั้งหมดจึงขึ้นกับผลคูณของความยาวของฐาน และจํานวนแถวของรูปแบบ
แสดงผล เมื่อทําการจําลองวงจรก็พบวาทาํงานไดถูกตอง 

ในขั้นตอนสุดทาย เปนการนําแนวคิดของการทาํงานแบบสายทอมาประยุกตเขากับ
กระบวนการบวกทัว่ไป โดยสิ่งที่จะตองปรับปรุงนั้นมีเพียงขั้นตอนการรวมคา รวมทั้งขอมูลที่
นําเขา และสงออกเล็กนอย เนื่องจากมจีํานวนทีจ่ะตองนํามาบวกกันเพิ่มขึ้น จากการที่รับขอมูลตัว
บวกใหมเขามาเรื่อย ๆ ในสวนการออกแบบวงจรนัน้จะคลายคลึงกับวงจรบวกทั่วไป แตเพิม่
ขั้นตอนขึ้นหนึ่งขั้น เพื่อจํากัดคาของตัวทดใหเปนไปดงัที่ตองการ ความเร็วที่เพิ่มขึ้นจะปรากฎเมื่อมี
การบวกหลาย ๆ จํานวนตอเนื่องกัน โดยจะใชระยะเวลาขึ้นกับจํานวนตัวที่นํามาบวก หรือจํานวน
แถวของรูปแบบแสดงคาเทานั้น จากเดิมที่ระยะเวลาที่ใชนั้นขึ้นอยูกับผลคูณของจํานวนทั้งสอง 

สําหรับตัวปฏิบัติการคูณนัน้จะนําตวับวกที่สามารถทํางานแบบสายทอได มาเปน
สวนประกอบหลัก โดยจะมสีวนประกอบอื่นเพิ่มเติม คอื วงจรที่ใชในการหาตําแหนงที่มีคาของตัว
คูณ วงจรเลือ่นตําแหนงของตัวตั้ง และสวนควบคุม เพื่อใหการทํางานทุกสวนเปนไปไดอยาง
สัมพันธกัน ระยะเวลาทีใ่ชในการคูณนัน้จงึขึ้นอยูกับจาํนวนตําแหนงที่มีคาของตัวคูณ หรือ จํานวน
แถวของรูปแบบแสดงคา 
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ขอเสนอแนะ 

งานวิจยันีย้ังสามารถทําการพัฒนาไดอีกในหลายทาง ไดแก การศึกษาความสัมพันธ
ระหวางฐาน และสมบัติของระบบจํานวนฐานคูเพิ่มเติม รวมทั้งหาคาของฐานที่เหมาะสมสําหรับ
งานแตละชนดิ หาวิธีคํานวนระดับความซ้ําซอนของระบบจํานวนที่มีประสิทธิภาพมากยิ่งขึ้น 
เนื่องจากระดบัความซ้ําซอนนั้นไมไดขึ้นกับคาของฐานเพียงอยางเดยีว แตยังขึ้นกับรูปราง และ
ขนาดของรูปแบบแสดงคาของระบบจํานวนดวย 

การบวกนั้นสามารถทําการพฒันาใหมีความเร็วมากยิ่งขึน้ได โดยการรวม หรือลดข้ันตอน
ที่ไมจําเปนบางขั้นตอนออก หรือนําวิธีการอื่นมาประยกุตใช เชน ประยุกตสถาปตยกรรมออน
เดอะฟลาย [12] (On-the-fly) ซ่ึงจะมีการคํานวนผลลัพทบางสวนไวลวงหนากอนที่จะตองบวกจริง 
นอกจากนี้การบวกที่เสนอไปยังมีส่ิงที่ถูกละเลยอีก คือ เร่ืองของสวนลน ซ่ึงสวนลนบางตัวเปนสวน
ลนปลอม คือ คาจากรูปแบบแสดงคาที่มีสวนลนนัน้ จะมีรูปแบบแสดงคาอื่นที่สามารถแสดงคานั้น 
ๆ ไดภายในขอบเขตที่กําหนด หรือ พัฒนาสวนที่ไปรอบรับสวนลนเหลานั้น โดยประยุกตจากสิง่ที่
มีเสนอมาแลวในเรื่องตัวเลขปองกัน [13] เพื่อพิจารณาอกีครั้งวาสวนลนนั้นเปนสวนลนจริงหรือไม 
ถาเปนสวนลนปลอม จะตองมีกระบวนการในการเปลี่ยนรูปแบบใหไปอยูในรปูแบบแสดงคาที่
ถูกตองได 

สําหรับการคูณนั้นสามารถจะทําการเพิ่มความเร็วไดมาก เพราะการคูณนั้นทําใหเกิดการ
เล่ือนของตัวตัง้ไปตามแนวแกนตั้ง ทําใหแถวท่ีมีคาประจาํแถวนอยมีคาเปน 0 เสมอ ซ่ึงจะเสียเวลา
โดยเปลาประโยชนเมื่อสงเขาไปยังการบวกแบบสายทอ ทั้งที่การบวกของแถวเหลานั้นไมกอใหเกิด
การทดระหวางแถวอยางแนนอน รวมทั้งอาจจะยังสามารถเปลี่ยนรูปแบบของตัวคูณใหมีจํานวน
ตําแหนงที่มีคาลดลงไดอีกดวย 
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