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 In this thesis a finite volume simulation of confined axisymmetric turbulent 

jets with non-uniform staggered grid together with three turbulence models, the 

Standard k-ε, High-Re k-ε-γ and Low-Re k-ε-γ, are used to approximate the 

turbulence effects. The flows are assumed to be two dimensional, steady and 

incompressible. 

 A computer program has been developed for fluid flow. The developed 

program is validated by solving simple problems, of which experiment or other 

computational results are available. After validation, the computer program will then 

be applied to the problem of confined turbulent jets in 2 cases, i.e. confined coflow jet 

and confined jet in closed tube. 

 In the first case, it is found that the computational results of velocity profile 

and wall pressure from Low-Re k-ε-γ give better agreement than those of Standard k-ε 

and High-Re k-ε-γ. However, for axial turbulence intensity and turbulence shear 

stress, all three turbulence models fail to give good results when compared with 

experimental data. The study impact of the parameter-impacts on turbulence flow, i.e. 

radius ratio ( 12 RR ) and velocity ratio ( sp uu ) at low radius ratio and high velocity 

ratio, revealed the recirculating flow owing to adverse pressure gradient. 

 For the case of confined jet in closed tube, the computational results of 

centerline velocity and turbulence intensity distribution from Low-Re k-ε-γ compare 

most favorably with experiments, but the Standard k-ε and High-Re k-ε-γ give 

significantly lower than Low-Re k-ε-γ. Of the main parameters, i.e. Re, α, β and ξ, the 

centerline velocity and turbulence intensity are more sensitive to Re and α only. 
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 5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาด 

 กรณี 51051Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε                ก 

น
นก

140

รูปที่ 4.32 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
 5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาด 

 กรณี 51051Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวนHigh-Re k-ε-γ               ก 

น
นฏ

141

รูปที่ 4.33 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
 5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาด 

 กรณ ี 51051Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวนLow-Re k-ε-γ               ก 

น
นฏ

141

รูปที่ 4.34 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง 5724.x =  m ( D30 ) 

 กรณ ี 51051Re ×= .                                                                                ก 
น

142

รูปที่ 4.35 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
 5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาด 
 กรณ ี 61023Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε                ก 

น
นฏ

142



 ด

สารบัญภาพ (ตอ) 
 

หนา
รูปที่ 4.36 การเปรียบเทยีบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเรว็ที่ตําแหนง  
 5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาด 

 กรณ ี 61023Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ             ก 

ด
ดฏ

143

รูปที่ 4.37 การเปรียบเทยีบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเรว็ที่ตําแหนง  
 5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาด 

 กรณ ี 61023Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ              ก 

น
นฏ

143

รูปที่ 4.38 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วที่ตําแหนง 5724.x =  m ( D30 ) 

 กรณ ี 61023Re ×= .                                                                                         ก 
น

144

รูปที่ 4.39 การเปรียบเทยีบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเรว็ไรมิติในชั้นขอบ 

 ของทอที่ตําแหนง 5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตาง 
 กันสามขนาด กรณี 41004Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวน 

 Low-Re k-ε-γ                                                                                                  ก 

น
น

นฏ
144

รูปที่ 4.40 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วไรมิตใินชั้นขอบของทอที่ 
 ตําแหนง 5724.x =  m ( D30 )  กรณี 41004Re ×= .                                   ก 

น
145

รูปที่ 4.41 การเปรียบเทยีบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเรว็ที่ตําแหนง  
 5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาด 

 กรณ ี 51003Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ             ก 

น
น

145

รูปที่ 4.42 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วในแนวแกน x ที่ตาํแหนง 0=R/r  

 กรณ ี 51003Re ×= .                                                                                        ก  
น

146

รูปที่ 4.43 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วในแนวแกน x ที่ตาํแหนง 50.R/r =  

 กรณ ี 51003Re ×= .                                                                                         ก 
น

146

รูปที่ 4.44 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วในแนวแกน x ที่ตาํแหนง 750.R/r =  

 กรณ ี 51003Re ×= .                                                                                         ก 
น

147

รูปที่ 4.45 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วในแนวแกน x ที่ตาํแหนง 940.R/r =  

 กรณ ี 51003Re ×= .                                                                                         ก 
น

147

รูปที่ 4.46 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วในแนวแกน x ที่ตาํแหนง 990.R/r =  

 กรณ ี 51003Re ×= .                                                                                         ก 
น

148
 



 ต

สารบัญภาพ (ตอ) 
 

หนา
รูปที่ 4.47 ลักษณะการกระจายตวัของ Reynolds shear stress ที่ตาํแหนง 
 10=Dx  กรณ ี 51003Re ×= .                                                                      ก 

ด
148

รูปที่ 4.48 ลักษณะการกระจายตวัของ Reynolds shear stress ที่ตาํแหนง 
 30=Dx  กรณ ี 51003Re ×= .                                                                      ก 

น
149

รูปที่ 4.49 ลักษณะการกระจายตวัของ Reynolds shear stress ที่ตาํแหนง 
 70=Dx  กรณ ี 51003Re ×= .                                                                      ก 

น
149

รูปที่ 5.1 ลักษณะปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอ                                   ก 150

รูปที่ 5.2 การแบงโดเมนของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอและ 

 ประยุกตเงื่อนไขขอบ กรณทีี่ใชแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε  

 ที่ขนาดกริด 72102 ×  (Not to scale)                                                          ก 

น
นฏ

150

รูปที่ 5.3 การแบงโดเมนของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอและ 

 ประยุกตเงื่อนไขขอบ กรณทีี่ใชแบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ  

 ที่ขนาดกริด 97122 ×  (Not to scale)                                                                ก 

น
นฏ

151

รูปที่ 5.4 การแบงโดเมนของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอและ 

 ประยุกตเงื่อนไขขอบ กรณทีี่ใชแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ  

 ที่ขนาดกริด  122152×  (Not to scale)                                                              ก 

น
นฏ

151

รูปที่ 5.5 การเปรียบเทยีบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเรว็ที่ตําแหนง  
 215Rx =  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที ่
 10=sp uu  และ 410019Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวน  
 Standard k-ε                                                                                            ก 

น
น

นฏ
152

รูปที่ 5.6 การเปรียบเทยีบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเรว็ที่ตําแหนง  
 215Rx =  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที ่
 312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวน 

 High-Re k-ε-γ                                                                                                     ก 

น
น

นฏ
152

 
 
 
 
 



 ถ

สารบัญภาพ (ตอ) 
 

หนา
รูปที่ 5.7 การเปรียบเทยีบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเรว็ที่ตําแหนง  
 215Rx =  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที ่
 312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวน 

 Low-Re k-ε-γ                                                                                                     ก 

น
น

นฏ
153

รูปที่ 5.8 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็ว กรณทีี่ 312 =RR , 10=sp uu  

 และ 410019Re ×= .  (a) ที่ตําแหนง 0=x  (b) ที่ตําแหนง 34 2Rx =           ก 
ด

154

รูปที่ 5.9 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็ว กรณทีี่ 312 =RR , 10=sp uu  

 และ 410019Re ×= .  (a) ที่ตําแหนง 310 2Rx =  

  (b) ที่ตําแหนง 316 2Rx =                                                                                ก 

ด
ดฏฏ
155

รูปที่ 5.10 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็ว กรณทีี่ 312 =RR , 10=sp uu  

 และ 410019Re ×= .  (a) ที่ตําแหนง 328 2Rx =  

  (b) ที่ตําแหนง 340 2Rx =                                                                             ก 

ด
ดฏ

156

รูปที่ 5.11 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็ว กรณทีี่ 312 =RR , 10=sp uu  

 และ 410019Re ×= .  ที่ตําแหนง 3340 2Rx =                                             ก 
ด

157

รูปที่ 5.12 ลักษณะการกระจายตวัของคา Axial turbulence intensity  
 กรณีที่ 312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .  ที่ตําแหนง 0=x     ก 

ด
157

รูปที่ 5.13 ลักษณะการกระจายตวัของคา Axial turbulence intensity  
 กรณีที่ 312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .   

  (a) ที่ตําแหนง 32 2Rx =  (b) ที่ตําแหนง 22Rx =                                        ก 

ด
ดฏ

158

รูปที่ 5.14 ลักษณะการกระจายตวัของคา Axial turbulence intensity  
 กรณีที่ 312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .  

  (a) ที่ตําแหนง 210Rx =  (b) ที่ตําแหนง 218Rx =                                        ก 

ด
ดฏ

159

รูปที่ 5.15 ลักษณะการกระจายตวัของคา Axial turbulence intensity  
 กรณีที่ 312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .   
  (a) ที่ตําแหนง 230Rx =  (b) ที่ตําแหนง 2114Rx =                                     ก 

ด
ดฏ

160

 
 



 ท

สารบัญภาพ (ตอ) 
 

หนา
รูปที่ 5.16 ลักษณะการกระจายตวัของคา Turbulence shear stress กรณีที่  
 312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .   
 (a) ที่ตําแหนง 32 2Rx =  (b) ที่ตําแหนง 22Rx =                                         ก 

ด
ดฏ

161

รูปที่ 5.17 ลักษณะการกระจายตวัของคา Turbulence shear stress กรณีที ่
 312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .   
 (a) ที่ตําแหนง 210Rx =  (b) ที่ตําแหนง 218Rx =                                        ก 

ด
ดฏ

162

รูปที่ 5.18 ลักษณะการกระจายตวัของคา Turbulence shear stress กรณีที ่
 312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .   
 (a) ที่ตําแหนง 230Rx =  (b) ที่ตําแหนง 2114Rx =                                      ก 

ด
ดฏ

163

รูปที่ 5.19 ลักษณะการกระจายตวัของคาความดันทีผ่นัง กรณีที่ 312 =RR  

 10=sp uu และ 410019Re ×= .                                                                    ก 
ด

164

รูปที่ 5.20 การพัฒนาของเจต็ กรณีที่ 312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .     ก 164

รูปที่ 5.21 ตําแหนงที่เจ็ตมีความเร็วเทากับ max50 uu.  กรณีที่ 312 =RR , 10=sp uu  

 และ 410019Re ×= .                                                                                        ก 
ดฏ

165

รูปที่ 5.22 การเปรียบเทยีบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเรว็ที่ตําแหนง  
 215Rx =  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที ่
 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  ดวยแบบจําลอง 
 ความปนปวน Standard k-ε                                                                     ก 

ด
ด

ดก
165

รูปที่ 5.23 การเปรียบเทยีบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเรว็ที่ตําแหนง  
 215Rx =  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที ่
 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  ดวยแบบจําลอง 
 ความปนปวน High-Re k-ε-γ                                                                          ก 

ด
ด

ดกก
166

รูปที่ 5.24 การเปรียบเทยีบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเรว็ที่ตําแหนง 
 215Rx =  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที ่
 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  ดวยแบบจําลอง 
 ความปนปวน Low-Re k-ε-γ                                                                           ก 

ด
ด

ดก
166

 
 



 ธ

สารบัญภาพ (ตอ) 
 

หนา
รูปที่ 5.25 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วที่ตําแหนง กรณีที่ 612 =RR , 

 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  (a) ที่ตําแหนง 0=x  

 (b) ที่ตําแหนง 34 2Rx =                                                                                ก 

ด
ดก

167

รูปที่ 5.26 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วที่ตําแหนง กรณีที่ 612 =RR , 

 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  (a) ที่ตําแหนง 310 2Rx =  

 (b) ที่ตําแหนง 316 2Rx =                                                                              ก 

ด
ดก

168

รูปที่ 5.27 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วที่ตําแหนง กรณีที่ 612 =RR , 

 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  (a) ที่ตําแหนง 328 2Rx =  

 (b) ที่ตําแหนง 340 2Rx =                                                                             ก 

ด
ดก

169

รูปที่ 5.28 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วที่ตําแหนง กรณีที่ 612 =RR , 

 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  ที่ตําแหนง 3340 2Rx =                       ก 
ด

170

รูปที่ 5.29 ลักษณะการกระจายตวัของคา Axial turbulence intensity  
 กรณีที่ 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  ที่ตําแหนง 0=x    ก 

ด
170

รูปที่ 5.30 ลักษณะการกระจายตวัของคา Axial turbulence intensity  
 กรณีที่ 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .   
 (a) ที่ตําแหนง 32 2Rx =  (b) ที่ตําแหนง 22Rx =                                        ก 

ด
ดก

171

รูปที่ 5.31 ลักษณะการกระจายตวัของคา Axial turbulence intensity  
 กรณีที่ 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  ที่ตําแหนง 
  (a) ที่ตําแหนง 218Rx =  (b) ที่ตําแหนง 230Rx =                                         ก 

ด
ดก

172

รูปที่ 5.32 ลักษณะการกระจายตวัของคา Axial turbulence intensity  
 กรณีที่ 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  ที่ตําแหนง  
 2114Rx =                                                                                                         ก 

ด
ดก

173

รูปที่ 5.33 ลักษณะการกระจายตวัของคา Turbulence shear stress 

 กรณีที่ 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  

 (a) ที่ตําแหนง 32 2Rx =  (b) ที่ตําแหนง 22Rx =                                     ก 

ด
ดก

174
 
 
 



 น

สารบัญภาพ (ตอ) 
 

หนา
รูปที่ 5.34 ลักษณะการกระจายตวัของคา Turbulence shear stress 

 กรณีที่ 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  

  (a) ที่ตําแหนง 210Rx =  (b) ที่ตําแหนง 218Rx =                                        ก 

ด
ดก

175

รูปที่ 5.35 ลักษณะการกระจายตวัของคา Turbulence shear stress 

 กรณีที่ 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  

  (a) ที่ตําแหนง 230Rx =  (b) ที่ตําแหนง 2114Rx =                                      ก 

ด
ดก

176

รูปที่ 5.36 ลักษณะการกระจายตวัของคาความดันทีผ่นัง กรณีที่ 612 =RR  

 10=sp uu  และ 410635Re ×= .                                                                  ก 
ด

177

รูปที ่5.37 การพัฒนาของเจ็ต กรณทีี ่ 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .   ก 177

รูปที่ 5.38 ตําแหนงที่เจ็ตมีความเร็วเทากับ max50 uu.  กรณีที่ 612 =RR , 10=sp uu  

 และ 410635Re ×= .                                                                                        ก 
ดก

178

รูปที่ 5.39 การเปรียบเทยีบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเรว็ที่ตําแหนง  
 215Rx =  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที ่
 1212 =RR , 10=sp uu  และ 41079.4Re ×=  ดวยแบบจําลอง 
 ความปนปวน Standard k-ε                                                                     ก 

ด
ด

ดก
178

รูปที่ 5.40 การเปรียบเทยีบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเรว็ที่ตําแหนง  
 215Rx = ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที ่
 1212 =RR , 10=sp uu  และ 41079.4Re ×=  ดวยแบบจําลอง 
 ความปนปวน High-Re k-ε-γ                                                                  ก 

ด
ด

ดก
179

รูปที่ 5.41 การเปรียบเทยีบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเรว็ที่ตําแหนง  
 215Rx =  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที ่
 1212 =RR , 10=sp uu  และ 41079.4Re ×=  ดวยแบบจําลอง 
 ความปนปวน Low-Re k-ε-γ                                                                  ก 

ด
ด

ดก
179

รูปที่ 5.42 เวกเตอรความเร็วของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอ กรณีที ่
 1212 =RR , 10=sp uu  ( 41079.4Re ×= ) ดวยแบบจําลองความปนปวน 

 Standard k-ε                                                                                        ก 

ด
ดก

180
 
 



 บ

สารบัญภาพ (ตอ) 
 

หนา
รูปที่ 5.43 เสนกระแสการไหลของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอ  
 กรณีที่ 1212 =RR , 10=sp uu  ( 41079.4Re ×= ) ดวยแบบจําลองความ 

 ปนปวน Standard k-ε                                                                            ก 

ด
ดก

180

รูปที่ 5.44 ลักษณะการกระจายตวัของความดันของปญหาการไหลของ Confined 

 coflow jet ในทอ กรณีที่ 1212 =RR , 10=sp uu  ( 41079.4Re ×= )  

 ดวยแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε                                              ก 

ด
ดก

181

รูปที่ 5.45 เวกเตอรความเร็วของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอ กรณีที ่
 1212 =RR , 10=sp uu  ( 41079.4Re ×= ) ดวยแบบจําลองความปนปวน 

 High-Re k-ε-γ                                                                                     ก 

ด
ดก

181

รูปที่ 5.46 เสนกระแสการไหลของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอ 

 กรณีที่ 1212 =RR , 10=sp uu  ( 41079.4Re ×= ) ดวยแบบจําลองความ 

 ปนปวน High-Re k-ε-γ                                                                         ก 

ด
ดก

182

รูปที่ 5.47 ลักษณะการกระจายตวัของความดันของปญหาการไหลของ Confined 

 coflow jet ในทอ กรณีที่ 1212 =RR , 10=sp uu  ( 41079.4Re ×= ) 

 ดวยแบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ                                           ก 

ด
ดก

182

รูปที่ 5.48 เวกเตอรความเร็วของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอ กรณีที ่
 1212 =RR , 10=sp uu  ( 41079.4Re ×= ) ดวยแบบจําลองความปนปวน 

 Low-Re k-ε-γ                                                                                      ก 

ด
ดก

183

รูปที่ 5.49 เสนกระแสการไหลของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอ 

 กรณีที่ 1212 =RR , 10=sp uu  ( 41079.4Re ×= ) ดวยแบบจําลองความ 

 ปนปวน Low-Re k-ε-γ                                                                          ก 

ด
ดก

183

รูปที่ 5.50 ลักษณะการกระจายตวัของความดันของปญหาการไหลของ Confined 

 coflow jet ในทอ กรณีที่ 1212 =RR , 10=sp uu  ( 41079.4Re ×= ) 

 ดวยแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ                                            ก 

ด
ดก

184

รูปที่ 5.51 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว กรณีที่ 1212 =RR , 10=sp uu  

                และ 41079.4Re ×=  

                (a) ที่ตําแหนง 34 2Rx =  (b) ที่ตําแหนง 310 2Rx =                             ก 

ด
ดก

185



 ป

สารบัญภาพ (ตอ) 
 

หนา
รูปที่ 5.52 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็ว กรณทีี่ 1212 =RR , 10=sp uu  

 และ 41079.4Re ×=  

 (a) ที่ตําแหนง 316 2Rx =  (b) ที่ตําแหนง 328 2Rx =                            ก 

ด
ดก

186

รูปที่ 5.53 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็ว กรณทีี่ 1212 =RR , 10=sp uu  

 และ 41079.4Re ×=  

  (a) ที่ตําแหนง 340 2Rx =  (b) ที่ตําแหนง 3340 2Rx =                         ก 

ด
ดก

187

รูปที่ 5.54 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ กรณี 1212 =RR , 

 10=sp uu  และ 41079.4Re ×=                                                          ก 
ดก

188

รูปที่ 5.55 ลักษณะการกระจายตวัของ Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ  
 กรณี 1212 =RR , 10=sp uu  และ 41079.4Re ×=                              ก 

ดก
188

รูปที่ 5.56 ลักษณะการกระจายตวัของคาความดันที่เสนผานศูนยกลางทอ  
 กรณี 1212 =RR , 10=sp uu  และ 41079.4Re ×=                              ก 

ดก
189

รูปที่ 5.57 ลักษณะการกระจายตวัของคาความดันทีผ่นัง กรณี 1212 =RR , 

 10=sp uu  และ 41079.4Re ×=                                                          ก 
ดก

189

รูปที่ 5.58 การพัฒนาของเจ็ต กรณทีี่ 1212 =RR , 10=sp uu  และ 

 41079.4Re ×=                                                                                    ก 
ดก

190

รูปที่ 5.59 ตําแหนงที่เจ็ตมีความเร็วเทากับ max50 uu.  กรณีที่ 1212 =RR , 

 10=sp uu  และ 41079.4Re ×=                                                          ก 
ดก

190

รูปที่ 5.60 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ  
 กรณี 312 =RR                                                                                    ก 

ดก
191

รูปที่ 5.61 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ 

 กรณ ี 612 =RR                                                                                     ก 
ดก

191

รูปที่ 5.62 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ 

 กรณ ี 1212 =RR                                                                                   ก 
กก

192

รูปที่ 5.63 ลักษณะการกระจายตวัของ Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ  
 กรณี 312 =RR                                                                                     ก 

กก
192

 



 ผ

สารบัญภาพ (ตอ) 
 

หนา
รูปที่ 5.64 ลักษณะการกระจายตวัของ Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ  
 กรณี 612 =RR                                                                                     ก 

ดก
193

รูปที่ 5.65 ลักษณะการกระจายตวัของ Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ  
 กรณ ี 1212 =RR                                                                                   ก 

ดก
193

รูปที่ 5.66 ลักษณะการกระจายตวัของคาความดันที่เสนผานศูนยกลางทอ  
 กรณี 312 =RR                                                                                     ก 

ดก
194

รูปที่ 5.67 ลักษณะการกระจายตวัของคาความดันที่เสนผานศูนยกลางทอ 

 กรณี 612 =RR                                                                                     ก 
ดก

194

รูปที่ 5.68 ลักษณะการกระจายตวัของคาความดันที่เสนผานศูนยกลางทอ 

 กรณี 1212 =RR                                                                                   ก 
ดก

195

รูปที่ 5.69 ลักษณะการกระจายตวัของคาความดันทีผ่นัง กรณ ี 312 =RR                     ก 195

รูปที่ 5.70 ลักษณะการกระจายตวัของคาความดันทีผ่นัง กรณ ี 612 =RR                     ก 196

รูปที่ 5.71 ลักษณะการกระจายตวัของคาความดันทีผ่นัง กรณี 1212 =RR                    ก 196

รูปที่ 5.72 สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined coflow jet ในทอ กรณี 312 =RR  

 (a) ที่ 2=sp uu  (b) ที่ 3=sp uu  (c) ที่ 6=sp uu   

 (d) ที่ 10=sp uu                                                                                   ก 

ด
ดก

197

รูปที่ 5.73 สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined coflow jet ในทอ กรณี 612 =RR  

 (a) ที่ 2=sp uu  (b) ที่ 3=sp uu  (c) ที่ 6=sp uu  

 (d) ที่ 10=sp uu                                                                                  ก 

ด
ดก

198

รูปที่ 5.74 สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined coflow jet ในทอ กรณี 1212 =RR  

 (a) ที่ 2=sp uu  (b) ที่ 3=sp uu  (c) ที่ 6=sp uu  

 (d) ที่ 10=sp uu                                                                                  ก 

  ด
ดก

199

รูปที่ 5.75 การพัฒนาของเจ็ต กรณทีี่ 312 =RR                                                        ก 200

รูปที่ 5.76 การพัฒนาของเจ็ต กรณทีี่ 612 =RR                                                        ก 200

รูปที่ 5.77 การพัฒนาของเจ็ต กรณทีี่ 1212 =RR                                                      ก 201

รูปที่ 5.78 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ 

 กรณ ี 2=sp uu                                                                                     ก 
ก

201
 



 ฝ

สารบัญภาพ (ตอ) 
 

หนา
รูปที่ 5.79 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ 

 กรณ ี 3=sp uu                                                                                     ก 
ก

202

รูปที่ 5.80 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ 

 กรณ ี 6=sp uu                                                                                     ก 
ดก

202

รูปที่ 5.81 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ 

 กรณ ี 10=sp uu                                                                                   ก 
ดก

203

รูปที่ 5.82 ลักษณะการกระจายตวัของ Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ  
 กรณ ี 2=sp uu                                                                                    ก 

ดก
203

รูปที่ 5.83 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ  
 กรณี 3=sp uu                                                                                    ก 

ดก
204

รูปที่ 5.84 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ  
 กรณี 6=sp uu                                                                                    ก 

ดก
204

รูปที่ 5.85 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ  
 กรณี 10=sp uu                                                                                  ก 

ดก
205

รูปที่ 5.86 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่เสนผานศูนยกลางทอ  
 2=sp uu                                                                                            ก 

ดก
205

รูปที่ 5.87 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่เสนผานศูนยกลางทอ  
 กรณี 3=sp uu                                                                                    ก 

ดก
206

รูปที่ 5.88 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่เสนผานศูนยกลางทอ  
 กรณี 6=sp uu                                                                                    ก 

ดก
206

รูปที่ 5.89 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่เสนผานศูนยกลางทอ  
 กรณี 10=sp uu                                                                                  ก 

กก
207

รูปที่ 5.90 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่ผนัง กรณ ี 2=sp uu                     ก 207

รูปที่ 5.91 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่ผนัง กรณี 3=sp uu                     ก 208

รูปที่ 5.92 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่ผนัง กรณี 6=sp uu                     ก 208

รูปที่ 5.93 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่ผนัง กรณี 10=sp uu                   ก 209

 



 พ

สารบัญภาพ (ตอ) 
 

หนา
รูปที่ 5.94 สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined coflow jet ในทอ กรณี 2=sp uu  

  (a) ที่ 312 =RR  (b) ที่ 612 =RR  (c) ที่ 1212 =RR                         ก 
ดก

210

รูปที่ 5.95 สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined coflow jet ในทอ กรณี 3=sp uu  

 (a) ที่ 312 =RR  (b) ที่ 612 =RR  (c) ที่ 1212 =RR                          ก 
ดก

211

รูปที่ 5.96 สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined coflow jet ในทอ กรณี 6=sp uu  

  (a) ที่ 312 =RR  (b) ที่ 612 =RR  (c) ที่ 1212 =RR                          ก 
ดก

212

รูปที่ 5.97 สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined coflow jet ในทอ 

 กรณี 10=sp uu  

 (a) ที่ 312 =RR  (b) ที่ 612 =RR  (c) ที่ 1212 =RR                             ก 

ด
ดก

213

รูปที่ 5.98 การพัฒนาของเจ็ต กรณทีี่ 2=sp uu                                                        ก 214

รูปที่ 5.99 การพัฒนาของเจ็ต กรณทีี่ 3=sp uu                                                        ก 214

รูปที่ 5.100 การพัฒนาของเจ็ต กรณทีี่ 6=sp uu                                                      ก 215

รูปที่ 5.101 การพัฒนาของเจ็ต กรณทีี่ 10=sp uu                                                     ก 215

รูปที่ 5.102 อุปกรณการทดลอง Confined jet ภายในทอปดของ Risso and 

 Fabre [13]                                                                                          ก 
ดก

216

รูปที่ 5.103 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วภายในบริเวณทดสอบของ Risso and 

 Fabre [13]                                                                                          ก 
ดก

217

รูปที่ 5.104 การแบงโดเมนของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด กรณทีี่ 
   ใชแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε ที่ขนาดกริด  62102 ×   

   (Not to scale)                                                                                     ก 

ด
ดก

217

รูปที่ 5.105 การแบงโดเมนของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด กรณทีี่ 
   ใชแบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ ที่ขนาดกรดิ  92132 ×  

  (Not to scale)                                                                                     ก 

ด
ดก

217

รูปที่ 5.106 การแบงโดเมนของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด กรณทีี่ 
   ใชแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ ที่ขนาดกริด  102152×  

   (Not to scale)                                                                                     ก 

ด
ดก

218
 
 



 ฟ

สารบัญภาพ (ตอ) 
 

หนา
รูปที่ 5.107 การเปรียบเทยีบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเรว็ที่ตําแหนง  
 D.x 40=  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที ่
 51051Re ×= . ดวยแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε                      ก 

ด
ดก

218

รูปที่ 5.108 เวกเตอรความเร็วของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด 

 ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวย 

 แบบจําลองความปนปวน Standard k-ε                                                  ก 

ด
ดก

219

รูปที่ 5.109 สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปดที่ 51051Re ×= .  

  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวยแบบจําลองความปนปวน 

  Standard k-ε                                                                                       ก 

ด
ดก

219

รูปที่ 5.110 ลักษณะการกระจายความดนัของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด 

  ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวยแบบจําลอง 
  ความปนปวน Standard k-ε                                                                  ก 

ด
ดก

220

รูปที่ 5.111 การเปรียบเทยีบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเรว็ที่ตําแหนง  
  D.x 40=  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที ่
  51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวยแบบจําลอง 
  ความปนปวน High-Re k-ε-γ                                                                ก 

ด
ด

ดก
220

รูปที่ 5.112 เวกเตอรความเร็วของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด 

  ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวย 

  แบบจําลองวามปนปวน High-Re k-ε-γ                                                  ก 

ด
ดก

221

รูปที่ 5.113 สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด 

  ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวย 

  แบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ                                                ก 

ด
ดกก
221

รูปที่ 5.114 ลักษณะการกระจายความดนัของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด 

  ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวยแบบจําลอง 
  ความปนปวน High-Re k-ε-γ                                                                ก 
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สารบัญภาพ (ตอ) 
 

หนา
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 220.=β  และ 77.=ξ                                                                        ก 
ดก

230
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คําอธิบายสัญลักษณ 
 
 

a  คาคงที่, สัมประสิทธิ์ในสมการพีชคณิตและขนาดรัศมีทรงกระบอก 

A  พื้นที่หนาตัดของปริมาตรควบคุม 

b  คาคงที่ 

φd  Non-dimensionless sourcesก 

D  Diffusion conductance, ขนาดเสนผานศูนยกลางทอ, ขนาดเสนผานศูนยกลางทรง 

 กระบอกและขนาดเสนผานศูนยกลางทอแกว 

1D  ขนาดเสนผานศูนยกลางหัวฉีด 

2D  ขนาดเสนผานศูนยกลางทอ 

rê  เวกเตอรทิศทางขนาดหนึ่งหนวยในทิศทางแกน r 

xê  เวกเตอรทิศทางขนาดหนึ่งหนวยในทิศทางแกน x 

f  แฟคเตอรของการประมาณคาในชวง 

Nf  คา Probability Density Function (PDF) ของตัวแปรสเกลาร φ  บริเวณที่การไหล

ไมเปนแบบปนปวน 

Tf  คา Probability Density Function (PDF) ของตัวแปรสเกลาร φ  บริเวณที่การไหล

เปนแบบปนปวน 

21 f,f,fµ  Damping functionก 

F  Convective mass fluxก 

sF  แรงเฉือน 

 



 ล

คําอธิบายสัญลักษณ (ตอ) 
 

H  ความสูงทอแกว 

I  คาเฉลี่ยของ Intermittency factor 

wk  Turbulent kinetic energy ที่ผนัง 

L  ขนาดความยาวของแผนเรียบ, ความยาวทอ, Length scale 

εL  Eddy length scaleก 

m  ดัชนีการนับ 

m&  อัตราการไหลของมวล 

N  จํานวนกลุมตัวอยาง 

p  ความดัน 

∗p  Modified pressureก 

Pe  เพคเล็ทนัมเบอร (Peclet number) 

kP  Productivity ของ Turbulent kinetic energy 

q  ผลรวมสุทธิของฟลักซ 

r  ระยะในแนวแกน r 

r′  ระยะที่วัดจากผนังในแนวแกน r  

R  ขนาดรัศมีทอ 

1R  ขนาดรัศมีหัวฉีด 

2R  ขนาดรัศมีทอ 

R′  ระยะที่วัดจากผนังในแนวแกน r ไรมิต ิ



 ว

คําอธิบายสัญลักษณ (ตอ) 
Re  เรยโนลดนัมเบอร (Reynolds number) 

φR  Characteristic fluxก 

ijS  Strain rate tensorก 

ijS  Mean rate of strain 

φS  พจนของ Source 

T  ชวงเวลา 

iT  Turbulence intensityก 

u  ความเร็วในแนวแกน x 

bu  ความเร็วเฉลี่ย (Bulk velocity) 

clu  ความเร็วที่เสนผานศูนยกลาง 

inu  ความเร็วที่ทางเขา 

mu  ความเร็วเฉลี่ย (Sectional mean velocity) 

pu  ความเร็วของเจ็ตหรือกระแสการไหลหลัก 

refu  ความเร็วอางอิง 

su  ความเร็วของกระแสการไหลรอง 
+u  ความเร็วไรมิต ิ

τu  Friction velocity 

∞u  ความเร็วของกระแสการไหลอิสระ 

v  ความเร็วในแนวแกน y หรือแกน r 

x  ระยะในแนวแกน x 



 ศ

คําอธิบายสัญลักษณ (ตอ) 
 

rx  ตําแหนงจุด Reattachment ในแนวแกน x 

sx  ตําแหนงจุด Separation ในแนวแกน x 

y  ระยะในแนวแกน y 

+y  ระยะหางจากผนังไรมิต ิ

z  ระยะในแนวแกน z 

l  Mixing lengthก 

α  คา Under relaxation, อัตราสวนขนาดเสนผานศูนยกลางหัวฉีดตอทอแกว 

β  อัตราสวนพื้นที่ทางเขาทอตอพื้นที่หนาตัดทางออก 

δ  Boundary layer thicknessก 

Vδ  ปริมาตรควบคุม 

ijδ  Kronecker deltaก 

∗δ  Displacement thicknessม 

ε  Dissipation rateม 

wε  Dissipation rate ที่ผนัง 

ε~  Modified dissipation rate 

w
~ε  Modified dissipation rate ที่ผนัง 

φ  ตัวแปรสเกลารหรือตัวแปรการไหล 

ϕ  ตัวแปรการไหล 

γ  Intermittency factorก 



 ษ

คําอธิบายสัญลักษณ (ตอ) 
 

κ  คาคงที่ของ Von Karman 

λ  Geometric weight factor ก 

µ  ความหนืดสัมบูรณ 

effµ  Effective viscosityก 

tµ  Eddy viscosityก 

ν  ความหนืดจลนศาสตร 

θ  Momentum thicknessก 

ρ  ความหนาแนน 

ijτ  Stress tensorก 

R
ijτ  Reynolds stresses หรือ Turbulent stresses 

wτ  ความเคนเฉือนที่ผนัง 

ξ  อัตราสวนขนาดเสนผานศูนยกลางตอความยาวทอแกว 

φΓ  สัมประสิทธิ์การแพรกระจาย 

Ω  ปริมาตรควบคุม 

 

ตัวหอย (Subscripts) 

i   Cartesian tensor indexก 

s,n,w,e  ผิวปริมาตรควบคุมที่อยูระหวางจุดตอ E และ P, P และ W, N และ P,  

P และ S 



 ส

คําอธิบายสัญลักษณ (ตอ) 
 

S,N,W,E  จุดตอที่อยูขางเคียงปริมาตรควบคุม 
 

ตัวยก (Superscripts) 

    ′ สวนที่เปนผลของการสั่น 

          ⎯  สวนที่เปนคาเฉลี่ย 

 



  บทที่ 1 
บทนํา 

 
 
1.1 ความสําคัญและที่มาของวิทยานิพนธ 

 
ในอดีตที่ผานมาไดมีการศึกษาวิจัยเกี่ยวกับการไหลของเจ็ตอยางแพรหลาย เนื่องจากการ

ไหลแบบเจ็ตนี้เปนลักษณะการไหลที่มีการพบเห็นไดทั่วไปและมีการประยุกตใชอยางกวางขวางใน
งานทางดานวิศวกรรม เชน ในหัวฉีดเพื่อการผสม หัวจายในระบบปรับอากาศ ฯลฯ นอกจากนั้น
ลักษณะการไหลแบบเจ็ตยังพบไดในระบบหรือสวนที่วิศวกรและบุคคลทั่วไปอาจยังไมตระหนกัถึง
ความสําคัญ ซ่ึงอาจมีสาเหตุจากการที่เจ็ตเหลานี้เปนที่พบเห็นไดโดยทั่วไปอยางมากจนเกิดความ
เคยชิน เชน การปลอยน้ําเสีย หรือน้ําหลอเย็นลงสูแมน้ํา การปลอยควันสูบรรยากาศ ซ่ึงการปลอย
น้ําหรืออากาศในลักษณะนี้ก็จะมีลักษณะเปนการไหลแบบเจ็ต จากกรณีของเจ็ตเหลานี้เปนที่ทราบ
กันดีวามีผลกระทบอยางสูงตอส่ิงแวดลอม เนื่องจากลักษณะการไหลของเจ็ตที่เกิดขึ้นนั้น จะเปน
ตัวกําหนดลักษณะของการแพรกระจาย ระดับความเขมขน (Concentration) ของน้ํารอน (น้ําที่
อุณหภูมิสูงกวาสิ่งแวดลอม) หรือควันพิษสูส่ิงแวดลอมรอบขาง 
 

อนึ่งการไหลแบบอิสระ (Free jet) หรือรูปแบบของเจ็ตที่ปลอยสูบรรยากาศที่หยุดนิ่งรอบ
ขางเปนการไหลพื้นฐานที่พบมากในงานวิศวกรรมซึ่งไดมีการศึกษากันอยางแพรหลาย แตในการ
ประยุกตใชงานที่เกี่ยวกับการไหลแบบเจ็ตในอุปกรณตาง ๆ ที่พบเห็นโดยทั่วไปนั้นมักจะมีกระแส
ไหลของของไหลรอบขางมาเกี่ยวของดวยเปนสวนใหญ ซ่ึงการไหลแบบเจต็ในกระแสรอบขางนั้น
สามารถแบงออกเปนหลายลักษณะ แตโดยทั่วไปแลวมักจะแบงตามทิศทางของกระแสรอบขาง
หรือแบงตามรูปรางและลักษณะการไหลที่ปรากฏ จากที่กลาวมานี้ทําใหสามารถแบงการไหลของ
เจ็ตกับกระแสรอบขางออกไดเปน 3 ลักษณะ ดวยกันคือ 

1) เจ็ตในกระแสลมตาม (Jet in coflow)  

2) เจ็ตในกระแสลมขวาง (Jet in crossflow) 

3) เจ็ตในกระแสลมทวน (Jet in counterflow)  
 
ซ่ึงรูปรางการไหลทั้ง 3 แบบนั้นจะมีลักษณะที่แตกตางกันออกไป โดยข้ึนอยูกับมุมปะทะ

ระหวางการไหลของเจ็ตและกระแสลมรอบขางเปนสําคัญ ซ่ึงในการศึกษาวิจัยเหลานี้ไดมีการศึกษา
เกี่ยวกับคุณลักษณะที่สําคัญของเจ็ตคือ คุณลักษณะดานการผสม (หัวฉีดเพื่อการผสม) และการ
แพรกระจายของมลภาวะ โดยไดมีการอางอิงเปรียบเทียบลักษณะการผสมจากคุณลักษณะของ
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ปริมาณตาง ๆ เชน การแพรกระจายของเจ็ต การลดลงของคาความเร็วเฉลี่ย และระดับความปนปวน
ของการไหล (Turbulence intensity) โดยรายละเอียดเบื้องตนเกี่ยวกับประเภทของการไหลแบบ
เจ็ตมีดังตอไปนี ้
 

1.1.1 การไหลแบบเจ็ตอิสระ 
 
Beer and Chigier [1] ไดทําการศึกษาการไหลแบบปนปวนของเจ็ตอิสระ (Turbulent 

free jet) พบวาสามารถแบงลักษณะบริเวณตาง ๆ ของ Circular free jet ไดดังรูปที่ 1.1 โดยที่
ระยะใกลปากเจ็ตจะเกิดบริเวณที่เรียกวา Potential core ซ่ึงภายในบริเวณนี้ความเร็วของเจ็ตที่
ออกมามีลักษณะสม่ําเสมอสวนบริเวณดานนอกจะมีการพัฒนาของ Mixing layer ซ่ึงจะมีการ
ถายเทโมเมนตัมและมวลตั้งฉากกับทิศทางการเคลื่อนที่ของการไหลของเจ็ต สวนที่บริเวณ Fully 

developed region จะพบวามีลักษณะ Similarity ของการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกน
และความเร็วตามแนวรัศมี สําหรับความยาวของ Potential core และ Transition region มี
คาประมาณ 4-5 และ 10 เทาของเสนผานศูนยกลางทอซ่ึงจะขึ้นอยูกับเงื่อนไขสภาวะเริ่มตน เชน 
ระดับ Turbulence ของเจ็ตที่ถูกฉีดออกจาก Nozzle 
 

1.1.2 เจ็ตในกระแสลมตาม 
 
เจ็ตในกระแสลมตามเปนการไหลที่มีกระแสรอบขางไหลในทิศทางเดียวกับเจ็ตดงัแสดงใน

รูปที่ 1.2 นั่นคือเมื่อเจ็ตกับกระแสรอบขางไมมีมุมปะทะระหวางกันหรือมีมุมปะทะเพียงเล็กนอย 
ลักษณะการไหลจะเปนแบบเจ็ตในกระแสลมตาม ซ่ึงการไหลในลักษณะนี้จะสงผลใหอัตราการ
แพรกระจาย (Growth rate) และอัตราการดึงอากาศรอบขาง (Entrainment rate) เขามาผสมกับ
ตัวเจ็ตมีลักษณะที่แตกตางไปจากกรณีของเจ็ตอิสระ โดยในการไหลแบบเจ็ตในกระแสลมตามนั้น 
อัตราการแพรกระจายของเจ็ตจะลดลงเนื่องจากมีอัตราการดึงอากาศรอบขางเขามาผสมไดนอยกวา
เมื่อเปรียบเทียบกับกรณีของเจ็ตอิสระ [2] 
  

รูปที่ 1.3 แสดงเจ็ตในกระแสลมตามอีกประเภทหนึ่งหรือท่ีเรียกวา Confined coflow jet 

ในทอ ที่ประกอบดวยกระแสการไหลหลัก (Primary stream) หรือกระแสการไหลของเจ็ต (Jet 

stream) และกระแสการไหลรอง (Secondary stream) ไหลเขามาผสมกัน ก็เปนตัวอยางหนึ่งของ
เจ็ตในกระแสลมตาม 
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1.1.3 เจ็ตในกระแสลมขวาง 
 
เจ็ตในกระแสลมขวางเปนการไหลที่กระแสรอบขางมีทิศตั้งฉากกับเจ็ตดังแสดงในรูปที่ 

1.4 เมื่อมุมปะทะระหวางเจ็ตกับกระแสรอบขางมีคาเพิ่มขึ้นจนใกลเคียงกับมุม 90 องศา ซ่ึงการ
ไหลลักษณะนี้จะมี Streamwise vortex ขนาดใหญเกิดขึ้นในการไหลโดยมีลักษณะคลายรูปไต 
เมื่อดูที่หนาตัดไกลออกไปตามแนว Downstream โดยการไหลแบบเจ็ตในกระแสลมขวางเปนการ
ไหลพื้นฐานที่พบอยางกวางขวาง ไมวาจะเปนการใชงานทางดานอุตสาหกรรมเชน การฉีดเชื้อเพลิง
เขาผสมกับอากาศในกระบวนการเผาไหมใน Combustor การระบายความรอนบริเวณพื้นผิว 
(Film cooling) ของใบพัดใน Gas turbine เปนตน [3] 
 

1.1.4 เจ็ตในกระแสลมทวน 
 
เจ็ตในกระแสลมทวนเปนการไหลที่กระแสรอบขางมีทิศสวนทางกับเจ็ตดังแสดงในรูปที่ 

1.5 นั่นคือ เมื่อมุมปะทะของกระแสรอบขางมีคาเพิ่มขึ้นอีกจนมีคาใกลเคียงหรือประมาณเทากับ 
180 องศา แลวนั้น ลักษณะการไหลจะเปนแบบเจ็ตในกระแสลมทวน ซ่ึงจะทําใหเจ็ตมีระยะการ
ไหลที่ส้ันลงอยางเห็นไดชัดเจน ทั้งนี้เปนผลเนื่องมาจากการไหลของเจ็ตไดถูกกระแสลมทวนพัด
สวนทางกลับไปจนหมด [4] 
 

1.1.5 เจ็ตท่ีหมุนควง (Swirling jet) 
 
เจ็ตที่หมุนควงเปนการไหลที่สามารถพบไดโดยทั่วไปตามธรรมชาติ เชน การไหลใน

แกนกลางของพายุทอรนาโด และในทางวิศวกรรม เชน การฉีดของหัวฉีดเชื้อเพลิง โดยผลของการ
หมุนควงของเจ็ตจะทําใหเกิดการดึงอากาศจากบริเวณดานขางเขามาผสมกับอากาศภายในเจ็ตไดดี
ขึ้น สําหรับเจ็ตที่หมุนควงนั้นจะเปนการรวมคุณลักษณะของการหมุน และปรากฏการณตาง ๆ ที่
พบในเจ็ตเขาไวดวยกันดังแสดงในรูปที่ 1.6 [4] 

 
สําหรับการศึกษาลักษณะการไหลแบบหมุนควง (Swirling flow) นี้ ไดมีการศึกษา

พารามิเตอรตาง ๆ ที่มีผลตอคุณลักษณะเจ็ตอิสระ และพบวาการเปลี่ยนแปลงสภาวะเริ่มตนที่ปาก
เจ็ตมีผลตอคุณลักษณะดังกลาว ดังนั้นจึงมีการศึกษาเกี่ยวกับการเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติที่ปากเจ็ต
รูปแบบตาง ๆ เชน การเปลี่ยนรูปรางปากทางออกของเจ็ต การติดตั้ง Vortex generator ที่ปากเจ็ต 
เปนตน โดยรูปแบบหนึ่งที่ไดรับความสนใจและมีการศึกษาอยางกวางขวางคือ การประยุกตใชการ
ไหลแบบหมุนควงเพื่อชวยในการเพิ่มประสิทธิภาพผสมของเจ็ตอิสระใหดีขึ้น เชน การใชการไหล
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แบบหมุนควงเพื่อเพิ่มประสิทธิภาพการผสมของอากาศกับน้ํามันเชื้อเพลิง ซ่ึงจะทําใหการเผาไหม
ในเครื่องยนตมีประสิทธิภาพมากขึ้น 
  

นอกจากประเภทของการไหลแบบเจ็ต 4 ประเภท ดังที่ไดกลาวมาแลว ยังมีการไหลของ
ของไหลที่จัดไดวาเปนการไหลแบบเจ็ต ตัวอยางเชน การไหลของ Confined jet ภายในทอปด ซ่ึง
ลักษณะของเจ็ตชนิดนี้ไดแสดงไวในรูปที่ 1.7 
 
 
1.2 การศึกษางานวิจัยท่ีผานมา 

 
Schlichting [5] ไดทําการศึกษาเกี่ยวกับ Laminar circular jet ที่มีความสมมาตรรอบ

แกน โดยใชวิธีวิเคราะห Similarity เพื่อทําการลดรูปสมการ Navier-strokes ซ่ึงเปนสมการเชิง
อนุพันธยอย (Partial differential equation) ใหเปนสมการเชิงอนุพันธสามัญ (Ordinary 

differential equation) โดยกําหนดให Stream function มีคาเปน ( )ηνψ xF=  และ xy=η  
โดยที่ ( )ηF  เปน Similarity function จากผลการศึกษาพบวาการลดลงของคาความเร็วสูงสุดตาม
แนวแกนมีลักษณะแปรผันกับระยะทางตามแนวแกน ( )11 −− ∝ xu x m  และความกวางของเจ็ตจะมี
ลักษณะแปรผันกับระยะทางตามแนวแกน x นอกจากนี้ยังไดศึกษาในกรณีที่เปน Turbulent 

circular jet โดยนําทฤษฎี Prandtl’s mixing length มาใชในการวิเคราะห ซ่ึงกําหนดให 

y
u

y
ult ∂
∂

∂
∂

= 2ρτ  โดยที่ tτ  คือ Turbulent stress และ l คือ Mixing length ผลการศึกษาพบวามี

ลักษณะเชนเดียวกับในกรณีของการไหลแบบ Laminar 
 
Rajaratnam [6] ไดทําการศึกษาลักษณะของ Free circular jet พบวาสามารถแบง

ลักษณะของเจ็ตได 3 บริเวณ คือ Potential core region ซ่ึงเปนบริเวณที่มีความเร็วสม่ําเสมอยัง
ไมไดรับผลของ Shear layer ที่ปากเจ็ต Flow development region ซ่ึงเปนบริเวณที่มีการพัฒนา
ของ Shear layer ที่เกิดจากความไมตอเนื่องของความเร็วระหวางเจ็ตและบรรยากาศ โดยบริเวณนี้
ครอบคลุมจากบริเวณปากเจ็ตถึงบริเวณปลายของ Potential core และ Fully developed flow 

region ซ่ึงเปนบริเวณที่พบวาการไหลมีลักษณะ Similarity โดยความเร็วของเจ็ตจะมีคามากสุดที่
แกนเจ็ต และความเร็วจะลดลงเมื่อระยะหางจากแกนมากขึ้น นอกจากนี้ยังไดทําการศึกษาลักษณะ
ของ Plane และ Circular jet ที่อากาศดานนอกมีการเคลื่อนที่ในทิศทางเดียวกับเจ็ต โดยเรียกวา 
Compound jet ซ่ึงสามารถแบงลักษณะของเจ็ตไดเปน 3 บริเวณเชนเดียวกับ Free plane jet และ 
Free circular jet ก 
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Paullay et al. [7] ทําการศึกษา Similarity solution ของ Turbulent plane jet และ 
Radial jet โดยใชแบบจําลอง k-ε และการแทนคาดวยตัวแปรซิมิลาริตี้ (Similarity variable) ซ่ึง
ทําใหลดรูปจากสมการเชิงอนุพันธยอยเปนสมการเชิงอนุพันธสามัญ จากนั้นจึงทําการแกสมการหา
การกระจายตัวของความเร็ว Turbulent kinetic energy และ Dissipation rate จากผลการ
คํานวณพบวาอัตราการลดลงของความเร็ว อัตราการแพรกระจายของเจ็ต (Growth rate) และ 
Entrainment rate ของ Turbulent plane jet มีคาเปน 0.1595, 0.1080 และ 0.0567 ตามลําดับ 

สําหรับกรณีของ Radial jet นั้นมีคาเปน 0.1412, 0.0951 และ 0.0972 ตามลําดับ โดยในกรณี
ของ Plane jet นั้นเมื่อเปรียบเทียบคาอัตราการแพรกระจายของเจ็ตที่คํานวณไดกับผลลัพธของ 
Ljuboja and Rodi [8] (มีคาเทากับ 0.1140) ที่ใช Algebraic Reynolds stress model พบวามี
ความแตกตางกันประมาณ 6 % 

 
Antonia and Bilger [9] ทําการทดลองศึกษาการไหลของเจ็ตในกระแสลมตาม 

(Coflow jet) โดยใชอุโมงคลมที่มีพื้นที่หนาตัดขนาด 2m053053  .. ×  สวนเจ็ตมีขนาดเสนผาน
ศูนยกลางภายในเทากับ mm 285.  โดยใช Hot wire anemometer สําหรับวัดความเร็ว โดยใน
การทดลองใหอัตราสวนความเร็วเจ็ตตอความเร็วอากาศดานนอก ( )ij uu=λ  มีคาเทากับ 2 และ 
3.5 โดยที่ความเร็วอากาศดานนอกมีคาคงที่ 30.5 sm  จากผลการทดลองพบลักษณะซิมิลาริตี้ของ 
Mean velocity เมื่อ dx  มีคาตั้งแต ( )cm2038  x ≈  เปนตนไป สําหรับ Turbulence intensity 

นั้นจะพบซิมิลาริตี้ เมื่อ dx  มีคาตั้งแต 152 เปนตนไป นอกจากนี้ยังพบซิมิลาริตี้ของ Reynolds 

shear stress สําหรับ λ  เทากับ 2 และ 3.5 เมื่อ dx  มากกวา ( )cm80150  x ≈  และยังพบ
คาสูงสุดของ Reynolds shear stress ที่ตําแหนง 070 L.  โดยที่ 0L  คือ ตําแหนงที่มีความเร็วเปน 
0.5 เทาของความเร็วสูงสุด 

 
Razinsky and Brighton [10] ไดนําเสนอแบบจําลองทางทฤษฎี (Theoretical model) 

สําหรับปญหา Nonseparated mixing ของ Confined jet ซ่ึงประกอบดวยเจ็ตที่มีความเร็วสูงใน
ทอกลมหนาตัดคงที่ ถูกฉีดเขาไปผสมกับกระแสอากาศรอบขางขนานที่มีจุดศูนยกลางรวมกัน โดย
แบบจําลองนี้ไดอธิบายการเติบโตของชั้นขอบ (Boundary layer) ตั้งแตบริเวณจุดเริ่มตนของการ
ผสมจนถึงบริเวณที่การไหลพัฒนาเต็มที่ (Fully developed flow) และนําผลที่ไดนี้ไป
เปรียบเทียบกับผลการทดลองที่ Razinsky and Brighton [11] เคยทดลองไว ปรากฏวามีความ
คลาดเคลื่อนจากการทดลองไมมากนัก โดยมีคาอัตราสวนความเร็วเจ็ตตอความเร็วอากาศดานนอก
ที่ระดับปานกลาง 
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Sarma et al. [12] ไดทําการศึกษาลักษณะการไหลแบบอัดตัวไมไดของเจ็ต ที่ไหลเขาสู
ทอกลม 2 มิติ กรณีที่ไมคิดผล Entrainment ของอากาศรอบขางดวยระเบียบไฟไนตเอลิเมนตจาก
ผลการคํานวณที่ได ลักษณะของเจ็ตนั้นขึ้นกับคา Re และ Aspect ratio (Duct-to-jet width 

ratio) เมื่อคาของ Aspect ratio และ Re ต่ํา เจ็ตจะมีลักษณะที่สมมาตร แตถา Aspect ratio และ 
Re มีคาสูง ลักษณะของเจ็ตที่ไดจะไมมีความสมมาตร สวนในกรณีที่คิดผลของ Entrainment ของ
อากาศ เจ็ตจะเกิดความไมเสถียรภาพของความไมสมมาตรและกวัดแกวงตามตําแหนงที่คา Re สูง 
ๆ แตเมื่อเพิ่มปริมาณ Entrainment ของอากาศ จะชวยใหเจ็ตมีความเสถียรภาพขึ้น 

 
Risso and Fabre [13] ไดทําการศึกษาลักษณะการแพรกระจายความปนปวนของเจ็ตใน

บริเวณจํากัดขอบเขต (Diffusive turbulence in a confined jet) ภายในทอปด จากผลการ
ทดลองโดยใชการวัดจาก Laser doppler anemometry ทําใหทราบบริเวณความปนปวนที่ซ่ึง
พลังงานจลนของการไหลเฉลี่ย (Mean flow) มีคาเทากับศูนย ณ บริเวณนี้การถายเทความปนปวน 
(Turbulent transport) จะกระทําผานการแพรกระจาย (Turbulent diffusion) โดยที่คาพลังงาน
รวมของการไหลจะลดลงตามระยะหางจากทางเขาของเจ็ต นอกจากนี้ยังไดแสดงถึงคา Statistical 

moments ของการไหลเชน การลดลงของความเร็วแบบเอ็กซโพเนนทเชียล, Integral length 

scale และคา Reynolds stress (ที่มีคุณสมบัติ Isotropic และ Homogeneous ในแนวรัศมี) 
รวมทั้งแสดงผลลัพธที่อธิบายถึงการเปลี่ยนแปลงสวนที่ส่ันของความดัน (Pressure fluctuation) 

และสวนที่ตกคางของคาเฉลี่ยการเคลื่อนที่ (Mean residual motion) ใหมีคุณสมบัติ Isotropic 
 
Zhu and Shih [14, 15] ไดทําการศึกษาเชิงตัวเลขของเจ็ตแบบปนปวนในบริเวณจํากัด

ขอบเขต (Confined jets) ในทอทรงกระบอก โดยใชแบบจําลองความปนปวน 3 แบบจําลอง คือ 
แบบจําลอง k-ε, แบบจําลอง RNG (Renormalization group based k-ε model) และ
แบบจําลอง RSM (Reynolds stress equation model) เมื่อทําการเปรียบเทียบผลการคํานวณที่
ไดจากแบบจําลอง RSM กับผลการทดลอง พบวาผลลัพธที่ไดมีความถูกตองมากกวาในกรณีที่ใช
แบบจําลอง k-ε สวนในกรณี RNG นั้นผลการคํานวณที่ไดแทบจะไมมีความแตกตางจาก
แบบจําลอง  k-ε เลย ภายใตการไหลที่สภาวะเดียวกัน จากนั้น Zhu and Shih ไดทําการศึกษาเชิง
ตัวเลขของเจ็ตแบบปนปวนอัดตัวไมไดในบริเวณจํากัดขอบเขต โดยแบงออกเปน 3 กรณี ตาม
ระดับของ Recirculation คือ กรณีที่ไมมี, มีขนาดปานกลางและมีขนาดใหญ โดยใชแบบจําลอง
ความปนปวน k-ε และแบบจําลอง RRSAE (Realizable Reynolds stress algebraic model) 
รวมกับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมที่ใช 2nd Order differencing schemes จากผลการคํานวณที่
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ไดเปรียบเทียบกับผลการทดลอง พบวาแบบจําลอง RRSAE ใหผลการคํานวณที่มีความถูกตอง
ดีกวาแบบจําลอง k-ε 

 
Chu and Chung [16] ไดทําการศึกษาลักษณะการไหลของ Turbulent free shear เชน 

Plane jet, Round jet, Plane far wake และ Plane mixing layer ดวยแบบจําลองความปนปวน 
k-ε-γ ซ่ึงพิจารณาผลกระทบของ Entrainment rate ที่มีตอ Intermittency factor, γ โดยนําเสนอ 
สมการ Transport ของ γ, เพิ่มพจนของ Non-dimensional invariant of interaction, Γ ลงใน
สมการ Dissipation rate, ε และกําหนดให Eddy viscosity, νt เปนฟงกชันของ Turbulent 

kinetic energy (k), ε และ γ พบวาผลลัพธของการคํานวณคา Spreading rate, ลักษณะการ
กระจายตัวของความเร็ว, Reynolds shear stress และ Turbulent kinetic energy ที่ไดจาก
แบบจําลองความปนปวนนี้มีความถูกตองมากกวาแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε และ 
Reynolds stress เมื่อเปรียบเทียบกันกับผลการทดลอง 

 
Wang and Derksen [17] ไดทําการศึกษาคุณลักษณะของการไหลในทอดวยการใช

แบบจําลองความปนปวน k-ε-γ ที่ไดรับการปรับปรุงจาก Cho and Chung [16] ซ่ึงไมตองใช 
Wall functions จากผลการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมรวมกับการใชขั้นตอนวิธี 
SIMPLEC และ Exponential differencing scheme (โดยกําหนดใหคา Intermittency factor, 

γ มีคาเทากับหนึ่งที่บริเวณผนัง) ในกรณีคาเรยโนลดนัมเบอรสูง ๆ พบวาแบบจําลองความปนปวน 
k-ε-γ นั้นจะใหผลการคํานวณคาของ Reynolds shear stress ที่บริเวณใกลทางเขาของทอมี
แนวโนมที่ดีกวาแบบจําลองความปนปวน k-ε ของ Chien [18] รวมทั้งไดแสดงใหเห็นลักษณะ
การกระจายตัวของ Intermittency factor ภายในทอดวย 

 
Dewan and Arakeri [19] ใชแบบจําลอง k-ε-γ เพื่อทํานายลักษณะการกระจายตัวของ 

Intermittency factor และ Turbulent shear stress ภายในชั้นขอบ Turbulent flat plate และ 
Axisymmetric body ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม (ซ่ึงพจนของการพาในแนวขวางกระแสการ
ไหลและแนวตามกระแสการไหลจะถูกประมาณดวย Power law differencing scheme และ 
Upwind differencing scheme) จากผลการคํานวณของแบบจําลองความปนปวน k-ε-γ ที่ไดนั้น
มีความสอดคลองกันดีกับผลการทดลองมากกวาแบบจําลองความปนปวน k-ε ของ Chien [18] 

 
Nagano and Hishida [20] ไดทําการปรับปรุงแบบจําลองความปนปวน Low-Re   k-ε 

สําหรับทํานายการไหลที่บริเวณใกลผนังของการไหลชนิดตาง ๆ ดังนี้ คือ การไหลในทอ (Pipe 

flow), การไหลในชองทางไหล (Channel flow), Flat plate boundary layer, Diffuser flow 
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และ  Relaminarizing flow โดยไดนําเสนอการเปลี่ยนแปลง Turbulence model functions 

( µf , 1f , 2f ) และพจนเพิ่มเติม (Extra term), E ซ่ึงทําใหผลการคํานวณที่ไดนั้นสอดคลองกับผล
การทดลองไดดีกวาแบบจําลองความปนปวนอื่น ๆ กอนหนานี้ รวมทั้งยังสามารถใชแบบจําลอง
ความปนปวนนี้ในชวงของคาเรยโนลดนัมเบอรที่กวางขึ้นดวย 

 
Wang et al. [21] ไดเสนอแบบจําลองทางทฤษฎีการไหลของเจ็ตหลายหัวฉีด 

(Multiple jets) บนพื้นฐานของทฤษฎี Thin shear layer ดวยการใชสมมติฐาน Prandtl’s 

mixing length ผลลัพธที่ไดแสดงใหเห็นวาความเร็วในแนวตามแกนของเจ็ตหลายหัวฉีดจะลดลง
คลายคลึงกับเจ็ตหัวฉีดเดียว (Single jet) แตการกระจายตัวของความเร็วในแนวขวางจะ
เปล่ียนแปลงเปนลักษณะ Cosinodial function ซ่ึงขนาดแอมพลิจูดของความเร็วจะลดลงตาม
ระยะของ x ที่เพิ่มขึ้น รวมทั้งยังแสดงใหเห็นวาระยะหางระหวางหัวฉีดของเจ็ต (Pitch length), s 

ที่เพิ่มขึ้นก็จะทําใหระยะทางที่เจ็ตจะมาชนกันและรวมกันมากขึ้นตามดวย (สวนกรณีที่ 0=s  

ลักษณะการไหลของเจ็ตหลายหัวฉีดจะมีพฤติกรรมเหมือนกับเจ็ตหัวฉีดเดียว) สําหรับผลลัพธที่
คํานวณไดจากแบบจําลองนี้ในชวงการไหลแบบปนปวนพัฒนาเต็มที่ (Fully developed 

turbulent flow) มีความสอดคลองกันดีกับผลการทดลอง 
 
Anderson and Spall [22] ไดศึกษาลักษณะการไหลของเจ็ตสองหัวฉีดคูขนานแบบ

ปนปวน (Dual parallel planar turbulent jets) จากการทดลองดวย Hot-wire ชนิด x-type และ
การคํานวณเชิงตัวเลขดวยการหาผลเฉลยของระบบสมการ Reynolds-averaged Navier-Stokes 

ซ่ึง Anderson and Spall ไดแบงบริเวณลักษณะการไหลของชนิดนี้ออกเปน 3 บริเวณคือ 
Converging region, Merging region และ Combined region จากผลการคํานวณที่ไดจาก
แบบจําลองความปนปวน Standard k-ε และ RSM สามารถทํานายตําแหนงจุด Merged point 

และจุด Combined point ได ซ่ึงการทํานายลักษณะการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกน
สมมาตรของเจ็ตก็มีความสอดคลองกันดีกับผลการทดลอง แตอยางไรก็ตามแบบจําลองความ
ปนปวนทั้งสองก็ใหผลการคํานวณขนาดความกวางของลําเจ็ตแคบกวาที่ไดจากผลการทดลอง
เล็กนอย 

 
เมืองแกว ยุตัน และคณะ [23] ไดนําเสนอการใชแบบจําลองเชิงคณิตศาสตรสําหรับการ

ทํานายไหลแบบปนปวนในปญหาการฉีดของไหลที่อัดตัวไมไดเขากระทบในพื้นที่จํากัด โดยใช
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมรวมกับแบบจําลองความปนปวนมาตรฐาน k-ε  ในการวิเคราะหนี้ เปน
ปญหา 2 มิติ แบบสมมาตร โดยใช Scheme ในการคํานวณ 2 แบบ คือ FOU (First order 
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upwind scheme) และ SOU (Second order upwind scheme) ผลลัพธของการคํานวณการ
แพรกระจายรูปรางของความเร็วตามแนวรัศมี นั้นมีความสอดคลองคอนขางดีกับผลการทดลองจาก 
LDV (Laser doppler velocimetry) ซ่ึงการใช SOU จะใหผลการคํานวณที่ดีกวา FOU เล็กนอย 

 
นราธิป ศุขโข และคณะ [24] ไดทําการคํานวณเชิงตัวเลขสําหรับการไหลแบบปนปวน

ภายในชองลมที่ถูกเหนี่ยวนําจากกระแสลมความเร็วสูงจากชองทอฉีดดานขางที่มีขนาดเล็กและ
ติดตั้งทํามุมเอียงกับผนังของชองการไหล ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมโดยใชแบบจําลองความ
ปนปวน k-ω และวิธี LES (Large eddy simulation) ใน 3 มิติ (ใชโปรแกรม CFD Fluent V. 6 

ในการคํานวณการไหล) ในสภาวะไมคงตัว (Unsteady flow) โดยของไหลที่พิจารณาเปนของ
ไหลที่อัดตัวไมได จากการคํานวณพบวาผลที่ไดจากแบบจําลอง k-ω และ ASM (Algebraic 

stress model) มีความคลายคลึงกันเปนอยางมาก โดยการคํานวณใน 2 มิติ และ 3 มิติ ของ
แบบจําลอง   k-ω ไมมีผลแตกตางใด ๆ ในการหาการกระจายของความเร็วในแนวการเคลื่อนที่ 
สําหรับการคํานวณดวยวิธี LES นั้นใหผลโดยรวมคลายกับแบบจําลองตาง ๆ ที่พิจารณา อยางไรก็
ตามการคํานวณดวยวิธี LES สามารถทํานายการกระจายของความเร็วที่จุดกึ่งกลางของกระแสหมุน
วน (Recirculation flow) ไดดีกวาแบบจําลองอื่น ๆ  
 
 
1.3 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 

 
เพื่อทําการศึกษาวิเคราะหคุณลักษณะการไหลของเจ็ตแบบปนปวนในบริเวณจํากัดขอบเขต

ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม โดยทําการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมที่สอดคลอง
กับปญหาของเจ็ตดังกลาว 

 
 

1.4 ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 
1.4.1 ทําการศึกษาโดยเริ่มพิจารณาสมการ Navier-Stokes ในระบบพิกัดทรงกระบอก (x, r) 

โดยทําการกําหนดสมมติฐานของการไหลของของไหลเปนดังนี้ 
1) การไหลเปนแบบอัดตัวไมได 
2) การไหลเปนแบบคงตัว 

3) การไหลเปนแบบปนปวน ที่เกิดขึ้นใน 2 มิต ิ

4) คุณสมบัติของของไหลมีคาคงที ่
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1.4.2 ทําการศึกษาแบบจําลองความปนปวน (Turbulence modeling) 2 แบบจําลอง คือ k-ε 
และ k-ε-γ ตามลําดับ 

1.4.3 สรางแบบจําลองสําหรับปญหาการไหลของเจ็ตแบบปนปวนในบริเวณจํากัดขอบเขต 2 
ชนิด คือ Confined coflow jet ในทอ และ Confined jet ภายในทอปด โดยใชระเบียบ
วิธีไฟไนตวอลุมรวมกับแบบจําลองความปนปวนทั้ง 2 แบบจําลอง คือ k-ε และ k-ε-γ 

ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมสําหรับปญหาการไหลของเจ็ตแบบปนปวน
ในบริเวณจํากัดขอบเขตทั้ง 2 ชนิด ดังกลาว 

 
 
1.5 ขั้นตอนการดําเนินงาน 
 
1.5.1 ศึกษาทฤษฎีเกี่ยวกับพฤติกรรมและลักษณะการไหลแบบปนปวน รวมทั้งแบบจําลองความ

ปนปวน 

1.5.2 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมสําหรับสมการ Navier-Stokes 

1.5.3 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกัน 

1.5.4 ทดสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรกับปญหาที่มีผลการทดลองหรือผลเฉลยแมนตรง 
1.5.5 วิเคราะหและสรุปผลที่คํานวณไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอร 
1.5.6 เขียนวิทยานิพนธ 
1.5.7 สอบวิทยานิพนธ 
 
 
1.6 ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 
 
1.6.1 สามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นไปใชในการวิเคราะหพฤติกรรมการไหล

ของปญหาการไหลของเจ็ตแบบปนปวนในบริเวณจํากัดขอบเขต (Confined coflow jet 

ในทอ และ Confined jet ในทอปด) และปญหาการไหลแบบปนปวนอ่ืน ๆ ไดอยาง
ถูกตองในระดับที่ยอมรับได 

1.6.2 เปนแนวทางสาํหรับการศึกษาและพัฒนาทางระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมในอนาคตตอไป 
 



บทที ่2 

ความรูพื้นฐานเกี่ยวกับสมการเชิงอนุพันธยอยและ 
แบบจําลองความปนปวนของการไหล 

 
 

 ในบทนี้จะกลาวถึงสมการเชิงอนุพันธที่บงบอกถึงพฤติกรรมการไหลคือ สมการความ
ตอเนื่องและสมการโมเมนตัม รวมทั้งวิธีทางสถิติศาสตรและแบบจําลองความปนปวนที่ใชกับการ
ไหลแบบปนปวน สําหรับการศึกษาในวิทยานิพนธฉบับนี้ไดกําหนดสมมติฐานการไหลเปน
ดังตอไปนี ้

1) การไหลเปนแบบอัดตัวไมได 
2) การไหลเปนแบบคงตัว 

3) การไหลเปนแบบปนปวน ที่เกิดขึ้นใน 2 มิต ิ

4) คุณสมบัติของของไหลมีคาคงที ่
 
2.1 ระบบสมการนาเวียร-สโตกส (The Navier-Stokes equations) 
  

การไหลของของไหลลักษณะตาง ๆ สามารถอธิบายไดดวยกฎการอนุรักษมวลและกฎการ
อนุรักษโมเมนตัมภายในปริมาตรควบคุม (Control volume) ใด ๆ (กรณีที่ไมคิดผลการถายเท
ความรอนของของไหล) โดยเขียนอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธยอย คือ สมการความตอเนื่อง 
และสมการโมเมนตัม ซ่ึงรายละเอียดเพิ่มเติมศึกษาไดจาก Schlichting [5], ปราโมทย เดชะอําไพ 
[25], White [26] และ Fox [27] 
 
 2.1.1 สมการความตอเนื่อง (Continuity equation) 

 สมการความตอเนื่องเปนสมการที่อธิบายถึงกฎอนุรักษมวล วามวลนั้นไมมีการสรางหรือ
สูญหายไปได ดังนั้นผลรวมของอัตราการเปลี่ยนแปลงมวลภายในปริมาตรควบคุมใด ๆ กับปริมาณ
มวลสุทธิที่ไหลออกและเขาจากผิวของปริมาตรควบคุมนั้น ๆ มีคาเทากับศูนยดังแสดงในสมการ 
(2.1)  
 

                                           ( ) 0=
∂
∂

+
∂
∂

i
i

u
xt

ρρ  (2.1)

 

เมื่อ i คือ Cartesian tensor index ที่แสดงถึงปริมาณในแกนพิกัด x, y และ z (i=1, 2, 3) จากการ
กําหนดสมมติฐานการไหลเปนแบบคงตัว ดังนั้นสมการ (2.1) จึงสามารถลดรูปและเขียนไดดังนี ้
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( ) 0=
∂
∂

i
i

u
x

ρ  (2.2)

 
 2.1.2 สมการโมเมนตัม (Momentum equations) 

 
สมการโมเมนตัมเปนสมการที่อธิบายถึงกฎการอนุรักษโมเมนตัมที่วา  อัตราการ

เปลี่ยนแปลงโมเมนตัมภายในปริมาตรควบคุมใด ๆ มีคาเทากับแรงลัพธที่กระทํากับปริมาตร และ
ผิวของปริมาตรควบคุมนั้น ๆ  ดังแสดงในสมการ (2.3) (กรณีไมคิดผลของแรงกระทําภายในตัว
ของของไหล) 

 

( ) ( )
j

ij

i
ji

j
i xx

puu
x

u
t ∂

∂
+

∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂ τ

ρρ  (2.3)

 
สําหรับของไหลแบบนิวโทเนียน (Newtonian fluid) Stress tensor ( ijτ ) จะมีความสัมพันธกับ 
Strain rate tensor ตามสมการความสัมพันธของความเคนและความเครียด (Stress-strain 

relationship) ดังนี้ 
 

                                       ij
k

k
ijij x

uS δµµτ
∂
∂

−=
3
22  (2.4)

 
เมื่อ Strain rate tensor คือ 
 

                                       ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂
+

∂
∂

=
i

j

j

i
ij x

u
x
uS

2
1  (2.5)

 
โดยที่สัญลักษณ Kronecker delta ( ijδ ) มีคาเทากับ 1 เมื่อ ji =  และมีคาเทากับ 0 เมื่อ ji ≠  
จากนั้นแทนคาสมการ (2.4) และ (2.5) ลงในสมการ (2.3) จะไดรูปทั่วไปของสมการโมเมนตัม
ดังนี ้
 

( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

ij
k

k

i

j

j

i

ji
ji

j
i x

u
x
u

x
u

xx
puu

x
u

t
δµµρρ

3
2  (2.6)

 
จากการกําหนดสมมติฐานการไหลมากลาวมาขางตนในวิทยานิพนธนี้  ทําใหสมการ (2.6) สามารถ
ลดรูปและเขียนไดดังสมการ (2.7) 
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( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

i

j

j

i

ji
ji

j x
u

x
u

xx
puu

x
µρ  (2.7)

 
ดังนั้นจึงสรุปไดวาระบบสมการนาเวยีร-สโตกส ที่ใชในวิทยานิพนธนี้ประกอบไปดวย     

สมการความตอเนื่องและสมการโมเมนตัมดังนี ้
 

สมการความตอเนื่อง 
                                       ( ) 0=

∂
∂

i
i

u
x

ρ  (2.8ก)

 
 สมการโมเมนตัม 

                                       ( )
j

ij

i
ji

j xx
puu

x ∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂ τ

ρ  (2.8ข)

 
 
2.2 วิธีทางสถิติศาสตรสําหรับการไหลแบบปนปวน 
  

2.2.1 เทคนิคการหาคาเฉล่ีย (Averaging techniques) 
  

สําหรับการไหลแบบปนปวนโดยทั่วไปนั้น คาของตัวแปรตาง ๆ จะมีคาไมคงที่ และคา
เหลานั้นจะเปลี่ยนแปลงตามเวลาและตําแหนงที่เปล่ียนไป เพื่อความสะดวกตอการคํานวณคาตัว
แปร ในป ค.ศ. 1985 Reynolds จึงไดแยกพิจารณาการไหลแบบปนปวนออกเปน 2 สวน คือ สวน
ที่เปนคาเฉลี่ย (Mean part) และสวนที่เปนผลของการสั่น (Fluctuating part) ซ่ึงเรียก
กระบวนการแยกนี้ของ Reynolds วา “Reynolds decomposition” ดังนั้นปริมาณตัวแปรของ
การไหล φ จึงสามารถแยกออกเปน 2 สวนไดดังนี้ 
 

φφφ ′+=  (2.9)
 
เมื่อ 

φ   คือ ตัวแปรของการไหล (ความเร็ว u, v และความดัน p) 

φ  คือ สวนที่เปนคาเฉลี่ยของ φ  

φ′  คือ สวนที่เปนผลของการสั่นของ φ  

กระบวนการหาคาเฉลี่ยนั้นสามารถทําได 3 วิธี (โดยเรียกวา Reynolds averaging) ดังนี้ 
1) การเฉลี่ยในชวงเวลาหนึ่ง (Time averaging) ใชสําหรับการไหลที่เปนแบบ Stationary 

turbulence (Statistically steady turbulence) 
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∫
+

∞→
=

Tt

t
T

dt
T

φφ 1lim  (2.10)

 
ดังนั้น φ  จะไมเปลี่ยนแปลงตามเวลาแตจะเปลี่ยนแปลงตามตําแหนงดังแสดงในรูปที่ 2.1 

ในทางปฏิบัติควรเลือกชวงเวลา ∞→T  และมีคามากกวาชวงเวลาเฉพาะ (Time scale) ของ
ปริมาณสวนที่ส่ัน 

 
2) การเฉลี่ยในชวงตลอดปริมาตร (Spatial averaging) ใชสําหรับการไหลที่เปนแบบ 

Homogeneous turbulence 
 

∫
+

∞→Ω
Ω

Ω
=

Tt

t

dφφ 1lim  (2.11)

 
 เมื่อ Ω  คือ ปริมาตรควบคุม ซ่ึงในการหาคาเฉลี่ยวิธีนี้ φ  จะมีคาสม่ําเสมอตลอดทั้งพื้นที่ 
(Space) แตคานี้จะเปลี่ยนแปลงตามเวลา 
 
3) การหาคาเฉลี่ยทั้งหมด (Ensemble averaging) ใชสําหรับการไหลแบบปนปวนทุกชนิด 
 

∑
=

∞→
=

N

mN N 1

1lim φφ  (2.12)

 
 เมื่อ N คือ จํานวนกลุมตัวอยาง ซ่ึงในกรณีนี้คาของ φ  จะเปนฟงกชันของเวลาและ
ตําแหนง 

  
จากวิธีการหาคาเฉลี่ยทั้ง 3 วิธี สําหรับกรณีที่การไหลแบบปนปวนเปนการไหลแบบ Stationary 

และ Homogeneous คาเฉลี่ย φ  ที่ไดจะมีคาเทากัน (Blazek [28]) ซ่ึงการไหลแบบดังกลาวเปน
ชนิดการไหลที่ใชในวิทยานิพนธนี้ ดังนั้นจึงเลือกการเฉลี่ยแบบการเฉลี่ยในชวงเวลาหนึ่ง ซ่ึง
คาเฉลี่ยของสวนที่ส่ันจะมีคาเทากับศูนย ( 0=′φ ) 

 
คุณสมบัติของ Reynolds averaging สําหรับปริมาณ φφφ ′+=  และ ϕϕϕ ′+=  เมื่อ

กําหนดให a และ b เปนคาคงที่ใด ๆ สามารถแสดงไดดังนี ้
1) ϕφϕφ +=+ ก 

2) φφ aa = ก 
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3) ϕφϕφϕφ ′′+= ก 

4) 
ii xx ∂

∂
=

∂
∂ φφ ก 

5) 
tt ∂

∂
=

∂
∂ φφ ก 

 
 
 2.2.2 ระบบสมการนาเวียร-สโตกสเฉล่ีย (Averaged Navier-Stokes equations) 
  

หากทําการเฉลี่ยในชวงเวลาหนึ่งกับระบบสมการนาเวียร-สโตกส (สมการ (2.8)) จะทําให
ไดสมการความตอเนื่อง และสมการโมเมนตัมดังนี้ 
 
 สมการความตอเนื่อง 
                             0=

∂
∂

i

i

x
u  (2.13ก)

 
 สมการโมเมนตัม 

                             ( ) ( )jiij
ji

ji
j

uu
xx

puu
x

′′−
∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂ ρτρ  (2.13ข)

 
 โดยเรียกระบบสมการขางบนวา “สมการ Reynolds-Averaged Navier-Stokes 

(RANS)” ซ่ึงหากเปรียบเทียบกับสมการ (2.8ก) และ (2.8ข) จะมีลักษณะที่คลายกันโดยมีพจนที่
เพิ่มเขามาในสมการ (2.13ข) คือ 
 
                                            ji

R
ij uu ′′−= ρτ  (2.14)

 
ซ่ึงเรียกพจน R

ijτ  นี้วา Reynolds stresses หรือ Turbulent stresses โดย R
ijτ  จะแสดงถึง

ผลกระทบของการถายเทโมเมนตัมที่เกิดขึ้นเนื่องมาจาก Turbulent fluctuation และเมื่อใช 
Reynolds averaging กับ Viscous stress tensor จะไดวา 
 

                                            ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

==
i

j

j

i
ijij x

u
x
uS µµτ 2  (2.15)
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สําหรับ Reynolds stresses tensor ใน 2 มิติ แสดงไดดังนี ้
 

                                            
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

′′′′

′′′′
=′′

2212

2111

uuuu

uuuu
uu ji

ρρ

ρρ
ρ  (2.16)

 
ผลรวมของความเคนตั้งฉาก (Normal stresses) ตอความหนาแนน ถูกนิยามวาเปนพลังงานจลน
ของการสั่น (Turbulent kinetic energy), k ดังนี้ 
 

                                            ( )22112
1

2
1 uuuuuuk ii ′′+′′=′′=  (2.17)

 
เนื่องจากพจนของ R

ijτ  ที่เพิ่มเขามาของระบบสมการ RANS ทําใหไมสามารถแกระบบสมการนี้ได 
เพราะจํานวนของสมการนั้นนอยกวาจํานวนตัวแปรที่ไมรูคา ดังนั้นจึงจําเปนตองอาศัยการสราง
แบบจําลองความปนปวน (Turbulence modeling) เพิ่มเขามาเพื่อชวยในการคํานวณหาผลเฉลย
ของระบบสมการ RANS ซ่ึงจะกลาวรายละเอียดในหัวขอตอไป 
 
 
 2.2.3 แบบจําลองความปนปวนเชิงเสน (Linear turbulence models) 
  

ในป ค.ศ. 1877 Boussinesq ไดตั้งสมมติฐานวา Turbulent stresses มีความสัมพันธเชิง
เสนกับ Mean rate of strain, ijS  (เชนเดียวกับการไหลแบบราบเรียบที่ความเคนมีความสัมพันธ
เชิงเสนกับความเครียด) โดยสัมประสิทธิ์ความแปรผันเชิงเสนคือ Eddy viscosity, tµ  ซ่ึง 
Boussinesq hypothesis สําหรับการไหลแบบอัดตัวไมไดสามารถเขียนไดดังสมการ (2.18) 
 

                                       ijijtji
R
ij kSuu δρµρτ

3
22 −=′′−=  (2.18)

 
เมื่อ 
 

                                       ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

=
i

j

j

i
ij x

u
x
uS

2
1  (2.19)

 
ดังนั้นเมื่อแทนคา Reynolds stresses (สมการ (2.18)) กับคา Mean rate of strain 

(สมการ (2.19)) ลงในสมการโมเมนตัม (สมการ (2.13ข)) จะไดวา 
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                                       ( )
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เมื่อพจนของ Modified pressure ( ∗p ) และ Effective viscosity ( effµ ) มีคาดังนี้ 
 

                                       kpp
3
2

+=∗  (2.21ก)

 
                                       tµµµ +=eff  (2.21ข)
 
 จากการใช Boussinesq hypothesis เปนผลใหตองมีการคิดคนและสรางแบบจําลอง
ความปนปวน (Turbulence modeling) ขึ้นมาเพื่อใชในการคํานวณคาของ Eddy viscosity โดย
ในวิทยานิพนธฉบับนี้จะทําการศึกษาและใชแบบจําลองความปนปวน 3 แบบจําลอง คือ Standard   

k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ 
 
 
  2.2.3.1 แบบจําลองความปนปวน Standard k-ε 
   

แบบจําลองความปนปวน Standard k-ε [29] ถือวาเปนแบบจําลองชนิด 2-

equation turbulence model ที่นิยมใชในการคํานวณการไหลแบบปนปวน ซ่ึงประกอบดวย
สมการ Transport ของ Turbulent kinetic energy (k) และ Dissipation rate (ε) 

โดยสามารถนิยาม Turbulent kinetic energy ไดดังนี้ 
 

                                                 iiuuk ′′=
2
1  (2.22)

 
และ Dissipation rate ของ Turbulent kinetic energy คือ 
 

                                                 
j

i

j

i

x
u

x
u

∂
′∂

∂
′∂

=νε  (2.23)

 
เมื่อ ν คือ ความหนืดจลนศาสตร (Kinematic viscosity) 
 

ซ่ึงสมการ Transport ของ k และ ε ในรูปแบบของสมการการอนุรักษแสดงไดดัง
สมการ (2.24ก) และ (2.24ข) 
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เมื่อพจนของ Productivity ของสมการ k คือ 
 
                                                 ijijtk SSP µ2=  (2.25)
 
และ Eddy viscosity มีคาดังนี้ 

                                                 
ε

ρ
µ µ

2kC
t =  (2.26)

 
สวนคาคงที่ตาง ๆ ในแบบจําลอง Standard k-ε มีคาดังตอไปนี้ 
 

090.C =µ ,   4411 .C =ε ,    9212 .C =ε ,    01.k =σ ,    31.=εσ  
 
 
  2.2.3.2 แบบจําลองความปนปวน k-ε-γ 
   

จากที่ไดกลาวมา Wang and Derksen [17] ไดปรับปรุงแบบจําลองความ
ปนปวนของ Cho and Chung [16] เพื่อใชสําหรับการทํานายคุณลักษณะตาง ๆ ของการไหลใน
ทอ สวน Dewan and Arakeri [19] ใชแบบจําลอง k-ε-γ เพื่อศึกษาคุณลักษณะการกระจายตัว
ของ Intermittency ใน Flat plate และ Thick axisymmetric zero boundary layer  

 
หากพิจารณาถึงความแตกตางระหวางแบบจําลอง Standard k-ε และ k-ε-γ จะ

เห็นไดวามีสมการของ Intermittency factor (γ) เพิ่มขึ้นมาในแบบจําลอง k-ε-γ ซ่ึงความหมาย
ทางกายภาพของ Intermittency factor [30] คือ ความนาจะเปนที่การไหล ณ บริเวณตําแหนงใดๆ 
มีความเปน Turbulent ดังแสดงในสมการ (2.27) 

 
( )t,xI i=γ  (2.27)

 
เมื่อ ( )t,xI i  คือ คาเฉลี่ยของ Intermittency function, ( )t,xI i  โดยกําหนดให 1=I  คือ บริเวณ
ที่การไหลเปนแบบปนปวน (Turbulent flow) หรือ Turbulent fluid และที่ 0=I  คือ บริเวณที่
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การไหลไมเปนแบบปนปวน (Non-turbulent flow) หรือ Irrotational fluid ดังนั้น γ จึงมีคา
เทากับ 0 และ 1 ที่ 0=I  และ 1=I  ตามลําดับ ซ่ึงสามารถนําคา γ ไปใชในการพิจารณาการไหล
แบบปนปวนไดดังนี้ ตัวอยางเชน การคํานวณคา Probability Density Function (PDF), 

( )t,xf iφ  ของตัวแปรสเกลาร ( )t,xiφ  ดังสมการ (2.28) 
 

( ) ( ) ( ) ( )t,xft,xft,xf iNiTi γγφ −+= 1  (2.28)
 
เมื่อ 

( )t,xf iT  คือ คา PDF ของตัวแปรสเกลาร ( )t,xiφ  บริเวณที่การไหลเปนแบบปนปวน   
                    ( 1=γ ) อ 

( )t,xf iN  คือ คา PDF ของตัวแปรสเกลาร ( )t,xiφ  บริเวณที่การไหลไมเปนแบบปนปวน    
                   ( 0=γ ) อ 
 
ดังนั้นเมื่อตองการทราบคาเฉลี่ยของตัวแปรสเกลาร, ( )t,xiφ  ก็สามารถพิจารณาไดดังนี ้
 

( ) ( ) ( ) ( )t,xt,xt,x iNiTi φγφγφ −+= 1  (2.29)
 
โดยกําหนดให 

 ( )t,xiTφ  คือ คาเฉลี่ยของตัวแปรสเกลารบริเวณที่การไหลเปนแบบปนปวน 

( )t,xiNφ  คือ คาเฉลี่ยของตัวแปรสเกลารบริเวณที่การไหลไมเปนแบบปนปวน 
 

รูปที่ 2.2 แสดงตัวอยางของลักษณะการกระจายตัวของ Intermittency factor γ, 

คาความเร็วเฉลี่ยรวม u , คาความเร็วเฉล่ียสวนที่การไหลเปนแบบปนปวน Tu  และคาความเร็ว
เฉลี่ยสวนที่การไหลไมเปนแบบปนปวน Nu  ของ Self-similar mixing layer [30] 
 

สําหรับวิทยานิพนธนี้ไดทําการศึกษาแบบจําลองความปนปวน k-ε-γ ทั้งกรณีที่
เปนแบบ High Reynolds และ Low Reynolds modeling โดยมีรายละเอียดพอสังเขป
ดังตอไปนี้  
 

1) แบบจําลองความปนปวน High Reynolds (High-Re) k-ε-γ 

       แบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ จะประกอบไปดวยสมการ Turbulent kinetic 

energy (k), สมการ Dissipation rate (ε) และสมการ Intermittency factor (γ) ดังนี้ 
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สมการ Turbulent kinetic energy 
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สมการ Dissipation rate 
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สมการ Intermittency factor 

         ( ) γγγρ SDu
x j

j

+=
∂
∂  (2.30ค)

 
โดยกําหนดให 

 
 Γ  คือ Non-dimensional invariant of interaction แสดงถึงปริมาณการ Entrainment 

   rate ของ Intermittency factor ที่เกิดจากการกระทําระหวาง Mean velocity กับ 
   Intermittency fieldอ 

 
 γD  คือ พจนทีแ่สดงถึงการถายเท Intermittency factor เนื่องจาก Mean velocity jump  

   ที่เกิดขึ้นระหวาง Turbulent fluid กับ Irrotational fluid (Non-turbulent  

   f l u i d )อ 
 
 γS  คือ พจนที่แสดงอัตราการเปลี่ยนแปลงของ I r r o t a t i o n a l  f l u i d  ใหกลายเปน  
   T u r b u l e n t  f l u i dอ 

 
เมื่อ 
  
     ijijk SSP µ2=  (2.31ก)
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และ Eddy viscosity มีคาดังนี้ 
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เมื่อคาคงที่ตาง ๆ ในแบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ มีคาดังตอไปนี ้
 

01.k =σ , 31.=εσ , 01.=γσ , 
 

3511 .C =ε , 8012 .C =ε , 1003 .C =ε , 
 

 6011 .C =γ , 1502 .C =γ , 1603 .C =γ , 
 
 090.C =µ , 100.C =µγ  
 
 

2) แบบจําลองความปนปวน Low Reynolds (Low-Re) k-ε-γ 

       แบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ นั้นมีลักษณะเหมือนกับแบบจําลอง High-Re 

k-ε-γ โดยจะแตกตางกันเฉพาะพจนบางพจนที่เพิ่มเขามาในสมการ Turbulent kinetic energy 

และสมการ Dissipation rate รวมทั้งคาของ Eddy viscosity แตสําหรับสมการ Intermittency 

factor นั้นยังคงเหมือนเดิม ซ่ึงสามารถแสดงไดดังนี ้
 

สมการ Turbulent kinetic energy 
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สมการ Dissipation rate 
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เมื่อกําหนดให 2

2
y

k~ νεε −=  และ Eddy viscosity มีคาดังสมการ (2.34) 
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โดยที่ Damping functions, µf , 1f , และ 2f  มีคาดังนี ้
 
                                              ( )+−−= yC.f 2exp01µ  (2.35ก)
 
                                              011 .f =  (2.35ข)
 

                                              ( )[ ]22
2 6exp

81
4001 εν~k

.

..f −−=  (2.35ค)

 
และ 

                                              
µ

ρ τ yuy =+  (2.36ก)

 

                                              
ρ

τ
τ

wu =  (2.36ข)

 
เมื่อ  

y  คือ ระยะหางจากผนัง  
+y  คือ ระยะหางจากผนังไรมิต ิ

τu  คือ Friction velocity 

wτ  คือ คาความเคนเฉือนที่ผนัง (Wall shear stress) 
 
ซ่ึงคาคงที่ตาง ๆ ในแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ ก็เหมือนกับแบบจําลองความ
ปนปวน High-Re k-ε-γ โดยจะมีคาคงที่เพิ่มเขามาคือ 501 .C =  และ 011502 .C =  
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2.3 ปญหาบริเวณใกลผนัง (Near-wall aspects) 
 
 2.3.1 Near-wall asymptotics ก 

 
ชั้นขอบ (Boundary layer) เปนบริเวณที่อยูติดกับผนังซ่ึงของไหลมีโมเมนตัมต่ํา 

เนื่องจากเงื่อนไขการไมล่ืนไถล (No-slip condition) ที่ทําใหเกิดการแลกเปลี่ยนโมเมนตัม
ระหวางของไหลกับผนัง เปนผลใหของไหลมีการสูญเสียโมเมนตัม (Momentum deficit) 

 
รูปที่ 2.3 แสดงลักษณะการกระจายตัวของความเร็วในชั้นขอบแบบปนปวน (Turbulent 

boundary layer) โดยที่ +y  คือ ระยะหางจากผนังไรมิติ และ +u  คือ ความเร็วไรมิติ ดังแสดงใน
สมการ (2.37) และ (2.38) 
 

                                                 
µ

ρ τ yuy =+  (2.37)

 

                                                 
τu

uu =+  (2.38)

 
เมื่อ τu  คือ Friction velocity ซ่ึงมีความสัมพันธกับคาความเคนเฉือนที่ผนัง (Wall 

shear stress), wτ  ดังนี้ 
 

                                                 
ρ

τ
τ

wu =  (2.39)

จากรูปที่ 2.3 สามารถแบงบริเวณการกระจายตัวของความเร็วในชั้นขอบแบบปนปวนได 4 

บริเวณดังนี้คือ Viscous sublayer, Buffer layer, Log layer และ Defect layer ซ่ึงมี
รายละเอียดโดยสังเขปดังนี ้

1) Viscous sublayer เปนบริเวณที่อยูช้ันในสุดติดผนังของชั้นขอบแบบปนปวนซ่ึง
ไดรับผลกระทบจาก Viscous shear stress มากกวา Turbulent shear stress ดังนั้น
จากวิธี Dimensional analysis [26] จะไดวาลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว 
( +u ) จะแปรผันเชิงเสนกับระยะหางจากผนังไรมิติ ( +y )  

2) Buffer layer เปนบริเวณที่อยูระหวาง Viscous sublayer และ Log layer 

3) Log layer เปนบริเวณที่สามารถละทิ้งผลของความเฉื่อยและ Viscous shear stress 

เมื่อเปรียบเทียบผลกระทบที่มาจาก Turbulent shear stress 
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4) Defect layer เปนบริเวณที่อยูระหวาง Log layer กับขอบของชั้นขอบแบบปนปวน 
ซ่ึงจะไดรับผลกระทบจาก Turbulent shear stress มากกวา Viscous shear stress 

 
เนื่องจากในวิทยานิพนธนี้จะใชแบบจําลองความปนปวน 2 ชนิด คือ แบบ High 

Reynolds และแบบ Low Reynolds ดังนั้นจะพิจารณาถึงเงื่อนไขขอบที่ตรงบริเวณ Log layer 

และบริเวณ Viscous sublayer ตามลําดับ ซ่ึงจะกลาวรายละเอียดในหัวขอตอไป 
 
 

 2.3.2 แบบจําลอง High Reynolds สําหรับเงื่อนไขขอบในบริเวณ Log layer 
 
สําหรับบริเวณ Log layer จะใช The law of the wall หรือ Universal law of the wall 

ในการอธิบายการกระจายตัวของความเร็วซ่ึงมีรายละเอียดดังนี้ หากพิจารณากรณีการไหลในชั้น
ขอบแบบปนปวนที่มีความดันคงที่ (สมมติใหของไหลอัดตัวไมไดและเปนแบบ Thin shear 

layer) จากการวิเคราะหลําดับของขนาด (The order of magnitude analysis) จะไดสมการของ
ช้ันขอบแบบปนปวนดังนี้ 
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ในกรณีที่ชั้นขอบแบบปนปวนมีคาความดันคงที่ นั้นจะใหผลรวมของความเคนเฉือนมีคาคงที่ดัง
แสดงในสมการ (2.41) 
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y
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สําหรับที่ 30>+y  สามารถที่จะละทิ้งผลของ Viscous stress และใชทฤษฎี Mixing length ซ่ึง
จะไดวา 
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เมื่อ Mixing length, l  มีคาเทากับ yκ  ดังนั้น 
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y
u

κ
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d
d  (2.43)
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หรือเขียนสมการ (2.43) ในรูปแบบของ Wall unit ไดดังนี้ 
 

                                            ++

+

=
yy

u
κ

1
d
d  (2.44)

 
จากการอินทิเกรตสมการ (2.44) จะไดวา 
 

                                            ( ) Byu += ++ ln1
κ

 (2.45)

 
โดยเรียกสมการ (2.45) นี้วา “The law of the wall” ซ่ึงจากผลการทดลองจะกําหนดให 40.≈κ  
และ 25.B ≈  

 
สําหรับแบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε (Standard k-ε) และ High-Re k-ε-γ 

การกําหนดเงื่อนไขขอบของ k และ ε จะกระทําที่ตรงบริเวณ Log layer ดังนั้นการวางตําแหนง
พิกัดแรกของการคํานวณจึงไมไดวางที่ผนัง จากสมการ Transport ของ Turbulent kinetic 

energy, k ที่บริเวณ Log layer เมื่อใชการวิเคราะหลําดับของขนาดคาของพจนการแพรกระจาย
และพจนการพาที่บริเวณใกลผนังถือวานอยมาก ทําใหสามารถประมาณใหพจน Production และ 
Dissipation rate ของ Turbulent kinetic energy มีคาเทากัน (หรือเรียกวาเกิดสภาพของ Local 

equilibrium) ดังแสดงในสมการ (2.46) 
 
                                       kP=ερ  (2.46)
 
และจากสมการ (2.42) และ (2.43) จะได 
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ดังนั้นจึงได 
 

                                       
y

u
κ

ε τ
3

=  (2.48)

 
ซ่ึงจากการใช Boussinesq hypothesis และสมการ (2.43) จะไดวา 
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ดังนั้น 
 

                                       
µ

τ

C
uk

2

=  (2.50) 

 
ซ่ึงเรียกสมการ (2.48) และ (2.50) วา Wall functions สําหรับ ε และ k ตามลําดับ และจากผล
การทดลองพบวา 090.C =µ  
 
 
 2.3.3 แบบจําลอง Low Reynolds สําหรับเงื่อนไขขอบในบริเวณ Viscous sublayer 

 
สําหรับภายในบริเวณ Viscous sublayer ถากําหนดให y คือ พิกัดตั้งฉากกับผนัง (Wall 

normal coordinate) สามารถที่จะใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) ในการกระจายพจน
ความเร็วและความดันรอบตําแหนง y ไดดังนี้ 
 
                  ...yayayau +++= 3

3
2

211  (2.51ก)
 
                  ...ybybu ++= 3

3
2

22  (2.51ข)
 
                  ...ycycycu +++= 3

3
2

213  (2.51ค)
 
                   ...ypypyppp ++++= 3

3
2

210  (2.51ง)
โดยที่คาความเร็ว 1u , 2u  และ 3u  ตองมีความสอดคลองกับเงื่อนไขการไมล่ืนไถล ซ่ึงที่

ตําแหนงใกลผนังมาก ๆ (Very near wall) ขนาดของ ...yayaya >>>>>> 3
3

2
21  ดังนั้นจึง

สามารถประมาณใหความเร็ว 1u  แปรผันเชิงเสนกับ y  ได เมื่อใช Reynolds decomposition กับ 
สมการ (2.51ก-ง) แยกสวนที่เปนผลของการสั่น (Fluctuating parts) ออกมาพิจารณาซึ่งแสดงถึง
พฤติกรรมแบบ Asymptotic ของ Reynolds stresses ไดดังนี้ 
 

...yaauu +′′=′′ 2
1111  (2.52ก)

 
...ybbuu +′′=′′ 4

1122  (2.52ข)
 

...yccuu +′′=′′ 2
1133  (2.52ค)

 
...ybauu +′′=′′ 3

1121  (2.52ง)
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จากพฤติกรรมแบบ Asymptotic (สมการ (2.52)) สามารถคํานวณหาคาของ Turbulent kinetic 

energy และ Dissipation rate ดังแสดงในสมการ (2.53ก) และ (2.53ข) 
 

                   ( ) ( )[ ] ( )43
2121

2
1111 2

2
1

2
1 yyccaayccaauuk ii Ο+′′+′′+′′+′′=′′=  (2.53ก)

 

                   ( ) ( ) ( )2
21211111 4 yyccaaccaa

x
u

x
u

k

i

k

i Ο+′′+′′+′′+′′=
∂

′∂
∂

′∂
=

ν
ε  (2.53ข)

 
เนื่องจากที่ผนัง ε มีคาไมเทากับศูนย แตเมื่อ 0→y  สมการ Transport ของ Turbulent kinetic 

energy สามารถลดรูปใหเหลือดังสมการ (2.54) (นั่นก็คือ พจน Dissipation rate มีคาเทากบัพจน
การแพรกระจาย)  
 

                                            2

2

y
k

∂
∂

=νε  (2.54)

 
ดังนั้นจึงทําใหไดความสัมพันธของ Dissipation rate ที่ผนัง ( 0=y ), wε  ดังสมการ (2.55) 
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และ Chapman and Kuhn [31] กําหนดให wε  มีคาดังนี ้
 

                                            ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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→ 20
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νε  (2.56)

 
 ปญหาที่เกิดขึ้นกับสมการ Dissipation rate คือ ไมสามารถกําหนดเงื่อนไขขอบที่ผนังได 
แมวาจะใชความสัมพันธที่ไดจากสมการ Turbulent kinetic energy ดังแสดงในสมการ (2.54) 

Jones and Launder [32] ไดหลีกเล่ียงความยากลําบากในการกําหนดเงื่อนไขขอบนี้ โดยนิยาม 
Dissipation rate ใหม ดังสมการ (2.57) 
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ซ่ึงสามารถกําหนดเงื่อนไขขอบที่ผนังของ ε~  ใหมีคาเทากับศูนยได ( 0=w
~ε ) และพจนที่สอง

ทางขวาของสมการ (2.57) จะมีคานอยมากเมื่ออยูที่ตําแหนงนอกบริเวณ Viscous sublayer 

ดังนั้นจึงสามารถประมาณ εε =~  เชนเดียวกัน Chien [18] ก็นิยาม Dissipation rate ใหม ดังนี ้
 

                                                 2

2
y

k~ νεε −=  (2.58)

 
 สําหรับการไหลแบบตาง ๆ ตัวอยางเชน การไหลในชั้นขอบแบบปนปวนที่คาเรยโนลดนัม
เบอรต่ํา, การไหลที่มีการแยกตัว (Separation flow), การไหลแบบไมคงตัว ซ่ึงการใช Wall 

functions สําหรับการกําหนดเงื่อนไขขอบจะใหผลการคํานวณที่มีความคลาดเคลื่อน ดังนั้นจึงมี
การสรางแบบจําลองความปนปวน Low Reynolds เพื่อแกปญหาดังกลาว 

 
แบบจําลองความปนปวน Low Reynolds ถูกสรางขึ้นจากการปรับปรุงแบบจําลองความ

ปนปวน High Reynolds k-ε (Standard k-ε) ใหมีความสามารถกําหนดเงื่อนไขขอบที่ผนังได 
(ปกติจะใช Wall functions กําหนดเงื่อนไขขอบตรงบริเวณ Log layer) ดวยการใช Damp 

functions, µf , 1f , 2f  และพจนเพิ่มเติม (Extra terms), D, E ซ่ึงตองมีความสอดคลองกับ
พฤติกรรม Asymptotic ที่บริเวณใกลผนัง โดยรูปแบบทั่วไปของสมการ Low Reynolds k-ε 

สามารถเขียนไดดังสมการ (2.59ก) และ (2.59ข) 
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จากความสัมพันธของ Kolmogorov-Prandtl กําหนดคาของ Eddy viscosity, tµ  ไวดังนี้ 
 

ε
ρ

ρµ µµ
εµµ

2kfC
LkfCt ==  (2.60)

 
เมื่อ εε

23kL =  คือ Eddy length scale และกําหนดให 
 

D~ −= εε  (2.61)
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บริเวณชวงการไหลแบบปนปวนพัฒนาเต็มที่ (Fully turbulent region) ณ ตําแหนงที่
หางจากผนัง Damping function, µf , 1f , 2f  จะมีคาเทากับหนึ่ง สวนพจนเพิ่มเติม D และ E จะ
มีคาเทากับศูนย รวมทั้งสามารถที่จะกําหนดเงื่อนไขขอบที่ผนังของ ε~  ใหมีคาเทากับศูนยได 
( 0=w

~ε ) 
 
สําหรับในการเลือกกําหนดคาของพจน D จะตองให ε~  นั้นแปรผันกับกําลังสองของระยะ 

y ( 2y~D~ −= εε ) สวนพจน E และ Damping function, 1f  จะตองทําหนาที่เพิ่ม Production 

ของ ε~  ที่บริเวณใกลผนัง Chien [18] ไดกําหนดให Damping functions และพจนเพิ่มเติมมีคา
ดังนี ้
 
                   ( )+−−= y..f 01150exp01µ  (2.62ก)
 
                   011 .f =  (2.62ข)
 

                   ( )[ ]22
2 6exp

81
4001 εν~k

.

..f −−=  (2.62ค)
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y

kD ν
=  (2.62ง)

 

                   ( )+−−= y.
y

~
E 50exp2

2

εµ  (2.62จ)

 
เพราะฉะนั้นจึงสามารถกําหนดเงื่อนไขขอบที่ผนัง ( 0=y ) สําหรับ Turbulent kinetic energy, 

k และ Dissipation rate, ε~  ไดดังนี้ 
0=wk  (2.63ก)

 
0=w

~ε  (2.63ข)
 
 สําหรับวิทยานิพนธนี้ใชแบบจําลองความปนปวน Low Reynolds k-ε-γ (Wang and 

Derksen [17]) ที่ Cho and Chung [16] ไดปรับปรุงแบบจําลอง k-ε-γ ของ Byggstoyl and 

Kollmann [33] รวมกับการใชแบบจําลองความปนปวน Low Reynolds k-ε ของ Chien [18] 

โดยที่มีการเปลี่ยนแปลงเฉพาะพจนเพิ่มเติม, E สวน Damping functions ยังคงเหมือน
แบบจําลองของ Chien [18] ดังสมการ (2.64) 
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และมีการปรับปรุงพจนของ Eddy viscosity ใหมีความสัมพันธกับ Intermittency factor, γ ดังนี้ 
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และเชนเดียวกันก็สามารถกําหนดเงื่อนไขขอบสําหรับ Turbulent kinetic energy และ 
Dissipation rate ไดเหมือนดังในสมการ (2.63ก) และ (2.63ข) 
 
 
2.4 ระบบสมการในพิกัดทรงกระบอก  

 
จากสมการการไหลที่กลาวมาทั้งหมดขางตนนี้อยูในระบบพิกัดฉาก แตเนื่องจากใน

วิทยานิพนธฉบับนี้ตองการศึกษาการไหลที่เกิดขึ้นในระบบพิกัดทรงกระบอก 2 มิติ (x, r) หรือ
แบบสมมาตรรอบแกน (Axisymmetric) จึงมีความจําเปนตองแปลงสมการเหลานั้นใหอยูใน
ระบบพิกัดทรงกระบอก (x, r) ดังนี้ 
  
 2.4.1 การไหลแบบราบเรียบ 

 
จากสมการความตอเนื่อง (สมการ (2.2)) และสมการโมเมนตัม (สมการ (2.7)) สามารถ

เขียนใหอยูในรูปทั่วไปของสมการการอนุรักษ (Conservation equation) ไดดังสมการ (2.66) 
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โดยที่ φ , φΓ  และ φS  มีคาดังแสดงในตารางที่ 2.1 
 
สมการ (2.66) สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบ Divergence form ไดดังนี้ 
 

( ) ( ) φφ φφρ Su +∇Γ⋅∇=⋅∇ v  (2.67)
 
จากการกําหนดสมมติฐานการไหลเปนแบบ 2 มิติ ดังนั้นสําหรับในระบบพิกัดทรงกระบอก (x, r) 

สามารถเขียนคาของ Vector operation ที่มีความสัมพันธกับระบบพิกัดฉากไดดังนี้  
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เมื่อ xê  และ rê  คือ เวกเตอรทิศทางขนาดหนึ่งหนวย (Unit vector) สวนตัวแปร u และ v คือคา
ของความเร็วในทิศทางแกน x และ r ตามลําดับ ดังนั้นพจนทางซายและพจนแรกทางขวาของ
สมการ (2.67) จึงสามารถเขียนไดดังสมการ (2.69ก) และ (2.69ข) 
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ดังนั้นสมการ (2.67) จึงสามารถเขียนใหอยูรูปแบบทั่วไปของสมการการอนุรักษพิกัดทรงกระบอก
ใน 2 มิติ ไดดังนี ้
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เมื่อกําหนดให v คือ ความเร็วในแนวแกน r โดยที่ φ , φΓ  และ φS ของระบบสมการนา

เวียร-สโตกส ในระบบพิกัดทรงกระบอก 2 มิติ [26] ดังแสดงในตารางที่ 2.2 
 
 

 2.4.2 การไหลแบบปนปวน 
 
จากสมการการไหลแบบปนปวน และแบบจําลองความปนปวนตาง ๆ สามารถเขียนใหอยู

ในรูปแบบทั่วไปของสมการการอนุรักษในพิกัดทรงกระบอก 2 มิติ ไดดังนี ้
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โดยที่ φ , φΓ  และ φS  ของสมการการไหลแบบปนปวนแตละแบบจําลองความปนปวนไดถูก
แสดงไวในตารางที่ 2.3ก, 2.3ข, 2.3ค และ 2.3ง 
 



บทที ่3 

ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
 
 

3.1 บทนํา 
  

การจําลองการไหลดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Computational Fluid Dynamics, CFD) 

เปนการวิเคราะหปญหาการไหลของระบบการไหล การถายเทความรอน และปรากฏการณตาง ๆ ที่
เกี่ยวของกับการไหล เชน การเกิดปฏิกิริยาเคมี โดยจําลองปญหาเหลานั้นบนคอมพิวเตอร 

 
ปรากฏการณทางการไหล การถายเทความรอน และปฏิกิริยาตาง ๆ สามารถอธิบายไดดวย

สมการเชิงอนุพันธยอย (Partial differential equation) แบบไมเชิงเสน ซ่ึงไมสามารถแกระบบ
สมการเหลานี้เพื่อหาผลเฉลยแมนตรง (Exact solution) ไดดวยวิธีการวิเคราะหเชิงคณิตศาสตร 
(Analytical analysis) ยกเวนในกรณีพิเศษบางกรณี ดังนั้นการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 
(Numerical analysis) จึงเขามามีบทบาทในการหาผลเฉลยโดยประมาณ (Approximate 

solution) โดยอาศัยการกระจายพจนตาง ๆ เพื่อประมาณสมการเชิงอนุพันธยอยเหลานี้ดวยระบบ
สมการพีชคณิต (System of algebraic equations) ซ่ึงสามารถหาผลเฉลยของระบบสมการนี้ได
ดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร 

 
ในบทนี้จะแสดงการประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม (Finite volume method) กับ

สมการพื้นฐานของการไหลและสมการแบบจําลองความปนปวนตาง ๆ ดังที่ไดกลาวมาจากบทที่
แลว  โดยจะทําการอธิบายขั้นตอนตาง  ๆ ของระเบียบวิธีนี้ เชน การประมาณพจนของการ
แพรกระจาย พจนของการพา เปนตน 
 
 
3.2 สมการควบคุมพื้นฐาน 
 

ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม เปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่อาศัยการอินทิเกรตสมการการอนุรักษ
บนปริมาตรควบคุม (Control volume) โดยแบงขอบเขตของปญหาที่สนใจออกเปนปริมาตร
ควบคุมเล็ก ๆ ดังรูปที่ 3.1 

 
ผลจากการอินทิเกรตสมการการอนุรักษ จะไดสมการพชีคณิตของแตละปริมาตรควบคุมที่

มีตัวแปรเปนคาของปริมาณใด ๆ บนโหนดในปริมาตรควบคุมนั้น และปริมาตรควบคุมรอบขาง 
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 สําหรับสมการการอนุรักษพื้นฐานรูปทั่วไปของตัวแปร φ สําหรับการไหลในระบบพิกัด
ทรงกระบอก 2 มิติ ของการไหลแบบราบเรียบคือ 
 

( ) ( ) φφφ
φφφρφρ S
r

r
rrxx

vr
rr

u
x

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

Γ
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

Γ
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂ 11  (3.1)

 
เมื่อพจนที่ 1 และ 2 ทางดานซายของสมการ (3.1) คือ พจนของการพา (Convective term) สวน
พจนที่ 1 และ 2 ทางขวาของสมการ (3.1) คือ พจนของการแพรกระจาย (Diffusion term) และ
พจนที ่3 ทางขวาของสมการ (3.1) คือ พจนของ Source และเชนเดียวกันในการไหลแบบปนปวน
รวมทั้งสมการของแบบจําลองความปนปวนก็มีสมการการอนุรักษพื้นฐานรูปทั่วไปเหมือนสมการ 
(3.1) ดังนั้นจึงขอแสดงขั้นตอนของระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมที่ใชกับปญหาการไหลแบบราบเรียบ
เทานั้น 
 

อินทิเกรตสมการ (3.1) บนปริมาตรควบคุมใด ๆ ดังในรูปที่ 3.1  
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φφφρφρ 11  (3.2ก)

 
เมื่อกําหนดใหปริมาตรควบคุม θrdrdxddV =  (เนื่องจากพิจารณาในระบบ 2 มิติ ที่มี

ความสมมาตรรอบแกนจึงสามารถละทิ้งผลในแนวแกน θ ) ดังนั้นสมการ (3.2ก) จึงสามารถเขียน
ไดดังนี ้
 

( ) ( ) rdrdxS
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x VV
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จากการแยกพิจารณาอินทิกรัลแตละพจน เราจะไดผลลัพธดังนี ้
1) อินทิกรัลพจนของการพาในแนวแกน x 
  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]wweesn
V

uurrrdrdxu
x

φρφρφρ
δ

−−=
∂
∂

∫ 22

2
1  

 

 

                                       ( )( ) ( ) ( )[ ]wweesnsn uurrrr φρφρ −−+=
2
1  

 

 
                    ( ) ( )[ ]wweeP uurr φρφρ −= ∆  (3.3ก)
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2) อินทิกรัลพจนของการพาในแนวแกน r 
 

               ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ssnnwe
V

vrvrxxrdrdxvr
rr

φρφρφρ
δ

−−=
∂
∂

∫
1  

 

 
                 ( ) ( )[ ]ssnn vrvrx φρφρ −= ∆  (3.3ข)

 
3) อินทิกรัลพจนของการแพรกระจายในแนวแกน x 
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4) อินทิกรัลพจนของการแพรกระจายในแนวแกน r 
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5) อินทิกรัลพจนของ Source 
 
                             VSrdrdxS

V

∆=∫ φ
δ

φ  (3.3จ)

 
เมื่อ  
 nbφ  คือ คาของปริมาณ φ  ที่ผิว nb ของปริมาตรควบคุม 

 
nbx∂

∂φ  คือ คาอัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาณ φ  ที่ผิว nb ของปริมาตรควบคุมใน 

   ทิศทางแกน x 
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nbr∂

∂φ  คือ คาอัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาณ φ  ที่ผิว nb ของปริมาตรควบคุมใน 

   ทิศทางแกน r  
 
โดยที่ nb = e, w, n, s และ 
  
                  we xxx −=∆  (3.4ก)
 
                  sn rrr −=∆  (3.4ข)
  

                  ( )snP rrr +=
2
1  (3.4ค)

 
                xrrV P ∆∆=∆  (3.4ง)
 
 
3.3 การประมาณพจนของการแพรกระจาย 

 

ในพจนของการแพรกระจายคา 
nbx∂

∂φ  และ 
nbr∂

∂φ  ที่ผิวดานตาง ๆ ของปริมาณควบคุม ใช

การประมาณคาในชวงเชิงเสน (Linear interpolation) โดยพิจารณาวาการเปลี่ยนแปลงระหวางคา 
φ  บนโหนดที่ใชในการคํานวณสองโหนดที่อยูติดกันมีการเปลี่ยนแปลงคาอยางตอเนื่องแบบเชิง
เสน ดังนั้นอัตราการเปลี่ยนแปลงของ φ  ที่ผิวของปริมาตรควบคุมซ่ึงอยูระหวางโหนดทั้งสองจะมี
คาดังนี ้
 

                                            
PE

PE

e xxx −
−

=
∂
∂ φφφ  (3.5ก)

 

                                            
WP

WP

w xxx −
−

=
∂
∂ φφφ  (3.5ข)

 

                                            
Pn

PN

n rrr −
−

=
∂
∂ φφφ  (3.5ค)

 

                                            
sP

SP

s rrr −
−

=
∂
∂ φφφ  (3.5ง)
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แทนสมการ (3.5ก-ง) ลงในสมการ (3.3ค) และ (3.3ง) จากนั้นแทนสมการ (3.3ก-ง) ลงในสมการ 
(3.2ข) จะได 
 

( ) ( )+−−−=−+− WPwPEessnnwwee DDFFFF φφφφφφφφ   
 

                                                         ( ) ( ) VSDD SPsPNn ∆+−−− φφφφφ  (3.6)
 
โดยที ่
 
                                            ( )ePe urrF ρ∆=  (3.7ก)
 
                                            ( )wPw urrF ρ∆=  (3.7ข)
 
                                            ( )nn vrxF ρ∆=  (3.7ค)
 
                                            ( )ss vrxF ρ∆=  (3.7ง)
 
และ 
 
                                            ( )PEPe xxrrD −Γ= ∆ φ  (3.8ก)
 
                                            ( )WPPw xxrrD −Γ= ∆ φ  (3.8ข)
 
                                            ( )PNnn rrrxD −Γ= ∆ φ  (3.8ค)
 
                                            ( )SPss rrrxD −Γ= ∆ φ  (3.8ง)
 
และ 
 
                                            PPC SSS φφ +=  (3.9)
 
เมื่อแทนคา φ ที่ Interface ( nbφ ) ที่ไดจากประมาณคา (ซ่ึงจะกลาวในหัวขอถัดไป) ลงในสมการ 
(3.7) แลวจัดรูปใหม จะไดรูปทั่วไปของระบบสมการพีชคณิต ดังสมการ (3.10) 
 
                                            baaaaa SSNNSSEEPP ++++= φφφφφ  (3.10)
 
หรือ 
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                                            ∑ +=

NB
NBNBPP baa φφ  (3.11)

 
เมื่อ  
 
                                            ( ) VSFFFFaa P

NB
snweNBP ∆−−+−+= ∑  (3.12ก)

 
                                            VSb C∆=  (3.12ข)
 
โดยที่ NB แสดงถึงโหนดรอบขางทางทิศตะวันออก (E), ตะวันตก (W), เหนือ (N), และใต (S) 

และสัมประสิทธิ์ NBa  จะมีคาขึ้นกับวิธีการประมาณ nbφ  ที่เลือกใช ดังจะกลาวในหัวขอถัดไป 
 
 
3.4 การประมาณพจนของการพา 

 
ในการคํานวณพจนของการพาจากการอินทิเกรตสมการการอนุรักษ จําเปนตองรูคาของ

ปริมาณ φ  บนผิวของปริมาตรควบคุมซึ่งตองอาศัยการประมาณคาจากโหนดรอบขาง วิธีการ
ประมาณคาสําหรับพจนของการพา ซ่ึงในวิทยานิพนธนี้เลือกศึกษาวิธีพื้นฐาน 4 วิธี คือ Upwind 

differencing, Central differencing, Hybrid differencing และ Power-Law differencing 

scheme โดยจะแสดงรายละเอียดไวพอสังเขป ซ่ึงสามารถศึกษารายละเอียดเพิ่มเติมไดจาก 
Patankar [34], Versteeg and Malalasekera [35] และ Ferziger and Peric [36] 
 
 
 3.4.1 Upwind differencing scheme, UDS ก 

 
วิธี UDS เปนวิธีการประมาณคา φ บนผิวของปริมาตรควบคุมโดยกําหนดใหมีคาเทากับ φ 

บนโหนดที่อยูทางดานตนกระแสการไหล (Upstream) ของผิวปริมาตรควบคุมนั้น ๆ ตามแนวกรดิ 
ดังรูปที่ 3.3 ซ่ึงยกตัวอยางการประมาณคา φ  ที่ผิวทางดานตะวันออก (e) ของปริมาตรควบคุม 
 
โดย 

                                       Pe φφ =  เมื่อ 0>eF  (3.13ก)

และ 

                                       Ee φφ =  เมื่อ 0<eF  (3.13ข)
 



 39

ในทํานองเดียวกัน ที่ผิวของปริมาตรควบคุมดานอื่น ๆ ก็ใชหลักการเดียวกันนี้ในการ
ประมาณคา เมื่อแทนคา nbφ  ที่ประมาณดวย UDS ลงในสมการ (3.6) แลวจัดรูปสมการใหมใหมี
ลักษณะเดียวกันกับสมการ (3.11) จะไดสมการของสัมประสิทธิ์ NBa  ดังนี ้

 
                                       [ ]0Max  ,FDa eeE −+=  (3.14ก)

 
                                       [ ]0Max  ,F  Da wwW +=  (3.14ข)

 
                                       [ ]0Max  ,FDa nnN −+=  (3.14ค)

 
                                       [ ]0Max  ,F  Da ssS +=  (3.14ง)
 
เมื่อ [ ]B ,A Max  คือ คาสูงสุดที่ไดจาการเปรียบเทียบคาของ A กับ B 
 

จากสมการ (3.14ก-ง) จะสังเกตไดวาคาสัมประสิทธิ์ตาง ๆ จะไมสามารถมีคาเปนลบได 
ทําใหผลเฉลยที่ไดมีคาเปนไปตามลักษณะทางกายภาพที่เกิดขึ้นจริง และทําใหสามารถแกปญหา
ตาง ๆ ไดโดยที่ผลเฉลยลูเขาคาใดคาหนึ่ง 
 

เมื่อพิจารณาในเรื่องความแมนยํา (Accuracy) UDS มีอันดับความแมนยําเพียง 1st order 

ดังไดจากตัวอยางการกระจายของอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) รอบจุด P เพื่อหาคา eφ  ใน
กรณีที่ eF  มีคามากกวาศูนย 
 

( ) ( )
++

∂
∂−

+
∂
∂

−+= ...
x

xx
x

xx
P

Pe

P
PePe 2

22

!2
φφφφ  (3.15)

 
 

จากสมการ (3.15) จะเห็นวา UDS จะประมาณคา eφ  โดยใชเพียงแคพจนแรกของการ
กระจายของอนุกรมเทยเลอร สวนพจนที่เหลือจึงเปนความผิดพลาดที่เกิดจากการประมาณคาที่
เรียกวา Truncation error พจนแรกของ Truncation error ซ่ึงเปนพจนที่มีความสําคญัทีสุ่ดเพราะ
แปรผันตามขนาดของกริด ( Pe xxx −=∆ ) และมีลักษณะคลายกับฟลักซของการแพรกระจาย 
(Diffusion flux) ในสมการ (3.3ค) และ (3.3ง) ดังนั้น Truncation error ซ่ึงมักจะถูกเรียกวา 
Numerical diffusion หรือ False diffusion จะทําใหเกิดผลกระทบทําใหฟลักซของการ
แพรกระจายมีคาเพิ่มขึ้นในการคํานวณ 

 

UDS Truncation error 
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3.4.2 Central differencing scheme, CDSก 
 
วิธี CDS เปนการประมาณ φ  บนผิวของปริมาตรควบคุมดวยสมการเชิงเสนระหวางคา φ  

บนโหนดสองโหนดที่อยูติดกับผิวนั้น ๆ ดังแสดงในรูปที่ 3.4 ซ่ึงยกตัวอยางการประมาณคาที่ผิว
ปริมาตรควบคุมดานตะวันออก (e)  
 
โดย 
 
                                       ( ) PeEee φλφλφ −+= 1  (3.16)
 
เมื่อ eλ คือ Geometric weight factor ซ่ึงเปนอัตราสวนระหวางระยะทางผิวปริมาตรควบคุม e ถึง
โหนด P ตอระยะทางจากโหนด E ถึงโหนด P  
 

                                       
PE

Pe
e xx

xx
−
−

=λ  (3.17)

 
สวนที่ผิวของปริมาตรควบคุมดานอื่น ๆ ก็จะประมาณคาของ φ  บนผิวนั้น ๆ ไดใน

ลักษณะเดียวกัน และเมื่อแทนคา φ  ที่ประมาณดวย CDS ลงในสมการ (3.6) แลวจัดรูปสมการ
ใหมใหมีลักษณะเดียวกันกับสมการ (3.11) จะไดสมการของสัมประสิทธิ์ NBa  ดังนี ้

 
 

                                       eeeE FDa λ−=  (3.18ก)
 
                                       wwwW FDa λ+=  (3.18ข)
 
                                       nnnN FDa λ−=  (3.18ค)
 
                                       sssS FDa λ+=  (3.18ง)
 
 
ในเรื่องความแมนยํา CDS มีอันดับความแมนยําเปน 2nd order ตามการกระจายของอนุกรมเทย
เลอรรอบจุด P เพื่อหาคา eφ  ดังแสดงไดตามสมการ (3.19) 
 
 
 
 
 
 



 41

                             ++
∂
∂

+
∂
∂

+=
∆

∆ ...
x

x
x

x
PP

Pe 2

22

!2
φφφφ  

 

 

          ( ) ( )
( ) ++

∂
∂

+
−
−

−+=
∆ ...

x
x

xx
xx

PPE

PE
PePe 2

22

!2
φφφφφ  

 

 

( ) ++
∂
∂

+−+=
∆ ...

x
x

P
PeEee 2

22

!2
1 φφλφλφ  (3.19)

 
 
จากสมการ (3.19) จะพบวา CDS ประมาณคา eφ  ดวยสองพจนแรก สวนพจนที่เหลือเปนความ
ผิดพลาดในการประมาณ ซ่ึงพจนแรกของ Truncation error นั้นแปรผันตามกําลังสองของขนาด 
กริดที่ใช ( x∆ ) ดังนั้นถาลดขนาดกริดที่ใชในการคํานวณลงเทา ๆ กัน Truncation error ที่เกิดขึ้น
ใน CDS จึงลดลงมากกวาใน UDS ผลลัพธที่คํานวณไดจึงมีความแมนยําสูงกวา 

 
ถึงแมวา CDS จะมีความแมนยําในการประมาณสูงกวา UDS ก็ตาม แต CDS ก็มีขอจํากัด

ในเรื่องชวงของการใชงานคือ สามารถใชงานไดในชวงที่เพคเล็ทนัมเบอร (Peclet number, 

DF=Pe ) มีคาต่ําเทานั้น ถาใชงาน CDS ในชวงที่เพคเล็ทนัมเบอรมีคาสูง อาจทําใหการคํานวณ
ไมเสถียร ผลการคํานวณที่ไดอาจมีคาส่ันไปมา (Wiggle solution) อยางไรก็ตามการลดขนาด
ของกริดใหเล็กลง สามารถลดคาเพคเล็ทนัมเบอรลงได ดังจะเห็นไดจาก 
 

                                       
µ

ρ
µ
ρ ∆

=
∆

==
u

A
Au

D
FPe  (3.20)

 
เมื่อ ∆  คือ ขนาดกริดที่ใชในการคํานวณ 
  

ดังนั้นผลการคํานวณที่มีคาส่ันไปมาจึงอาจเปนสัญญาณบอกถึงขนาดของกริดที่ใชในการ
คํานวณยังไมละเอียดเพียงพอ 
 
 
 3.4.3 Hybrid differencing scheme, HDSก 

 
วิธี HDS เปนวิธีการประมาณฟลักซของการพา (Convective flux) บนผิวของปริมาตร

ควบคุมที่รวมเอาวิธีการประมาณแบบ UDS และ CDS เขาไวดวยกัน โดยเลือกใชวิธี CDS ที่มี
อันดับความแมนยํา 2nd order ในชวงที่เพคเล็ทนัมเบอรมีคานอย ( 2Pe < ) และสลับใชวิธี UDS 

CDS Truncation error 
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ที่มีความเสถียรมากกวาแตมีความแมนยํานอยกวา (1st order) ในชวงที่เพคเล็ทนัมเบอรมีคามาก 
( 2Pe ≥ ) เพื่อหลีกเลี่ยงการสั่นไปมาของผลการคํานวณที่อาจจะเกิดขึ้นจากการใชวิธี CDS 

ในชวงนี้ 
ตัวอยางการประยุกตวิธี HDS ในการประมาณคาฟลักซของโมเมนตัม (Momentum 

flux) ที่ผิวปริมาตรควบคุมดานตะวันออก (e) 

ในชวง 2Pe −≤e  
  
                                       Pee Fq φ=  (3.21ก)
 
ในชวง 2Pe2 <<− e  
 
                                       ( ) ( )PEeEPee DF.q φφφφ −−+= 50  (3.21ข)
 
                                            ( ) ( ) EeePee DF.DF. φφ −++= 5050  (3.21ค)
 
ในชวง 2Pe ≥e  
 
                                       Eee Fq φ=  (3.21ง)
 
เมื่อ eq  คือ ผลรวมสุทธิของฟลักซ (Total flux) ที่ผิวปริมาตรควบคุมดานตะวันออก (e) 

 
จากสมการขางตนจะเห็นวาวิธี HDS เลือกใชวิธี UDS ในการประมาณฟลักซของการพา

และกําหนดใหฟลักซของการแพรกระจายมีคาเทากับศูนย (กรณีเพคเล็ทนัมเบอรที่มีคามาก, 

2Pe ≥e ) เมื่อแทนคาการประมาณคาผลรวมสุทธิของฟลักซที่ผิวของปริมาตรควบคุมทุกดานลง
ในสมการ (3.6) แลวจัดรูปสมการใหมใหมีลักษณะเดียวกันกับสมการ (3.11) จะไดสมการของ
สัมประสิทธิ์ NBa  ดังนี ้
 
                                       ( )[ ]050Max ,F.D,Fa eeeE −−=  (3.22ก)
 
                                       ( )[ ]050Max ,F.D,Fa wwwW +=  (3.22ข)
   
                                       ( )[ ]050Max ,F.D,Fa nnnN −−=  (3.22ค)
 
                                       ( )[ ]050Max ,F.D,Fa sssS +=  (3.22ง)
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ถึงแมวาวิธี HDS จะดึงเอาขอดีของวิธี UDS และ CDS มาใชในแตละชวงของเพคเล็ทนัมเบอร แต
ในเรื่องของความแมนยํายังถือวาวิธี HDS มีอันดับความแมนยําเพียง 1st order ตามการกระจาย
ของอนุกรมเทยเลอรเชนเดียวกับวิธี UDS 
 
 
 3.4.4 Power-Law differencing scheme, PDSก 
  

วิธี PDS เปนวิธีการประมาณฟลักซของการพาบนผิวของปริมาตรควบคุม ซ่ึงใหคาผล
เฉลยที่ใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรง (ในปญหาหนึ่งมิติ) มากกวาวิธี HDS สวนขอเสียของวิธี PDS 

เมื่อเปรียบเทียบกับวิธี HDS คือ จะมีความซับซอนมากกวาแตก็ไมยากในการคํานวณ ซ่ึงวิธี PDS 

จะเลือกวิธีการประมาณแบบโพลิโนเมียลในชวงที่เพคเล็ทนัมเบอรมีคานอย ( 10Pe < ) และสลับ
ใชวิธี UDS ที่มีอันดับความแมนยํา 1st order ในชวงที่เพคเล็ทนัมเบอรมีคามาก ( 10Pe ≥ ) เพื่อ
หลีกเลี่ยงการสั่นไปมาของผลการคํานวณ 
 

ตัวอยางการประยุกตวิธี PDS ในการประมาณคาฟลักซของโมเมนตัมที่ผิวปริมาตรควบคุม
ดานตะวันออก (e) 
 
ในชวง 10Pe −<e  
 
                       Eee Fq φ=  (3.23ก)
 
ในชวง 0Pe10 <≤− e  

    
( ) ( )[ ] EeeePeee .DF.Dq φφ 55 Pe101Pe101 +−++=

 
(3.23ข)

 
ในชวง 10Pe0 ≤≤ e  

    
( )[ ] ( ) EeePeeee .D.DFq φφ 55 Pe101Pe101 −−−+=

 
(3.23ค)

 
ในชวง 10Pe >e  
 
                       Pee Fq φ=  (3.23ง)
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จากสมการขางตน (3.23ก-ง) เมื่อแทนคาการประมาณคาผลรวมสุทธิของฟลักซที่ผิวของ
ปริมาตรควบคุมทุกดานลงในสมการ (3.6) แลวจัดรูปสมการใหมใหมีลักษณะเดียวกันกับสมการ 
(3.11) จะไดสมการของสัมประสิทธิ์ NBa  ดังนี ้
 

                             ( )[ ] [ ]0Max01010Max 5 ,F,Pe.,Da eeeE −+−=
 

(3.24ก)
 

                             ( )[ ] [ ]0Max01010Max 5 ,F,Pe.,Da wwwW +−=
 

(3.24ข)
 

                             ( )[ ] [ ]0Max01010Max 5 ,F,Pe.,Da nnnN −+−=
 

(3.24ค)
 

                             ( )[ ] [ ]0Max01010Max 5 ,F,Pe.,Da sssS +−=
 

(3.24ง)
 
ดังนั้นจึงพอสรุปไดวาวิธี PDS มีอันดับความแมนยํา 1st order  

 
นอกเหนือจากวิธีการประมาณคาฟลักซของการพาบนผิวปริมาตรควบคุมดังที่กลาวมา

ขางตนแลวนั้น ยังมีวิธีการประมาณคาฟลักซของการพาวิธีอ่ืน ๆ ยกตัวอยางเชน Second order 

upwind differencing scheme, SOU ที่ใชการประมาณคาแบบเชิงเสนตรงเพื่อหาคาของ φ  บน
ผิวของปริมาตรควบคุมจากโหนดทางดานตนกระแสการไหลสองโหนด ทําใหวิธี SOU มีอันดับ
ความแมนยําเปน 2nd order สูงกวาวิธี UDS เปนตน  
 
 
3.5 การประมาณคาพจน Source 

 
เมื่อพิจารณาอินทิกรัลพจนของ Source กรณีที่พจนของ Source เปนฟงกชันของปริมาณ

ตัวแปรตาม φ  หรือเปนฟงกชันไมเชิงเสน (Nonlinear function) ของตัวแปร φ  สามารถทําการ
แปลงเชิงเสน (Linearization) [34, 37] พจนของ Source ไดดังสมการ (3.25) 
 
                                            PPC SSS φ+=  (3.25)
 
 
 
 



 45

เมื่อ 

CS  คือ คาคงที่พจนของ Source 

 PS  คือ สัมประสิทธิ์ของตัวแปร Pφ  (ซ่ึงตองมีคาเปนลบ เพื่อใหการคํานวณมีเสถียรภาพ) 
 
 ตัวอยางเชน การแปลงเชิงเสนพจนของ Source ในแบบจําลองความปนปวน Standard  

k-ε ดังแสดงในสมการ (2.24ก) และ (2.24ข) เมื่ออินทิเกรตสมการดังกลาวเทียบกับปริมาตร
ควบคุม จะไดพจนของ Source ดังนี้ 
 
1) พจนของ Source ในสมการ k (สมการ (2.24ก)) 

 
                                            ερ−= kPS  (3.26)

 
ดังนั้นจากสมการ (3.25) จะไดคา kC PS =  และ kSP ερ−=  

 
2 )  พจนของ S o u r c e  ในสมการ ε  (สมการ ( 2 . 2 4ข) ) 

                                            
k

C
k

PCS k

2

21
ερε

εε −=  (3.27)

 

 ดังนั้นจากสมการ (3.25) จะไดคา 
k

PCS kC
ε

ε1=  และ 
k

CSP
ερε 2−=  

การประมาณคาพจนของ Source ในสมการอื่น ๆ ก็มีลักษณะเชนเดียวกับสมการของแบบจําลอง
ความปนปวน Standard k-ε 
 
 
3.6 ขั้นตอนการคํานวณหาผลเฉลยสําหรับปญหาการไหล 

 
การคํานวณหาผลเฉลยสําหรับปญหาการไหล จะเริ่มตนดวยการกลาวถึงการวางกริดที่ใช

ในการคํานวณซึ่งประกอบไปดวย การวางกริดแบบ Colocated grid, การวางกริดแบบเยื้องกัน 
และการวางกริดแบบไมสม่ําเสมอ รวมทั้งขั้นตอนวิธี SIMPLE ที่ใชในการแกระบบ      สมการนา
เวียร-สโตกส เพื่อใหผลการคํานวณจากสมการโมเมนตัมนั้นสอดคลองกับสมการความตอเนื่อง 
โดยมีรายละเอียดพอสังเขปดังตอไปนี ้
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 3.6.1 การวางกริดท่ีใชในการคํานวณ 
 
การวางกริดที่ใชในการคํานวณ คือ การกําหนดตําแหนงของตัวแปรซึ่งเปนปริมาณสเกลาร

หรือปริมาณเวคเตอรที่ใชในการคํานวณคุณสมบัติของการไหล โดยทั่วไปแลวการวางกริดมีอยู 2 

ลักษณะ คือ แบบ Colocated grid และแบบเยื้องกัน (Staggered grid) ซ่ึงมีรายละเอียด
ดังตอไปนี้ 

 
  3.6.1.1 การวางกริดแบบ Colocated grid 

 
การวางกริดในลักษณะนี้เปนการวางกริดที่กําหนดใหตัวแปรทุกตัวอยูในตําแหนง

เดียวกันดังแสดงในรูปที่ 3.5 ซ่ึงทําใหสะดวกตอการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร แตในการคํานวณ
ระบบสมการนาเวียร-สโตกส โดยคาความเร็วและความดันของของไหลมีความสัมพันธกัน การ
วางกริดแบบ Colocated grid จะมีขอดอยคือไมสามารถแสดงความสัมพันธทั้งสองไดชัดเจน ดัง
เห็นไดจากตัวอยางกระจายตัวของความดันแบบ Checker board ดังแสดงในรูปที่ 3.6 

 
จากรูปที่ 3.6 พจนของ Pressure gradient ที่พิจารณาจากโหนด P จะมีคาเทากับ

ศูนย (
x

pp
x
p WE

∆

−
=

∂
∂  และ 

r
pp

r
p SN

∆

−
=

∂
∂ ) ทําใหคาของความเร็ว u และ v ที่อยูกับตําแหนง

เดียวกับความดันจึงไมไดรับอิทธิพลจากความแตกตางของความดันที่เกิดขึ้น อันจะกอใหเกิดความ
ผิดพลาดในการคํานวณเชิงตัวเลขที่ไดมีคาผิดไปจากความเปนจริง ในการแกปญหาการกระจาย
ความดันแบบ Checker board สามารถทําไดโดยใชฟงกชันการประมาณแบบพิเศษ (Rhie and 

Chow [38]) หรือเลือกใชการวางกริดแบบ Staggered grid ซ่ึงจะกลาวรายละเอียดในตอไป 
 

3.6.1.2 การวางกริดแบบเยื้องกัน (Staggered grid) 
 
สําหรับในวิทยานิพนธฉบับนี้เลือกใชการวางกริดแบบเยื้องกัน ซ่ึงเปนการวางกริ

ดของความเร็ว อยูระหวางจุดตอของความดัน (หรือตัวแปรสเกลาร) ดังแสดงในรูปที่ 3.7 ขอดีของ
การวางกริดแบบเยื้องกันคือ สามารถแสดงความสัมพันธระหวางความดันและความเร็วไดอยาง
ชัดเจน และแกปญหาการเกิด Checker board effect ซ่ึงทําใหผลการคํานวณที่ไดจากสมการ
โมเมนตัมนั้นสอดคลองกับสมการความตอเนื่อง รวมทั้งไมมีความจําเปนตองใชฟงกชันการ
ประมาณแบบพิเศษ สําหรับปญหาการไหลใน 2 มิติ การประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ใชกริด
แบบเยื้องกันไมคอยมีความลําบาก แตในกรณีปญหาการไหลใน 3 มิติ การเลือกใชกริดแบบเยื้องกนั
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จะใชเนื้อที่ความจําของคอมพิวเตอรที่มากกวา (มีตัวแปรมากกวา) การวางกริดแบบ Colocated 

grid โดยเฉพาะถาเลือกใชกริดที่เปนแบบ Staggered non-orthogonal 
 
การวางกริดของสเกลาร (ในที่นี้คือความดัน) และความเร็ว u และ v ถูกแสดงใน

รูปที่ 3.7 และปริมาตรควบคุมของความดัน p, ความเร็ว u และ v ถูกแสดงดังในรูปที่ 3.8 ถึง 3.10 
 

3.6.1.3 การวางกริดแบบไมสม่ําเสมอ (Non-uniform grid) 
 
สําหรับการเพิ่มประสิทธิภาพของการคํานวณโดยการลดจํานวนกริดนั้น ซ่ึงทําให

การใชเวลาในการคํานวณและหนวยพื้นที่ความจําของคอมพิวเตอรนอยลง สามารถทําไดโดย
การใชกริดที่มีขนาดไมสม่ําเสมอ ตัวอยางเชน การคํานวณการไหลตรงบริเวณใกลผิวของผนังที่จะ
เกิดชั้นขอบ (Boundary layer) การเลือกใชกริดที่มีขนาดเล็กจะชวยใหผลการคํานวณที่ไดนั้นมี
ความถูกตองมากขึ้น สวนบริเวณที่ของไหลอยูไกลจากผิวของผนัง การเลือกใชกริดที่มีขนาดเล็ก
ไมไดชวยใหผลการคํานวณที่ไดดีขึ้น เนื่องจากบริเวณนี้ผลกระทบเนื่องจากผนังนั้นมีความสําคัญ
นอยลง เมื่อเปนเชนนี้การเลือกใชกริดขนาดใหญกวาก็มีความเพียงพอแลว ตัวอยางการวางกริดแบบ
ไมสม่ําเสมอดังแสดงในรูปที่ 3.11 

 
พิจารณารูปที่ 3.12 เปนการวางกริดแบบไมสม่ําเสมอในปญหา 1 มิติ ซ่ึงเปน

ลักษณะของการวางกริดที่เลือกใชในวิทยานิพนธนี้ โดยท่ีโหนดของตัวแปรจะอยูกึ่งกลางของ
ปริมาตรควบคุม [35] 

 
จากรูปที่ 3.12 การวางกริดแบบนี้ผิวของปริมาตรควบคุมทางดานตะวันออก (e) 

และตะวันตก (w) ไมจําเปนตองอยูกึ่งกลางระหวางโหนด E กับ P และโหนด W และ P ตามลําดับ 
ดังนั้นในการคํานวณสัมประสิทธิ์การแพรกระจาย (Diffusion coefficient), φΓ  ที่ผิวของปริมาตร
ควบคุม สามารถหาคาไดจากการประมาณคาในชวงเชิงเสน ดังแสดงในสมการ (3.28ก) และ  
(3.28ข) 
 
                                       ( ) EePee ff Γ+Γ−=Γ 1  (3.28ก)
 
                                       ( ) PwWww ff Γ+Γ−=Γ 1  (3.28ข)
 
โดยที่แฟคเตอรของการประมาณคาในชวง (Interpolation factor) ef  และ wf  ที่ผิวปริมาตร
ควบคุมดานตะวันออก (e) และตะวันตก (w) มีคาดังนี้ 
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PE

Pe
e xx

xxf
−
−

=  (3.29ก)

 

                                       
WP

Ww
w xx

xxf
−
−

=  (3.29ข)

 
เมื่อ 

 EΓ , WΓ  และ PΓ  คือ สัมประสิทธิ์การแพรกระจายที่โหนด E, W และ P 

 eΓ , wΓ   คือ สัมประสิทธิ์การแพรกระจายที่ผิวปริมาตรควบคุมดานตะวันออก (e) และ
ตะวันตก (w) 

 
สําหรับการวางกริดแบบไมสม่ําเสมอในปญหา 2 มิติ การคํานวณสัมประสิทธิ์การ

แพรกระจายทุก ๆ ดานของปริมาตรควบคุม ก็สามารถทําไดในลักษณะเชนเดียวกับสมการ (3.28ก-
ข) และสมการ (3.29ก-ข) 
 
 

3.6.2 ขั้นตอนวิธี SIMPLE 
 
ในการแกสมการโมเมนตัมผลเฉลยของคาความเร็ว u และ v ที่ได ตองมีความสอดคลอง

กับสมการความตอเนื่อง ดังนั้นเพื่อใหผลเฉลยที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมนั้นมีความถูกตอง
จึงตองมีการใชระเบียบขั้นตอนวิธี SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked 

Equations) [34] รวมเขามา ซ่ึงเริ่มตนดวยการสมมติคาความดันและความเร็วของปญหาการไหล
ที่พิจารณา เพื่อที่จะนําคาความเร็วที่คํานวณไดไปหาคาความดันอีกครั้ง โดยใชวิธี Pressure 

correction ในการคํานวณความดันที่ถูกตอง จากนั้นจึงใชคาความดันนี้มาคํานวณหาคาของ
ความเร็ว เมื่อทําซํ้าตามขั้นตอนดังกลาวจนกระทั่งผลเฉลยลูเขาสูคาที่กําหนด ซ่ึงขั้นตอนวิธี 

SIMPLE นี้ จะเปนการชวยใหคาความเร็วและความดันมีความสัมพันธเปนไปตามสมการ
โมเมนตัมและสมการความตอเนื่อง 
 
สมการโมเมนตัมในแนวแกน x 

( ) ( ) uS
r
ur

rrx
u

xx
puvr

rr
uu

x
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂ µµρρ 11  (3.30ก)
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สมการโมเมนตัมในแนวแกน r 

( ) ( ) vS
r
vr

rrx
v

xr
pvvr

rr
vu

x
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂ µµρρ 11  (3.30ข)

 
เมื่อ 
 

                                       ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

=
x
vr

rrx
u

x
Su µµ 1  (3.31ก)

 

                                       2

1
r

v
r
vr

rrr
u

x
Sv

µµµ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

=  (3.31ข)

 
ทําการอินทิเกรตสมการ (3.30ก) และ (3.30ข) ตลอดปริมาตรควบคุมในรูปที่ 3.9 และ 3.10 จะได
สมการดิสครีไทซ (Discretised equation) ในแนวแกน x และ r ดังตอไปนี้ 
 
 
                                       ( ) w

nb
PWunbnbPP A ppVSuaua ∑ −+∆+=  (3.32ก)

 
                                       ( ) s

nb
NSvnbnbPP A ppVSvava ∑ −+∆+=  (3.32ข)

 
โดย 
 
                                       SSNNWWEE

nb
nbnb uauauaua ua +++=∑  (3.33ก)

 
                                       SSNNWWEE

nb
nbnb vava vavava +++=∑  (3.33ข)

 
 จุดประสงคคือเพื่อจะทําใหสมการความตอเนื่องอยูในรูปของสมการผลตางความดัน เพื่อ
ใชในการแกไขคาความดันและความเร็วในปญหาการไหลของของไหล โดยเริ่มจากการกําหนดคา
ตอไปนี ้
 
                                       ppp ′+= ∗  (3.34ก)
 
                                       uuu ′+= ∗  (3.34ข)
 
                                       vvv ′+= ∗  (3.34ค)
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โดย  
 p ,  u  และ v  คือ ความดันและความเร็วที่ถูกตอง 

 ∗p , ∗u  และ ∗v  คือ ความดันที่กําหนดขึ้น (Guessed pressure) และความเร็วที่คํานวณ
จาก ∗p  

 p′ , u′  และ v′  คือ คาความดันแกไข (Pressure correction) และคาความเร็วแกไข 
(Velocity correction) 
 
 

เชนเดียวกัน ความเร็ว ∗u  และ ∗v  ก็สามารถคํานวณไดจากสมการโมเมนตัมและเขียนอยู
ในรูปสมการดิสครีไทซในแนวแกน x และ r ไดดังนี้ 
 
                                       ( ) wPWu

nb
nbnbww A ppVSuaua ∗∗∗∗ −+∆+= ∑  (3.35ก)

 
                                       ( ) sPSv

nb
nbnbss A ppVSvava ∗∗∗∗ −+∆+= ∑  (3.35ข)

 
นําสมการ (3.34ก-ค) แทนลงในสมการ (3.33ก) และ (3.33ข) แลวลบออกดวยสมการ (3.35ก) 
และ (3.35ข) ตามลําดับไดดังนี้ 
 
                                       ( ) wPW

nb
nbnbww A ppuaua ′−′+′=′ ∑  (3.36ก)

 
                                       ( ) sPS

nb
nbnbss A ppvava ′−′+′=′ ∑  (3.36ข)

 
โดยกําหนดใหพจนของ ∑ ′

nb
nbnbua  และ ∑ ′

nb
nbnbva  มีคาเทากับศูนย [34] เมื่อผลการ

คํานวณของการไหลมีความสอดคลองกับสมการความตอเนื่อง จะไดสมการของคาความเร็วแกไข 
(Velocity-correction equation) ของความเร็ว wu  เปนดังนี้ 

 
               ( ) wPWww A ppua ′−′=′  (3.37)

 
หรือ 
 

                  ( )PWww ppdu ′−′=′  (3.38)
 
 
 
 



 51

ดังนั้น 
 

                          ( )PWwww ppduu ′−′+= ∗  (3.39ก)
 
และเชนเดียวกัน 
 

                         ( )PEeee ppduu ′−′+= ∗  (3.39ข)
 

                         ( )PSsss ppdvv ′−′+= ∗  (3.39ค)
 

                          ( )PNnnn ppdvv ′−′+= ∗  (3.39ง)
 

เมื่อ www aAd = , eee aAd = , sss aAd =  และ nnn aAd =  ตามลําดับ 
 
จากสมการความตอเนื่อง 
 

                                       ( ) ( ) 01
=

∂
∂

+
∂
∂ vr

rr
u

x
ρρ  (3.40)

 
อินทิเกรตสมการ (3.40) ตลอดทั้งปริมาตรควบคุมดังนี ้
 

                                       ( ) ( ) 01
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

+
∂
∂

∫ dV vr
rr

u
xVδ

ρρ  (3.41)

 
จะได 
 
                                       ( ) ( ) ( ) ( ) 0=−+− snwe vAvAuAuA ρρρρ  (3.42)
 
ดังนั้นเมื่อแทนคาของความเร็วจากสมการ (3.39ก-ง) จะไดสมการของความดันแกไข (Pressure-

correction equation) ดังตอไปนี้ 
 
                                       bpapapapapa WWEESSNNPP +′+′+′+′=′  (3.43)
 
โดยที ่
 
                                       nnN Ada ρ=  (3.44ก)
 
                                       ssS Ada ρ=  (3.44ข)
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                                       eeE Ada ρ=  (3.44ค)
 
                                       wwW Ada ρ=  (3.44ง)

 
และ 
 
                                       ( ) ( ) ( ) ( )snwe AvAvAuAub ∗∗∗∗ −+−= ρρρρ  (3.45)
 
 
ดังนั้นจึงสามารถสรุปลําดับของขั้นตอนวิธี SIMPLE ไดดังนี้ 
 

1) เร่ิมตนสมมติคาของ ∗p , ∗u  และ ∗v  

2) คํานวณคา ∗u  และ ∗v  จากสมการ (3.35ก) และ (3.35ข) 

3) นําคาของ ∗u  และ ∗v  ที่คํานวณไดมาแทนคาในสมการ (3.43) 

4) คํานวณคา p′  จากสมการ (3.43) แลวนํามาแทนคาในสมการ (3.34ก) จากนั้นจึงนําคา p ที่
คํานวณไดมากําหนดใหเปนคา ∗p  คาใหม 
5) คํานวณคา u และ v จากสมการ (3.39ก-ง) โดยใชคา p′  ในขั้นตอนที่ 4 (สําหรับการไหล
แบบปนปวนคํานวณคา φ (k, ε, γ) จากสมการ Transport ที่ถูกดิสครีไทซอยูในรูปแบบของ
สมการ (3.11)) จากนั้นจึงกําหนด u, v และ φ ที่ไดเปน ∗u , ∗v  และ ∗φ  คาใหม   
6) ทําซ้ําขั้นตอนที่ 2 ถึง 5 จนกระทั่ง ∗p , ∗u , ∗v  และ ∗φ  มีคาลูเขาสูคาที่ถูกตอง โดย
ตรวจสอบจากคาของ b (Mass source term) ในสมการ (3.45) ที่เขาใกลศูนย ซ่ึงแสดงวาคา 

∗p , ∗u  และ ∗v  ที่คํานวณไดสอดคลองกับสมการความตอเนื่อง 
 

ขั้นตอนดังกลาวขางตนนี้ไดแสดงในรูปที่ 3.13 
 
 
3.7 ปญหาเงื่อนไขขอบ 

 
การแกปญหาการไหลดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบ 

(Boundary condition) และเงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) แตเนื่องจากวิทยานิพนธ
กําหนดใหการไหลเปนแบบคงตัวจึงไมพิจารณาถึงเงื่อนไขเริ่มตน ซ่ึงเงื่อนไขขอบแบงออกไดดังนี้ 

1) เงื่อนไขขอบที่ทางเขา (Inflow boundary condition) 

2) เงื่อนไขขอบที่ทางออก (Outflow boundary condition) 
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3) เงื่อนไขขอบที่ผนัง (Wall boundary condition) 

4) เงื่อนไขขอบแบบสมมาตร (Symmetric boundary condition) 
 
 
 3.7.1 เงื่อนไขขอบที่ทางเขา 

 
สําหรับเงื่อนไขขอบที่ทางเขาของคาปริมาณ φ ใด ๆ จําเปนตองมีการกําหนดหรือทราบคา 

โดยคาของปริมาณ φ  อาจไดมาจากผลการทดลองหรือการประมาณคา ดังเชนตัวอยางการไหลใน
ปญหาของรูปที่ 3.14 ของไหลในบริเวณทางเขาของทอ จะมีการกระจายตัวของความเร็วแบบ
สม่ําเสมอ ซ่ึงสามารถกําหนดไดโดยใหความเร็วของของไหลตามแนวแกน x ที่ทางเขามีคาคงที่
เทากับ inu  และความเร็วของของไหลตามแนวแกน r ที่ทางเขามีคาเทากับศูนย 
 
                                                      inuu =  (3.46ก)
 
                                                      0=v  (3.46ข)
 
เมื่อใชแบบจําลองความปนปวน k-ε หรือ k-ε-γ บอยครั้งที่จําเปนตองมีการประมาณคาของ k และε 

(หากไมมีผลจากการทดลอง) ดังนี้ [35] 
 

                                                      ( )2
ref2

3
iTuk =  (3.47ก)

 

                                                      
L
kC 2343

µε =  (3.47ข)

 
โดยกําหนดให inref uu =  และ 090.C =µ   

เมื่อ 

 iT  คือ Turbulence intensity มีคาประมาณอยูในชวง 0.06 ถึง 0.1 

 L  คือ Length scale ซ่ึงมีคาประมาณ R.070  (กรณีการไหลในทอ) 

 Wang and Derksen [17] ไดกําหนดคาของเงื่อนไขขอบที่ทางเขาของของ k, ε และ γ 

สําหรับปญหาการไหลในทอไวดังนี ้
 
                                                      2

in0050 u.k =  (3.48ก)
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R.

kC
030

2343
µε =  (3.48ข)

 
                                                      0010.=γ  (3.48ค)
 
 
 3.7.2 เงื่อนไขขอบที่ทางออก 

 
ในบริเวณที่ทางออกความเร็วของของไหลตามแนวแกน x จะคํานวณจากเงื่อนไขของการ

อนุรักษมวล ซ่ึงฟลักซของมวล (Mass flux) ที่ทางออกจะตองมีคาเทากับฟลักซของมวลที่ทางเขา
เสมอ ซ่ึงในการคํานวณความเร็ว u ที่ทางออกจะใชวิธีการบวกดวยคาความเร็วคงที่ (UINC) หรือ
คูณดวยตัวคูณความเร็ว (UFAC) เขากับความเร็ว u ของทุกปริมาตรควบคุมที่อยูที่ทางออก โดยจะ
เลือกใชวิธีการบวกดวย UINC เมื่อความเร็ว u ที่โหนดใดโหนดหนึ่งที่ทางออกมีคาเปนลบ และ
เลือกใชวิธีการคูณดวย UFAC เมื่อความเร็ว u บนชองทางออกทุกโหนดมีคาเปนบวก เมื่อ
กําหนดให 
 

                                                      
out

outin

A
mmUINC

ρ
&& −

=  (3.49ก)

 

                                                      
out

in

m
mUFAC
&

&
=  (3.49ข)

 
เมื่อ 

 inm&  คือ อัตราการไหลของมวลที่ทางเขา 
 outm&  คือ อัตราการไหลของมวลที่ทางออก 

 outA  คือ พื้นที่ผิวของปริมาตรควบคุมที่ทางออก 
 

กรณีที่ทางออกของไหลมีการพัฒนาเต็มที่ (Fully developed flow) สามารถกําหนดให
ปริมาณ φ (k, ε และ γ) ใด ๆ ไมมีการเปลี่ยนแปลง (Zero gradient) ตามแนวแกน x สวนคาของ
ความเร็วในแนวแกน r มีคาเทากับศูนย ดังแสดงในสมการ (3.50) 
 

                                                      0
out

=
∂
∂

x
φ  (3.50)
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 แตในกรณีที่ทางออกของไหลยังไมมีการพัฒนาเต็มที่ สําหรับการประมาณคาของ u, v, k, 

ε และ γ จะใชวิธีการประมาณคานอกชวงเชิงเสน (Linear extrapolation) [39] 
 
 
 3.7.3 เงื่อนไขขอบที่ผนัง 

 
ผนังเปนเงื่อนไขขอบที่พบในปญหาการไหลทั่วไป โดยสามารถแบงเงื่อนไขขอบที่ผนัง

ออกไดเปนหลายประเภทดงันี ้
1) เงื่อนไขขอบที่ไมมีการลื่นไถล (No-slip boundary condition) 

2) เงื่อนไขขอบสําหรับผนังที่มีการเคลื่อนที่ (Wall moving boundary condition) 

3) เงื่อนไขขอบสําหรับการไหลแบบราบเรียบ (Laminar boundary condition) 

4) เงื่อนไขขอบสําหรับการไหลแบบปนปวน (Turbulent boundary condition) 

ซ่ึงในที่นี้จะใชผนังที่ขนานกับแนวแกน x ดังแสดงในรูปที่ 3.15 มาพิจารณา 
 

3.7.3.1 เงื่อนไขขอบที่ไมมีการลื่นไถล 
 
ของไหลที่อยูติดกับผนังจะมีความเร็วเทากับผนังตามเงื่อนไขที่ไมมีการลื่นไถล ซ่ึง

ในกรณีที่ผนังไมมีการเคลื่อนที่ จะกําหนดใหความเร็วตามแนวแกน x และ r ของของไหลบนผนัง
มีคาเทากับศูนย 

 
                                                      0wall =u  (3.51ก)

 
                                                      0wall =v  (3.51ข)
 
แตสําหรับสมการดิสครีไทซของคาความดันแกไขปริมาตรควบคุมที่อยูติดผนังนั้นตองมีคา 0=Sa  

เนื่องจากไมมีการคํานวณคาความดันแกไขที่ตําแหนงนี้ 
 
  3.7.3.2 เงื่อนไขขอบสําหรับผนังท่ีมีการเคลื่อนท่ี 

 
ถาหากมีการสมมติใหผนังที่มีการเคลื่อนที่นี้มีการเคลื่อนที่ตามแนวแกน x ดัง

แสดงในรูปที่ 3.16 จะทําใหของไหลมีการเคลื่อนที่เนื่องจากความเคนเฉือนที่ผนัง ซ่ึงคาแรงเฉือนที่
เกิดขึ้นมาจากความแตกตางระหวางความเร็วที่ตําแหนง P กับความเร็วของผนังที่มีการเคลื่อนที่ 
ดังนั้นแรงเฉือน, SF  จึงสามารถคํานวณหาไดดังสมการ (3.52) 
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( )
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P
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µ  (3.52)

 
เมื่อ 

 Pu  คือ ความเร็วทีต่ําแหนง P 

 wallu  คือ ความเร็วของผนัง 
 Py  คือ ระยะหางระหวางจุด P ถึงผนัง 
 cellA  คือ พื้นที่ผิวปริมาตรควบคุมที่ติดผนัง 
 
 ดังนั้นจึงสามารถใสพจนของแรงเฉือน (สมการ (3.52)) เพิ่มเขาไปในพจนของ Source 

สมการดิสครีไทซของความเร็ว u ไดดังตอไปนี้ 
 

                                                      
P

C y
AuS cellwallµ

=  (3.53ก)

 

                                                      
P

P y
AS cellµ

−=  (3.53ข)

 
  3.7.3.3 เงื่อนไขขอบสําหรบัการไหลแบบราบเรียบ 
 

เนื่องจากที่บริเวณใกลผนังสําหรับการไหลแบบราบเรียบจะเกิดชั้นขอบแบบ
ราบเรียบ (Laminar boundary layer) [5] ดังรูปที่ 3.17 ซ่ึงคาของความเคนเฉือนที่ผนัง, wτ  มีคา
ดังสมการ (3.54)  
 

                                                      
y
u

w ∂
∂

= µτ  (3.54)

 
 
จากรูปที่ 3.17 เมื่อระยะ Py  มีคานอยเพียงพอจะสามารถเขียนสมการของความเคนเฉือนที่ผนังได
ดังนี ้
 

                                                      
P

P
w y

uµτ =  (3.55)

 
ดังนั้นจึงสามารถคํานวณคาแรงเฉือนดังสมการ (3.56) 
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P

P
S y

AuF cellµ
=  (3.56)

 
และเชนเดียวกันสามารถใสพจนของแรงเฉือน (สมการ (3.56)) เพิ่มเขาไปในพจนของ Source 

ของสมการดิสครีไทซของความเร็ว u ไดดังตอไปนี้ 
 

                                                      
P

P y
AS cellµ

−=  (3.57)

 
  3.7.3.4 เงื่อนไขขอบสําหรับการไหลแบบปนปวน 

 
การกําหนดเงื่อนไขขอบสําหรับการไหลแบบปนปวนนั้นมีความซับซอน

คอนขางมาก สําหรับในวิทยานิพนธนี้ใชแบบจําลองความปนปวน 3 ชนิด คือ  
 1) แบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε (Standard k-ε)  

 2) แบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ 

 3) แบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ  

ซ่ึงแบบจําลองทั้ง 3 ชนิดนี้สามารถแยกพิจารณาเงื่อนไขขอบ 2 กรณี คือ เงื่อนไขขอบสําหรับ
แบบจําลองความปนปวน High-Re และแบบจําลองความปนปวน Low-Re 
 

กรณีท่ี 1 เงื่อนไขขอบสําหรับแบบจําลองความปนปวน High-Re 

สําหรับกรณีนี้จะใช Wall function [40] ซ่ึงไดกลาวรายละเอียดไวในบทที่ 2 เมื่อสมมติ
ใหความเร็วที่ตั้งฉากกับผนังมีคาเทากับศูนย ( 0=v ) คาของความเคนเฉือนที่ผนังมีคาดังสมการ 
(3.58) 
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กําหนดให Friction velocity, τu  มีคาดังนี้ 
 

                                       
ρ

τ
τ

wu =  (3.59)

 
และ 
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จากสมการ (3.58) สามารถคํานวณหาคาของแรงเฉือนไดดังสมการ (3.61) 
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ทําใหสามารถใสพจนของแรงเฉือน (สมการ (3.61)) เพิ่มเขาไปในพจนของ Source ของสมการ
ดิสครีไทซของความเร็ว u ไดดังตอไปนี้ 
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 สําหรับสมการดิสครีไทซของ Turbulent kinetic energy, k การกําหนดเงื่อนไขขอบที่
บริเวณใกลผนังจะใช Wall function ทําใหกําหนดพจนของ Source ของปริมาตรควบคุมที่อยูติด
ผนัง ( 0=Sa ) ดังนี้  
 
 

                                       V
y
uS
P

Pw
C ∆=

τ  (3.63ก)

 

                                       V
y
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P

PP
P ∆−=

+2143
µρ

 (3.63ข)

 
 และเชนเดียวกันสําหรับสมการดิสครีไทซของ Dissipation rate, ε ก็ใช Wall function

ในการกําหนดคา ε ที่บริเวณใกลผนังดังนี้ 
 

                                       
P

P
P y

kC
κ

ε µ
2343

=  (3.64)
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ดังนั้นปริมาตรควบคุมที่ติดผนังจึงมีคาพจนของ Source ดังนี้ 
 

                                       V
y
kC

S
P

P
C ∆×= 30

2343

10
κ
µ  (3.65ก)

 
                                       VSP ∆−= 3010  (3.65ข)
 
 สําหรับสมการดิสครีไทซของ γ (Intermittency factor) นั้น Wang and Derken [17] 

กําหนดคาของ γ ที่ผนังใหมีคาเทากับ 1.0 
 

กรณีท่ี 2 เงื่อนไขขอบสําหรับแบบจําลองความปนปวน Low-Re 

เนื่องจากการใชแบบจําลองความปนปวน Low-Re ไมไดใช Wall function แตขนาดขอ
งกริดที่ใชตองมีขนาดละเอียดเพียงพอเพื่อที่จะใหคา 0→+y  ดังนั้นเมื่อสมมติใหความเร็วที่ตั้ง
ฉากกับผนังมีคาเทากับศูนย ( 0=v ) คาของความเฉือนที่ผนังมีคาดังสมการ (3.66) 

 

                                                      
P

P
w y

uµτ =  (3.66)

 
จากสมการ (3.66) ก็สามารถคํานวณหาคาของแรงเฉือนไดดังนี้ 
 

                                                      
P

P
S y

AuF cellµ
−=  (3.67)

 
รวมทั้งสามารถใสพจนของแรงเฉือน (สมการ (3.67)) เพิ่มเขาไปในพจนของ Source สมการดิส 
ครีไทซของความเร็ว u ไดดังตอไปนี้ 
 

                                                      
P

P y
AS cellµ

−=  (3.68)

 
 สําหรับเงื่อนไขขอบที่ผนังของ k, ε~  และ γ ในแบบจําลองความปนปวน Low-Re นั้นได
ถูกกําหนดไวดังนี ้
 
                                                      0wall =k  (3.69ก)
 
                                                      0wall =ε~  (3.69ข)
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                                                      01wall .=γ  (3.69ค)
 
 และกําหนดใหพจนของ Source ในสมการดิสครีไทซ k ของปริมาตรควบคุมที่อยูติดผนัง
มีคาดังนี ้
 

                                       2
2

PP

Pw
C y

Vk
y

VuS ∆
−

∆
=

µτ  (3.70ก)

 
                                       V~SP ∆−= ερ  (3.70ข)
 
 
 3.7.4 เงื่อนไขขอบแบบสมมาตร 

 
สําหรับการแกปญหาการไหลที่ลักษณะรูปรางสมมาตร ดังตัวอยางในรูปที่ 3.14 ของ

ปญหาการไหลในทอ การคํานวณโดยใชโดเมนทั้งหมดของปญหาจะทําใหส้ินเปลืองหนวยความจํา
และเวลาการคํานวณของคอมพิวเตอร แตเมื่อประยุกตใชเงื่อนไขขอบแบบสมมาตรจะทําใหโดเมน
ของปญหานั้นลดลงดังแสดงในรูปที่ 3.18 ซ่ึงสามารถชวยใหประหยัดหนวยความจําและลดเวลา
สําหรับการคํานวณ โดยกําหนดเงื่อนไขที่วาไมมีการไหลและไมมีฟลักซผานขอบแบบสมมาตร นั่น
ก็คือ กําหนดคาความเร็วในแนวตั้งฉากกับแนวขอบแบบสมมาตรและฟลักซของตัวแปร φ ที่ขอบ
แบบสมมาตรมีคาเทากับศูนย ดังนี ้
 
                                                      0=v  (3.71ก)
 

                                                      0=
∂
∂

r
u  (3.71ข)

 

                                                      0=
∂
∂

r
φ  (3.71ค)

 
เมื่อ φ คือ k, ε และ γ 
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3.8 การหาผลเฉลยของระบบสมการพีชคณิต 
 
การหาผลเฉลยของระบบสมการพีชคณิต (ดังเชนสมการ (3.11)) ที่เปนผลมาจากการ

แปลงสมการเชิงอนุพันธยอยตาง ๆ ที่อธิบายพฤติกรรมการไหลดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมนั้น ก็
ถือวาเปนสวนที่สําคัญ โดยทั่วไปแลวการหาผลเฉลยของของระบบสมการพีชคณิตมี 2 วิธี [39] คือ  

1) การแกระบบสมการโดยตรง (Direct method) เชน ระเบียบวิธีการกําจัดแบบ
เกาส (Gauss elimination) ระเบียบวิธีการแยกแบบแอลยู (LU decomposition 

method) เปนตน  
2)  การแกระบบสมการดวยการคํานวณซ้ํา (Iteration method) เชน ระเบียบวิธีการ

ทําซ้ําแบบเกาส-ไซเดล (Gauss-Seidel method) ระเบียบวิธี Strongly implicit 

procedure (SIP) เปนตน 
 

ขอไดเปรียบของการแกระบบสมการดวยวิธีการคํานวณซ้ําคือ สามารถหาผลลัพธจนลูเขาสู
คําตอบที่มีคาผิดพลาดที่ยอมรับไดอยางรวดเร็ว โดยใชหนวยความจําของเครื่องคอมพิวเตอรนอย
กวาการแกระบบสมการโดยตรง 

 
ในวิทยานิพนธนี้เลือกใชการแกระบบสมการพีชคณิตเพื่อหาผลเฉลยดวยวิธี TDMA (Tri-

Diagonal Matrix Algorithm) หรือระเบียบวิธีโทมัส (Thomas algorithm) ซ่ึงเปนระเบียบวิธีที่
ใชแกระบบสมการสามแถวทแยง (Tridiagonal system) สําหรับปญหาใน 1 มิติ ถือวาวิธี 
TDMA นั้นเปนวิธีการแกระบบสมการโดยตรง แตเมื่อใชกับปญหาใน 2  มิติ ขึ้นไปรวมกับวิธี 
Line-by-Line วิธี TDMA จัดวาเปนวิธีการแกระบบสมการดวยการคํานวณซ้ํา ซ่ึงจะกลาวถึง
รายละเอียดตอไป 

 
กรณีท่ี 1 สําหรับปญหาใน 1 มิติ ตัวอยางเชน ปญหาการนําความรอน (Heat conduction) 

จากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม สามารถเขียนระบบสมการพีชคณิตที่ไดจากการดิสครีไทซดังสมการ 
(3.72) 
 
                                            baaa WWEEPP ++= φφφ  (3.72)

 
ซ่ึงหากปญหาดังกลาวประกอบดวยระบบสมการพีชคณิต NJ สมการ และตัวแปรไมรูคา NJ ตัว
แปร สามารถจัดสมการ (3.72) ใหอยูในรูปแบบระบบสมการสามแถวทแยง ดังในสมการ (3.73) 
 
                                            jjjjjjj cadb =++ +− 11 φφφ  (3.73)
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เมื่อ Wj ab −= , Pj ad = , Ej aa −= , Wj φφ =−1 , Pj φφ = , Ej φφ =+1  และ bc j =  หรือสามารถ
เขียนสมการ (3.73) ใหอยูในรูปของเมตริกซไดดังนี้ 
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โดยหลักการของระเบียบวิธีโทมัสคือ เพื่อทําการแปลงระบบสมการสามแถวทแยงใหเปน
ระบบสมการสองแถวทแยง (Bidiagonal system) โดยทําการประยุกตระเบียบวิธีการกําจัดแบบ
เกาสดังตอไปนี ้

 
 1) การกําจัดไปขางหนา (Forward elimination) คือ การกระทําใหระบบสมการสาม
แถวทแยงกลายเปนระบบสมการสองแถวทแยงดังนี ้
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และ 
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cc  (3.75) 

 
เมื่อ NJ , . . . , ,j 32=  ซ่ึงจะทําใหระบบสมการ (3.73) เปล่ียนรูปแบบมาเปนดังสมการ (3.76) 
 
                                            jjjjj cad ′=+′ +1φφ  (3.76)
 
หรือสามารถเขียนสมการ (3.76) ใหอยูในรูปของเมตริกซดังนี้คือ 
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เมื่อ 11 dd =′  
 
 2) การแทนคายอนกลับ (Backward substitution) เพื่อทําการคํานวณหาคา kφ  โดย
เร่ิมจากสมการทายสุดกอนแลวไลยอนกลับขึ้นไปเพื่อหาคา kφ  ในแตละสมการดังนี ้
 

                                                 
NJ

NJ
NJ d

c
′
′

=φ  (3.77)

และ 
 

                                                 
k

kkk
k d

ac
′

−′
= +1φφ  (3.78)

เมื่อ 121  , . . . ,NJ ,NJk −−=  
 
 กรณีท่ี 2 สําหรับปญหาการไหล 2 มิติ จากระบบสมการพีชคณิตหรือสมการดิสครีไทซ
ของปริมาณ φ  ใด ๆ สามารถเขียนใหอยูในรูปทั่วไปดังนี ้
 
                                       baaaaa SSNNWWEEPP ++++= φφφφφ  (3.79)
  

ทําการประยกุตระเบียบวิธี TDMA ดังทีไ่ดกลาวมาขางตน (กรณีปญหาใน 1 มิต)ิ 
ตัวอยางเชน จากรูปที่ 3.19 หากพิจารณาและคํานวณตัวแปรที่จุดตาง ๆ บนเสนตรงจากทิศเหนือ-

ใต (N-S line) ดวยวิธี TDMA โดยสมมติวาทราบคาของตัวแปรที่บริเวณขางเคยีง จากนั้นใช
วิธีการคํานวณซ้ําโดยทําการเลื่อนเสนตรงไปตามทิศทางที่กําหนด (Sweep direction) ซ่ึงเรียก
วิธีการดังกลาววา “วิธี Line-by-Line” เพื่อหาคาผลเฉลยของตัวแปรตาง ๆ ที่อยูบนเสนตรงที่เล่ือน
ไปมา จนไดผลลัพธทั้งหมดของปญหาลูเขาคาใดคาหนึ่ง ดังนั้นจากสมการ (3.79) สามารถเขียนให
อยูในรูปแบบของสมการสามแถวทแยงไดดังนี ้
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                                       baaaaa WWEENNPPSS ++=−+− φφφφφ  (3.80)
 
เมื่อเปรียบเทียบสมการ (3.80) กับสมการ (3.73) จะไดวา Sj ab −= , Pj ad = , Nj aa −= , 

Sj φφ =−1 , Pj φφ = , Nj φφ =+1  และ baac WWEEj ++= φφ   
 
 สําหรับการลดอัตราการเปลี่ยนแปลงคาของตัวแปร φ ที่คํานวณได เพื่อเพิ่มโอกาสใหผล
การคํานวณมีการลูเขาหาผลเฉลยที่สภาวะคงตัว (Steady state solution) สามารถทําไดโดยการใช
คา Under-relaxation, α จากสมการ (3.11) สามารถเขียนไดเปนดังนี ้
 

                                            ∗−
−+= ∑ PP

NB
NBNBP

P abaa φ
α

αφφ
α

1  (3.81)

 
เมื่อ ∗

Pφ  คือ คาของ Pφ  ที่รอบการคํานวณซ้ําครั้งกอน โดยการหาผลเฉลยก็ยังคงใชวิธี Line-by-

Line TDMA ไดเหมือนเดิม (ซ่ึงเปลี่ยนแปลงเฉพาะคาสัมประสิทธิ์และพจนของ Source เทานั้น) 

 ในการคํานวณคาของ Pressure correction จะถูกหนวงดวยคา Pressure under-

relaxation, pα  ดังนี้ 
 
                                            ppp p ′+= ∗ α  (3.82)
 
โดยคาที่เหมาะสมระหวาง Pressure under-relaxation, Pα  และ Velocity under-relaxation, 

uα  สําหรับขั้นตอนวิธี SIMPLE [41] ไดกําหนดความสัมพันธไวดังนี้ 
 

01.pu =+ αα  (3.83)
 
ซ่ึงคา 80.u ≈α  และ 20.p ≈α  สวนคา Under-relaxation สําหรับปริมาณ φ (k, ε และ γ) 

โดยทั่วไปจะมีคาประมาณ 0.5 ซ่ึงในความเปนจริงคา Under-relaxation อาจมีคาแตกตางไปจาก
นี้ขึ้นกับชนิดของปญหาการไหลที่พิจารณา [37] 
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3.9 การกําหนดเกณฑลูเขา 
 
สําหรับการคํานวณหาผลเฉลยของระบบสมการพีชคณิตดวยวิธีการคํานวณซ้ํา Line-by-

Line TDMA รวมกับการใชขั้นตอนวิธี SIMPLE นั้น จําเปนตองมีการกําหนดเกณฑการลูเขาและ
ตรวจสอบคาของการลูเขา หลังจากที่คํานวณไดของแตละสมการ กอนที่จะคํานวณตอในครั้งตอไป 
ซ่ึงการกําหนดเกณฑการลูเขานั้นมีหลายวิธีแตที่นิยมใชกัน (Melaan [37] และ Peric [41]) คือ 
การหาคา Residual sources ของสมการดิสครีไทซ 

เนื่องจากการแกระบบสมการความดันแกไข (Pressure correction) จะใหผลเฉลยที่บง
บอกถึงกฎการอนุรักษมวล ดังนั้นคาของ p′  ที่คํานวณไดตองมีความถูกตองแมนยําสูง ดงันัน้ระบบ
สมการความดันแกไข จะถูกคํานวณซ้ําจนคา Residual sources ของ p′ , m

pPr ′
 ถึงเกณฑการลู

เขาดังสมการ (3.84) 
 
                                       0

pPP
m

pP rr
′′

≤ γ  (3.84)
 
โดยใชวิธี Euclidean norm ในการกําหนดคาของ m

pPr ′
 หลังจากที่มีรอบการคํานวณซ้ํา m รอบ 

ดังสมการ (3.85)  
 

                                       
212

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ′−′= ∑ ∑′
l NB

k
PP

k
NBNB

m

pP papar  (3.85)

 
เมื่อ ∑

l
คือ ผลรวมของจุดตอทั้งหมดของปริมาตรควบคุมของปญหาที่พิจารณา และเนื่องจากการ

กําหนดใหคาเริ่มตนของ p′  มีคาเทากับศูนย ดังนั้น 
 

                                       
21

20
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∑′

l
pP br  (3.86)

 
และโดยทั่วไปจะกําหนดใหคาของ Pγ  มีคาเทากับ 0.25 

 สวนการกําหนดเกณฑการลูเขาของสมการอื่น ๆ φ (u, v, k, ε และ γ) จะใชวิธี 1-norm 

ในการคํานวณคา Residual sources, m
Pr φ

 หลังจากที่มีรอบการคํานวณซ้ํา m รอบ ดังสมการ 
(3.87) 
 

                                       ∑ ∑ +++ −+=
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P abar φφ
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หากพิจารณาในสมการ (3.87) พจนของสัมประสิทธิ์และพจนของ Source จะถูกกําหนดกอนที่จะ
คํานวณคาของตัวแปร φ ในรอบการคํานวณถัดไป คาของ Residual sources จากสมการ (3.87) 

สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบตัวแปรไรมิติ โดยการหารดวยคา Characteristic flux, φR  ของการ
ไหล ดังแสดงในสมการ (3.88) 
 

                                       
φ

φ
φ R

r
d

m
P

=  (3.88)

 
เมื่อ φd  คือ Non-dimensionless residual sources ซ่ึงคาของ φR  แตละตัวแปรแสดงดัง

ตารางที่ 3.1 โดยเกณฑการลูเขาของผลเฉลยที่คํานวณไดของตัวแปร φ จะถูกกําหนดไดดังนี ้
 

                                       [ ] λφ ≤dMax
 (3.89) 

 



บทที่ 4 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุม 
 
 

 สําหรับในบทนี้จะนําโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมที่ประดิษฐขึ้นมาดวยระเบียบ
ขั้นตอนวิธีดังที่ไดกลาวมาแลวในบทที่ 3 มาทําการตรวจสอบความถูกตอง (Validation) กับ
ปญหาการไหลที่มีผลเฉลยแมนตรงหรือมีผลการทดลอง ทั้งนี้เพื่อแสดงใหเห็นวาโปรแกรม
คอมพิวเตอรนี้มีความถูกตองและเชื่อถือไดอยูในระดับที่นาพอใจ ซ่ึงกรณีศึกษาที่นํามาใชในการ
ทดสอบมีดังตอไปนี ้
 1) การไหลแบบราบเรียบ 

- การไหลแบบราบเรียบบนแผนเรียบ 

- การไหลแบบราบเรียบในทอ 

2) การไหลแบบปนปวน 

- การไหลแบบปนปวนบนแผนเรียบ 

- การไหลแบบปนปวนบน Thick axisymmetric body 

- การไหลแบบปนปวนในทอ 
 
 
4.1 การไหลแบบราบเรียบ 
  

4.1.1 การไหลแบบราบเรียบบนแผนเรียบ 
 
การไหลภายนอก (External flow) คือ การไหลผานภายนอกของวัตถุ เชน การไหลผาน

แผนเรียบ (Flat plate) การไหลของอากาศผานปกเครื่องบิน เปนตน เมื่อของไหลไหลผานวัตถุ 
ของไหลที่อยูใกลบริเวณผิววัตถุจะมีการเปลี่ยนแปลงของความเร็วเกิดขึ้น (เมื่อสมมติใหไมมีการ
ถายเทความรอน) เนื่องจากผลของแรงเสียดทาน บริเวณดังกลาวนี้เรียกวา “ ชั้นขอบ (Boundary 

layer) ” ดังแสดงในรูปที่ 4.1 
 
จากรูปที่ 4.1 พิจารณาการไหลของของไหลแบบคงตัว (Steady flow) และอัดตัวไมได 

(Incompressible fluid) เมื่อไหลผานแผนเรียบดวยความเร็วคงตัว, ∞u  (Uniform velocity) 

และที่ภายนอกของชั้นขอบของไหลก็มีความเร็วคงตัวเทากับความเร็วของของไหลที่ไหลเขาหา
แผนเรียบ (กรณีนี้สมมติวาไมมีการเปลี่ยนแปลงของความดัน (Zero pressure gradient))  
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เมื่อกําหนดใหความหนาของชั้นขอบ (Boundary layer thickness), δ คือ ระยะหางจาก
ผิวของแผนเรียบถึงตําแหนงที่ความเร็ว ∞= u.u 990  และคาเรยโนลดนัมเบอร, LRe  ของการไหล
แบบราบเรียบบนแผนเรียบสามารถคํานวณไดดังสมการ (4.1) 

 

µ
ρ Lu

L
∞=Re  (4.1)

 
โดยการไหลจะเปนการไหลแบบราบเรียบก็ตอเมื่อ 610Re1000 << L  [26] ดังนั้น

สําหรับการศึกษาปญหาลักษณะนี้ จะกําหนดใหของไหลเปนอากาศที่มีความหนาแนน, ρ เทากับ 
1.19 3mkg  และมีคาความหนืดสัมบูรณ, µ เทากับ 25 msN10841 ⋅× −.  ไหลผานแผนเรียบที่มี
ความยาว 10 cm ดวยความเร็ว sm08.  ( 410175Re ×= .L ) 

การแกปญหาการไหลแบบราบเรียบบนแผนเรียบนี้ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม เริ่มดวย
การแบงโดเมนของปญหาออกเปนปริมาตรควบคุมเล็ก ๆ และประยุกตเงื่อนไขขอบดังแสดงในรูป
ที่ 4.2 ซ่ึงใช Power-Law differencing และ Upwind differencing scheme สําหรับการ
ประมาณพจนของการพาในทิศทางตามขวางกระแสการไหล (Cross-stream direction) และ
ทิศทางตามแนวกระแสการไหล (Stream-wise direction) สวนการประมาณพจนการ
แพรกระจายจะใช Central differencing scheme จากนั้นทําการทดสอบความเปน Grid 

independent ดวยการเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง 
m100.x =  ดวยการใชจํานวน กริดที่แตกตางกันสามขนาด คือ 3232× , 6262×  และ 82102×  

ดังแสดงในรูปที่ 4.3 จากกราฟจะเห็นวาผลการคํานวณที่ไดจากการใชกริดขนาด 6262×  และ 
82102×  มีความใกลเคียงกันมากจึงเลือกใชกริดขนาด 6262×  สําหรับการคํานวณเพื่อตรวจสอบ

ความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุม  
 
รูปที่ 4.4 แสดงผลการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เปรียบเทียบกับผล

เฉลยของ Blasius [26] ที่กําหนดให xx Re=δ  พบวาผลที่ไดแทบไมมีความแตกตางกันเลย 
 
 4.1.2 การไหลแบบราบเรียบในทอ 

 
รูปที่ 4.5 แสดงลักษณะของปญหาการไหลแบบราบเรียบในทอที่มีขนาดของเสนผาน

ศูนยกลางเทากับ D มีความยาวเทากับ L โดยที่ทางเขาของทอของไหลมีเร็วสม่ําเสมอเทากับ inu  
เมื่อคาเรยโนลดนัมเบอร (Reynolds number), Re ของการไหลแบบราบเรียบในทอสามารถ
คํานวณไดจาก 
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µ
ρ DuinRe =  (4.2)

 
โดยกําหนดใหของไหลเปนอากาศที่มีความหนาแนน, ρ เทากับ 1.19 3mkg  และมีคาความหนืด
สัมบูรณ, µ เทากับ 25 msN10841 ⋅× −.  เมื่อ 2DR = , rRr −=′  (คือระยะที่วัดจากผนัง) 
และ RrR ′=′  

 
เนื่องจากการไหลภายในทอจะอยูในชวงการไหลแบบราบเรียบ กรณีที่ 2300Re <  และ

การไหลจะเกิดการพัฒนาเต็มที่ (Fully developed flow) ที่ตําแหนงประมาณ DL 138≥  ดังนั้น
จึงเลือกใชคา 200Re =  โดยกําหนดโดเมนของปญหานี้คือ in6=D  (0.1524 m) และ 

DL 138= ซ่ึงในชวงที่ตําแหนงของการไหลมีการพัฒนาเต็มที่นั้นสามารถหาผลเฉลยเชิงวิเคราะห 
(Analytical solution) ของการกระจายตัวของความเร็ว [27] ไดดังนี้ 
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จากปญหาการไหลแบบราบเรียบในทอ จะทําการแกปญหานี้ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม เร่ิมตน
ดวยการแบงโดเมนของปญหาออกเปนปริมาตรควบคุมเล็ก ๆ และประยุกตเงื่อนไขขอบ (เนื่องจาก
โดเมนของปญหามีความสมมาตรจึงใชเงื่อนไขขอบแบบสมมาตรรวมเขามาดวย) ดังแสดงในรูปที่ 
4.6 

 
การแกปญหาการไหลแบบราบเรียบในทอนี้ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมจะใช Hybrid 

differencing scheme และ Central differencing scheme สําหรับการประมาณพจนของการพา
และพจนของการแพรกระจายตามลําดับ รวมทั้งทดสอบความเปน Grid independent ของการ
คํานวณกับกริดที่แตกตางกันสามขนาดคือ 1722× , 2232×  และ 4262×  ที่ตําแหนง 

m0321.x =  ดังแสดงในรูปที่ 4.7 จากกราฟจะเห็นวาผลการคํานวณที่ไดจากการใชกริดขนาด 
2232×  และ 4262×  มีความใกลเคียงกันมากจึงเลือกใชกริดขนาด 2232×  ในการคํานวณ 

 
เราจะพบวาผลการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง 0321.x = m ที่

ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแทบไมมีความแตกตางกับผลเฉลยเชิงวิเคราะหดังแสดงในรูปที่ 4.8 
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4.2 การไหลแบบปนปวน 
 
4.2.1 การไหลแบบปนปวนบนแผนเรียบ 
 
เมื่อของไหลไหลผานแผนเรียบจนคาของเรยโนลดนัมเบอร, LRe  มีคามากกวา 610  การ

ไหลจะเปนการไหลแบบปนปวนและเกิดชั้นขอบแบบปนปวน (Turbulent boundary layer) ที่
บริเวณใกลผิวของแผนเรียบดังแสดงในรูปที่ 4.9 ซ่ึงกําหนดใหเรยโนลดนัมเบอรมีคาดังสมการ 
(4.4) 
 

                                       
µ

ρ Lu
L

∞=Re  (4.4)

 
และกําหนดให Displacement thickness, ∗δ  และ Momentum thickness, θ  มีคาดังนี้ 
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รวมทั้งสามารถนิยามคาของเรยโนลดนัมเบอรที่ขึ้นกับคา Thickness ชนิดตาง ๆ ดังนี้ 
 

                                       
µ
δρ

δ

∗
∞=∗

uRe  (4.6ก)

 

                                       
µ
θρ

θ
∞=

uRe  (4.6ข)

 
เพื่อตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมที่ใชแบบจําลองความปนปวน 
Low-Re k-ε-γ กับปญหาการไหลนี้จึงแบงกรณีศึกษาออกเปน 2 กรณี คือ 
 

1) การเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ Dewan and Arakeri [19] 

2) การเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Klebanoff [42] 
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4.2.1.1 การเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ Dewan and Arakeri [19] 
 
Dewan and Arakeri [19] ไดทําการศึกษาปญหาการไหลแบบปนปวนบนแผน

เรียบดวยแบบจําลองความปนปวน k-ε-γ ที่ตําแหนง 2600Re =θ  ดังนั้นจึงกําหนดใหของไหลเปน
อากาศไหลผานแผนเรียบที่มีความยาวเทากับ m01.  และมีความเร็วที่ไหลเขา ∞u  เทากับ 

sm050.  ( 610233Re ×= .L ) 
 
รูปที่ 4.10 แสดงการแบงโดเมนของปญหาออกเปนปริมาตรควบคุมเล็ก ๆ และ

ประยุกตเงื่อนไขขอบ เชนเดียวกับปญหาการไหลแบบราบเรียบบนแผนเรียบที่ใช Power-Law 

differencing scheme และ Upwind differencing scheme (เพื่อให Scheme ที่ใชเปน 
Scheme เดียวกันกับการคํานวณของ Dewan and Arakeri [19]) สําหรับการประมาณพจนของ
การพาในทิศทางตามขวางและตามแนวกระแสการไหล สวนพจนการแพรกระจายประมาณดวย 
Central differencing scheme จากการทดสอบความเปน Grid independent ดวยการคํานวณหา
ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วไรมิติดวยจํานวนกริดที่แตกตางกัน 3 ขนาด คือ 10282× , 

202102×  และ 252152×  ดังแสดงในรูปที่ 4.11 จึงเลือกใชกริดขนาด 202102×  ในการ
คํานวณ สวนในรูปที่ 4.12 และ 4.13 แสดงผลการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของ 
Intermittency factor และ Turbulent kinetic energy ที่ตําแหนง 2600Re =θ  ตามลําดับ 

 
ผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ นั้นมีความ

คลายคลึงกับผลการคํานวณของ Dewan and Arakeri แตจะแตกตางกันที่ชวงบริเวณภายนอกชั้น
ขอบ ( 1>δy ) เพราะที่บริเวณนี้ Dewan and Arakeri ใชแบบจําลองความปนปวน k-ε-γ ที่
ไมไดประกอบดวย Damping function, µf , 1f , 2f  และพจนเพิ่มเติม (Extra terms), D และ 
E (ดังแสดงรายละเอียดในบทที่ 2)  
 
 

4.2.1.2 การเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Klebanoff [42] 
 
เพื่อเปนการตรวจสอบถึงความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมที่

ประดิษฐขึ้นดวยแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ ในการทํานายคุณลักษณะที่ประกอบไป
ดวยการหาลักษณะการกระจายตัวของความเร็วและปริมาณอื่น ๆ จึงนําผลการคํานวณที่ไดมาทําการ
เปรียบเทียบอีกครั้งหนึ่งกับผลการทดลองของ Klebanoff [42] โดยกําหนดใหของไหลเปนอากาศ
ไหลผานแผนเรียบที่มีความยาวเทากับ m03.  และมีความเร็วที่ไหลเขา ∞u  เทากับ sm050.  
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( 610709Re ×= .L ) และทําการทดสอบความเปน Grid independent จากการใชกริดที่แตกตาง
กันสามขนาดคือ 215122× , 202152×  และ 252202×  ดังแสดงในรูปที่ 4.14 จึงเลือกใชกริด
ขนาด 202152×  ในการคํานวณ เนื่องจากผลการคํานวณที่ไดจากการใชกริดขนาด 202152×  และ 

252202×  มีความใกลเคียงกันมาก  
 
ผลการคํานวณจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมที่ประกอบดวยลักษณะการกระจายตัว

ของความเร็วไรมิต,ิ ความเร็ว และ Intermittency factor แสดงในรูปที่ 4.15-4.17 ตามลําดับ 
ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วไรมิติและความเร็วในชั้นขอบที่คํานวณไดมีความสอดคลองกับ
ผลการทดลอง แตในสวนผลการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของ Intermittency factor ยังมี
ความผิดพลาดอยูบาง อาจจะมีสาเหตุมาจากสมการ Transport ของ Intermittency factor มี
ความสามารถไมมากพอในการคํานวณที่คาเรยโนลดนัมเบอร, θRe  สูง ๆ 
 
 
 4.2.2 การไหลแบบปนปวนบน Thick axisymmetric body 

 
การไหลแบบปนปวนบน Thick axisymmetric body ตัวอยางเชน การไหลผานวัตถุ

ทรงกระบอกที่วางในแนวตามทิศทางกระแสการไหลดังแสดงในรูปที่ 4.18 จะมีลักษณะการไหล
คลายคลึงกันกับปญหาการไหลผานแผนเรียบนั่นคือ เมื่อของไหลไหลผานผิววัตถุทรงกระบอก 
ของไหลที่อยูใกลบริเวณผิววัตถุจะมีการเปล่ียนแปลงของความเร็วเกิดขึ้นเนื่องจากแรงเสียดทาน 
บริเวณดังกลาวเรียกวา “ชั้นขอบ” แตสําหรับปญหาการไหลนี้เรียกวา “Thick axisymmetric 

boundary layer” ซ่ึงสามารถศึกษารายละเอียดเพิ่มเติมไดจาก Willmarth et al. [43] 
 
จากรูปที่ 4.18 ของไหลไหลดวยความเร็วคงตัว ∞u  ผานวัตถุทรงกระบอกที่มีความยาว L 

ขนาดเสนผานศูนยกลาง D และขนาดรัศมีเทากับ a ( 2Da = ) โดยสามารถคํานวณคาเรยโนลด
นัมเบอรไดจากสมการ (4.7) 
 

µ
ρ au

a
∞=Re  (4.7)

 
 สําหรับในการศึกษาของปญหานี้จะกําหนดใหวัตถุทรงกระบอกมีคา m52.L =  และ 

m0010.a =  รวมทั้งใหของไหลเปนอากาศไหลผานดวยความเร็ว sm4749.u =∞  
( 3200Re =a ) เมื่อรูปที่ 4.19 แสดงการแบงโดเมนและประยุกตเงื่อนไขขอบ 
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รูปที่ 4.20 แสดงการทดสอบความเปน Grid independent ซ่ึงผลการคํานวณที่ไดจาก
การใชกริดที่แตกตางกันสามขนาดทําใหเลือกกริดขนาด 28122×  ในการคํานวณ 

 
จากผลการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของ Intermittency factor และ Reynolds 

shear stress ที่ตําแหนง 3200Re =a  และ 577.y =δ  ดังแสดงในรูปที่ 4.21 และ 4.22 

ตามลําดับ พบวามีแนวโนมสอดคลองกับผลการคํานวณของ Dewan and Arakeri [18] แตยังมี
ความผิดพลาดที่เกิดขึ้น ซ่ึงมีสาเหตุเชนเดียวกับปญหาการไหลแบบปนปวนบนแผนเรียบที่ Dewan 

and Arakeri ใชแบบจําลองความปนปวน k-ε-γ ที่ไมไดประกอบดวย Damping function, µf , 

1f , 2f  และพจนเพิ่มเติม D, E ในการคํานวณที่บริเวณนอกชั้นขอบ 
 
 
 4.2.3 การไหลแบบปนปวนในทอ 

 
การไหลในทอนั้นจะเปนการไหลแบบปนปวน เมื่อคา 2300Re >  และการไหลนี้จะเกิด

การไหลแบบปนปวนพัฒนาเต็มที่ (Turbulent fully developed flow) ที่ตําแหนง L ประมาณอยู
ในชวง 25 ถึง 40 เทาของขนาดเสนผานศูนยกลางของทอ, D [5] ดังนั้นจึงกําหนดโดเมนของ
ปญหาการไหลแบบปนปวนในทอดังแสดงในรูปที่ 4.23 เมื่อคาเรยโนลดนัมเบอร, Re สามารถ
คํานวณไดดังสมการ (4.8)  
 

µ
ρ DuinRe =  (4.8)

 
ซ่ึงการศึกษาปญหาการไหลแบบปนปวนในทอจะกําหนดให in6=D  (0.1524 m) 

 
เนื่องจากในหัวขอนี้ตองการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอ

ลุมที่ประดิษฐขึ้น เพื่อเปนการแสดงใหเห็นประสิทธิภาพของการคํานวณหาผลเฉลยของปญหาการ
ไหลแบบปนปวนในทอ จึงไดนําผลการคํานวณที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรนี้ไปทําการ
เปรียบเทียบกับผลการทดลองหรือผลการคํานวณที่มีอยูแลวหลาย ๆ กรณีดังนี ้

 
1) การเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Schlichting [5] 

2) การเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ Nagano and Hishida [20] 

3) การเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ Wang and Derksen [21] 
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4.2.3.1 การเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Schlichting [5] 
 
สําหรับการแกปญหาการไหลแบบปนปวนในทอดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมจะ

ใชแบบจําลองความปนปวน 3 แบบจําลอง คือ แบบจําลอง Standard k-ε, High-Re k-ε-γ และ 
Low-Re k-ε-γ รวมทั้งใช Hybrid และ Central differencing scheme ในการประมาณพจนของ
การพาและการแพรกระจายตามลําดับ จากนั้นนําผลการคํานวณที่ไดไปเปรียบเทียบกับผลการ
ทดลองของ Schlichting [5] ที่มีคาเรยโนลดนัมเบอรแตกตางกันสามขนาดคือ 31004Re ×= . , 

51051 ×.  และ 61023 ×.  การคํานวณจะเริ่มตนดวยการแบงโดเมนของปญหาการไหลออกเปน
ปริมาตรควบคุมเล็ก ๆ ที่ใชการวางกริดแบบ Non-uniform staggered grid รวมทั้งประยุกต
เงื่อนไขขอบสําหรับแตละแบบจําลองความปนปวนดังแสดงในรูปที่ 4.24-4.26 (เนื่องจากโดเมน
ของปญหามีความสมมาตรจึงใชเงื่อนไขขอบแบบสมมาตรรวมดวย) ซ่ึงเงื่อนไขขอบที่ทางเขา
สามารถกําหนดไดดังนี ้

 
                   2

inin 0050 u.k =  (4.9ก)
 

                   
R.

kC
030

2343

in
µε =  (4.9ข)

 
                   0010in .=γ  (4.9ค)
 

1) การไหลแบบปนปวนในทอกรณี 31004Re ×= .  

สําหรับการทดสอบความเปน Grid independent ของการคํานวณจาก
แบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง จะกระทําการคํานวณกับกริดที่มีขนาดแตกตางกันสาม
ขนาดดังตอไปนี้ กรณีแรกแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε จากการคํานวณกับกริดที่ขนาด
แตกตางกันสามขนาดคือ 1217× , 1722×  และ 2232×  ดังแสดงในรูปที่ 4.27 จะเห็นวาผลการ
คํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากการใชกริดขนาด 1722×  และ 2232×  มีความ
ใกลเคียงกันมากจึงเลือกใชกริดขนาด 1722×  ในการคํานวณ สวนกรณีแบบจําลองความปนปวน 
High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ จากผลการคํานวณกับกริดที่ขนาดแตกตางกันสามขนาดดัง
แสดงในรูปที่ 4.28 และ 4.29 ดวยเหตุผลที่เหมือนกับกรณีของแบบจําลองความปนปวน 
Standard k-ε ดังนั้นจึงเลือกใชกริดขนาด 1722×  และ 2232×  ในการคํานวณสําหรับ
แบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ ตามลําดับ 
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จากนั้น นําผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากแบบจําลองความ
ปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง ไปเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Schlichting [5] ดังแสดงในรูปที่ 
4.30 ที่ตําแหนง 5724.x =  m ( D30 , ซ่ึงอยูในชวงการไหลแบบปนปวนพัฒนาเต็มที่) 

 
2) การไหลแบบปนปวนในทอกรณี 51051Re ×= .  

การทดสอบความเปน Grid independent ของการคํานวณจากแบบจําลองความ
ปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง โดยการใชกริดที่ขนาดแตกตางกันสามขนาดดังแสดงในรูปที่ 4.31-4.33 

ดังนั้นจึงเลือกใชกริดขนาด 2747× , 2747×  และ 4262×  ในการคํานวณสําหรับแบบจําลอง
ความปนปวน Standard k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ ตามลําดับ  

จากนั้นนําผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากแบบจําลองความ
ปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง ไปเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Schlichting [5] ดังแสดงในรูปที่ 
4.34 

 
3) การไหลแบบปนปวนในทอกรณี 61023Re ×= .  

สําหรับการคํานวณในกรณีนี้ก็เหมือนเชนเคยกับกรณี 31004Re ×= .  และ 
51051Re ×= .  ที่มีการตรวจความเปน Grid independent ของการคํานวณจากแบบจําลองความ

ปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง ดวยการใชกริดที่ขนาดแตกตางกันสามขนาด จากผลลัพธที่ไดจึงเลือกใช 
กริดขนาด 6282× , 6282×  และ 202152×  ในการคํานวณสําหรับแบบจําลองความปนปวน 
Standard k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ ตามลําดับ (ดังแสดงในรูปที่ 4.35-4.37) 
 

รูปที่ 4.38 แสดงผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากแบบจําลอง
ความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลองที่ตําแหนง 5724.x =  m  
 

จากการเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 

แบบจําลอง กับผลการทดลองดังแสดงในรูปที่ 4.30, 4.34 และ 4.38 นั้นพบวาผลลัพธที่ไดมีความ
สอดคลองกับผลการทดลอง ซ่ึงจะสังเกตเห็นไดวาผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน 
Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ มีความใกลเคียงกันมาก รวมทั้งใหผลการคํานวณที่สอดคลอง
กันดีกับผลการทดลองเมื่อคาเรยโนลดนัมเบอรสูง ๆ ( 51051Re ×= .  และ 61023Re ×= . ) แต
กรณีเมื่อ 31004Re ×= .  ยังใหผลลัพธของการคํานวณที่ไมคอยดีนัก เพราะการไหลที่คาเรยโนลด
นัมเบอรนี้อยูในชวง Transition (เพราะวาแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง จะใหผลดี
ในกรณีที่เปนการไหลแบบปนปวนพัฒนาเต็มที่, 51051Re ×= . ) และผลการคํานวณจาก
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แบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ จะมีแนวโนมที่ดีกวาแบบจําลองความปนปวน 
Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ 
 
 

4.2.3.2 การเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ Nagano and Hishida [20] 
 
Nagano and Hishida [20] ไดทําการปรับปรุงแบบจําลองความปนปวน Low-

Re k-ε โดยปญหาการไหลที่ทําการศึกษาก็มีการไหลแบบปนปวนในทอดวย ดังนั้นจึงนําผลการ
คํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ มาทําการตรวจสอบความถูกตองกับผล
การคํานวณของ Nagano and Hishida สําหรับการคํานวณก็เร่ิมตนดวยการทดสอบความเปน 
Grid independent ของการคํานวณโดยการใชกริดที่ขนาดแตกตางกันสามขนาดดังแสดงในรูปที่ 
4.39 จะเห็นวาผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วไรมิติที่ไดจากการใชกริดขนาด 

202152×  และ 252202×  มีความใกลเคียงกันมากจึงเลือกใชกริดขนาด 202152×  ในการ
คํานวณ 

 
จากนั้นนําผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วไรมิติที่ไดจากแบบจําลอง

ความปนปวน Low-Re k-ε-γ ไปเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ Nagano and Hishida [20], 

Lam and Bremhorst [46] และผลการทดลองของ Laufer [47] ดังแสดงในรูปที่ 4.40 ที่
ตําแหนง 5724.x =  m 

 
ผลการคํานวณที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมีความสอดคลองกันดีกับผลการ

ทดลองของ Laufer [47] รวมทั้งมีแนวโนมใกลเคียงกับผลการคํานวณของ Nagano and Hishida 

[20] และดีกวาผลการคํานวณของ Lam and Bremhorst [46] ซ่ึงเนื่องมาจากการใชคาคงที่ตาง ๆ 
คือ Damping function ( µf , 1f , 2f ) และพจนเพิ่มเติม (D, E) ที่แตกตางกันดังแสดงในตาราง 
4.1 
 

4.2.3.3 การเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ Wang and Derksen [17] 
 
Wang and Derksen [17] ไดทําการศึกษาคุณลักษณะการไหลแบบปนปวนใน

ทอ ( 51003Re ×= . ) ดวยแบบจําลองความปนปวน k-ε-γ ที่ไดถูกปรับปรุงโดย Cho and Chung 

[16] ซ่ึงเปนรูปแบบเดียวกับแบบจําลองความปนปวน k-ε-γ ที่เลือกใชในวิทยานิพนธนี้ 
(แบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ ) ดังนั้นจึงไดนําเอาโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอ
ลุมที่ใชแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ มาทําการตรวจสอบความถูกตองกับผลการ
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คํานวณของ Wang and Derksen สําหรับการคํานวณก็เร่ิมตนดวยการตรวจสอบความเปน Grid 

independent โดยการใชกริดที่แตกตางกันสามขนาดดังแสดงในรูปที่ 4.41 จะพบวาผลการ
คํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากกริดขนาด 162202×  และ 202252×  มีความ
ใกลเคียงกันมาก ดังนั้นจึงเลือกใชกริดขนาด 162202×  ในการคํานวณ 

 
สวนในรูปที่ 4.42-4.46 แสดงผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วใน

แนวแกน x ที่ตําแหนง Rr  ใด ๆ เมื่อกําหนดให 
 u  คือ ความเร็วในแนวแกน x 

 bu  คือ ความเร็วเฉลี่ย (Bulk velocity) 
 
และรูปที่ 4.47-4.49 แสดงผลการคํานวณการกระจายตัวของ Reynolds shear stress ที่ตําแหนง 

3010 ,Dx =  และ 70 ตามลําดับ 
 

ผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ สําหรับลักษณะ
การกระจายตัวของเร็วนั้นมีความถูกตองสอดคลองกันดีทั้งกับผลการทดลองและผลการคํานวณ
ของ Wang and Derksen สวนผลการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของ Reynolds shear 

stress มีแนวโนมสอดคลองกับผลการทดลองและผลการคํานวณของ Wang and Derksen และที่
บริเวณชวงการไหลแบบปนปวนพัฒนาเต็มที่ (รูปที่ 4.49) แบบจําลองความปนปวน Low-Re     

k-ε-γ ใหผลการคํานวณที่ดีกวาผลการคํานวณของ Wang and Derksen และ Chien 



บทที ่5 

การวิเคราะหคุณลักษณะการไหลของเจ็ตแบบปนปวนในบริเวณจํากัดขอบเขต 
 
 

 สําหรับในบทนี้จะนําโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมที่ประดิษฐขึ้น มาทําการศึกษา
วิเคราะหคุณลักษณะการไหลของเจ็ตแบบปนปวนในบริเวณจํากัดขอบเขต ซ่ึงแบงกรณีศึกษา
ออกเปน 2 กรณี คือ 

1) การไหลของ Confined coflow jet ในทอ 

2) การไหลของ Confined jet ภายในทอปด 

โดยมีรายละเอียดดังจะกลาวตอไป 
 
 
5.1 การไหลของ Confined coflow jet ในทอ 

 
5.1.1 ลักษณะของปญหา 
 
การศึกษาและทําความเขาใจถึงปรากฏการณของ Confined coflow jet หรือ Confined 

jet mixing ในทอ นั้นมีความสําคัญมากในงานทางดานวิศวกรรม ตัวอยางเชน การออกแบบ 
Ejector, Combustor, Jet pump, Furnaces และการออกแบบอุปกรณตาง ๆ ที่ประกอบดวยการ
ผสมของชั้น Layer ที่มีความเร็วแตกตางกัน การไหลของ Confined coflow jet นี้จะ
ประกอบดวยกระแสการไหลความเร็วสม่ําเสมอ 2 ชนิด คือ  

1) กระแสการไหลหลัก (Primary stream) หรือกระแสการไหลของเจ็ต (Jet 

stream) ที่มีความเร็วสูง, pu   

2) กระแสการไหลรอง (Secondary stream) ที่มีความเร็วต่ํา, su  
 

ดังแสดงในรูปที่ 5.1 โดยกําหนดใหกระแสการไหลทั้ง 2 ชนิด เปนอากาศที่มีอุณหภูมิ
เทากัน โดยกระแสการไหลรองนั้นจะไหลรอบขางไปกับกระแสการไหลของเจ็ตในทิศทางเดียวกัน 
เขามาผสมในทอที่มีพื้นที่หนาตัดคงที่เกิดการถายเทโมเมนตัมซึ่งกันและกัน สําหรับปรากฏการณ
พื้นฐานของการไหลที่สามารถเกิดขึ้นใน Confined coflow jet นี้ไดแก การเกิด Adverse 

pressure gradient, บริเวณของ Separation หรือ Recirculation และการมีลักษณะความ
คลายคลึงของความเร็ว (Similar velocity profiles) เปนตน 
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จากรูปที่ 5.1 สามารถแบงบริเวณการไหลที่เกิดขึ้นภายใน Confined coflow jet ในทอ
ได 3 บริเวณ โดยแตละบริเวณมีคุณลักษณะของการไหลที่แตกตางกันดังนี้ 

1) บริเวณที่ 1 (Region 1) จะประกอบดวยโซนของการไหลแบบศักย (Potential 

flow zones) ที่มีขนาดความเร็วแตกตางกันมากซึ่งจะถูกแบงแยกดวย Shear 

layer โดยขนาดของ Shear layer จะเพิ่มขึ้นเปนสัดสวนตามระยะที่หางจาก
หัวฉีด (Nozzle) พรอมกันนั้นการไหลแบบศักยของกระแสการไหลหลักก็จะ
ลดลง สวนการไหลแบบศักยของกระแสการไหลรองดานนอกจะถูกลอมรอบดวย 
Shear layer ของตัวเองกับผนัง ชวงสิ้นสุดของบริเวณการไหลที่ 1 จะเกิดเมื่อ
ขนาด Potential core ของกระแสการไหลหลักลดลงจนหมด 

2) บริเวณที่ 2 (Region 2) การไหล ณ บริเวณเสนผานศูนยกลางของทอจะไมเปน
การไหลแบบศักย (Nonpotential flow) รวมทั้งบริเวณ Shear zone จะขยาย
จากตรงเสนผานศูนยกลางของทอไปสูกระแสการไหลรองดานนอก (ซ่ึงอาจยัง
เปนการไหลแบบสม่ําเสมอหรือการไหลแบบศักย) 

3) บริเวณที่ 3 (Region 3) ชั้นขอบ (Boundary layer) จะรวมตัวกับ Jet shear 

layer และตลอดทั้งบริเวณนี้เปนการไหลของ Shear flow ซ่ึงสามารถที่จะเกิด 
Separation หรือการไหลหมุนวน (Recirculating flow) ดังแสดงในรูปที่ 5.1 

 
สําหรับบริเวณที่ 1 และ 2 ปกติจะเกิด Positive axial pressure gradient หรือ Adverse 

pressure gradient เมื่ออัตราสวนของความเร็วเริ่มตน (Initial velocity ratio) ซ่ึงเปนอัตราสวน
ระหวางความเร็วของเจ็ต, pu  กับกระแสการไหลรอง, su  นั้นมีคามากพอ รวมทั้งถาหากขนาดของ 
Positive axial pressure gradient มีขนาดมากและขนาดความเร็วของกระแสการไหลรองมีคา
นอย กระแสการไหลรองจะลดความเร็วจนความเร็วเปนศูนยและเกิดการไหลยอนกลับ (ณ ที่
ตําแหนงนี้จะเกิด Separation หรือการไหลหมุนวน) สวนที่ตําแหนงไกลออกไปหลังกระแสการ
ไหล (Downstream) จะเกิด Shear flow ตอเนื่องจนถึงชวงการไหลแบบพัฒนาเต็มที่ (Fully 
developed flow) 

 
จากรูปที่ 5.1 กําหนดใหเจ็ตมีขนาดเสนผานศูนยกลางเทากับ 1D  และทอมีขนาดเสนผาน

ศูนยกลางเทากับ 2D  กําหนดใหคาเรยโนลดนัมเบอร, Re มีคาดังสมการ (5.1) 
 

µ
ρ 2Re Dum=  (5.1)
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เมื่อ mu  คือ ความเร็วเฉลี่ย (Section mean velocity) โดยกําหนดใหความเร็วของของไหลหลัก
และรองที่ทางเขามีคาสม่ําเสมอเทากับ pu  และ su  ตามลําดับ ซ่ึงของไหลในกระแสการไหลทั้ง
สองเปนอากาศที่มีความหนาแนน, ρ เทากับ 3mkg191.  และมีคาความหนืดสัมบูรณ, µ เทากับ 

msN10841 5 ⋅× −.  เมื่อ 211 DR =  และ 222 DR =   
 
 
 5.1.2 ผลการคํานวณ 
  

โปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมที่ใชแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε, High-

Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ รวมกับการวางกริดแบบ Non-uniform staggered grid จะถูก
นํามาวิเคราะหคุณลักษณะการไหลของ Confined coflow jet ในทอ เชน การแพรกระจายของ
ความเร็ว, Axial turbulence intensity, Turbulent shear stress และคาความดันที่ผนัง เปนตน 
  

สําหรับการไหลของ Confined coflow jet ในทอ จะกําหนดใหขนาดของเสนผาน
ศูนยกลางทอ m)(0.1524in62 =D  และทอมีความยาวเทากับ 260D  สวนความเร็วของกระแส
การไหลหลักหรือเจ็ต, pu  มีคาเทากับ sm72.45  (เปนเงื่อนไขเดียวกันกับที่ใชในการทดลอง
ของ Razinsky and Brighton [11]) ซ่ึงในรูปที่ 5.2-5.4 แสดงถึงการแบงโดเมนของปญหาการ
ไหลนี้ออกเปนปริมาตรควบคุมเล็ก ๆ และประยุกตเงื่อนไขขอบ (เนื่องจากโดเมนของปญหามีความ
สมมาตรจึงใชเงื่อนไขขอบแบบสมมาตรรวมดวย) ของแตละแบบจําลองความปนปวน เมื่อเงื่อนไข
ที่ทางเขามีคาดังนี ้
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 โดยผลการคํานวณที่ไดจะถูกเปรียบเทียบกับผลการทดลองที่มีอยูแลว รวมทั้งยังมีการ
เปรียบเทียบระหวางผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 ชนิด และศึกษาการ
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เปลี่ยนแปลงพารามิเตอรที่มีผลกระทบตอคุณลักษณะการไหลของ Confined coflow jet ดวย ซ่ึง
มีรายละเอียดดังตอไปนี ้
 
 
  5.1.2.1 การเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Razinsky and Brighton [11] 

 
การคํานวณหาผลเฉลยที่อธิบายคุณลักษณะการไหลของ Confined coflow jet 

ในทอ ดังแสดงในรูปที่ 5.1 ซ่ึงผลการคํานวณที่ไดจะนํามาเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ 
Razinsky and Brighton [11] โดยจะแบงกรณีศึกษาออกเปน 2 กรณี ดังตอไปนี้คือ 
 

1) กรณี 312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .  

สําหรับการทดสอบความเปน Grid independent ของการคํานวณจาก
แบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง จะกระทําการคํานวณกับกริดที่มีขนาดแตกตางกันสาม
ขนาดดังตอไปนี้ กรณีแรก สําหรับแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε (รูปที่ 5.5) จากผลการ
คํานวณลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง 215Rx =  จะพบวาการใชกริดขนาด 

72102 ×  และ 112152 ×  ใหผลลัพธที่มีความใกลเคียงกันมาก จึงเลือกใชกริดขนาด 72102 ×  ใน
การคํานวณ และดวยเหตุผลเดียวกันนี้จากการพิจารณารูปที่ 5.6 และ 5.7 ทําใหเลือกใชกริดขนาด 

97122 ×  และ 122152 ×  ในกรณีที่ทําการคํานวณดวยแบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ 

และ Low-Re k-ε-γ ตามลําดับ 
 
จากนั้นนําผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง คือ 

Standard k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ ซ่ึงประกอบไปดวย ลักษณะการกระจายตัว
ของความเร็ว, คา Axial turbulence intensity, คา Turbulence shear stress และคาความดันที่
ผนัง (Wall pressure) ไปเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Razinsky and Brighton [11]  

 
จากการพจิารณาลักษณะการกระจายตัวของความเร็วทีต่ําแหนง x ตาง ๆ ดังนี้ คือ 

0=x , 34 2Rx = , 310 2Rx = , 316 2Rx = , 328 2Rx = , 340 2Rx =  และ 

3340 2Rx =  ดังแสดงในรูปที่ 5.8-5.11 ซ่ึงในกรณีนี้ ( 312 =RR , 10=sp uu  และ 
410019Re ×= . ) พบวาผลการคํานวณทีไ่ดมีการไหลหมนุวนเกิดขึ้น ดังนั้นสําหรับการวิเคราะห

ปญหานี้จึงสามารถแบงแยกออกเปน 3 บริเวณ คอื ชวงบริเวณกอนทีจ่ะเกดิการไหลหมนุวน 
( 0=x , 34 2Rx =  และ 310 2Rx = ), ชวงบริเวณการไหลหมุนวน ( 316 2Rx = ) และชวง
บริเวณหลังการไหลหมุนวน ( 328 2Rx = , 340 2Rx =  และ 3340 2Rx = )  
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ที่ชวงบริเวณกอนที่จะเกิดและหลังการไหลหมุนวน พบวาผลการคํานวณที่ไดจาก
แบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง นั้นมีความสอดคลองกันดีกับผลการทดลอง ซ่ึงผลการ
คํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ จะสามารถทํานายลักษณะการกระจาย
ตัวของความเร็วที่ตําแหนงชวงบริเวณดังกลาวนี้ไดดีกวาแบบจําลองอื่น ๆ เชน ที่ตําแหนง 

310 2Rx =  และตําแหนงที่ชวงการไหลมีการพัฒนาเต็มที่ (Fully developed flow) 
 
แตในชวงบริเวณที่เกิดการไหลหมุนวน นั่นคือ ที่ตําแหนง 316 2Rx =  ผลการ

คํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง ยังไมมีความถูกตองเทาที่ควร เพราะ
แบบจําลอง Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ ใช Wall functions สําหรับการกําหนดเงื่อนไข
ขอบตรงบริเวณใกลผนัง ซ่ึงมีขอดอยในการทํานายลักษณะการไหลที่มี Separation ไดไมคอยดี
นัก สวนแบบจําลอง Low-Re k-ε-γ ถึงแมวาจะไมไดใช Wall functions ผลการคํานวณที่ไดก็ยัง
ไมดีเชนเดียวกัน ทั้งนี้อาจจะมีสาเหตุมาจากการใช Damping function, µf , 1f , 2f  และพจน
เพิ่มเติม D, E ที่ไมสามารถรองรับกับปญหาการไหลหมุนวน หรือการที่ไมคิดผลกระทบที่เกิดจาก 

Vorticity ดังแสดงในรูปที่ 5.9 (b) 
 

รูปที่ 5.12-5.15 แสดงผลการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของคา Axial 

turbulence intensity และรูปที่ 5.16-5.18 แสดงลักษณะการกระจายตัวของคา Turbulence 

shear stress ของกรณีที่ 312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .  เมื่อเปรียบเทียบกับผล
การทดลองจะพบวาแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง ใหผลการคํานวณที่ไมดีนัก แมวา
ผลลัพธที่ไดจะมีแนวโนมในทิศทางเดียวกับผลการทดลองบางชวงเชน ตําแหนงที่ชวงการไหลมี
การพัฒนาเต็มที ่

 
รูปที่ 5.19 แสดงลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่ผนัง (Wall pressure) 

จากผลการคํานวณดวยแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง ใหผลการคํานวณในชวง 
Adverse pressure gradient (หรือชวงกอนการเกิดการไหลหมุนวน) ที่ดีและมีแนวโนม
สอดคลองกับผลการทดลอง แตในชวง Favorable pressure gradient (หลังการเกิดการไหลหมุน
วน) ผลการคํานวณคาความดันที่ผนังยังมีความคลาดเคลื่อนเมื่อเปรียบเทียบกับผลการทดลอง ซ่ึง
จากรูปที่ 5.19 จะพบอีกอยางหนึ่งวาผลการคํานวณจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ 
จะมีแนวโนมที่ดีกวาแบบจําลอง Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ ในชวงหลังการเกิดการไหล
หมุนวนถึง ณ ตําแหนงประมาณ 240Rx =  
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รูปที่ 5.20 แสดงการพัฒนาของเจ็ตที่ตําแหนงตาง ๆ ดวยคาความเร็วไรมิติ, 
maxuu  ซ่ึงมีลักษณะการไหลเหมือนดังแสดงในรูปที่ 5.1 (กําหนดให maxu  คือ คาความเร็ว, u 

สูงสุดที่เสนผานศูนยกลางทอ ณ ตําแหนง x ใด ๆ) โดยปญหาการไหลของ Confined coflow jet 

ในทอ นี้จะประกอบดวยบริเวณการไหล 3 บริเวณ ดังรายละเอียดที่กลาวไวในหัวขอ 5.1.1 จากรูป
ที่ 5.20 ผลการคํานวณที่ไดบริเวณที่ 1 จะอยูที่ตําแหนงประมาณ 34 2Rx < , บริเวณที่ 2 อยู
ในชวง 22 434 RxR <<  และบริเวณที่ 3 เร่ิมตั้งแต 24Rx >  โดยพบวาผลการคํานวณดวย
แบบจําลอง Low-Re k-ε-γ และ High-Re k-ε-γ จะมีการพัฒนาของเจ็ตไดรวดเร็วกวาแบบจําลอง 
Standard k-ε 

 
รูปที่ 5.21 แสดงผลการคํานวณของอัตราการแพรของเจ็ต (Growth rate) หรือ

ความกวางของเจ็ต ( L ) ดวยการคํานวณหาตําแหนงในแนวแกน r ที่ขนาดของความเร็วมีคาเทากับ 

max5.0 uu  จะพบวาผลการคํานวณความกวางของเจ็ตที่ไดจากแบบจําลอง Low-Re k-ε-γ และ 
High-Re k-ε-γ จะมีขนาดใกลเคียงกันและมากกวาแบบจําลอง Standard k-ε ดังนั้นจึงแสดงวา 
Entrainment rate ที่ไดจากแบบจําลอง Low-Re k-ε-γ และ High-Re k-ε-γ จะมีคาสูงกวา
แบบจําลอง Standard k-ε  

 
จากผลการคํานวณลักษณะการไหลของ Confined coflow jet ในทอ สําหรับ

กรณีที่ 312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .  หากพิจารณาเฉพาะลักษณะการกระจาย
ตัวของความเร็ว, Turbulence shear stress และคาความดันที่ผนัง พบวาผลการคํานวณที่ไดจาก
แบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ จะใหผลการคํานวณที่ดีกวาแบบจําลอง Standard k-ε 
และ High-Re k-ε-γ  
 

2) กรณี 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  

การทดสอบความเปน Grid independent ของการคํานวณจากแบบจําลองความ
ปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง กระทําโดยใชกริดที่ขนาดแตกตางกันสามขนาด ซ่ึงแสดงผลลัพธการ
กระจายตัวของความเร็วดังในรูปที่ 5.22-5.24 จากเหตุผลเดียวกันกับกรณี 312 =RR  ทําให
เลือกใชกริดขนาด 82102 × , 82102 ×  และ 102122 ×  สําหรับการคํานวณดวยแบบจําลองความ
ปนปวน Standard k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ ตามลําดับ  

 
เมื่อเพิ่มอัตราสวนขนาด 312 =RR  มาเปน 612 =RR  (คาเรยโนลดนัมเบอร

ลดลงจาก 410019Re ×= .  เหลือ 410635Re ×= . ) จะพบวาผลการคํานวณลักษณะการกระจาย
ตัวของความเร็วดวยแบบจําลอง Standard k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ (ดังในรูปที ่
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5.25-5.28) ยังไมสามารถแสดงผลลัพธที่เกิดจาก Adverse pressure gradient ไดดีเมื่อ
เปรียบเทียบกับผลการทดลอง ซ่ึงในชวงบริเวณกอนการไหลหมุนวนผลการคํานวณที่ไดจาก
แบบจําลองความปนปวน Standard k-ε จะมีความสอดคลองกับผลการทดลองและดีกวา
แบบจําลองปนปวน High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ (ที่ตําแหนง 34 2Rx =  

และ 310 2Rx = ) สวนที่บริเวณตําแหนงการไหลหมุนวน ( 316 2Rx = ) ผลการคํานวณที่ไดจาก
แบบจําลองทั้งสามใหผลการคํานวณที่ไมแตกตางกัน แตในชวงหลังบริเวณการไหลหมุนวนหรือ
ชวงการไหลแบบพัฒนาเต็มที่ ( 340 2Rx =  และ 3340 2Rx = ) ผลการคํานวณจากแบบจําลอง
ความปนปวน Low-Re k-ε-γ จะสามารถทํานายลักษณะการกระจายตัวของความเร็วไดถูกตอง
ดีกวาแบบจําลองปนปวน Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ  แตเมื่อพิจารณาโดยรวมผลการ
คํานวณลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ  จะ
ใหผลที่ดีกวาแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ 

 
รูปที่ 5.29-5.32 แสดงผลการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของคา Axial 

turbulence intensity เมื่อเปรียบเทียบกับผลการทดลองจะพบวาแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 

แบบจําลอง ใหผลลัพธของการคํานวณที่มีผิดพลาดไปจากผลการทดลอง ถึงแมวาจะแนวโนม
ในทางเดียวกับผลการทดลองที่ชวงการไหลแบบพัฒนาเต็มที่ ( 230Rx =  และ 2114Rx = )  

 
ผลการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของคา Turbulence shear stress ดังในรูป

ที่ 5.33-5.35 จากแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง ยังคงใหผลการคํานวณที่มีความ
ผิดพลาดเมื่อเปรียบเทียบกับผลการทดลอง แตพบวาผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความ
ปนปวน Low-Re k-ε-γ จะมีความสอดคลองและแนวโนมที่ดีกวาแบบจําลองความปนปวนอ่ืน ๆ 
เชน ที่ตําแหนง 22Rx = , 210Rx = , 218Rx = , 230Rx =  และ 2114Rx =  เปนตน 

 
รูปที่ 5.36 แสดงผลการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่ผนัง จะ

พบวาผลการคํานวณจากแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง ณ ชวงบริเวณกอนการไหล
หมุนวน ( 212Rx < ) ที่เกิด Adverse pressure gradient มีความสอดคลองดีกันกับผลการทดลอง 
เมื่อเกิดการไหลหมุนวนขึ้นภายในทอซ่ึงแบบจําลองความปนปวนไมมีความสามารถในการทํานาย
คุณลักษณะการไหล ณ ตําแหนงนี้ ดังนั้นจึงมีผลกระทบตอชวงบริเวณหลังการไหลหมุนวนที่เกิด 
Favorable pressure gradient ( 212Rx > ) ทําใหผลการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของคา
ความดันที่ผนังในชวงบริเวณนี้ มีความคลาดเคลื่อนจากผลการทดลอง แตผลการคํานวณที่ไดจาก
แบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ จะมีแนวโนมที่ดีกวาแบบจําลอง Standard k-ε และ 
High-Re k-ε-γ 
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รูปที่ 5.37 แสดงการพัฒนาของเจ็ตดวยความเร็วไรมิติ ( maxuu ) ซ่ึงผลการ
คํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ จะใหผลลัพธการพัฒนาของเจ็ตที่เร็ว
กวาแบบจําลองความปนปวนอื่น ๆ สวนอัตราการแพรกระจายหรือความกวางของเจ็ต (ดังในรูปที่ 
5.38) แบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ ก็ใหผลการคํานวณความกวางของเจ็ตที่มีขนาด
มากกวาแบบจําลอง Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ ดังนั้นจึงเปนการแสดงใหเห็นวาผลการ
คํานวณจากแบบจําลอง Low-Re k-ε-γ มี Entrainment rate ที่สูงกวาแบบจําลองความปนปวนที่
เหลือ 

 
การพิจารณาผลกระทบ Entrainment rate ของ Intermittency factor, γ ดวย

การใชสมการ Transport ของ Intermittency factor และการเพิ่มพจนของ Non-dimensional 

invariant of interaction, Γ ลงในสมการ Dissipation rate ของแบบจําลองความปนปวน Low-

Re k-ε-γ ซ่ึงจะชวยใหผลลัพธของการคํานวณของคาความเร็วและความดันที่ไดจากแบบจําลอง
ความปนปวนนี้ดีกวาแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε แตผลการคํานวณคา Axial 

turbulence intensity และ Turbulent shear stress ก็ยังใหผลการคํานวณที่ไมแตกตางกันและยัง
ขาดความถูกตองเทาที่ควรเมื่อเปรียบเทียบกันกับผลการทดลอง สําหรับการคํานวณลักษณะการ
ไหลของ Confined coflow jet ในทอ (เปนปญหาการไหลภายใน (Inter flow)) แตจากงานวิจัย
ที่ผานของ Cho and Chung [16] ที่แสดงใหเห็นวาการใชแบบจําลองความปนปวน k-ε-γ นั่นจะ
สามารถชวยใหผลการคํานวณของปญหาการไหล Turbulent free shear (Plane jet, Round jet, 

Plane far wake และ Plane mixing layer) ที่ประกอบดวยลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว, 

Turbulent Reynolds stresses, Turbulent kinetic energy และคาอัตราการแพรกระจาย มี
แนวโนมความถูกตองที่ดีขึ้นมากกวาจากการใชแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε และ 
Reynolds stress เมื่อทําการเปรียบเทียบกันกับผลการทดลอง ดังนั้นจึงเปนการยืนยันไดวา
แบบจําลองความปนปวน k-ε-γ สามารถใชไดดีกับปญหาการไหล Turbulent free shear มากกวา
ปญหาการไหลภายใน 

 
ผลลัพธของการคํานวณจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ ที่มีความ

แตกตางกับแบบจําลอง Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ ก็เนื่องมาจากแบบจําลอง Low-Re  

k-ε-γ นั้นไมไดใช Wall functions และการพิจารณาถึงผลกระทบของ Intermittency factor, γ 

ที่มีตอการไหล แตสาเหตุที่ทําใหผลการคํานวณจากแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 ชนิด นั้นมีความ
ผิดพลาดจากผลการทดลองอาจเกิดมาจากหลายสาเหตุ อาทิเชน ความคลาดเคลื่อนที่มาจากการใช 
Wall functions ตรงบริเวณการไหลหมุนวน (กรณีของแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε 
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และ High-Re k-ε-γ) หรือการประมาณพจนของ Turbulent stresses ดวย Boussinesq’s 

approximation ที่ไมไดพิจารณารวมผลของการเกิด Vorticity เขาไป เปนตน 
 

สรุปผล 

จากการใชแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-

Re k-ε-γ ในการทํานายลักษณะของเจ็ตแบบปนปวนในบริเวณจํากัดขอบเขต Confined coflow 

jet ในทอนั้นพบวาผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชแบบจําลอง Low-Re k-ε-γ จะใหผลการคํานวณ
ที่ดีกวาแบบจําลอง Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ ซ่ึงผลลัพธที่ไดจากแบบจําลองทั้งสามนี้มี
ความสอดคลองกันดีกับผลการทดลองในเรื่องของการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว
และคาความดันที่ผนัง แตสําหรับในสวนของคา Axial turbulence intensity และ Turbulent 

shear stress นั้นผลการคํานวณที่ได ยังไมมีความถูกตองเทาที่ควรเมื่อเปรียบเทียบกับผลการ
ทดลอง  
 
 

5.1.2.2 การเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน 

 Standard k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ 
 
สําหรับในหัวขอนี้จะเปนการนําผลการคํานวณจากแบบจําลองความปนปวน 

Standard k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ มาเปรียบเทียบกัน เพื่อเปนการศึกษา
คุณลักษณะการไหลของ Confined coflow jet ในทอ กรณีที่อัตราสวนขนาด 12 RR  คอนขางสูง 
คือ ที่ 1212 =RR  เมื่ออัตราสวนความเร็ว 10=sp uu  โดยกําหนดให 501 .D = in 

( m01270. ), sm7245.up =  และ 41079.4Re ×=  การทดสอบความเปน Grid 

independent ของการคํานวณจากแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง จะกระทําการ
คํานวณกับกริดที่มีขนาดแตกตางกันสามขนาดดังในรูปที่ 5.39-5.41 ทําใหเลือกใชกริดขนาด 

92102 × , 92102 ×  และ 122152 ×  สําหรับการคํานวณดวยแบบจําลอง Standard k-ε, High-

Re k-ε-γ และ Low-Re    k-ε-γ  ตามลําดับ 
 
รูปที่ 5.42-5.50 แสดงผลการคํานวณซึ่งประกอบดวยเวกเตอรความเร็ว เสน

กระแสการไหล (Streamline) และลักษณะการกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลของ 
Confined colflow jet ในทอ ที่ไดมาจากแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε, High-Re    

k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ  ซ่ึงจะเห็นไดวาผลการคํานวณที่ไดดังกลาวมีความคลายคลึงกันมาก 
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จากลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง x ตาง ๆ ดังแสดงในรูปที่ 
5.51-5.53 จะสังเกตเห็นวาผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง จะ
ไมแสดงผลของการเกิด Adverse pressure gradient ที่เปนสาเหตุทําใหเกิดการไหลหมุนวน หาก
พิจารณาที่ตําแหนง 34 2Rx =  และ 310 2Rx =  ผลการคํานวณที่ไดจะมีความแตกตางกัน โดย
แบบจําลอง Standard k-ε จะใหขนาดของคาความเร็วที่เสนผานศูนยกลางสูงกวาแบบจําลองอื่น ๆ 
เปนการแสดงใหเห็นวาอัตราการลดลงของความเร็วที่ไดจากแบบจําลอง High-Re k-ε-γ และ 
Low-Re  k-ε-γ  นั้นมีคาสูง แตในชวงการไหลพัฒนาเต็มที่ ( 3403 2Rx = ) ผลการคํานวณที่ได
จากแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε กับ High-Re k-ε-γ นั้นไมมีความแตกตาง สวน
แบบจําลองปนปวน Low-Re k-ε-γ จะใหผลการคํานวณที่แตกตางกันกับแบบจําลองอื่น ๆ คือ 
ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจะมีการเปลี่ยนแปลงในอัตราสูง ณ บริเวณใกลผนัง และ
ผลของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอมีขนาดต่ํา (ดังแสดงในรูปที่ 5.53 (b)) ซ่ึงอาจมีสาเหตุมา
จากการที่แบบจําลองปนปวน Low-Re k-ε-γ  นั้นไมใช Wall functions ในการกําหนดเงื่อนไข
ขอบตรงบริเวณใกลผนัง หรือผลกระทบที่มาจากคา Intermittency factor, γ ที่มีตออัตราการ
สูญเสีย Turbulent kinetic energy ผานพจนของ Non-dimensional invariant of interaction 

ในสมการ Dissipation rate  
 
รูปที่ 5.54 แสดงลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ, clu  

ที่บริเวณทางเขาทอ (ประมาณ 202 <Rx ) อัตราการลดลงของความเร็ว clu  ที่ไดจากการคํานวณ
ดวยแบบจําลอง Low-Re k-ε-γ จะสูงกวาแบบจําลองอื่น ๆ แตที่ตําแหนง 202 >Rx  เจ็ตจะมี
การพัฒนาจนกระทั่งอยูในบริเวณที่ 3 (ดังแสดงในรูปที่ 5.1) จึงเปนสาเหตุใหขนาดของความเร็ว 

clu  มีคาคงที่ ซ่ึงผลการคํานวณจากแบบจําลอง Low-Re k-ε-γ มีความใกลเคียงกันกับทั้ง
แบบจําลอง Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ  

 
จากการพิจารณาลักษณะการกระจายตัวของระดับ Turbulence intensity ที่เสน

ผานศูนยกลางทอ, clcluu ′′  ที่คํานวณได ณ บริเวณใกลทางเขาทอของแบบจําลอง Low-Re k-ε-γ 

จะมีการเปลี่ยนแปลงสูงกวาแบบจําลอง Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ ดังในรูปที่ 5.55 
 
รูปที่ 5.56 และ 5.57 แสดงลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่เสนผาน

ศูนยกลางทอและที่ผนัง ในชวงบริเวณที่ใกลทางเขาทอ ผลการคํานวณจากแบบจําลองความ
ปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง มีความสามารถแสดงถึงการเปลี่ยนแปลงของ Adverse pressure แตก็มี
ความแตกตางกัน และบริเวณที่ตําแหนง 202 >Rx  ผลลัพธของการกระจายตัวของคาความดันที่
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ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ จะมีแนวโนมที่สูงกวาแบบจําลองความปนปวน 
Standard  k-ε และ High-Re k-ε-γ 

 
รูปที่ 5.58 และรูปที่ 5.59 แสดงการพัฒนาของเจ็ตและตําแหนงที่มีความเร็ว

เทากับ max5.0 uu  ผลการคํานวณของการพัฒนาของเจ็ตที่ไดจากแบบจําลอง Low-Re k-ε-γ จะมี
ความรวดเร็วมากกวาแบบจําลอง Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ และเชนเดียวกันกับผลการ
คํานวณการแพรกระจายตัวของเจ็ตและ Entrainment rate จากแบบจําลอง Low-Re k-ε-γ ก็มีคา
มากกวาผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลอง Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ 
 
  ผลการคํานวณลักษณะการไหลของ Confined coflow jet ที่ไดจากแบบจําลอง
ความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง ตัวอยางเชน อัตราการลดลงของความเร็ว ( clu ), ระดับ 
Turbulence intensity, ลักษณะการกระจายตัวของคาความดัน, การพัฒนาของเจ็ตและความกวาง
ของเจ็ต จะมีความแตกตางกันซ่ึงมีสาเหตุดังนี้ ประการแรกคือ แบบจําลอง Low-Re k-ε-γ ไมได
ใช Wall functions ในการกําหนดเงื่อนไขขอบที่บริเวณใกลผนังเหมือนกันกับแบบจําลอง 
Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ และอีกประการหนึ่งคือ ที่คาอัตราสวนขนาด 1212 =RR  
ลักษณะการไหลของ Confined coflow jet ในทอ จะมีพฤติกรรมคลายคลึงกันกับการไหลของ
เจ็ตอิสระ (Free jet) การใชแบบจําลอง Low-Re k-ε-γ (เปนแบบจําลองที่ Cho and Chung [16] 

ทําการปรับปรุง) จะมีความสามารถชวยลดผลกระทบจากอัตรา Entrainment rate ที่มีตออัตราการ
สูญเสีย Turbulent kinetic energy, k ซ่ึงแบบจําลอง Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ ไม
สามารถที่จะกระทําได 
 
สรุปผล 

การเปรียบเทียบระหวางผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 

แบบจําลอง พบวาผลการคํานวณของแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε และ High-Re      

k-ε-γ มีความใกลเคียงกัน แตจะแตกตางจากผลการคํานวณของแบบจําลอง Low-Re k-ε-γ ซ่ึงมี
สาเหตุดังที่ไดกลาวมาแลว โดยผลการคํานวณที่พิจารณาจะประกอบไปดวยลักษณะการกระจายตัว
ของความเร็ว, ระดับ Turbulence intensity, ความดัน, การพัฒนาของเจ็ตและความกวางของเจ็ต 
ตามลําดับ 
 
 
 
 
 



 89

  5.1.2.3 การศึกษาการเปลี่ยนแปลงพารามิเตอรท่ีมีผลตอการไหล 
   

สําหรับการวิเคราะหคุณลักษณะการไหลของ Confined coflow jet ในทอ การ
เปลี่ยนแปลงพารามิเตอรของเจ็ตจะสงผลกระทบตอการไหลในหลาย ๆ ดาน เชน ลักษณะการ
กระจายตัวของความเร็ว ความดัน การเกิดการไหลหมุนวน และการพัฒนาของเจ็ต เปนตน ซ่ึง
พารามิเตอรที่สําคัญประกอบไปดวย อัตราสวนขนาด ( 12 RR ) อัตราสวนความเร็ว ( sp uu ) และ
คาเรยโนลดนัมเบอร (Re) โดยการเปลี่ยนแปลงพารามิเตอรนั้นจะกําหนดใหขนาดของ 

m)07620(in32 .R =  และความเร็วของกระแสการไหลหลัก sm7245.up =  มีคาคงที่ ดังนั้น
คาเรยโนลดนัมเบอร และพารามิเตอรหรือตัวแปรอื่น ๆ จะเปลี่ยนแปลงตามเงื่อนไขที่ทําการศึกษา
ดังแสดงในตารางที่ 5.1 การวิเคราะหจะแบงออกเปน 2 กรณี คือ การกําหนดใหอัตราสวนขนาด
คงที่และการกําหนดใหอัตราสวนความเร็วคงที่ รวมทั้งเลือกใชแบบจําลองปนปวน Low-Re k-ε-γ 

สําหรับการคํานวณจากเหตุผลและบทสรุปในหัวขอ 5.1.2.1 และ 5.1.2.2 
 

1) กรณกีารกําหนดใหอัตราสวนขนาดคงที่ 
รูปที่ 5.60-5.62 แสดงถึงลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลาง

ทอ, clu  เมื่อเปลี่ยนแปลงอัตราสวนความเร็ว, sp uu  สําหรับกรณีที่ 126312 ,,RR =  จะพบวา
เมื่อคาอัตราสวนความเร็วเพิ่มขึ้น การลดลงของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอจะเพิ่มขึ้นตาม 
เนื่องจากผลของการถายเทโมเมนตัมจากกระแสการไหลหลักที่มีความเร็วสูงสูกระแสการไหลรองที่
มีความเร็วต่ํา 

 
ผลการคํานวณที่แสดงในรูปที่ 5.63-5.65 บอกถึงลักษณะการกระจายตัวของ 

Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ, clcluu ′′  ซ่ึงจะเกิดการเปลี่ยนแปลงสูงบริเวณชวง
ทางเขา และจะมีขนาดมากเมื่ออัตราสวนความเร็วสูง แตที่ชวงการไหลพัฒนาเต็มที่ (ประมาณ 

802 >Rx ) การไหลที่มีอัตราสวนความเร็วต่ําจะใหระดับ Turbulence intensity ที่สูง 
 
รูปที่ 5.66-5.68 แสดงผลลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่เสนผาน

ศูนยกลางซึ่งจะมีคาสูงเมื่ออัตราสวนความเร็วสูง เชนเดียวกับกรณีของผลการคํานวณคาความดันที่
ผนังดังแสดงในรูปที่ 5.69-5.71 การเพิ่มอัตราสวนความเร็วใหสูงก็จะทําใหขนาดของคาความดัน
ที่ผนังสูงขึ้นตามไปดวย 

 
สําหรับสตรีมไลนของปญหาการไหล Confined coflow jet ในทอ ดังแสดงใน

รูปที่ 5.72-5.74 การเพิ่มขนาดของอัตราสวนความเร็ว sp uu  จะทําใหเกิดการไหลหมุนวน
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เนื่องมาจากผลของ Adverse pressure gradient เชน กรณี 312 =RR  เมื่ออัตราสวนความเร็ว 
2=sp uu  และ 3 จะไมเกิดการไหลหมุนวน แตเมื่อเพิ่มอัตราสวนความเร็วจนมีคาเทากับ 10 จะ

เกิดการไหลหมุนวนที่มีปริมาณมาก (ดังแสดงในรูปที่ 5.72) 
 
รูปที่ 5.75-5.77 แสดงการพัฒนาของเจ็ต กรณีที่อัตราสวนขนาด 6312 ,RR =  

และ 12 ตามลําดับ เมื่อเพิ่มอัตราสวนความเร็วใหสูงจะมีอัตราการพัฒนาของเจ็ตที่เร็วข้ึน กระแส
การไหลหลักจะเกิดการถายเทโมเมนตัมสูกระแสการไหลรองไดมากเปนผลทําให Entrainment 

rate สูงขึ้น (การดึงอากาศจากกระแสการไหลรองเขามาผสมไดมาก) และการแพรกระจายของเจ็ต
ก็มากตามไปดวย 
   
  2) กรณีการกําหนดใหอัตราสวนความเร็วคงที่ 

ผลการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอดังใน
รูปที่ 5.78-5.81 ชวงบริเวณที่ทางเขาทอพบวาอัตราการลดลงของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ
จะสูงขึ้นตามอัตราสวนขนาดที่เพิ่มขึ้นและขนาดของความเร็ว clu  จะมีคาสูงที่อัตราสวนขนาด 

12 RR  ต่ํา ๆ เชน กรณีที่ 312 =RR  และ 2=sp uu  (ดังในรูปที่ 5.78) เปนตน ที่บริเวณ
ตําแหนงที่ชวงการไหลมีการพัฒนาเต็มที่ ( 802 >Rx ) การเพิ่มอัตราสวนขนาด 612 =RR  มา
เปน 1212 =RR  ผลลัพธการคํานวณคาของ 0clcl uu  ที่ไดพบวามีความแตกตางกันไมมาก (เมื่อ 

632 ,,uu sp =  และ 10) 
 
รูปที่ 5.82 และ 5.83 แสดงลักษณะการกระจายตัวของคา Turbulence intensity 

( 32,uu sp = ) ที่ตําแหนงบริเวณทางเขาทอระดับของ Turbulence intensity กรณีที่ 
321 =RR  จะมีการเปลี่ยนแปลงชากวาที่คาอัตราสวนขนาดอื่น ๆ และที่ตําแหนง 902 >Rx  ผล

การคํานวณระดับ Turbulence intensity จะไมเปลี่ยนแปลงตามคาของอัตราสวนขนาด 
ตอจากนั้นเมื่อเพิ่มขนาดอัตราสวนความเร็ว sp uu  ใหมีคาเทากับ 6 และ 10 จะพบวาที่ตําแหนง 

402 >Rx  การเปลี่ยนแปลงอัตราสวนขนาดก็ใหคา Turbulence intensity ที่แตกตางกันไมมาก 
(ดังแสดงในรูปที่ 5.84 และ 5.85) 

 
รูปที่ 5.86-5.89 แสดงลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่เสนผานศูนยกลาง

ทอ จะพบวาเมื่ออัตราสวนขนาดลดลงจะมีผลทําใหคาของความดันนั้นสูงขึ้น และรูปที่ 5.90-5.93 

แสดงลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่ผนัง กรณีที่อัตราสวนขนาดต่ําก็จะใหคาความดันที่
ผนังมีคาสูงเชนเดียวกัน 
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รูปที่ 5.94-5.97 แสดงสตรีมไลนของปญหาการไหลของ Confined coflow jet 

ในทอ สําหรับกรณีที่ 32,uu sp =  การเปลี่ยนแปลงอัตราสวนขนาด 12 RR  ยังไมสามารถทําให
เกิดไหลหมุนวน (ดังในรูปที่ 5.94 และ 5.95) แตที่อัตราสวนความเร็ว 106,uu sp =  จะเกิดการ
ไหลหมุนวนเมื่อคาอัตราสวนขนาด 12 RR  ต่ํา เชน กรณีที่อัตราสวนความเร็ว 10=sp uu  และ
อัตราสวนขนาด 312 =RR  (ดังในรูปที่ 5.97 (a)) เปนตน ดังนั้นการไหลของ Confined coflow 

jet จะเกิดการไหลหมุนวนภายในทอก็ตอเมื่ออัตราสวนขนาดมีคาต่ําและอัตราสวนความเร็วมีคาสูง
เพียงพอ ซ่ึงผลการคํานวณตําแหนงการเกิดจุด Separation, sx  และจุด Reattachment, rx  (ดัง
ในตารางที่ 5.2) จะสังเกตเห็นวาเมื่ออัตราสวนขนาด 312 =RR  และ 10=sp uu  ระยะหาง
ระหวางตําแหนง sx  และ rx  จะมีคามากหรือเปนการบงบอกวาเกิดการไหลหมุนวนที่มีปริมาณสูง
นั่นเอง 
   
  รูปที่ 5.98-5.101 แสดงการพัฒนาของเจ็ต กรณีที่มีคาอัตราสวนความเร็ว 

632 ,,uu sp =  และ 12 ตามลําดับ จะสังเกตไดวาการเพิ่มอัตราสวนขนาดใหสูงซึ่งจะทําใหเจ็ตมี
การพัฒนาตัวเร็วขึ้นตาม นอกจากนี้เมื่ออัตราสวนขนาดมีคาสูงจะเปนผลให Entrainment rate 

มากดวย ตัวอยางเชน กรณีอัตราสวนขนาด 1212 =RR  และ 10=sp uu  (การไหลมีลักษณะ
คลายคลึงเจ็ตอิสระ (Free jet) ดังในรูปที่ 5.101) 
 
สรุปผล 

การเปลี่ยนแปลงพารามิเตอรที่ประกอบดวยอัตราสวนความเร็ว sp uu  กับ
อัตราสวนขนาด 12 RR  จะสงผลกระทบตอคุณลักษณะการไหลของ Confined coflow jet ในทอ 
ตัวอยางเชน ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว, Entrainment rate และการแพรกระจายของเจ็ต 
เปนตน จากผลการคํานวณที่ไดเมื่ออัตราสวนขนาดมีคาต่ําและอัตราสวนความเร็วมีคาสูง จะเกิด
การไหลหมุนวนเนื่องจาก Adverse pressure gradient ภายในทอ แตเมื่อเพิ่มใหอัตราสวนขนาด
มีคาสูงและอัตราสวนความเร็วยังคงมีคาสูง ก็จะสงผลทําให Entrainment rate และการ
แพรกระจายของเจ็ตสูงขึ้นตามดวย 
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5.2 การไหลของ Confined jet ภายในทอปด 
 
5.2.1 ลักษณะของปญหา 
 
การศึกษาปรากฏการณการไหลของ Confined jet ภายในทอปด นั้นสามารถนําไป

ประยุกตกับงานทางดานวิศวกรรมซึ่งอาจใชในการออกแบบอุปกรณที่ตองการลดโมเมนตัมของ
ของไหลเชน การลดโมเมนตัมของเจ็ตที่ปลอยสูคลองระบายน้ํา เปนตน ดังที่ไดกลาวไวในหัวขอ
งานวิจัยที่ผานมา Risso and Fabre [13] ทําการศึกษาลักษณะการแพรกระจายความปนปวนของ 
Confined jet ภายในทอปดจากการทดลองดวย Laser Doppler Anemometry (LDA) โดยรูปที่ 
5.102 แสดงอุปกรณการทดลอง Confined jet ภายในทอปด ซ่ึงประกอบดวยถังน้ํา (Tank 

water) ปม (Pump) มิเตอรควบคุมการไหล (Flowmeter) และบริเวณทดสอบ (Test section) 

ซ่ึงเปนทอแกว (Glass tube) ที่มีขนาดเสนผานศูนยกลางภายใน D และความสูง H โดยของเหลว
จะถูกฉีดจากดานลางผานหัวฉีด (Nozzle) ที่มีขนาดเสนผานศูนยกลาง d เขาสูทอแกว แลวไหล
ออกที่รูชองวางระหวางทอแกวกับวัสดุกั้น ที่ทางเขาทอแกวกําหนดใหของไหลที่เปนน้ํามีความเร็ว
สม่ําเสมออยูในชวง sm102 −  และมีระดับของ Turbulence intensity นอยกวา 2% โดย
เงื่อนไขสําหรับปญหาการไหลนี้ขึ้นกับพารามิเตอรที่เปนตัวแปรไรมิติ 4 ตัวแปร คือ เรยโนลดนัม
เบอร (Reynolds number, Re) อัตราสวนขนาดเสนผานศูนยกลางหัวฉีดตอทอแกว (Nozzle to 

tube ratio, α ) อัตราสวนพื้นที่ทางเขาทอตอพ้ืนที่หนาตัดทางออก (Inlet to outlet area cross-

section ratio, β ) และอัตราสวนความยาวตอขนาดเสนผานศูนยทอแกว (Length to diameter 

ratio, ξ ) ซ่ึงคาพารามิเตอรดังกลาวสามารถคํานวณไดดังนี ้
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ρ DuinRe =  (5.3ก)
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                                         22
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และรูปที่ 5.103 แสดงลักษณะการกระจายตัวของความเร็วภายในบริเวณทดสอบของ Risso and 

Fabre [13] ที่เกิดการไหลหมุนวนซึ่งเปนการไหลแบบซับซอน (Complex flow) 
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5.2.2 ผลการคํานวณ 
 
โปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมที่ใชแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε, High-

Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ รวมกับการวางกริดแบบ Non-uniform staggered grid จะถูก
นํามาใชในการศึกษาวิเคราะหคุณลักษณะการไหลของ Confined jet ภายในทอปด ดังนี้คือ 
ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว ความดัน และระดับ Turbulence intensity ซ่ึงในรูปที่ 
5.104-5.106 แสดงถึงการแบงโดเมนของปญหาการไหลนี้ออกเปนปริมาตรควบคุมเล็ก ๆ สําหรับ
แบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 ชนิด (เนื่องจากโดเมนของปญหามีความสมมาตรจึงคํานวณเพียง
คร่ึงหนึ่งของโดเมน) และกําหนดเงื่อนไขที่ทางเขามีคาดังนี้ 

 
                                       2

inin 0050 u.k =  (5.4ก)
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                                       0010in .=γ  (5.4ค)

 
ผลการคํานวณที่ไดจะถูกเปรียบเทียบกับผลการทดลองที่มีอยูแลว [13] รวมทั้งยังมีการ

เปรียบเทียบระหวางผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 ชนิด และศึกษาการ
เปล่ียนแปลงพารามิเตอรที่มีผลกระทบตอคุณลักษณะการไหลของ Confined jet ภายในทอปด ซ่ึง
กําหนดโดเมนของปญหาการไหลมีขนาดเสนผานศูนยกลางของทอแกวคงที่ mm77=D  โดยมี
รายละเอียดดังตอไปนี้ 

 
 
 5.2.2.1 การเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Risso and Fabre [13] 

 
ผลการคํานวณจากโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมที่อธิบายคุณลักษณะการ

ไหลของ Confined jet ภายในทอปด (ดังในรูปที่ 5.102) จะถูกนํามาเปรียบเทียบกับผลการ
ทดลองของ Risso and Fabre [13] โดยจะกําหนดใหโดเมนของปญหาการไหลในกรณีนี้คือ 

1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ  ( mm01515.d = , mm03070.D =′ , mm77=D , 

mm9592.H = ) เมื่อคาเรยโนลดนัมเบอร, 51051Re ×= .  ซ่ึงผลการคํานวณจะไดมาจากการใช
แบบจําลองความปนปวน Standard k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ 
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1) ผลการคํานวณจากแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε 

การทดสอบความเปน Grid independent โดยการใชกริดที่ขนาดแตกตางกันสาม
ขนาดดังในรูปที่ 5.107 จะพบวาการใชกริดขนาด 62102×  และ 72122×  ใหผลลัพธของการ
คํานวณที่มีความใกลเคียงกัน ดังนั้นจึงเลือกใชกริดขนาด 62102×  ในการคํานวณ และรูปที่ 
5.108-5.110 แสดงถึงเวกเตอร ความเร็ว สตรีมไลน (Streamline, ψ ) และการกระจายตัวของ
ความดันของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α , 

220.=β  และ 77.=ξ ) ที่คํานวณจากแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε ตามลําดับ 
 
2) ผลการคํานวณจากแบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ 

การทดสอบความเปน Grid independent ดังในรูปที่ 5.111 พบวาผลการคํานวณ
ที่ไดจากกริดขนาด 92132×  และ 102152×  มีความใกลเคียงกัน ดังนั้นจึงเลือกกริดขนาด 

92132×  ในการคํานวณ สวนรูปที่ 5.112-5.114 แสดงถึงเวกเตอรความเร็ว สตรีมไลน และการ
กระจายตัวของความดัน ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวยการ
คํานวณจากแบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ ตามลําดับ 
 

3) ผลการคํานวณจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ 

การทดสอบความเปน Grid independent จากการคํานวณลักษณะการกระจายตัว
ของความเร็วดวยจํานวนกริดที่แตกตางกัน 3 ขนาด คือ 62102 × , 102152×  และ 122182×  
แสดงในรูปที่ 5.115 จึงเลือกใชกริดขนาด 102152 ×  ในการคํานวณเนื่องจากผลการคํานวณที่ได
จากการใชกริดขนาด 102152×  และ 122182×  มีความใกลเคียงกันมาก สวนรูปที่ 5.116-5.118 

แสดงถึงเวกเตอรความเร็ว สตรีมไลน และการกระจายตัวของความดันของปญหาการไหล 
Confined jet ภายในทอปด กรณี 51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ที่
คํานวณไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ ตามลําดับ 

 
จากสตรีมไลนของปญหาการไหลของ Confined jet ภายในทอปด ที่ไดจากการ

คํานวณดวยแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง ดังในรูปที่ 5.109, 5.113 และ 5.117 จะ
พบวาการไหลเปนแบบซับซอน (Complex flow) ที่มีความคลายคลึงกับรูปแบบการไหลที่แสดง
ในรูปที่ 5.103 ซ่ึงเกิดการไหลหมุนวนและมีทิศทางตางกันเนื่องมาจากการเกิด Adverse pressure 

gradient ภายในทอปดที่มีปริมาณมาก (ดังในรูปที่ 5.110, 5.114 และ 5118 ที่แสดงการกระจาย
ความดัน) ซ่ึงจะพบวามีความแตกตางกันระหวางสตรีมไลนที่ไดจากแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 

แบบ นี้ดวย 
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ตอจากนั้นนําผลการคํานวณไปเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Risso and 

Fabre [13] ดังในรูปที ่5.119 ซ่ึงแสดงลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ
, clu  พบวาผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε และ Low-Re k-ε-γ มี
ความแตกตางกันเล็กนอย และมีแนวโนมสอดคลองกันกับผลการทดลอง (ชวงบริเวณที่ทางเขาทอ 

51.Dx < ) แตผลการคํานวณดวยแบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ มีความแตกตาง
คอนขางมากเมื่อเปรียบเทียบกับแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε และ Low-Re k-ε-γ ณ ที่
ตําแหนง 2>Dx  โดยสรุปพบวาแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง ใหผลการคํานวณ
ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอไดไมดีนัก 

 
รูปที่ 5.120-5.121 แสดงลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity ที่

เสนผานศูนยกลางทอในแนวแกน x ( clcluu ′′ ) และแนวแกน r ( clclvv ′′ ) พบวาผลการคํานวณที่
ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ มีแนวโนมสอดคลองกับผลการทดลองที่ดีกวา
แบบจําลองความปนปวน Standard k-ε และ Low-Re k-ε-γ 

 
รูปที่ 5.122-5.124 แสดงลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง 

D.x 40= , D.x 31=  และ D.x 72=  จะเห็นวาที่ตําแหนง D.x 40=  และ D.x 31=  ผลการ
คํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ จะมีความถูกตองสอดคลองกันกับผล
การทดลองมากกวาแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ สวนที่ตําแหนง 

D.x 72=  ผลการคํานวณจากแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง มีความผิดพลาดมากเมื่อ
เปรียบเทียบกับผลการทดลอง ทั้งนี้อาจเนื่องมาจากผลกระทบของการไหลแบบหมุนวนที่เกิดขึ้น
ภายในทอปด 

 
ความผิดพลาดของผลการคํานวณลักษณะการไหลของ Confined jet ภายในทอ

ปด ดวยแบบจาํลองความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง อาจเกิดมาจากสาเหตุดังตอไปนี ้
1) เนื่องจากการไหลของ Confined jet ภายในทอปด เปนการไหลแบบซับซอนที่เกิดบริเวณ

ของการไหลหมุนวนหลายแหง (ดังในรูปที่ 5.109, 5.113 และ 5.117 ที่แสดงสตรีมไลน
ของการไหล) ซ่ึงสงผลกระทบตอการคํานวณของแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 

แบบจําลอง ที่มีขอดอยในการทํานายคุณลักษณะการไหลตรงบริเวณการไหลหมุนวน 

2) Rodi [50] ไดทําการศึกษาและกําหนดความสัมพันธของคาคงที่ตาง ๆ ( kσ , εσ , µσ , 

1εC , 2εC ) ในแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-Re 

k-ε-γ ดังนี้ 
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ซ่ึงเมื่อแทนคา 01.k =σ , 31.=εσ  และ 9212 .C =ε  ลงในสมการ (5.5) จะไดผลการ
คํานวณ 94.n = แตจากผลการทดลองของ Risso and Fabre [13] กรณีปญหาการไหล
ของ Confined jet ภายในทอปด พบวา 2=n  (กําหนดใหอัตราการลดลงของ Turbulent 

kinetic energy, k แปรผันกับระยะทางอยูในรูปแบบ nx−  เมื่อ n คือ อันดับของการ
ลดลง) และความสัมพันธของคาคงที่ตาง ๆ ในแบบจําลองความปนปวนเปนดังนี้ 
 

22
1

εεσσ Ck =  (5.6)

 
จากความสัมพันธของคาคงที่ในแบบจําลองความปนปวนที่มีความแตกตางกันดังแสดงใน
สมการ (5.5) และ (5.6) จึงอาจเปนสาเหตุทําใหผลการคํานวณของปญหาการไหลของ 
Confined jet ภายในทอปด จากแบบจําลองความปนปวนที่ใชในวิทยานิพนธนี้เกิดความ
ผิดพลาดขึ้น (ในวิทยานิพนธนี้ใชคาคงที่ตาง ๆ ที่มีความสัมพันธกันดังสมการ (5.5)) และ 
Risso and Fabre [13] ก็ไมไดแสดงคาของ kσ  และ εσ  (ที่ความสัมพันธดังในสมการ 
(5.6)) จึงเปนขอจํากัดของการใชคาคงที่เหลานี้ในแบบจําลองความปนปวนสําหรับปญหา
การไหล Confined jet ภายในทอปด 

 
ดังนั้นจากสาเหตุดังกลาวทั้ง 2 ขอ ขางตนนี้ จึงทําใหแบบจําลองความปนปวน 

Standard k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ นั้นสามารถอธิบายลักษณะการไหลของ 
Confined jet ภายในทอปดไดในระดับหนึ่งเทานั้น  

 
การพิจารณาผลกระทบ Entrainment rate ของ Intermittency factor, γ จาก

การใชสมการ Transport ของ Intermittency factor และการเพิ่มพจนของ Non-dimensional 

invariant of interaction, Γ ลงในสมการ Dissipation rate ของแบบจําลองความปนปวน Low-

Re k-ε-γ ก็มีสวนชวยใหผลลัพธของการคํานวณที่ไดดีขึ้นแตก็ไมมากนัก ซ่ึงตางจากกับกรณีการ
ไหล Turbulent free shear จะใหผลการคํานวณที่มีความถูกตองและสอดคลองกันกับผลการ
ทดลองมาก (ไดกลาวไวในงานวิจัยที่ผานมา) ดังนั้นการใชแบบจําลองความปนปวน Low-Re     

k-ε-γ ในการทํานายลักษณะการไหลของ Confined jet ภายในทอปด พบวาผลลัพธที่ไดก็ยังไมดี
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นัก เชนเดียวกับปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอ ซ่ึงเปนปญหาการไหลภายใน 
(Internal flow) เหมือนกัน 

 
สรุปผล 

จากผลลัพธของการคํานวณที่ใชในการทํานายลักษณะการไหลของ Confined jet 

ภายในทอปด ดวยแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ 

พบวาผลการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-

Re k-ε-γ ดีกวาแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε, และ High-Re k-ε-γ เพราะมีความ
สอดคลองกันกับผลการทดลองมากกวา นอกจากนี้ผลการคํานวณคา Turbulence intensity จาก
แบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ ก็ใหผลการคํานวณที่มีแนวโนมที่ดีกวาทั้งแบบจําลอง
ความปนปวน Standard k-ε, และ High-Re k-ε-γ เมื่อเปรียบเทียบกับผลการทดลอง 
 
 

 5.2.2.2 การเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน 

Standard k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ 
 
สําหรับในหัวขอนี้จะเปนการนําผลการคํานวณจากแบบจําลองความปนปวน 

Standard k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ มาเปรียบเทียบกัน โดยกรณีที่ศึกษาไดมีการ
กําหนดโดเมนของปญหาการไหลดังนี้คือ กําหนดให 1860.=α , 220.=β  และ 69.=ξ  ซ่ึงมี 

mm32214.d = , mm68770.D =′ , mm77=D  และ mm2739.H =  (เพิ่มความยาวทอ, H 

และลดขนาดเสนผานศูนยกลางหัวฉีด, d เมื่อเปรียบเทียบกับโดเมนของ Risso and Fabre [13] ที่
ทําการทดลอง) 

 
รูปที่ 5.125-5.127 แสดงสตรีมไลนของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอ

ปด ที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ ซ่ึง 
ผลลัพธที่ไดจะพบวามีความแตกตางกัน และการเปลี่ยนแปลงโดเมนของปญหาการไหลก็ไมไดชวย
ใหการไหลลดความซับซอบลงได 

 
รูปที่ 5.128 แสดงการเปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผาน

ศูนยกลางทอ จะพบวาผลการคํานวณจากแบบจําลอง Standard k-ε และ Low-Re k-ε-γ มี
แนวโนมคลายคลึงกัน และดีกวาแบบจําลอง High-Re k-ε-γ 
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จากผลการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity ที่บริเวณ
เสนผานศูนยกลางทอ ในแนวแกน x ( clcluu ′′ ) และแนวแกน r ( clclvv ′′ ) จากแบบจําลองความ
ปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง (ดังแสดงในรูปที่ 5.129 และ 5.130) จะสังเกตวาผลการคํานวณที่ไดมี
ความแตกตางกันมาก (โดยเฉพาะแบบจําลอง High-Re k-ε-γ) และระดับ Turbulence intensity 

(แนวแกน x และ r) ที่คํานวณไดจากแบบจําลอง Low-Re k-ε-γ จะมีคาสูงกวาแบบจําลอง 
Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ  
 
สรุปผล 

การเปรียบเทียบระหวางผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 
ชนิด เชน ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว สตรีมไลน และระดับ Turbulence intensity มี
ความแตกตางกันคอนขางมาก ซ่ึงผลลัพธการคํานวณของแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ 

จะมีแนวโนมที่ดีกวาแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ เนื่องจาก
สาเหตุที่ไมไดใช Wall functions สําหรับการกําหนดเงื่อนไขขอบที่บริเวณใกลผนัง และจะเห็นวา
การใชแบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ ยังไมสามารถทํานายลักษณะการไหลของ 
Confined jet ภายในทอ ไดดีเทาที่ควรซึ่งอาจเปนเพราะการใช Wall functions นั่นเอง 

 
 

 5.2.2.3 การศึกษาการเปลี่ยนแปลงพารามิเตอรท่ีมีผลกระทบตอการไหล 
 
สําหรับการศึกษาคุณลักษณะการไหลของ Confined jet ภายในทอปด ของหัวขอ

นี้จะพิจารณาถึงการเปลี่ยนแปลงพารามิเตอรวาจะมีผลกระทบตอการไหลหรือไม ซ่ึงพารามิเตอรที่
สําคัญประกอบไปดวย 

1) คาเรยโนลดนัมเบอร, Re 

2) อัตราสวนขนาดเสนผานศูนยกลางหัวฉีดตอทอแกว, α  

3) อัตราสวนพื้นที่ทางเขาทอตอพื้นที่หนาตัดทางออก, β  

4) อัตราสวนความยาวตอขนาดเสนผานศูนยทอแกว, ξ  
 

การเปลี่ยนแปลงพารามิเตอรจะกําหนดใหขนาด mm77=D สวนขนาดอื่น ๆ 
ของโดเมนปญหาการไหล เชน d , D′  และ H  สามารถคํานวณไดจากสมการ (5.3ข-ง) และ
เลือกใชแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ สําหรับการคํานวณ (จากเหตุผลและบทสรุปใน
หัวขอ 5.2.2.1 และ 5.2.2.2) โดยตารางที่ 5.3 แสดงกรณีการเปลี่ยนแปลงพารามิเตอรที่ใชใน
ปญหาการไหลของ Confined jet ภายในทอปด 
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1) การเปลี่ยนแปลงคาเรยโนลดนัมเบอร 
คาเรยโนลดนัมเบอร, Re เปนพารามิเตอรที่คอนขางสําคัญมากในการศึกษาปญหา

การไหลชนิดตาง ๆ ดังนั้นเพื่อเปนการศึกษาวาคาเรยโนลดนัมเบอรจะมีผลกระทบตอการไหลของ 
Confined jet ภายในทอปดหรือไม จึงมีการเปลี่ยนแปลงคาเรยโนลดนัมเบอร โดยในรูปที่ 5.131-

5.133 แสดงผลลัพธการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ, clu  

และระดับ Turbulence intensity (ในแนวแกน x, clcluu ′′  และแนวแกน r, clclvv ′′ ) ที่คาเรย
โนลดนัมเบอร, 41054Re ×= . , 41059 ×.  และ 51051 ×.  เมื่อกําหนดใหโดเมนของปญหาการ
ไหลมีคาพารามิเตอร 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ  จะเห็นไดวาลักษณะการกระจายตัว
ของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอจะเปลี่ยนแปลงตามคาเรยโนลดนัมเบอร (ดังในรูปที่ 5.131) 

และเชนเดียวกันการเพิ่มหรือลดลงของคาเรยโนลดนัมเบอรก็จะสงผลกระทบตอลักษณะการ
กระจายตัวของคา Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ (ดังในรูปที่ 5.132 และ 5.133) 
   

2) การเปลี่ยนแปลงอัตราสวนขนาดเสนผานศูนยกลางหัวฉีดตอทอแกว 

อัตราสวนขนาดเสนผานศูนยกลางหัวฉีดตอทอแกว, α  เปนพารามิเตอรตัวที่สอง
ที่ทําการเปลี่ยนแปลงเพื่อศึกษาลักษณะการไหลของ Confined jet ภายในทอปด ซ่ึงกําหนดให 

51051Re ×= . , 220.=β  และ 77.=ξ  จากผลการคํานวณจะเห็นไดวาการเพิ่มคาพารามิเตอร 
α  จะทําใหลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว clu  และระดับ Turbulence intensity ( clcluu ′′ , 

clclvv ′′ ) ที่เสนผานศูนยกลางมีการเปลี่ยนแปลงเล็กนอย (ดังในรูปที่ 5.134-5.136) 
 

3) การเปลี่ยนแปลงอัตราสวนพื้นที่ทางเขาทอตอพื้นที่หนาตัดทางออก 

สําหรับการศึกษาการเปลี่ยนแปลงพารามิเตอรตัวที่สามคือ อัตราสวนพื้นที่
ทางเขาทอตอพื้นที่หนาตัดทางออก, β (กําหนดให 51051Re ×= . , 1950.=α  และ 77.=ξ ) 

จะสังเกตไดวาการปรับเปลี่ยนพารามิเตอร β จะไมสงผลกระทบตอการเปลี่ยนแปลงลักษณะการ
กระจายตัวของความเร็วและระดับ Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยทอเลย (ดังในรูปที่ 
5.137-5.139) 
 

4) การเปลี่ยนแปลงอัตราสวนความยาวตอขนาดเสนผานศูนยทอแกว 

พารามิเตอรตัวสุดทายที่ทําการศึกษาคือ การเปลี่ยนแปลงอัตราสวนความยาวตอ
ขนาดเสนผานศูนยทอแกว, ξ  (เมื่อ 51051Re ×= . , 1860.=α  และ 220.=β ) ซ่ึงจากผลการ
คํานวณที่ไดดังแสดงในรูปที่ 5.140-5.142 พบวาการเปลี่ยนแปลงคาพารามิเตอร ξ  จะไมมี
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ผลกระทบตอผลการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของความเร็วและระดับ Turbulence intensity 

ที่เสนผานศูนยกลางทอของ Confined jet ภายในทอปด 
 
สรุปผล 

จากการศึกษาการไหลของ Confined jet ภายในทอปด ดวยการเปลี่ยนแปลง
พารามิเตอร 4 ตัวแปร คือ คาเรยโนลดนัมเบอร (Re), อัตราสวนขนาดเสนผานศูนยกลางหัวฉีดตอ
ทอแกว (α ), อัตราสวนพื้นที่ทางเขาทอตอพ้ืนที่หนาตัดทางออก ( β ) และอัตราสวนความยาวตอ
ขนาดเสนผานศูนยทอแกว (ξ ) เพื่อทํานายลักษณะการกระจายตัวของความเร็วและระดับ 
Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ พบวาพารามิเตอรที่มีผลกระทบตอลักษณะการ
ไหลคือ คา Re และ α  (แตก็มีปริมาณที่ไมมากนัก) ดังนั้นการปรับเปลี่ยนเฉพาะคา Re และ α  ก็
มีความเพียงพอที่จะเปลี่ยนแปลงลักษณะการกระจายตัวของความเร็วและระดับ Turbulence 

intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอได 



บทที ่6 

บทสรุป ปญหาที่พบและขอเสนอแนะ 
 
 

6.1 บทสรุป 
 

งานวิทยานิพนธนี้แสดงการศึกษาวิเคราะหคุณลักษณะการไหลของเจ็ตแบบปนปวนใน
บริเวณจํากัดขอบเขต 2 ชนิด คือ Confined coflow jet ในทอ และ Confined jet ภายในทอปด 
โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมรวมกับแบบจําลองความปนปวน 3 แบบจําลอง คือ Standard k-ε, 

High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ ซ่ึงทําการกําหนดสมมติฐานของการไหลคือ การไหลเปน
แบบคงตัวและอัดตัวไมได แบบปนปวนที่เกิดขึ้นใน 2 มิติ และคุณสมบัติของของไหลมีคาคงที่ ซ่ึง
ผลการคํานวณจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมนั้นสามารถใชในการวิเคราะหคุณลักษณะการไหลของ
เจ็ตแบบปนปวนในบริเวณจํากัดขอบเขตไดเปนที่นาพอใจ 

 
การวิเคราะหปญหาการไหลดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมจําเปนที่จะตองมีความรูพื้นฐาน

เกี่ยวกับสมการเชิงอนุพันธที่บงบอกถึงพฤติกรรมการไหลคือ สมการความตอเนื่องและสมการ    
โมเมนตัม วิธีทางสถิติศาสตรและแบบจําลองความปนปวนที่ใชกับการไหลแบบปนปวน (ในทีน่ีใ้ช
แบบจําลอง Standard k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ) และกลาวถึงระบบสมการใน
พิกัดทรงกระบอก เนื่องจากในวิทยานิพนธฉบับนี้ตองการศึกษาการไหลที่เกิดขึ้นในระบบพิกัด
ทรงกระบอก 2 มิติ (x, r) หรือแบบสมมาตรรอบแกน (Axisymmetric) ซ่ึงรายละเอียดไดกลาวไว
ในบทที่ 2 

 
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมที่แสดงไวในบทที่ 3 เปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่อาศัยการอินทิ

เกรตสมการการอนุรักษ (สมการพื้นฐานของการไหลและสมการของแบบจําลองความปนปวน  
ตาง ๆ ) บนปริมาตรควบคุม (Control volume) ที่มีการประมาณพจนของการพา การแพรกระจาย 
และพจนของ Source เปนผลใหไดสมการพีชคณิตของแตละปริมาตรควบคุมที่มีตัวแปรเปนคา
ของปริมาณใด ๆ บนโหนดในปริมาตรควบคุมนั้นและปริมาตรรอบขาง จากนั้นอธิบายขั้นตอนการ
คํานวณหาผลเฉลยสําหรับปญหาการไหล ซ่ึงกลาวถึงการวางกริดที่ใชในการคํานวณที่ประกอบดวย 
การวางกริดแบบ Colocated grid การวางกริดแบบเยื้องกัน และการวางกริดแบบไมสม่ําเสมอ 
รวมทั้งขั้นตอนวิธี SIMPLE ที่ใชในการแกระบบสมการนาเวียร-สโตกส เพื่อใหผลการคํานวณ
จาก  สมการโมเมนตัมนั้นสอดคลองกับสมการความตอเนื่อง การกําหนดเงื่อนไขขอบและเงื่อนไข
เร่ิมตนสําหรับการแกปญหาการไหลดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม ในสวนทายสุดของบทที่ 3 จะ
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กลาวถึงการหาผลเฉลยของระบบสมการพีชคณิตดวยวิธี TDMA (Tri-Diagonal Matrix 

Algorithm) และการกําหนดเกณฑลูเขาของผลเฉลย  
 
การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมจะกระทําโดย

เปรียบเทียบกับปญหาการไหลที่มีผลเฉลยเชิงวิเคราะหหรือผลการทดลอง (ดังแสดงในบทที่ 4) 

ดังนี้ 
1) การไหลแบบราบเรียบบนแผนเรียบ  
2) การไหลแบบราบเรียบในทอ  
3) การไหลแบบปนปวนบนแผนเรียบ  
4) การไหลแบบปนปวนบน Thick axisymmetric body  
5) การไหลแบบปนปวนในทอ 

ซ่ึงหลังจากทําการตรวจสอบแลวพบวาผลการคํานวณจากโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมนี้มี
ความถูกตองและเชื่อถือไดในระดับที่นาพอใจ 
 

จากนั้นนําโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมที่ใชแบบจําลองความปนปวน Standard  

k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ ไปวิเคราะหคุณลักษณะการไหลของเจ็ตแบบปนปวน
ในบริเวณจํากัดขอบเขต 2 ชนิด คือ Confined coflow jet ในทอ และ Confined jet ภายในทอ
ปด ดังแสดงในบทที่ 5 ซ่ึงสามารถสรุปผลอยางพอสังเขปไดดังนี้  

 
1) การไหลของ Confined coflow jet ในทอ  
ผลลัพธของการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของความเร็วและคาความดันที่ผนัง

จากแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε, High-Re k-ε-γ และ Low-Re k-ε-γ มีความ
สอดคลองกันกับผลการทดลองของ Razinsky and Brighton [11] (กรณีที่ 312 =RR , 

10=sp uu  และ 612 =RR , 10=sp uu ) แตสําหรับคา Axial turbulence intensity และ 
Turbulence shear stress นั้นผลการคํานวณที่ไดยังไมมีความถูกตองเทาที่ควร และแบบจําลอง
ความปนปวน Low-Re k-ε-γ จะใหผลการคํานวณที่ดีกวาแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε 
และ High-Re k-ε-γ 

 
ตอจากนั้นเปนการเปรียบเทียบผลการคํานวณระหวางแบบจําลองความปนปวนทั้ง 

3 แบบจําลอง (ที่อัตราสวนขนาด 1212 =RR  และอัตราสวนความเร็ว 10=sp uu ) พบวาผล
การคํานวณการพัฒนาของเจ็ตและความกวางของเจ็ต จากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ 
จะมีขนาดสูงกวาแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε และHigh-Re k-ε-γ สวนผลลัพธการ
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คํานวณของลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว, ความดันและคา Turbulence intensity ก็มีความ
แตกตางกันดวย 

 
สุดทายทําการศึกษาการเปลี่ยนแปลงพารามิเตอรที่ประกอบดวย อัตราสวนขนาด 

( 12 RR ) และอัตราสวนความเร็ว ( sp uu ) สําหรับการไหลของ Confined coflow jet ในทอ 
(โดยใชแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ ในการคํานวณ) พบวาเมื่ออัตราสวนขนาดมีคา
ต่ําและอัตราสวนความเร็วมีคาสูงจะเกิดการไหลหมุนวนเนื่องจากการเกิด Adverse pressure 

gradient ขึ้นภายในทอ แตเมื่อเพิ่มใหอัตราสวนขนาดมีคาสูงและอัตราสวนความเร็วยังคงมีคาสูง 
(ซ่ึงพฤติกรรมการไหลของ Confined coflow jet จะมีความคลายคลึงกับเจ็ตอิสระ (Free jet)) 

จะสงผลทําใหอัตรา Entrainment rate และการแพรกระจายของเจ็ตสูงขึ้นตามไปดวย 
 
2) การไหลของ Confined jet ภายในทอปด 

ผลการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอจาก
แบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลอง พบวาแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ ใหผล
การคํานวณที่ดีกวาแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε และ High-Re k-ε-γ รวมทั้งมีความ
สอดคลองกันกับผลการทดลองของ Risso and Fabre [13] (การไหลภายในทอปดเปนการไหล
หมุนวนที่ซับซอน) และผลการคํานวณคา Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ ของ
แบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ ก็มีแนวโนมที่ดีกวาแบบจําลองความปนปวนที่เหลืออีก
สองแบบจําลอง (แมวายังไมมีความถูกตองเทาที่ควรเมื่อเปรียบเทียบกับผลการทดลอง) 

 
ตอมานําผลการคํานวณระหวางแบบจําลองความปนปวนทั้ง 3 แบบจําลองมา

เปรียบเทียบกัน (ให 1860.=α , 220.=β  และ 69.=ξ ) ซ่ึงจากลักษณะการกระจายตัวของ
ความเร็ว, สตรีมไลน และคา Turbulence intensity ที่คํานวณไดพบวาคาที่ไดมีความแตกตางกัน
คอนขางมาก 

 
  จากนั้นทําการศึกษาการเปลี่ยนแปลงพารามิเตอรที่ประกอบไปดวย คาเรยโนลด
นัมเบอร (Re), อัตราสวนขนาดเสนผานศูนยกลางหัวฉีดตอทอแกว (α ), อัตราสวนพื้นที่ทางเขา
ทอตอพื้นที่หนาตัดทางออก ( β ) และอัตราสวนความยาวตอขนาดเสนผานศูนยทอแกว (ξ ) จะ
พบวาการเปลี่ยนแปลงคาพารามิเตอร Re และ α เทานั้นที่มีผลกระทบตอลักษณะการกระจายตัว
ของความเร็วและระดับTurbulence intensity ที่ตําแหนงเสนผานศูนยกลางทอของ Confined jet 

ภายในทอปด 
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  จากผลลัพธการคํานวณของปญหาการไหลของเจ็ตแบบปนปวนในบริเวณจํากัด
ขอบเขตทั้ง 2 ชนิด (เปนปญหาการไหลภายใน) ดังกลาว พบวาแบบจําลองความปนปวน Low-Re 

k-ε-γ จะมีความสามารถในการทํานายลักษณะการกระจายตัวของความเร็วและความดัน (เฉพาะ
การไหลของ Confined coflow jet ในทอ) ไดดีกวาแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε และ 
High-Re k-ε-γ แตผลการคํานวณคา Turbulent stresses ที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน 
Low-Re k-ε-γ ก็ยังมีความผิดพลาดอยูเหมือนกันกับแบบจําลองความปนปวนที่เหลืออีก 2 ชนิด 
ซ่ึงเปนการยืนยันไดวาการพิจารณาถึงคา Intermittency factor (γ) หรือการคิดผล Entrainment 

rate ของ γ ของแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ ในปญหาการไหลภายใน ก็ชวยใหผล
การคํานวณของคา Turbulent stresses มีความถูกตองขึ้นไดไมมากนัก ซ่ึงไมเหมือนกันกับกรณี
ของปญหาการไหล Turbulent free shear ที่มีความสามารถในการคํานวณลักษณะการกระจายตัว
ของ Turbulent stresses ไดดี [16] ดังนั้นจึงเปนการบอกวาแบบจําลองความปนปวน Low-Re 

k-ε-γ ก็ยังไมเหมาะสมที่จะใชกับปญหาการไหลภายในที่มีการไหลแบบซับซอน 
 
  กลาวโดยสรุปไดวาโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมที่ใชในวิทยานิพนธ มี
ความสามารถในการศึกษาลักษณะการกระจายตัวของความเร็วและความดันของเจ็ตแบบปนปวน
ในบริเวณจํากัดขอบเขตไดเทานั้นในระดับที่นาพอใจ สวนคา Turbulent stresses นั้นยังใหผลที่มี
ความผิดพลาดอยู และสามารถใชโปรแกรมคอมพิวเตอรดังกลาวในการทํานายลักษณะการไหลของ
เจ็ตเมื่อมีการปรับเปลี่ยนพารามิเตอรของการไหลไดดวย 
 
 
6.2 ปญหาที่พบในวิทยานิพนธ 

 
สําหรับการวิเคราะหปญหาการไหลดวยแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ จะใช

เวลาในการคํานวณมาก โดยมีสาเหตุดังนี ้
1) ความจําเปนตองใชกริดที่มีขนาดเล็กและจํานวนมากตรงบริเวณใกลผนัง

ภายในชั้นของ Viscous sublayer ของชั้นขอบแบบปนปวน 

2) แบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ นั้นประกอบดวยสมการ 
Intermittency factor, γ ที่มีความไมเปนเชิงเสนสูง เปนผลทําใหตองใช
คา Under relaxation, α ที่ต่ําเพื่อใหผลเฉลยลูเขา 

นอกจากนี้ขอมูลหรือผลงานการวิจัยที่ผานมาเกี่ยวกับการใชแบบจําลองความปนปวน k-ε-γ กับ
ปญหาการไหลภายใน (Internal flow) นั้นยังมีจํานวนไมมากพอที่จะนํามาตรวจสอบความถูกตอง
ของแบบจําลองที่ใช 
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6.3 ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต 
 

1) ควรศึกษาลักษณะการไหลของ Confined coflow jet ในทอ ซ่ึงประกอบดวย
กระแสการไหล 2 ชนิด ที่มีคุณสมบัติและอุณหภูมิของของไหลที่แตกตางกัน 

2) เพิ่มเติมการหมุนควง (Swirling) กับปญหาการไหลของ Confined coflow jet 

ในทอ เพื่อศึกษาประสิทธิภาพของการผสมที่จะเกิดขึ้นภายในทอ 

3) สําหรับปญหาการไหลของ Confined jet ภายในทอปด ควรใชคาคงที่ตาง ๆ ของ
แบบจําลองความปนปวนใหมีความสัมพันธและความสอดคลองกับผลการทดลอง
ของ Risso and Fabre [13] ซ่ึงอุปสรรคที่พบคือ Risso and Fabre ไมไดแสดง
คาคงที่เหลานี้ออกมาทั้งหมด 

4) ปรับปรุงใหโปรแกรมคอมพิวเตอรสามารถวิเคราะหปญหาการไหลที่มีการถายเท
ความรอน 

5) ควรมีการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรใหมีขีดความสามารถในการคํานวณปญหา
การไหลแบบอัดตัวไดที่สภาวะไมคงตัวและเปนการไหลแบบปนปวน 3 มิต ิ

6) สําหรับแบบจําลองความปนปวนการประมาณพจนของ Turbulent stress, R
ijτ  

ควรเพิ่มพจนของความไมเปนเชิงเสนที่มีอันดับสูง ๆ และรวมผลของ Vorticity 

เขาไปดวย 

7) เพื่อใหการคํานวณมีความแมนยํามากขึ้น ควรมีการเลือกใช Numerical scheme 

ที่อันดับความถูกตองสูง ๆ เชน QUICK เปนตน 

8) เนื่องจากการไหลที่เกิดขึ้นจริงในงานทางดานวิศวกรรมมักจะเกิดขึ้นในโดเมนที่มี
รูปรางซับซอน ดังนั้นจึงควรพัฒนาโปรแกรมใหสามารถคํานวณบนโดเมน
ลักษณะดังกลาวได ซ่ึงอาจใชกริดแบบ Unstructured mesh หรือการเลือกใช
พิกัดที่เหมาะสมกับโดเมนดังกลาวเชน พิกัดแบบกระชับขอบเขต (Body fitted 
coordinates) 

9) เลือกใชระเบียบวิธีที่สามารถเพิ่มความเร็วในการแกระบบสมการพีชคณิต เชน 
การใชวิธี Multigrid 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ประมวลตาราง 
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ตารางที่ 2.1 ตัวแปร และคาคงที่ตาง ๆ ในสมการการอนุรักษ สําหรับการไหลแบบราบเรียบ 

 ของสมการความตอเนื่องและสมการโมเมนตัม 
 

สมการ Transport φ  φΓ  φS  

1) สมการความตอเนื่อง 1 0 0 

2) สมการโมเมนตัม iu  µ  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−
i

j

ji x
u

xx
p µ  

 
 
 

ตารางที่ 2.2 ตัวแปร และคาคงที่ตาง ๆ ในสมการการอนุรักษพิกัดทรงกระบอก 2 มิติ สําหรับ 

 การไหลแบบราบเรียบของสมการความตอเนื่องและสมการโมเมนตัม 
 

สมการ Transport φ  φΓ  φS  

1) สมการความตอเนื่อง 1 0 0 

2) สมการ x-โมเมนตัม u µ  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−
x
vr

rrx
u

xx
p µµ 1  

3) สมการ r-โมเมนตัม v µ  
2

1
r
v

r
vr

rrr
u

xr
p µµµ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−

 
 
 
ตารางที่ 2.3ก ตัวแปร และคาคงที่ตาง ๆ ในสมการการอนุรักษพิกัดทรงกระบอก 2 มิติ สําหรับ 

 การไหลแบบปนปวนของสมการความตอเนื่องและสมการโมเมนตัม 
 

สมการ Transport φ  φΓ  φS  

1) สมการความตอเนื่อง 1 0 0 

2) สมการ x-โมเมนตัม u  effµ  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−
∗

x
vr

rrx
u

xx
p

effeff
1 µµ  

3) สมการ r-โมเมนตัม v  effµ  2effeff
1

r
v

r
vr

rrr
u

xr
p µµµ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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∂

+
∂
∂

−
∗



 108

ตารางที่ 2.3ข ตัวแปร และคาคงที่ตาง ๆ ในสมการการอนุรักษพิกัดทรงกระบอก 2 มิติ สําหรับ 

  แบบจําลองความปนปวน Standard k-ε 
 

สมการ Transport φ  φΓ  φS  

1) Turbulent kinetic energy, kก k kt σµµ +  ερ−kP  

2) Dissipation rate, ε ε kt σµµ +  kCkPC k
2

21 ερε εε −  

 
 
 
ตารางที่ 2.3ค ตัวแปร และคาคงที่ตาง ๆ ในสมการการอนุรักษพิกัดทรงกระบอก 2 มิติ สําหรับ 

  แบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ 
 

สมการ Transport φ  φΓ  φS  

1) Turbulent kinetic   
     energy, k k kt σµµ +  ερ−kP  

2) Dissipation rate,   
    ε ε εσµµ t+  kCkCkPC k

2
3

2
21 ερερε εεε Γ+−

3) Intermittency 
     factor, γ  γ ( )( )γσµµ γ −+ 1t γS  

 
 
 
ตารางที่ 2.3ค ตัวแปร และคาคงที่ตาง ๆ ในสมการการอนุรักษพิกัดทรงกระบอก 2 มิติ สําหรับ 

  แบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ 
 

สมการ Transport φ  φΓ  φS  

1) Turbulent kinetic   
     energy, k  k kt σµµ +  ερ−kP  

2) Dissipation rate, ε~  ε~  εσµµ t+  ( )+−−

Γ+−

y.y~
k~Ck~Ck~PC k

50exp2 2

2
3

2
21

εµ

ερερε εεε

3) Intermittency 
     factor, γ   γ ( )( )γσµµ γ −+ 1t γS  
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ตารางที่ 3.1 Characteristic flux, φR  ที่ใชในสมการ (3.88) 
 

สมการ Characteristic flux, φR  

สมการ Pressure correction ( p′ ) ผลรวมของมวลที่ไหลเขา 

สมการโมเมนตัม ผลรวมของโมเมนตัมที่ไหลเขา 

สมการ φ (k, ε และ γ) ผลรวมของคาฟลักซ φ ที่ไหลเขา หรือผลคูณ
ระหวางมวลที่ไหลเขากับปริมาณ φ  

 
 
  ตารางที่ 4.1 คาคงที่ตาง ๆ Damping function ( µf , 1f , 2f ) และพจนเพิ่มเติม (D, E) 

  ในแบบจําลองความปนปวน 
 

แบบจําลอง 
ความปนปวน 

Low-Re k-ε-γ 
 
Nagano and Hishida 
[20] 

 
Lam and Bremhost 
[46] 

    w
~ε  ที่ผนัง 0=w

~ε  0=w
~ε  2

2

y
k~

w ∂
∂

=νε  

    µC  090.  0.09  090.  
    1εC  351.  1.45  441.  
    2εC  81.  1.9  921.  
    kσ  01.  1.0  01.  
    εσ  31.  1.3  31.  

    µf  )01150exp(1 +−− y.  [ ]2)526exp(1 .y+−−  

[ ]2)Re01650exp(1 k.−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+×
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.
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     1f  01.  01.  2)050(01 µf.. +  

    2f  [ ]22 )6(exp2201 εvk. −−
 

[ ]22 )6(exp301 εvk. −−
 

)exp(1 +− y  

    D  
2

2
y
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−  

2

2 ⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛

∂
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−
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kν  0  

    E  
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2
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ตารางที่ 5.1   เงื่อนไขของการเปลี่ยนแปลงพารามิเตอรสําหรับปญหาการไหลของ Confined 

  coflow jet ในทอ 
 

อัตราสวนของขนาด 
( 12 RR ) 

อัตราสวนของความเร็ว 
( sp uu ) 

คาของเรยโนลดนัมเบอร 
(Re) 

3ก 2 5102.50×  

3ก 3 5101.84×  

3ก 6 5101.17×  

3ก 10 4109.01×  

6ก 2 5102.32×  

6ก 3 5101.59×  

6ก 6 4108.55×  

6ก 10 4105.63×  

12ก 2 5102.27×  

12ก 3 5101.52×  

12ก 6 4107.77×  

12ก 10 4104.79×  
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ตารางที่ 5.2   ผลการคํานวณตําแหนงจุด Separation, sx  และจุด Reattachment, rx  ของ 
ปญหาการไหล Confined coflow jet ในทอ 

 
อัตราสวนของขนาด 

( 12 RR ) 
อัตราสวนของความเร็ว  

( sp uu ) 2Rxs  2Rxr  

3ก 2 - -ก 

3ก 3 9.14 9.62ก 

3ก 6 1.93 4.25ก 

3ก 10 0.86 4.61ก 

6ก 2 - -ก 

6ก 3 - -ก 

6ก 6 4.07 5.54ก 

6ก 10 2.70 5.33ก 

12ก 2 - -ก 

12ก 3 - -ก 

12ก 6 - -ก 

12ก 10 8.04 8.23ก 
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ตารางที่ 5.3   การเปลี่ยนแปลงพารามิเตอรที่ใชในปญหาการไหลของ Confined jet ภายในทอ 

ปด 
 

Reก α  β  ξ  
41054 ×. ก 0.195 0.22 7.7 
41059 ×. ก 0.195 0.22 7.7 
51051 ×. ก 0.195 0.22 7.7 
51051 ×. ก 0.186 0.22 7.7 
51051 ×. ก 0.186 0.22 8.1 
51051 ×. ก 0.186 0.22 9.6 
51051 ×. ก 0.195 0.15 7.7 
51051 ×. ก 0.195 0.30 7.7 
51051 ×. ก 0.180 0.22 7.7 

 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ประมวลรูปภาพ 
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Mixing region Transition region Fully developed region

Potential core

ju

Nozzle

d

r

x

 
 

รูปที่ 1.1 ลักษณะบริเวณตาง ๆ ของ Cirular free jet [1] 
 
 

1u

u0u

02b

Virtual origin Potential core

Flow
development

region Fully developed flow region

r

x

Nozzle

1u

 
 

รูปที ่1.2 ลักษณะของเจ็ตในกระแสลมตาม 
 
 

Secondary
stream
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stream

su

u
pu
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d

r

x

Potential core

 
 

รูปที่ 1.3 ลักษณะของ Confined coflow jet ในทอ 
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รูปที่ 1.4 ลักษณะของเจ็ตในกระแสขวาง 
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รูปที่ 1.5 ลักษณะของเจ็ตในกระแสลมทวน 
 

Centerline of jet 
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d
Nozzle
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ju

 
 
 

รูปที่ 1.6 ลักษณะของเจ็ตทีห่มุนควง 
 
 
 

ju

D

D′

H

 
 

รูปที่ 1.7 ลักษณะของ Confined jet ภายในทอปด 
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0.0

3.5

0 2

 
รูปที่ 2.1 การหาคาเฉลี่ยในชวงเวลาหนึ่งของตัวแปร φ  

 
 
 
 

 
 

รูปที่ 2.2 การกระจายตัวของ Intermittency factor และปริมาณคาตาง ๆ ใน  
 Self-similar mixing layer [30] ก 
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รูปที่ 2.3 การกระจายตัวของความเร็วในชัน้ขอบแบบปนปวน 
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รูปที่ 3.1 ขอบเขตของปญหาที่ถูกแบงออกเปนปริมาตรควบคุมเล็ก ๆ ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
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รูปที่ 3.2 ปริมาตรควบคุมในพิกัดทรงกระบอก 2 มิติ (x, r) 
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รูปที่ 3.3 ลักษณะการประมาณแบบ Upwind differencing scheme 
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รูปที่ 3.4 ลักษณะการประมาณแบบ Central differencing scheme 
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รูปที่ 3.5 การวางกริดแบบ Colocated grid 
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รูปที่ 3.6 การกระจายความดันแบบ Checker board 
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รูปที่ 3.7 การวางกริดแบบเยื้องกัน 
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รูปที่ 3.8 การวางตัวของปรมิาตรควบคุมของความดัน p 
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รูปที่ 3.9 การวางตัวของปรมิาตรควบคุมของความเร็ว u 
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รูปที่ 3.10 การวางตัวของปริมาตรควบคุมของความเร็ว v 
 
 

 
 

รูปที่ 3.11 การวางกริดแบบไมสม่ําเสมอในปญหา 2 มิต ิ
 
 

P EW w e

Control volume

Wwxδ
wPxδ Pexδ eExδ

WPxδ PExδ

PewP xx δδ =  
 

รูปที่ 3.12 การวางกริดแบบไมสม่ําเสมอในปญหา 1 มิต ิ
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STEP 1: Solve the momentum equations
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STEP 2: Solve pressure correction equation
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STEP 4: Solve all other discretised transport equations
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                                                    รูปที่ 3.13 ขั้นตอนวิธี SIMPLE 
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 รูปที่ 3.14 ลักษณะปญหาการไหลในทอ 
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 รูปที่ 3.15 ปริมาตรควบคุมที่อยูติดผนัง 
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 รูปที่ 3.16 ลักษณะของผนังที่มีการเคลื่อนที่ 
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รูปที่ 3.17 การกระจายตัวของความเร็วในชั้นขอบแบบราบเรียบ 
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รูปที่ 3.18 การประยุกตเงื่อนไขขอบแบบสมมาตรกับปญหาการไหลในทอ 
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รูปที่ 3.19 โดเมนของปญหาสําหรับการคํานวณที่ใชระเบยีบวิธี TDMA [35] 
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รูปที่ 4.1 ลักษณะของปญหาการไหลแบบราบเรียบบนแผนเรียบ 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
รูปที่ 4.2  การแบงโดเมนของปญหาการไหลแบบราบเรียบแผนและประยุกตเงื่อนไข 

 ขอบ ที่ขนาดกริด 6262 ×  (Not to scale) 
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 รูปที่ 4.3 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  100.x =  m ที่ไดจากการการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาด 

  กรณี 410175Re ×= .L  
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 รูปที่ 4.4 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง 100.x =  m กรณี  
  410175Re ×= .L  
 
 

uin

L=138D

Dx

r

 
 

รูปที่ 4.5 ลักษณะของปญหาการไหลแบบราบเรียบในทอ 
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รูปที่ 4.6  การแบงโดเมนของปญหาการไหลแบบราบเรียบในทอและประยุกตเงื่อน 

 ไขขอบ ที่ขนาดกริด 2232×  (Not to scale) 
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 รูปที่ 4.7 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  031221.x =  m ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาด 

  กรณี 200Re =  
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 รูปที่ 4.8 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง 031221.x =  m กรณี 
  200Re =  สําหรับขนาดกริด 2232×  
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รูปที่ 4.9 ลักษณะของปญหาการไหลแบบปนปวนบนแผนเรียบ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.10 การแบงโดเมนของปญหาการไหลแบบปนปวนบนแผนเรียบและประยุกตเงื่อน 

 ไขขอบ ที่ขนาดกริด 202102 ×  (Not to scale) 
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 รูปที่ 4.11 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วไรมิติในชั้นขอบ 

  ที่ตําแหนง 2600Re =θ  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาด 

  ดวยแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 4.12 ลักษณะการกระจายตัวของ Intermittency factor ที่ตําแหนง 2600Re =θ  
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 รูปที่ 4.13  ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulent kinetic energy ที่ตําแหนง 
  2600Re =θ  
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 รูปที่ 4.14 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วไรมิติในชั้นขอบ 

  ที่ตําแหนง 8000Re =θ  จากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาด 

  ดวยแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ 
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รูปที่ 4.15 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วไรมิติในชั้นขอบที่ตําแหนง 8000Re =θ  
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รูปที่ 4.16 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วภายในชัน้ขอบที่ตําแหนง 8000Re =θ  
 
 
 

+y  

+u  

δy

∞uu  



 134

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Exp [42]
Low-Re k-ε-γ

 
 
 

 รูปที่ 4.17 ลักษณะการกระจายตัวของ Intermittency factor ที่ตําแหนง 8000Re =θ  
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รูปที่ 4.18 ลักษณะของปญหาการไหลแบบปนปวนบน Thick axisymmetric body 
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รูปที่ 4.19 การแบงโดเมนของปญหาการไหลแบบปนปวนบน Thick axisymmetric  

 body และประยุกตเงื่อนไขขอบ ที่ขนาดกริด 182122 ×  (Not to scale) 
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 รูปที่ 4.20 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วไรมิติในชั้นขอบ 

  ที่ตําแหนง 3200Re =a  และ 577.y =δ  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที ่
  แตกตางกันสามขนาดดวยแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 4.21 ลักษณะการกระจายตัวของ Intermittency factor ที่ตําแหนง 3200Re =a  

  และ 577.y =δ  
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 รูปที่ 4.22 ลักษณะการกระจายตัวของ Reynolds shear stress ที่ตําแหนง 3200Re =a  

  และ 577.y =δ  
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รูปที่ 4.23 ลักษณะของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
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รูปที่ 4.24 การแบงโดเมนของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอและประยุกตเงื่อนไขขอบ 

 กรณีของแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε ที่ขนาดกริด  2232×  (Not  
 to scale) 
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รูปที่ 4.25 การแบงโดเมนของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอและประยุกตเงื่อนไขขอบ  

 กรณีของแบบจําลองความปนปวน High Re k-ε-γ ที่ขนาดกริด  2232×  
 (Not  to scale) 
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รูปที่ 4.26 การแบงโดเมนของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอและประยุกตเงื่อนไขขอบ  
 กรณีของแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ ที่ขนาดกริด  2232×   
 (Not to scale) 
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 รูปที่ 4.27 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการการใชจํานวนกริดที่แตกตางกัน 

  สามขนาด กรณี 31004Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวน 
  Standard k-ε  
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 รูปที่ 4.28 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการการใชจํานวนกริดที่แตกตางกัน 

  สามขนาด กรณี 31004Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวน 
  High-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 4.29 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการการใชจํานวนกริดที่แตกตางกัน 

  สามขนาด กรณี 31004Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวน 
  Low-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 4.30 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง 5724.x =  m ( D30 ) 

  กรณี 31004Re ×= .  
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 รูปที่ 4.31 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการการใชจํานวนกริดที่แตกตางกัน 

  สามขนาด กรณี 51051Re ×= .  ดวยแบบจําลอง ความปนปวน 
  Standard k-ε  
 
 
 
 

R′

maxuu

Low-Re k-ε-γ 
High-Re k-ε-γ 
Standard k-ε
Exp [5] 

R′

maxuu



 141

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

32x22
42x27
52x32

 
 
 

 รูปที่ 4.32 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการการใชจํานวนกริดที่แตกตางกัน 

  สามขนาด กรณี 51051Re ×= .  ดวยแบบจําลอง ความปนปวน 
  High-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 4.33 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการการใชจํานวนกริดที่แตกตางกัน 

  สามขนาด กรณี 51051Re ×= .  ดวยแบบจําลอง ความปนปวน 
  Low-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 4.34 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง 5724.x =  m ( D30 ) 

  กรณี 51051Re ×= .  
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 รูปที่ 4.35 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการการใชจํานวนกริดที่แตกตางกัน 

  สามขนาด กรณี 61023Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวน 
  Standard k-ε  
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 รูปที่ 4.36 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการการใชจํานวนกริดที่แตกตางกัน 

  สามขนาด กรณี 61023Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวน 
  High-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 4.37 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการการใชจํานวนกริดที่แตกตางกัน 

  สามขนาด กรณี 61023Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 4.38 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง 5724.x =  m ( D30 ) 

  กรณี 61023Re ×= .  
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 รูปที่ 4.39 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วไรมิติในชั้นขอบ 

  ของทอที่ตําแหนง 5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตาง 
  กันสามขนาด กรณี 41004Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวน Low-Re  
  k-ε-γ 
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 รูปที่ 4.40 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วไรมิติในชั้นขอบของทอที่ 
  ตําแหนง 5724.x =  m ( D30 ) กรณี 41004Re ×= .   
 
 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

182x102
202x162
252x202

 
 
 

 รูปที่ 4.41 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  5724.x =  m ( D30 ) ที่ไดจากการการใชจํานวนกริดที่แตกตางกัน 

  สามขนาด กรณี 51003Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวน  
  Low-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 4.42 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วในแนวแกน x ที่ตําแหนง 0=R/r  

  กรณี 51003Re ×= .  
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 รูปที่ 4.43 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วในแนวแกน x ที่ตําแหนง 50.R/r =  

  กรณี 51003Re ×= .  
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 รูปที่ 4.44 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วในแนวแกน x ที่ตําแหนง 750.R/r =  

  กรณี 51003Re ×= .  
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 รูปที่ 4.45 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วในแนวแกน x ที่ตําแหนง 940.R/r =  

  กรณี 51003Re ×= .  
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 รูปที่ 4.46 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วในแนวแกน x ที่ตําแหนง 990.R/r =  

  กรณี 51003Re ×= .  
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 รูปที่ 4.47 ลักษณะการกระจายตัวของ Reynolds shear stress ที่ตําแหนง 
   10=Dx  กรณี 51003Re ×= .  
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 รูปที่ 4.48 ลักษณะการกระจายตัวของ Reynolds shear stress ที่ตําแหนง 
   30=Dx  กรณี 51003Re ×= .  
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 รูปที่ 4.49 ลักษณะการกระจายตัวของ Reynolds shear stress ที่ตําแหนง 
   70=Dx  กรณี 51003Re ×= .  
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รูปที่ 5.1 ลักษณะของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 5.2 การแบงโดเมนของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอและ 

  ประยุกตเงื่อนไขขอบ กรณีที่ใชแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε  

  ที่ขนาดกริด 72102 ×  (Not to scale) 
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 รูปที่ 5.3 การแบงโดเมนของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอและ 

  ประยุกตเงื่อนไขขอบ กรณีที่ใชแบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ  

  ที่ขนาดกริด 97122 ×  (Not to scale) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 5.4 การแบงโดเมนของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอและ 

  ประยุกตเงื่อนไขขอบ กรณีที่ใชแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ  

  ที่ขนาดกริด  122152 ×  (Not to scale) 
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 รูปที่ 5.5 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  215Rx =  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที่ 
  312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .  ดวยแบบจําลอง 
  ความปนปวน Standard k-ε  
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 รูปที่ 5.6 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  215Rx =  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที่ 
  312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .  ดวยแบบจําลอง 
  ความปนปวน High-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 5.7 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  215Rx =  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที่ 
  312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .  ดวยแบบจําลอง 
  ความปนปวน Low-Re k-ε-γ 
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(b) 
 

 รูปที่ 5.8 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว กรณีที่ 312 =RR , 10=sp uu  

  และ 410019Re ×= .  

(a) ที่ตําแหนง 0=x  

(b) ที่ตําแหนง 34 2Rx =  
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(b) 
 

 รูปที่ 5.9 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว กรณีที่ 312 =RR , 10=sp uu  

  และ 410019Re ×= .  

(a) ที่ตําแหนง 310 2Rx =  

(b) ที่ตําแหนง 316 2Rx =  
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 รูปที่ 5.10 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว กรณีที่ 312 =RR , 10=sp uu  

  และ 410019Re ×= .  

(a) ที่ตําแหนง 328 2Rx =  

(b) ที่ตําแหนง 340 2Rx =  
 

 
 

Low-Re k-ε-γ 
High-Re k-ε-γ 
Standard k-ε
Exp [11] 

2Rr  

muu  

Low-Re k-ε-γ 
High-Re k-ε-γ 
Standard k-ε
Exp [11] 

2Rr  

muu  



 157

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

0.4

0.8

1.2

1.6

2.0

 
 
 

 รูปที่ 5.11 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว กรณีที่ 312 =RR , 10=sp uu  

  และ 410019Re ×= .  ที่ตําแหนง 3340 2Rx =  
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 รูปที่ 5.12 ลักษณะการกระจายตัวของคา Axial turbulence intensity  
  กรณีที่ 312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .  ที่ตําแหนง 

  0=x   
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 รูปที่ 5.13 ลักษณะการกระจายตัวของคา Axial turbulence intensity  
  กรณีที่ 312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .   

(a) ที่ตําแหนง 32 2Rx =  

(b) ที่ตําแหนง 22Rx =  
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 รูปที่ 5.14 ลักษณะการกระจายตัวของคา Axial turbulence intensity  
  กรณีที่ 312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .   

(a) ที่ตําแหนง 210Rx =  

(b) ที่ตําแหนง 218Rx =  
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 รูปที่ 5.15 ลักษณะการกระจายตัวของคา Axial turbulence intensity  
  กรณีที่ 312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .   

(a) ที่ตําแหนง 230Rx =  

(b) ที่ตําแหนง 2114Rx =  
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 รูปที่ 5.16 ลักษณะการกระจายตัวของคา Turbulence shear stress กรณีที่  
  312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .   

(a) ที่ตําแหนง 32 2Rx =  

(b) ที่ตําแหนง 22Rx =  
 
 

2Rr  

2
muvu ′′

Low-Re k-ε-γ 
High-Re k-ε-γ 
Standard k-ε
Exp [11] 

2Rr  

2
muvu ′′

Low-Re k-ε-γ 
High-Re k-ε-γ 
Standard k-ε
Exp [11] 



 162

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

 
 
 

(a) 
 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

 
 
 

(b) 
 
 

 รูปที่ 5.17 ลักษณะการกระจายตัวของคา Turbulence shear stress กรณีที่ 
  312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .   

(a) ที่ตําแหนง 210Rx =  

(b) ที่ตําแหนง 218Rx =  
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 รูปที่ 5.18 ลักษณะการกระจายตัวของคา Turbulence shear stress กรณีที่ 
  312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .   

(a) ที่ตําแหนง 230Rx =  

(b) ที่ตําแหนง 2114Rx =  
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 รูปที่ 5.19 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่ผนัง กรณีที่ 312 =RR  

   10=sp uu และ 410019Re ×= .  
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รูปที่ 5.20 การพัฒนาของเจต็ กรณีที่ 312 =RR , 10=sp uu  และ 410019Re ×= .  
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 รูปที่ 5.21 ตําแหนงที่เจ็ตมีความเร็วเทากับ max50 uu.  กรณีที่ 312 =RR , 10=sp uu  

  และ 410019Re ×= .  
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 รูปที่ 5.22 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  215Rx =  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที่ 
  612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  ดวยแบบจําลอง 
  ความปนปวน Standard k-ε  

2Rr  

muu  

4/3 8/3 4 16/3 20/3 8 28/3 32/3 12 40/3 
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 รูปที่ 5.23 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  215Rx =  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที่ 
  612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  ดวยแบบจําลอง 
  ความปนปวน High-Re k-ε-γ 
 
 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

102x82
122x102
152x122

 
 
 

 รูปที่ 5.24 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  215Rx =  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที่ 
  612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  ดวยแบบจําลอง 
  ความปนปวน Low-Re k-ε-γ 
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2Rr  
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 รูปที่ 5.25 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง กรณีที่ 612 =RR , 

   10=sp uu  และ 410635Re ×= .  

(a) ที่ตําแหนง 0=x  

(b) ที่ตําแหนง 34 2Rx =  
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Exp [11] 
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 รูปที่ 5.26 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง กรณีที่ 612 =RR , 

   10=sp uu  และ 410635Re ×= .  

(a) ที่ตําแหนง 310 2Rx =  

(b) ที่ตําแหนง 316 2Rx =  
 
 
 
 
 

Low-Re k-ε-γ 
High-Re k-ε-γ 
Standard k-ε
Exp [11] 
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 รูปที่ 5.27 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง กรณีที่ 612 =RR , 

   10=sp uu  และ 410635Re ×= .  

(a) ที่ตําแหนง 328 2Rx =  

(b) ที่ตําแหนง 340 2Rx =  
 
 
 

Low-Re k-ε-γ 
High-Re k-ε-γ 
Standard k-ε
Exp [11] 
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 รูปที่ 5.28 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง กรณีที่ 612 =RR , 

   10=sp uu  และ 410635Re ×= .  ที่ตําแหนง 3340 2Rx =  
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 รูปที่ 5.29 ลักษณะการกระจายตัวของคา Axial turbulence intensity  
  กรณีที่ 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  ที่ตําแหนง 

  0=x   
 
 

Low-Re k-ε-γ 
High-Re k-ε-γ 
Standard k-ε
Exp [11] 

2Rr  

muu  
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muuu ′′
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 รูปที่ 5.30 ลักษณะการกระจายตัวของคา Axial turbulence intensity  
  กรณีที่ 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  

(a) ที่ตําแหนง 32 2Rx =  

(b) ที่ตําแหนง 22Rx =  
 

2Rr  

muuu ′′

Low-Re k-ε-γ 
High-Re k-ε-γ 
Standard k-ε
Exp [11] 
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 รูปที่ 5.31 ลักษณะการกระจายตัวของคา Axial turbulence intensity  
  กรณีที่ 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  

(a) ที่ตําแหนง 218Rx =  

(b) ที่ตําแหนง 230Rx =  
 
 

2Rr  

muuu ′′

Low-Re k-ε-γ 
High-Re k-ε-γ 
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Exp [11] 
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 รูปที่ 5.32 ลักษณะการกระจายตัวของคา Axial turbulence intensity  
  กรณีที่ 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  ที่ตําแหนง 
  2114Rx =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2Rr  

muuu ′′

Low-Re k-ε-γ 
High-Re k-ε-γ 
Standard k-ε
Exp [11] 
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 รูปที่ 5.33 ลักษณะการกระจายตัวของคา Turbulence shear stress 

  กรณีที่ 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  

(a) ที่ตําแหนง 32 2Rx =  

(b) ที่ตําแหนง 22Rx =  
 
 

2Rr  

2
muvu ′′
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Exp [11] 
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 รูปที่ 5.34 ลักษณะการกระจายตัวของคา Turbulence shear stress 

  กรณีที่ 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  

(a) ที่ตําแหนง 210Rx =  

(b) ที่ตําแหนง 218Rx =  
 
 

2Rr  

2
muvu ′′
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 รูปที่ 5.35 ลักษณะการกระจายตัวของคา Turbulence shear stress 

  กรณีที่ 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  

(a) ที่ตําแหนง 230Rx =  

(b) ที่ตําแหนง 2114Rx =  
 
 

2Rr  

Low-Re k-ε-γ 
High-Re k-ε-γ 
Standard k-ε
Exp [11] 

210 muvu ′′  

2Rr  

Low-Re k-ε-γ 
High-Re k-ε-γ 
Standard k-ε
Exp [11] 

210 muvu ′′  
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 รูปที่ 5.36 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่ผนัง กรณีที่ 612 =RR  

  10=sp uu  และ 410635Re ×= .  
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รูปที ่5.37 การพัฒนาของเจต็ กรณีที ่ 612 =RR , 10=sp uu  และ 410635Re ×= .  
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 รูปที่ 5.38 ตําแหนงที่เจ็ตมีความเร็วเทากับ max50 uu.  กรณีที่ 612 =RR , 10=sp uu  

  และ 410635Re ×= .  
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 รูปที่ 5.39 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  215Rx =  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที่ 
  1212 =RR , 10=sp uu  และ 41079.4Re ×=  ดวยแบบจําลอง 
  ความปนปวน Standard k-ε  

2Rr  

muu  

4/3 8/3 4 16/3 20/3 8 28/3 32/3 12 40/3 
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 รูปที่ 5.40 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  215Rx =  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที่ 
  1212 =RR , 10=sp uu  และ 41079.4Re ×=  ดวยแบบจําลอง 
  ความปนปวน High-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 5.41 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  215Rx =  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที่ 
  1212 =RR , 10=sp uu  และ 41079.4Re ×=  ดวยแบบจําลอง 
  ความปนปวน Low-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 5.42 เวกเตอรความเร็วของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอ กรณีที่ 
  1212 =RR , 10=sp uu  ( 41079.4Re ×= ) ดวยแบบจําลองความปนปวน 
  Standard k-ε 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 5.43 เสนกระแสการไหลของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอ 

  กรณีที่ 1212 =RR , 10=sp uu  ( 41079.4Re ×= ) ดวยแบบจําลองความ 

  ปนปวน Standard k-ε 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 181

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 5.44 ลักษณะการกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลของ Confined coflow  

  jet ในทอ กรณีที่ 1212 =RR , 10=sp uu  ( 41079.4Re ×= ) ดวยแบบ 

  จําลองความปนปวน Standard k-ε 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 รูปที่ 5.45 เวกเตอรความเร็วของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอ กรณีที่ 
  1212 =RR , 10=sp uu  ( 41079.4Re ×= ) ดวยแบบจําลองความปนปวน 
  High-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 5.46 เสนกระแสการไหลของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอ 

  กรณีที่ 1212 =RR , 10=sp uu  ( 41079.4Re ×= ) ดวยแบบจําลองความ 

  ปนปวน High-Re k-ε-γ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 5.47 ลักษณะการกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลของ Confined coflow  

  jet ในทอ กรณีที่ 1212 =RR , 10=sp uu  ( 41079.4Re ×= ) ดวยแบบ 

  จําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 5.48 เวกเตอรความเร็วของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอ กรณีที่ 
  1212 =RR , 10=sp uu  ( 41079.4Re ×= ) ดวยแบบจําลองความปนปวน 
  Low-Re k-ε-γ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 รูปที่ 5.49 เสนกระแสการไหลของปญหาการไหลของ Confined coflow jet ในทอ 

  กรณีที่ 1212 =RR , 10=sp uu  ( 41079.4Re ×= ) ดวยแบบจําลองความ 

  ปนปวน Low-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 5.50 ลักษณะการกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลของ Confined coflow  

  jet ในทอ กรณีที่ 1212 =RR , 10=sp uu  ( 41079.4Re ×= ) ดวยแบบ 

  จําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 5.51 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่กรณีที่ 1212 =RR , 10=sp uu  

  และ 41079.4Re ×=  

a) ที่ตําแหนง 34 2Rx =  

b) ที่ตําแหนง 310 2Rx =  
 
 
 
 

2Rr  

muu  

Low-Re k-ε-γ 
High-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 5.52 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว กรณีที่ 1212 =RR , 10=sp uu  

  และ 41079.4Re ×=  

a) ที่ตําแหนง 316 2Rx =  

b) ที่ตําแหนง 328 2Rx =  
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 รูปที่ 5.53 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว กรณีที่ 1212 =RR , 10=sp uu  

  และ 41079.4Re ×=  

a) ที่ตําแหนง 340 2Rx =  

b) ที่ตําแหนง 3340 2Rx =  
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 รูปที่ 5.54 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ กรณี 1212 =RR , 

   10=sp uu  และ 41079.4Re ×=  
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 รูปที่ 5.55 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ  
  กรณี 1212 =RR , 10=sp uu  และ 41079.4Re ×=  
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 รูปที่ 5.56 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่เสนผานศูนยกลางทอ  
  กรณี 1212 =RR , 10=sp uu  และ 41079.4Re ×=  
 

20 40 60 80 100 120

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0
Standard k-ε
High-Re k-ε-γ
Low-Re k-ε-γ

 
 

 รูปที่ 5.57 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่ผนัง กรณี 1212 =RR , 

  10=sp uu  และ 41079.4Re ×=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2Rx  

2

2
1

m

e

u

pp

ρ

−  

2Rx  

2

2
1

m

e

u

pp

ρ

−  



 190

 
 
 
 

0.0 1.5 3.0 4.5 6.0 7.5 9.0 10.5 12.0 13.5 15.0 16.5
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

 
 
 

รูปที่ 5.58 การพัฒนาของเจต็ กรณีที่ 1212 =RR , 10=sp uu  และ 41079.4Re ×=  
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 รูปที่ 5.59 ตําแหนงที่เจ็ตมีความเร็วเทากับ max50 uu.  กรณีที่ 1212 =RR , 10=sp uu  

  และ 41079.4Re ×=  
 

 
 
 
 

Standard k-ε 
High-Re k-ε-γ 
Low-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 5.60 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ กรณี 312 =RR   
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 รูปที่ 5.61 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ กรณี 612 =RR  
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 รูปที่ 5.62 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ กรณี 1212 =RR  
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 รูปที่ 5.63 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ  
  กรณี 312 =RR  
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 รูปที่ 5.64 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ  
  กรณี 612 =RR   
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 รูปที่ 5.65 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ  
  กรณี 1212 =RR  
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 รูปที่ 5.66 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่เสนผานศูนยกลางทอ  
  กรณี 312 =RR  
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 รูปที่ 5.67 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่เสนผานศูนยกลางทอ 

  กรณี 612 =RR   
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 รูปที่ 5.68 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่เสนผานศูนยกลางทอ  
  กรณี 1212 =RR  
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 รูปที่ 5.69 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่ผนัง กรณี 312 =RR   
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 รูปที่ 5.70 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่ผนัง กรณี 612 =RR   
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รูปที่ 5.71 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่ผนัง กรณี 1212 =RR  
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 
(d) 

 
 รูปที่ 5.72 สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined coflow jet ในทอ กรณี 312 =RR  

  (a) ที่ 2=sp uu  

  (b) ที่ 3=sp uu  

  (c) ที่ 6=sp uu  

  (d) ที่ 10=sp uu  
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 
(d) 

 
 รูปที่ 5.73 สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined coflow jet ในทอ กรณี 612 =RR  

  (a) ที่ 2=sp uu  

  (b) ที่ 3=sp uu  

  (c) ที่ 6=sp uu  

  (d) ที่ 10=sp uu  
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(a) 

 
(b) 

 

 
(c) 

 

 
 
 รูปที่ 5.74 สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined coflow jet ในทอ กรณี 1212 =RR  

  (a) ที่ 2=sp uu  

  (b) ที่ 3=sp uu  

(c) ที่ 6=sp uu  

(d) ที่ 10=sp uu  
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รูปที่ 5.75 การพัฒนาของเจต็ กรณีที่ 312 =RR  
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รูปที่ 5.76 การพัฒนาของเจต็ กรณีที่ 612 =RR  
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รูปที่ 5.77 การพัฒนาของเจต็ กรณีที่ 1212 =RR  
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 รูปที่ 5.78 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ กรณี 2=sp uu   
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 รูปที่ 5.79 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ กรณี 3=sp uu   
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 รูปที่ 5.80 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ กรณี 6=sp uu   
 

0clcl uu  

2Rx  

312 =RR  
1212 =RR  612 =RR  

0clcl uu  

2Rx  

312 =RR  
1212 =RR  612 =RR  



 203

20 40 60 80 100 1200

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

 
 

 รูปที่ 5.81 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ กรณี 10=sp uu   
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 รูปที่ 5.82 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ  
  กรณี 2=sp uu  
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 รูปที่ 5.83 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ  
  กรณี 3=sp uu   
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 รูปที่ 5.84 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ  
  กรณี 6=sp uu  
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 รูปที่ 5.85 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity ที่เสนผานศูนยกลางทอ  
  กรณ ี 10=sp uu  
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 รูปที่ 5.86 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่เสนผานศูนยกลางทอ  
  กรณี 2=sp uu   
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 รูปที่ 5.87 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่เสนผานศูนยกลางทอ  
  กรณี 3=sp uu   
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 รูปที่ 5.88 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่เสนผานศูนยกลางทอ  
  กรณี 6=sp uu  
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 รูปที่ 5.89 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่เสนผานศูนยกลางทอ  
  กรณี  10=sp uu   
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 รูปที่ 5.90 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่ผนัง กรณี 2=sp uu  
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 รูปที่ 5.91 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่ผนัง กรณี 3=sp uu  
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 รูปที่ 5.92 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่ผนัง กรณี 6=sp uu  
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 รูปที่ 5.93 ลักษณะการกระจายตัวของคาความดันที่ผนัง กรณี 10=sp uu  
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 
 
 รูปที่ 5.94 สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined coflow jet ในทอ กรณี 2=sp uu  

  (a) ที่ 312 =RR  

  (b) ที่ 612 =RR  

  (c) ที่ 1212 =RR  
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 รูปที่ 5.95  สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined coflow jet ในทอ กรณี 3=sp uu  

  (a) ที่ 312 =RR  

  (b) ที่ 612 =RR  

  (c) ที่ 1212 =RR  
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(c) 

 
 รูปที่ 5.96 สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined coflow jet ในทอ กรณี 6=sp uu  

  (a) ที่ 312 =RR  

  (b) ที่ 612 =RR  

  (c) ที่ 1212 =RR  
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 
 รูปที่ 5.97 สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined coflow jet ในทอ กรณี 10=sp uu  

(a)  ที่ 312 =RR  

(b)  ที่ 612 =RR  

(c)  ที่ 1212 =RR  
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รูปที่ 5.98 การพัฒนาของเจต็ กรณีที่ 2=sp uu  
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รูปที่ 5.99 การพัฒนาของเจต็ กรณีที่ 3=sp uu  
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รูปที่ 5.100 การพัฒนาของเจ็ต กรณีที่ 6=sp uu  
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รูปที่ 5.101 การพัฒนาของเจ็ต กรณีที่ 10=sp uu  
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รูปที่ 5.102 อุปกรณการทดลอง Confined jet ภายในทอปดของ Risso and Fabre [13] 
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รูปที่ 5.103 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วภายในบริเวณทดสอบของ Risso and Fabre [13] 
 

 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 รูปที่ 5.104 การแบงโดเมนของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด กรณีที่ 
  ใชแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε ที่ขนาดกริด  62102 ×   
  (Not to scale) 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 รูปที่ 5.105 การแบงโดเมนของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด กรณีที่ 
  ใชแบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ ที่ขนาดกริด  92132 ×  
  (Not to scale) 
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 รูปที่ 5.106 การแบงโดเมนของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด กรณีที่ 
  ใชแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ ที่ขนาดกริด  102152×  
   (Not to scale) 
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 รูปที่ 5.107 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  D.x 40=  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที่ 
  51051Re ×= .  ดวยแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε  
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 รูปที่ 5.108 เวกเตอรความเร็วของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด 

  ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวย 

  แบบจําลองความปนปวน Standard k-ε  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 รูปที่ 5.109 สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปดที่ 51051Re ×= .  

  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวยแบบจําลองความปนปวน 
  Standard k-ε  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15 4.99E-04
14 4.63E-04
13 4.14E-04
12 3.44E-04
11 2.81E-04
10 2.12E-04
9 1.25E-04
8 7.07E-05
7 3.19E-05
6 1.03E-05
5 8.10E-07
4 -1.83E-08
3 -1.15E-07
2 -6.40E-07
1 -1.54E-06
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 รูปที่ 5.110 ลักษณะการกระจายความดันของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด 

  ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวยแบบจําลอง 
  ความปนปวน Standard k-ε 
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 รูปที่ 5.111 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  D.x 40=  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที่ 
  51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวยแบบจําลอง 
  ความปนปวน High-Re k-ε-γ  
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27 1.70E+00
26 1.61E+00
25 1.45E+00
24 1.13E+00
23 6.18E-01
22 8.69E-04
21 -9.07E-01
20 -1.90E+00
19 -2.62E+00
18 -3.17E+00
17 -3.69E+00
16 -4.00E+00
15 -4.26E+00
14 -4.52E+00
13 -4.80E+00
12 -5.34E+00
11 -5.89E+00
10 -6.45E+00
9 -6.98E+00
8 -7.52E+00
7 -8.07E+00
6 -9.15E+00
5 -9.70E+00
4 -1.02E+01
3 -1.08E+01
2 -1.13E+01
1 -1.19E+01

Level p

inuu  

Dr  



 221

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 5.112 เวกเตอรความเร็วของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด 

  ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวย 

  แบบจําลองวามปนปวน High-Re k-ε-γ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 5.113  สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด 

  ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวย 

  แบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ  
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 รูปที่ 5.114  ลักษณะการกระจายความดันของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด 

  ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวยแบบจําลอง 
  ความปนปวน High-Re k-ε-γ  
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 รูปที่ 5.115 การเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง  
  D.x 40=  ที่ไดจากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที่ 
  51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวยแบบจําลอง 
  ความปนปวน Low-Re k-ε-γ  
 

25 8.94E+00
24 8.94E+00
23 8.93E+00
22 8.89E+00
21 8.75E+00
20 8.47E+00
19 7.91E+00
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7 7.41E-01
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 รูปที่ 5.116 เวกเตอรความเร็วของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด 

  ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวย 

  แบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 รูปที่ 5.117 สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด 

  ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวย 

  แบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ 
 
 
 
 
 
 

18 5.06E-04
17 4.44E-04
16 3.56E-04
15 2.58E-04
14 1.56E-04
13 8.66E-05
12 3.07E-05
11 1.08E-05
10 3.34E-06
9 1.05E-06
8 2.10E-07
7 2.76E-08
6 3.65E-09
5 2.39E-10
4 -2.61E-15
3 -5.28E-14
2 -7.61E-13
1 -7.80E-12
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 รูปที่ 5.118 ลักษณะการกระจายความดันของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด 

  ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) ดวยแบบจําลอง 
  ความปนปวน Low-Re k-ε-γ  
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 รูปที่ 5.119 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ ที่ 51051Re ×= .  

  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) 
 

 

27 1.05E+00
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16 -4.86E+00
15 -5.08E+00
14 -5.32E+00
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10 -7.14E+00
9 -7.59E+00
8 -8.05E+00
7 -8.50E+00
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 รูปที่ 5.120 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity, inuuu clcl ′′  

  ที่เสนผานศูนยกลางทอ ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β   

  และ 77.=ξ ) 
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 รูปที่ 5.121 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity, inuvv clcl ′′  

  ที่เสนผานศูนยกลางทอ ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α , 220.=β  

  และ 77.=ξ ) 
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 รูปที่ 5.122 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง D.x 40=  ที่ 51051Re ×= .  

  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) 
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 รูปที่ 5.123 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง D.x 31=  ที่ 51051Re ×= .  

  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) 
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 รูปที่ 5.124 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง D.x 72=  ที่ 51051Re ×= .  

  ( 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ ) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 รูปที่ 5.125  สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด 

  ที่ 51051Re ×= .  ( 1860.=α , 220.=β  และ 69.=ξ ) ดวย 

  แบบจําลองความปนปวน Standard k-ε  
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13 4.73E-04
12 4.15E-04
11 3.24E-04
10 2.13E-04
9 1.27E-04
8 5.81E-05
7 2.09E-05
6 6.35E-06
5 1.07E-06
4 -2.85E-08
3 -1.65E-07
2 -5.19E-07
1 -9.80E-07
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 รูปที่ 5.126  สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด 

  ที่ 51051Re ×= .  ( 1860.=α , 220.=β  และ 69.=ξ ) ดวย 

  แบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 5.127  สตรีมไลนของปญหาการไหล Confined jet ภายในทอปด 

  ที่ 51051Re ×= .  ( 1860.=α , 220.=β  และ 69.=ξ ) ดวย 

  แบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ 
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 รูปที่ 5.128 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ ที่ 51051Re ×= .  

  ( 1860.=α , 220.=β  และ 69.=ξ ) 
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 รูปที่ 5.129 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity, inuuu clcl ′′  

  ที่เสนผานศูนยกลางทอ ที่ 51051Re ×= .  ( 1860.=α , 220.=β   

  และ 69.=ξ ) 
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 รูปที่ 5.130 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity, inuvv clcl ′′  

  ที่เสนผานศูนยกลางทอ ที่ 51051Re ×= .  ( 1860.=α , 220.=β  

  และ 69.=ξ ) 
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 รูปที่ 5.131 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ ที่ 1950.=α  

  220.=β  และ 77.=ξ  
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 รูปที่ 5.132 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity, inuuu clcl ′′  

  ที่เสนผานศูนยกลางทอ ที่ 1950.=α , 220.=β  และ 77.=ξ  
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 รูปที่ 5.133 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity, inuvv clcl ′′  

  ที่เสนผานศูนยกลางทอ ที ่ 1950.=α , 220.=β และ 77.=ξ  
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 รูปที่ 5.134 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ ที่ 51051Re ×= .  

  ( 220.=β  และ 77.=ξ ) 
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 รูปที่ 5.135 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity, inuuu clcl ′′  

  ที่เสนผานศูนยกลางทอ ที่ 51051Re ×= .  ( 220.=β  และ 77.=ξ ) 
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 รูปที่ 5.136 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity, inuvv clcl ′′  

  ที่เสนผานศูนยกลางทอ ที่ 51051Re ×= .  ( 220.=β  และ 69.=ξ ) 
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 รูปที่ 5.137 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ ที่ 51051Re ×= .  

  ( 1950.=α  และ 77.=ξ ) 
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 รูปที่ 5.138 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity, inuuu clcl ′′  

  ที่เสนผานศูนยกลางทอ ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α  และ 77.=ξ ) 
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 รูปที่ 5.139 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity, inuvv clcl ′′  

  ที่เสนผานศูนยกลางทอ ที่ 51051Re ×= .  ( 1950.=α  และ 77.=ξ ) 
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 รูปที่ 5.140 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่เสนผานศูนยกลางทอ ที่ 51051Re ×= .  

  ( 1860.=α  และ 220.=β ) 
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 รูปที่ 5.141 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity, inuuu clcl ′′  

  ที่เสนผานศูนยกลางทอ ที่ 51051Re ×= .  ( 1860.=α  และ 220.=β ) 
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 รูปที่ 5.142 ลักษณะการกระจายตัวของ Turbulence intensity, inuvv clcl ′′  

  ที่เสนผานศูนยกลางทอ ที่ 51051Re ×= .  ( 1860.=α  และ 220.=β ) 
 
 
 

in

clcl

u
vv ′′

 

Dx  



รายการอางอิง 
 

[1] Beer, J. M., and Chigier, N. A., (1972), Combustion Aerodynamics, Applied 

Science Publishers. 

[2] Tripopsakul, S., (2001), Similarity Analysis of Swirling Laminar Jet in 

Nonswirling Coflow, Master Degree Thesis, Mechanical Engineering 

Department, Chulalongkorn University, Bangkok. 

[3] Wangjiraniran, W., (2001), Effects of the Swirl Number on Mixing 

Characteristics of a Heated Swirling Jet in Crossflow, Master Degree 

Thesis, Mechanical Engineering Department, Chulalongkorn University, 

Bangkok. 

[4] Uppathamnarakorn, P., (2001), Effects of the Swirl Number on Mixing 

Characteristics of a Heated Swirling Jet in Counterflow, Master Degree 

Thesis, Mechanical Engineering Department, Chulalongkorn University, 

Bangkok. 

[5] Schlichting, (1960), Boundary-Layer Theory, 6th edition, McGraw-Hill. 

[6] Rajaratnam, N., (1976), Turbulent Jets, Elsevier Scientific Publishing 

Company, New York. 

[7] Paullay, A. J., Melnik, R. E., Ruel, A., Rudman, S., and Siclari, M. J., (1985), 

“Similarity Solution for Plane and Radial Jets Using a ε−k  Turbulence 

Model,” ASME J. Fluids Eng., Vol. 107, pp. 79-85. 

[8] Ljuboja, M., and Rodi, W., (1980), “Calculation of Turbulent Wall Jets with 

an Algebraic Reynolds Stress Model,” ASME J. Fluids Eng., Vol. 102, pp. 

350-356. 

[9] Antonia, R. A., and Bilger, R. W., (1973), “An Experimental Investigation of 

an Axisymmetric Jet in a Co-flowing Air Stream,” J. Fluid Mech., Vol. 61, 

pp. 805-822.  

[10] Razinsky, E., and Brighton, J. A., (1972), “A Theoretical Model for 

Nonseparated Mixing of a Confined Jet,” J. Basic Eng., Series D, Vol. 93, 

No. 3, pp. 551-558. 



 238

[11] Razinsky, E., and Brighton, J. A., (1971), “Confined Jet Mixing for 

Nonseparated Conditions,” J. Basic Eng., Series D, Vol. 93, No. 3, pp. 333-

349. 

[12] Sarma, A. S. R., Sundararajan T., and Ramjee, V., (2000), “Numerical 

Simulation of Confined Laminar Jet Flows,” Int. J. Numer. Meth. Fluids, 

Vol. 33, pp. 609-626. 

[13] Risso, F. D., and Fabre, J., (1997), “Diffusive Turbulence in a Confined Jet 

Experiment,” J. Fluid Mech., Vol. 337, pp. 233-261. 

[14] Zhu, J., and Shih, T. H., (1994), “A Numerical Study of Confined Turbulence 

Jets,” ASME J. Fluids Eng., Vol. 116, pp. 702-706. 

[15] Zhu, J., and Shih, T. H., (1994), “Computation of Confined Coflow Jets with 3 

Turbulence Models,” Int. J. Numer. Mech. Fluids , Vol. 19, pp. 939-956. 

[16] Cho, J. R., and Chung, M. K., (1992), “A k-ε-γ Equation Turbulence Model,” 

J. Fluid Mech., Vol. 237, pp. 301-322. 

[17] Wang, Y. Q. and Derksen, R. W., (1999), “Prediction of Developing 

Turbulent Pipe Flow by a Modified k-ε-γ Model,” AIAA J., Vol. 37, No. 2, 

pp. 268-270. 

[18] Chien, K. Y., (1982), “Prediction of Channel and Boundary-Layer Flows with 

a Low-Reynolds-Number Turbulent Model,” AIAA J., Vol. 20, No. 1, pp. 

33-38. 

[19] Dewan, A. and Arakeri, J. H., (2000), “Use of k-ε-γ Model to Predict 

Intermittency in Turbulent Boundary-layers,” ASME J. Fluids Eng., Vol. 

122, pp. 542-546. 

[20] Nagano, Y. and Hishida, M., (1987), “Improved Form of the k-ε Model for 

Wall Turbulent Shear Flows,” ASME J. Fluids Eng., Vol. 109, pp. 156-160. 

[21] Wang, J. Priestman, G. H., and Wu, D., (2001), “An Analytical Solution for 

Incompressible Flow Through Parallel Multiple Jets,” ASME J. Fluids Eng., 

Vol. 123, pp. 407-410. 

[22] Anderson, E. A., and Spall, R. E., (2001), “Experimental and Numerical 

Investigation of Two-dimensional Parallel Jets,” ASME J. Fluids Eng., Vol. 

123, pp. 401-406. 



 239

[23] เมืองแกว  ยุตัน, พงษเจต  พรหมวงศ, และ อุดม  จันทรจรัสสุข, (2545), “การศึกษาการ
ไหลเชิงตัวเลขของการฉีดกระทบ,” การประชุมวิชาการเครือขายวิศวกรรมเครื่องกล
แหงประเทศไทย, คร้ังที่ 16, หนา 217-222, ภูเก็ต. 

[24] นราธิป  ศุขโข, อโนทัย  สุขแสงพนมรุง, อุดมเกียรติ  นนทแกว, และ พงษเจต  พรหมวงศ, 
(2545), “Large Eddy Simulation สําหรับการไหลในชองลมที่มีการฉีดทํามุม
ดานขาง,” การประชุมวิชาการเครือขายวิศวกรรมเครื่องกลแหงประเทศไทย, ครั้งที่ 16, 

หนา 129-133, ภูเก็ต. 
[25] ปราโมทย  เดชะอําไพ, (2545), ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพื่อการคํานวณพลศาสาตร

ของไหล, พิมพคร้ังที่ 1, สํานักพิมพแหงจุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย, กทม. 
[26] White, F. M., (1991), Viscous Fluid Flow, McGracw-Hill, Singapore.ก 

[27] Fox, R. W., and Mcdonald, A. T., (1998), Introduction of Fluid Mechanics, 5th 

edition, John Wiley & Sons, New York. 

[28] Blazek, J., (2001), Computational Fluid Dynamics: Principles and 

Applications, 1st edition, Elsevier Science, UK. 

[29] Launder, B. E., and Spalding, D. B., (1974), “The Numerical Computation of 

Turbulent Flows,” Comp. Meth. App. Mech. Eng., Vol. 3, pp. 269-289. 

[30] Pope, S. B., (2000), Turbulent Flows, 1st edition, Cambridge University Press, 

UK. 

[31] Chapman, D. R., and Kuhn, G. D., (1986), “The Limiting Behavior of 

Turbulence Near a Wall,” J. Fluid Mech., Vol. 70, pp. 265-292.  

[32] Jones, W. P., and Launder, B. E., (1972), “The Prediction of Laminarization 

with a Two Equation Model of Turbulence,” Int. J. Heat Mass Transfer, 

Vol. 15, pp. 301-304. 

[33] Byggstoyl, S., and Kollmann, W., (1981), “Closure Model for Intermittent 

Turbulent Flows,” Int. J. Heat Mass Transfer, Vol. 24, pp. 301-304 

[34] Patankar, S. V., (1980), Numerical Heat Transfer and Fluid Flow, Hemishpere 

Publishing Corporation. 

[35] Versteeg, H. K. and Malalasekera, W., (1995), An Introduction to 

Computational Fluid Dynamics: The Finite Volume Method, Longman 

Scientific & Technical, England. 



 240

[36] Ferziger, J. H., and Peric, M., (1999), Computational Methods for Fluid 

Dynamics, 2nd edition, Springer, Germany.  

[37] Melaaen, M. C., (1990), Analysis of Curvilinear Non-orthogonal Coordinates 

for Numerical Calculation of Fluid Flow in Complex Geometries, Dr. Ing. 

Thesis, Division of Thermodynamics, University of Trondheim, The 

Norwegian Institute of Technology, Norway. 

[38] Rhie, C. M., and Chow, W. L., (1983), “Numerical Study of the Turbulent 

Flow Past an Isolated Airfoil with Separation,” AIAA J., Vol. 17, No. 11, 

pp. 1525-1532. 

[39] ปราโมทย เดชะอําไพ, (2538), ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในงานวิศวกรรม, พิมพคร้ังที่ 1, 

สํานักพิมพแหงจุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย, กทม. 
[40] Spalding, D. B., (1972), “A Novel Finite-Difference Formulation for 

Differential Expressions Involving Both First and Second Derivatives,” Int. 

J. Numer. Meth. Fluids, Vol.4, pp. 551. 

[41] Peric, M., (1985), Finite Volume Method for the Prediction of Three-

Dimensional Flow Fluid Flow in Complex Ducts, Ph.D. Thesis, Imperial 

College, University of London. 

[42] Klebanoff, P. S., (1955), “Characteristics of Turbulence in a Boundary Layer 

with Zero Pressure Gradient,” NACA Report 1247. 

[43] Willmarth, W. W., Winkel, R. E., and Sharma, L. K., (1976), “Axially 

Symmetric Turbulent Boundary Layers on Cylinders: Mean Velocity 

Profiles and Wall Pressure Fluctuations,” J. Fluid Mech., Vol. 76, pp. 35-

64. 

[44] Lueptow, R. W., and Haritonidis, J. H., (1987), “The Structure of the 

Turbulent Boundary Layer on a Cylinder in Axial Flow,” Phys. Fluids, Vol. 

30, No. 10, pp. 2993-3005. 

[45] Lueptow, R. W., Leehey, P., and Stellinger, T., (1985), “The Thick, Turbulent 

Boundary Layer on a Cylinder: Mean and Fluctuating,” Phys. Fluids, Vol. 

28, No. 12, pp. 3495-3505. 

[46] Lam, C. K. G., and Bremhorst, K. A., (1981), “Modified Form of the k-ε 

Model for Predicting Wall Turbulence,” ASME J. Fluids Eng., Vol. 103, 

pp. 456-460. 



 241

[47] Laufer, J., (1954), “The Structure of Turbulence in Fully Developed Pipe 

Flow,” NACA report 1174. 

[48] Barbin, A. J., and Jones, J. B., (1963), “Turbulent Flow in the Inlet Region of 

a Smooth Pipe,” J. Basic Eng. Series D, Vol. 85, No. 1, pp. 29-34. 

[49] Richman, J. W., and Azad, R. S., (1973), “Developing Turbulent Flow in 

Smooth Pipes,” Applied Science Research, Vol. 28, No. 6, pp. 419-441 

[50] Rodi, W., (1980), “Turbulence models and their applications in hydraulic,” 

Exp. and Math. Fluids Dynamics. 

 



 242

ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 
   

นายคมกฤษณ  ชัยโย เกิดเมื่อวันที่ 29 เดือนธันวาคม พุทธศักราช 2520 จังหวัดนครปฐม 
สําเร็จการศึกษาปริญญาวิศวกรรมศาสตรบัณฑิตจากภาควิชาวิศวกรรมเครื่องกล  คณะ
วิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร เมื่อปการศึกษา 2543 เขาศึกษาตอในหลักสูตร
วิศวกรรมศาสตร มหาบัณฑิต ภาควิชาวิศวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณ
มหาวิทยาลัย เมื่อปการศึกษา 2544 


	ปกภาษาไทย
	ปกภาษาอังกฤษ
	หน้าอนุมัติ
	บทคัดย่อภาษาไทย
	บทคัดย่อภาษาอังกฤษ
	กิตติกรรมประกาศ
	สารบัญ
	รายการคำย่อ
	บทที่ 1 บทนำ
	บทที่ 2 ความรู้พื้นฐานเกี่ยวกับการเชิงอนุพันธ์ย่อยและแบบจำลองความปั่นป่วนของการไหล
	บทที่ 3 ระเบียบวิธีไฟไนต์วอลุม
	บทที่ 4 การตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ไฟไนต์วอลุม
	บทที่ 5 การวิเคราะห์คุณลักษณะการไหลของเจ็ตแบบปั่นป่วนในบริเวณจำกัดขอบเขต
	บทที่ 6 บทสรุป ปัญหาที่พบและข้อเสนอแนะ
	รายการอ้างอิง
	ประวัติผู้เขียน

