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 φ′  ตัวแปรตามแมนตรง 

 Ω โดเมนของขอบเขตการคํานวณ 

 ( )eΩ  โดเมนของเอลิเมนต 
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บทที่  1 

บทนํา 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขวิธีหนึ่งที่ไดรับการพัฒนา

อยางตอเนื่อง [1] เพื่อใชวิเคราะหปญหาตาง ๆ ทางวิศวกรรม เชน ปญหาความแข็งแรงของ

โครงสราง ปญหาการถายเทความรอน ปญหาลักษณะการไหลของของไหล รวมถึงปญหาความ

เคนเนื่องจากความรอนที่เกิดข้ึนบนโครงสราง [2] และปญหาดานอ่ืน ๆ อีกเปนจํานวนมากใน

ปจจุบัน ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตไดถูกนํามาประยุกตใชกันโดยแพรหลายเนื่องจากสามารถ

จําลองรูปแบบของปญหาที่มีลักษณะซับซอนไดโดยสะดวก หลักการโดยท่ัวไปของระเบียบวิธี      

ไฟไนตเอลิเมนตนี้ เร่ิมตนจากการแบงรูปแบบของปญหา (discretization) ออกเปนช้ินสวนยอย ๆ 

ที่เรียกวาเอลิเมนต (elements) จากนั้นจึงทําการสรางสมการสําหรับแตละเอลิเมนต (element 

equations) ที่แบงข้ึนมานี้ใหสอดคลองกับชนิดของปญหาที่ตองการวิเคราะหนั้น แลวจึงนําสมการ

เหลานี้มารวมเขาดวยกันซึ่งเปรียบเสมือนการนําเอลิเมนตยอย ๆ นั้นมาประกอบรวมกันข้ึนเปนรูป

แบบจําลองของปญหาที่แทจริง การรวมตัวกันของสมการยอยเหลานี้ กอใหเกิดระบบสมการรวม 

(system of equations) ซึ่งหลังจากทําการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions) ที่

เหมาะสมแลว จึงแกระบบสมการรวมนั้นเพื่อหาผลลัพธโดยประมาณตามตําแหนงตาง ๆ ของ

ปญหานั้น 

เอลิเมนตที่ใชในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาสองมิติมีทั้งเอลิเมนต

สามเหล่ียมและเอลิเมนตส่ีเหล่ียม [3] โดยเอลิเมนตสามเหลี่ยมนั้นเปนที่นิยมมาก เนื่องจาก

แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ประกอบดวยเอลิเมนตสามเหล่ียมจํานวนมากสามารถสรางข้ึนได

โดยงายและโดยอัตโนมัติ [4] อีกทั้งสามารถประยุกตใชงานกับขอบเขตที่เปนสวนโคงไดเปน      

อยางดี เอลิเมนตสามเหล่ียมทั่วไปมีหลายชนิด [5] ไดแก 1) เอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอซึ่งมี

การประมาณภายในเอลิเมนตเปนแบบเชิงเสน (linear interpolation functions), 2) เอลิเมนต

สามเหล่ียมหกจุดตอซึ่งมีการประมาณภายในเอลิเมนตเปนแบบควอดราติก (quadratic 

interpolation functions) และ  3) เอลิเมนตสามเหลี่ยมสิบจุดตอซ่ึงมีการประมาณภายใน             

เอลิเมนตเปนแบบคิวบิก (cubic interpolation functions) อีกทั้งเอลิเมนตสามเหล่ียมยังมีจุดเดน

ที่สามารถประดิษฐไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซ (finite element matrices) ใหอยูในรูปแบบปด 

(closed-form) เพียงแตการประดิษฐไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซสําหรับสามเหล่ียมหกจุดตอและสิบ
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จุดตอนั้น มีความซับซอนมากกวาสามเหล่ียมสามจุดตอ ในงานวิจัยชิ้นนี้จึงไดนําแนวคิดเกี่ยวกับ

ตัวแปรไรจุดตอ [6] ซึ่งประสบความสําเร็จในการประยุกตใชกับปญหาความแข็งแรงของโครงสราง 

โดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอนั้นใชจุดตอจํานวนสามจุดตอเทากับเอลิเมนต

สามเหลี่ยมสามจุดตอ หากแตมีการประมาณภายในเอลิเมนตเปนแบบควอดราติกเชนเดียวกับ       

เอลิเมนตสามเหล่ียมหกจุดตอ แลวจึงประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการ

ของฟลักซ [7] เขากับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอเพื่อลดความซับซอนในการ

ประดิษฐไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซ 

ความถูกตองเที่ยงตรงของผลลัพธที่คํานวณไดโดยทั่วไปแลว จะข้ึนอยูกับขนาด   

เอลิเมนตที่ใช กลาวคือ หากตองการคาความถูกตองเที่ยงตรงสูงก็จําเปนตองใชเอลิเมนตขนาด

เล็กเปนจํานวนมาก ยิ่งใชเอลิเมนตขนาดเล็กมากเทาใดก็จะไดผลลัพธที่มีความถูกตองมากยิ่งข้ึน

เทานั้น แตในขณะเดียวกัน จํานวนเอลิเมนตทั้งหมดที่ใชในการจําลองแบบของปญหานั้นจะเพิ่ม

มากข้ึนตามไปดวย ซึ่งอาจจะเกินขนาดของหนวยความจําของเคร่ืองคอมพิวเตอรที่มีอยู หรืออาจ

ใชเวลาในการคํานวณมากจนเกนิความจําเปน วิธีหนึ่งที่สามารถนํามาแกปญหาขางตนโดยยังคง

รักษาคาความถูกตองเที่ยงตรงท่ีสูง ก็คือ วิธีการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive 

remeshing) [3] ซึ่งจะวางเอลิเมนตขนาดเล็กในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธสูง และ

วางเอลิเมนตขนาดใหญในบริเวณท่ีมีการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธตํ่า หลักการของวิธีดังกลาว

กอใหเกิดอุปสรรคในการสรางรูปแบบของไฟไนตเอลิเมนต กลาวคือ การจัดเอลิเมนตซึ่งมีขนาดไม

เทากันแตตองมีความตอเนื่องอยางคอยเปนคอยไป และสําหรับปญหาทั่วไปในทางปฏิบัติซึ่ง

ลักษณะของผลลัพธนั้นจะไมสามารถทราบลวงหนา อุปสรรคขางตนอาจกอใหเกิดความไมมั่นใจ

ในวิธีดังกลาว ทั้งในแงของความถูกตองแมนยําและจํานวนครั้งในการปรับเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

การคะเนความคลาดเคล่ือนถูกนํามาใชโดยมีวัตถุประสงคเพื่อเพิ่มความมั่นใจใน

วิธีการปรับขนาดเอลิเมนตนั้นวามีความถูกตองและแมนยํามาก โดยเร่ิมตนจากการตรวจหา          

เอลิเมนตที่มีความคลาดเคล่ือนสูงที่สุด แลวจึงแบงแยกความคลาดเคล่ือนนี้ใหนอยลงจนอยู

ภายใตขอบเขตที่ยอมรับได ในการวิเคราะหปญหาบางปญหาอาจมีการปรับขนาดเอลิเมนตหลาย

คร้ัง ดังนั้นการคะเนความคลาดเคล่ือนจึงสามารถประยุกตใชเพื่อเปนดัชนีชี้วัดการยุติการปรับ

ขนาดเอลิเมนตนั่นเอง เพียงแต การคะเนความคลาดเคลื่อนแบบคลาสสิกนั้นใชทรัพยากรในการ

คํานวณจํานวนมาก จึงมีการพยายามที่จะสรางและประดิษฐการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบใหม 

นั่นคือ “การคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ” [8, 9] ซึ่งการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบ

โพสเทอริออรินี้เปนการคะเนความคลาดเคลื่อนภายหลังจากที่ไดผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนต     
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เอลิเมนต ซึ่งกระบวนการที่วานี้จําเปนที่จะสรางคาประมาณอันดับสูงซึ่งไดมาจากผลเฉลยของ

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต เพื่อทําการคะเนความคลาดเคล่ือนโดยการแทนคาดังกลาวลงใน       

ผลเฉลยแมนตรง 

งานวิจัยนี้จะอธิบายถึงการสรางและปรับขนาดของเอลิเมนตโดยอัตโนมัติสําหรับ

ปญหาการถายเทความรอน ปญหาความแข็งแรงในโครงสราง และปญหาการพิจารณาความเคน

และความเครียดในโครงสรางขณะท่ีมีการถายเทความรอน โดยปญหาดังกลาวเปนปญหาที่ยังไม

ทราบลักษณะของผลลัพธมากอน งานวิจัยจะอธิบายอยางเปนข้ันตอนผานตัวอยางตาง ๆ และ

ในชวงหลังของงานวิจัยนี้จะอธิบายถึงหลักการการคะเนความคลาดเคลื่อน การคะเนความ

คลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ และดัชนีชี้วัดความคลาดเคล่ือน รวมถึงการนําเทคนิคการคะเน

ความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริมาใช เพื่อเพิ่มความแมนยําในการวิเคราะหฟลักซความรอน 

ความเคน และความเครียด 

1.2 วัตถุประสงคของการวิจยั 

1.2.1 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอสําหรับวิเคราะหปญหาการ

ถายเทความรอน 

1.2.2 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอสําหรับวิเคราะหความเคน

ในปญหาของแข็ง 

1.2.3 ศึกษาลักษณะความเคนเนื่องจากความรอนที่เกิดข้ึนบนโครงสราง 

1.2.4 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซและประยุกตเขา

กับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ เพื่อใชแกปญหาการถายเท

ความรอนและปญหาของแข็งภายใตสภาวะคงตัว 

1.2.5 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถทํานายลักษณะความเคนและ

ความเครียดของโครงสรางขณะมีการถายเทความรอน 

1.2.6 ศึกษาและประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต เพื่อเพิ่มประสิทธิภาพใน

การคํานวณ 

1.2.7 ศึกษาและประยุกตการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ เพ่ือสราง

เงื่อนไขในการยุติการปรับขนาดเอลิเมนตซึ่งปกติจําเปนตองใชความชํานาญของ

ผูวิเคราะหปญหา 

1.2.8 พัฒนาเทคนิคการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ เพื่อเพิ่มความ

แมนยําในการวิเคราะหฟลักซความรอน ความเคน และความเครียด 
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1.3 ขอบเขตของการวิจัย 

ขอบเขตของการศึกษาที่สอดคลองกับวัตถุประสงคขางตน  มีดังตอไปนี้ 

1.3.1 ศึกษาถึงพฤติกรรมการถายเทความรอนและการเสียรูปของโครงสรางภายใต

สภาวะคงตัวในสองมิติ 

1.3.2 ศึกษาถึงพฤติกรรมของความเคนเนื่องจากความรอนที่เกิดข้ึนบนโครงสราง

ภายใตสภาวะคงตัวในสองมิติ 

1.3.3 ละทิ้งน้ําหนักของตัวเองในการศึกษาปญหาของแข็ง 

1.3.4 ความสัมพันธของความเคนและความเครียดของโครงสรางมลีักษณะยืดหยุนเชิง

เสน (linear elastic) และเปล่ียนรูปนอย (small deformation) 

1.3.5 พัฒนาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซใหสามารถ

ประยุกตเขากับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ 

1.3.6 ศึกษาและพัฒนาเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต เพื่อเพิ่มประสิทธิภาพในการ

คํานวณ 

1.3.7 ศึกษาการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ เพ่ือประยุกตเขากับเทคนิค

การปรับขนาดเอลิเมนต 

1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรบั 

1.4.1 มีความเขาใจในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอและระเบียบวิธี   

ไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ 

1.4.2 กอใหเกิดความรูความเขาใจถึงความสัมพันธระหวางการถายเทความรอน และ

กลศาสตรของแข็ง อันเปนแนวทางพื้นฐานที่เปนประโยชนตองานวิจัยระดับสูง

ตอไป 

1.4.3 สามารถประดิษฐไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซในรูปแบบปดสําหรับเอลิเมนต

สามเหล่ียมที่มีฟงกชันการประมาณภายในเปนฟงกชันควอดราติก 

1.4.4 โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนสามารถทํานายพฤติกรรมการกระจายของ

อุณหภูมิ และลักษณะของความเคนและความเครียดอันเนื่องจากความรอนบน

โครงสรางได 

1.4.5 สามารถนําไปสูการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถนําไปใชแกไขปญหาที่

มีรูปรางหรือเงื่อนไขขอบเขตที่แตกตางกันได 
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1.4.6 สามารถนําไปขยายผลเพ่ือศึกษาปญหาชนิดอ่ืน ๆ เชน ปญหาการถายเทความ

รอนภายใตสภาวะไมคงตัว หรือ การวิเคราะหลักษณะของความเคนและ

ความเครียดภายใตภาระที่มีการเปลี่ยนแปลง หรือ ประยุกตระเบียบวิธีไฟไนต      

เอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซและแบบตัวแปรไรจุดตอเขากับปญหาการ

ไหลแบบราบเรียบชนิดอัดตัวไมไดภายใตสภาวะคงตัว เปนตน 

1.5 วิธีดําเนินการวิจัย 

1.5.1 ศึกษาหลักการและทฤษฎีดานการถายเทความรอน กลศาสตรของแข็ง และ

ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่เกี่ยวของกับงานวิจัยนี้ 

1.5.2 ศึกษาและประดิษฐระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ

สําหรับเอลิเมนตสามเหล่ียมแบบตัวแปรไรจุดตอ 

1.5.3 ศึกษาลักษณะการกระจายอุณหภูมิในปญหาการถายเทความรอน และลักษณะ

การกระจายความเคนในปญหาของแข็ง 

1.5.4 ศึกษาลักษณะความเคนเนื่องมาจากความรอนที่เกิดข้ึนบนโครงสราง 

1.5.5 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกับปญหาขางตน 

1.5.6 ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต 

1.5.7 ทดสอบความถูกตองของวิธีที่นําเสนอทั้งหมดขางตน ดวยการเปรียบเทียบ

ผลลัพธที่ไดกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรงและปญหาที่มีความซับซอน 

1.5.8 ประยุกตการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ 

1.5.9 ทดสอบโปรแกรมที่พัฒนาข้ึนกับปญหาตาง ๆ 

1.5.10 จัดทํารายงานเพื่อนําเสนอ และสรุปผล 

1.6 เอกสารและงานวจิัยที่เกีย่วของ 
1.6.1 Dechaumphai, P. and Thornton, E.A. [6]  พัฒนาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

แบบตัวแปรไรจุดตอ เพื่อวิเคราะหปญหาความเคนเนื่องจากความรอนที่เกิดข้ึน

บนโครงสราง โดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอนั้นใชจุดตอ

จํานวนสามจุดตอเทากับเอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอหากแตมีการประมาณ

ภายในเอลิเมนตเปนแบบควอดราติกเชนเดียวกับเอลิเมนตสามเหล่ียมหกจุดตอ 

1.6.2 Pandey, A. K., Dechaumphai, P. and Wieting, A. R. [10]  ประยุกตระเบียบ

วิธีลักษณะฟลักซเชิงเสนเพื่อการวิเคราะหปญหาความเคนเนื่องจากความรอนที่

เกิดข้ึนบนโครงสรางภายใตสภาวะคงตัว โดยกําหนดฟลักซของเอลิเมนตใหอยูใน
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ลักษณะเชิงเสนเชนเดียวกับตัวแปรไมทราบคาทั่วไป ทําใหสามารถสรางไฟไนต   

เอลิเมนตเมทริกซใหอยูในรูปแบบปด ผลลัพธที่ไดมีความถูกตองแมนยํามากข้ึน 

รวมไปถึงความเร็วในการคํานวณที่เพิ่มมากข้ึนเชนเดียวกัน 

1.6.3 Polesky, S. P. [13]  ประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของ 

ฟลักซเพื่อวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนของโครงสรางใน 1 มิติ และ 2 มิติ 

โดยแสดงรายละเอียดการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตและไฟไนตเอลิเมนต

เมทริกซที่อยูในรูปแบบปด รวมถึงการเพิ่มองศาความอิสระในการประมาณการ

กระจายตัวของตัวแปรไมทราบคาบนเอลิเมนตโดยใชตัวแปรไรจุดตอ 

1.6.4 Paweenawat, A. and Dechaumphai, P. [11]  ประยุกตระเบียบวิธีไฟไนต       

เอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอเขากับการวิเคราะหการไหลแบบหนืดชนิดอัดตัว

ไมได โดยใชฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตแบบควอดราติกสําหรับพจน

ของความเร็ว และใชฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตแบบเชิงเสนสําหรับ

พจนของความดัน 

1.6.5 Phongthanapanich, S., Traivivatana, S., Boonmaruth, P. and Dechaum-

phai, P. [7]  ประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ

เขากับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ เพื่อประดิษฐไฟไนต          

เอลิเมนตเมทริกซสําหรับตัวแปรไรจุดตอใหอยูในรูปแบบปด และนําเทคนิคการ

ปรับขนาดเอลิเมนตมาใชเพื่อเพิ่มความถูกตองใหกับผลลัพธ โดยนําไปประยุกต

เขากับการวิเคราะหการถายเทความรอนภายใตสภาวะคงตัวและไมคงตัว 

1.6.6 Kelly, D. W., De S.R. Gago, J. P. Zienkiewicz, O. C. and Babuska, I. [14, 

15]  นําเสนอการวิเคราะหความคลาดเคล่ือนและข้ันตอนในการปรับขนาด         

เอลิเมนตสําหรับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต โดยแบงออกเปน 2 สวน ไดแก 1) 

ทฤษฎีและระเบียบวิธีในการคะเนความคลาดเคล่ือน และ 2) กลยุทธในการปรับ

ขนาดเอลิเมนต โดยเนนไปที่ระเบียบวิธีการปรับขนาดแบบพี (p - refinement) 

1.6.7 Zienkiewicz, O. C. and Zhu, J. Z. [8]  นําเสนอการคะเนความคลาดเคล่ือน

แบบใหม ซึ่งมีความแมนยําและสะดวกตอการนําไปประยุกตใชกับไฟไนต            

เอลิเมนตโปรแกรม โดยสามารถคะเนความคลาดเคล่ือนโดยรวม (global error) 

และความคลาดเคล่ือนเฉพาะที่ (local error) ไดดี 

1.6.8 Ainsworth, M., Zhu, J. Z., Craig, A. W. and Zienkiewicz, O. C. [12]  

วิเคราะหตัวคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริสําหรับการวิเคราะหดวย
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ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ซึ่ง Zienkiewicz และ Zhu ไดนําเสนอกอนหนานี้ 

และแสดงใหเห็นถึงประสิทธิภาพและการลูเขา (convergence) ของการคะเน

ความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ 

1.6.9 วิทยา วัฒนนุกูลชัย [26]  นําเสนอเทคนิคการปรับปริมาตรควบคุมเฉพาะบริเวณ 

(local grid refinement) โดยใชคาความผิดพลาดตกคาง (residual error) เปน

เงื่อนไขในการปรับขนาดและเงื่อนไขในการหยุดการปรับขนาด สําหรับการ

แกปญหาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิใน 2 มิติ ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
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บทที่  2 

สมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการถายเทความรอนและของแข็ง 

งานวิจัยนี้จะศึกษาปญหาปฏิสัมพันธระหวางโครงสรางและอุณหภูมิในสองมิติ

โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต การทําความเขาใจในการหาลักษณะความเคนเนื่องจากความ

รอนที่เกิดข้ึนในโครงสรางจะตองอาศัยทฤษฎีการถายเทความรอน และทฤษฎีกลศาสตรของแข็ง 

ดังนั้นในบทนี้จะไดกลาวถึงทฤษฎีการถายเทความรอน [17] เพื่อหาสมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับ

ปญหาการถายเทความรอน และทฤษฎีกลศาสตรของแข็ง [18] เพื่อหาสมการเชิงอนุพันธยอย

สําหรับปญหาของแข็ง ตามลําดับ 

2.1 สมการเชิงอนุพันธยอยสาํหรับปญหาการถายเทความรอน 

สมการเชิงอนุพันธที่อธิบายความสมดุลของปริมาณฟลักซ qx และ qy ซึ่งผานเขา

และออกในแนวแกน x และ y ของเอลิเมนตเล็ก ๆ ที่วางตัวอยู ณ ตําแหนงใด ๆ บนแผนระนาบดัง

แสดงในรูปที่ 2.1 คือ 

0=−
∂

∂
+

∂
∂

Q
y
q

x
q yx  (2.1) 

โดย Q แทนอัตราปริมาณความรอนที่ผลิตไดเอง (internal heat generation) ตอหนึ่งหนวย

ปริมาตร 

 
รูปที่ 2.1  ขอบเขตและเงื่อนไขขอบเขตของปญหาการถายเทความรอน 

ปริมาณฟลักซเหลานี้ ข้ึนอยูกับความชันของอุณหภูมิ (temperature gradients) T และคา

สัมประสิทธิ์การนําความรอน (thermal conductivity) k ของแผนระนาบตามกฎฟูริเยร (Fourier’s 

law) ดังนี้ 

 

 xq  
 y

q  
 

Q  

 q  

 x   n̂  

 y  
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x
Tkqx ∂

∂
−=  (2.2ก) 

y
Tkqy ∂

∂
−=  (2.2ข) 

แทนสมการ (2.2) ลงในสมการ (2.1) กอใหเกิดสมการเชิงอนุพันธสําหรับการถายเทความรอน

ภายใตสภาวะอยูตัว คือ 

0=+⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∂
∂

∂
∂

+⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∂
∂

∂
∂ Q

y
Tk

yx
Tk

x
 (2.3) 

ความซับซอนของลักษณะการกระจายของอุณหภูมิ T(x, y) ที่เกิดข้ึนจากสมการ (2.3) นี้ ข้ึนอยูกับ

รูปรางลักษณะของแผนระนาบและเงื่อนไขขอบเขตที่กําหนดให เงื่อนไขขอบเขตตลอดขอบของ

แผนบางอาจประกอบดวย 

(ก) การกําหนดอุณหภูมิตลอดขอบ เชน 

1( ,  ) ( , )T x y T x y=  (2.4ก) 

(ข) การกําหนดปริมาณฟลักซ qs ที่ผานเขาสูขอบ 

s x y
T Tq q k n k n
x y

∂ ∂
= − = +

∂ ∂
 (2.4ข) 

โดย nx และ ny แทนทิศทางโคซายน (cosine directions) ของเวกเตอรหนึ่งหนวย n̂  ที่ต้ังฉากกับ

ขอบนั้น 

(ค) การกําหนดวาขอบเปนฉนวน ไมมีปริมาณฟลักซผานเขาหรือออกได 

0s x y
T Tq k n k n
x y

∂ ∂
= + =

∂ ∂
 (2.4ค) 

 

2.2 สมการเชิงอนุพันธยอยสาํหรับปญหาของแข็ง 

สมการเชิงอนุพันธยอยซึ่งแสดงความสมดุลของแรงในแนวแกน x และ y บนแผน

ระนาบ เมื่อไมคิดน้ําหนักของตัวเอง ดังแสดงในรูปที่ 2.2 คือ 

0=
∂
∂

+
∂
∂

yx
xyx τσ  (2.5ก) 

0=
∂
∂

+
∂
∂

yx
yxy στ

 (2.5ข) 
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โดย xσ , yσ  แทนคาความเคนฉาก (normal stress) ในแนวแกน x และ y ตามลําดับ สวน xyτ  

แทนคาความเคนเฉือน (shearing stress) 

 
รูปที่ 2.2  ขอบเขตและเงื่อนไขขอบเขตของปญหาของแข็ง 

ในกรณีของแผนบางซ่ึงเปนปญหาความเคนในระนาบ (plane stress) คาความ

เคนในแนวแกน z จะถูกสมมุติใหมีคาเปนศูนย โดยคาความเคนยอยตาง ๆ สามารถเขียนใหอยูใน

รูปแบบของคาความเครียดยอย (strain components) ไดดังนี้ 
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100

01
01
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 (2.6) 

โดย E แทนคาโมดูลัสของยังส (Young’s modulus) และ υ  แทนคาอัตราสวนของปวสซง 

(Poisson’s ratio) สวน yx εε ,  แทนคาความเครียดฉาก (normal strain) ในแนวแกน x และแกน y 

ตามลําดับ, xyγ  แทนคาความเครียดเฉือน, α  แทนสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิ 

(coefficient of thermal expansion) และ  T0  แทนอุณหภูมิอางอิงที่ วัสดุไม เกิดความเคน 

(reference temperature for zero stress) เชนอุณหภูมิหอง 

คาความเครียดยอยเหลานี้เขียนใหอยูในรูปของระยะการเคลื่อนตัว u และ v ใน

แนวแกน x และ y ไดคือ 

y
v

x
u

yx ∂
∂

=
∂
∂

= εε ;   

และ 
x
v

y
u

xy ∂
∂

+
∂
∂

=γ  
(2.7) 

 x  

 xσ  
 

   
yσ  

xyτ  
T(x, y) 

 y  



11 

 

ซึ่งหมายความวา ตัวไมรูคาในปญหาแผนระนาบมีเพียง 2 คา คือ u และ v เมื่อทราบคา u และ v 

แลวจึงสามารถนําไปคํานวณหาคาความเครียดและความเคนยอยตาง ๆ ไดตามลําดับ 

กรณีปญหาความเครียดในระนาบ (plane strain) คาความเครียดในแนวแกน z 

ถูกสมมุติใหมีคาเปนศูนย สมการเชิงอนุพันธยอย (2.5) และสมการ (2.7) ซึ่งแสดงความสัมพันธ

ระหวางความเครียดยอยและคาการเสียรูป ยังคงใชไดเชนเดิม ยกเวนความสัมพันธระหวางคา

ความเคนยอยและความเครียดยอยดังแสดงในสมการ (2.6) ตองเปล่ียนมาเปน 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
−−
−−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

−+
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

xy

y

x

xy

y

x

TT
TT

E

γ
αε
αε

υ
υυ

υυ

υυ
τ
σ
σ

)(
)(

2
2100

01
01

)21)(1( 0

0

 (2.8) 

สําหรับเงื่อนไขขอบเขตโดยทั่วไปดังแสดงในรูปที่ 2.2 ประกอบดวย การยึดแนน 

(fixed) หรือปลอยอิสระ (free) ตลอดขอบตาง ๆ รวมทั้งอาจกําหนดแรงดัน (traction) ซึ่งแทนแรง

ที่กระทําตอพื้นที่ตลอดขอบนั้น ๆ อีกทั้งยังตองการผลการกระจายตัวของอุณหภูมิ T = T(x, y) ที่

สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.3) กอนดวย ซึ่งผลจากอุณหภูมิ T นี้เองแฝงตัวอยูในสมการ 

(2.6) และ (2.8) ซึ่งอธิบายลักษณะของความเคนยอยนั่นเอง 
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บทที่  3 

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับการถายเทความรอนและของแข็ง 

ในบทนี้จะเปนการนําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ (nodeless 

variables) มาประยุกตใชในการวิเคราะหปญหาการถายเทความรอน และของแข็ง โดยจะเร่ิมจาก

ข้ันตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต จากนั้นจะอธิบายรายละเอียดของระเบียบวิธีไฟไนต

เอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ แลวจึงอธิบายรูปแบบของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใช

หลักการของฟลักซ และสุดทายจะเปนการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตเพื่อการวิเคราะหการ

ถายเทความรอน และความเคนในของแข็ง 

3.1 ขั้นตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

การแกปญหาไฟไนตเอลิเมนตโดยวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคางประกอบดวย

ข้ันตอนที่สําคัญ 6 ข้ันตอน [1] คือ 

ขั้นตอนที่ 1  แบงขอบเขตรูปรางของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ เชน แบงออกเปน     

เอลิเมนตสามเหล่ียมยอยๆ สําหรับปญหาในสองมิติ ดังรูปที่ 3.1 

 

จุดตอ
เอลิเมนต 

x 

 y 

 
รูปที่ 3.1  การแบงขอบเขตรูปรางของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ 

จากนั้นก็จึงหาสมการเชิงอนุพันธที่สอดคลองกับปญหาที่ตองการแกนั้น โดยสมการเชิงอนุพันธ

ทั่วไปสามารถเขียนใหอยูในรูป 

( ) 0=′φD  (3.1) 

โดยที่ D  คือตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ (differential operator) และ φ′  คือตัวแปรตามแมนตรง 
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ขั้นตอนที่ 2  เลือกลักษณะการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณบนเอลิเมนต 

 

2φ  

3

2
1 

3φ  

1φ  x 

y 

 
รูปที่ 3.2  เอลิเมนตสามเหล่ียมแบบ 3 จุดตอและตัวไมทราบคาที่จุดตอ 

ยกตัวอยางเชน สําหรับเอลิเมนตที่ประกอบดวยสามจุดตอดังแสดงในรูปที่ 3.2 

โดยที่จุดตอนี้เปนตําแหนงของตัวไมรูคา 1φ , 2φ  และ 3φ  ตัวไมรูคาเหลานี้เปนคุณสมบัติตาง ๆ 

ของปญหา ซึ่งสามารถสรางสมการอธิบายลักษณะการกระจายของตัวไมทราบคาที่จุดตอไดดังนี้ 

( ) ( ) ( ) ( ) 332211 ,,,, φφφφ yxNyxNyxNyx ++=  (3.2) 

โดย ( ) 3,2,1;, =iyxNi  แทนฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต สมการ (3.2) นี้สามารถ

เขียนใหอยูในรูปของเมทริกซไดดังนี้ 

),( yxφφ =  ⎣ ⎦
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

3

2

1

321  
φ
φ
φ

NNN   

 ( )⎣ ⎦
( )

{ }
( )1331

,
××

= φyxN  (3.3) 

โดยที่ ⎣ ⎦N  คือ  เมทริกซของฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต 

 { }φ  คือ  เวกเตอรเมทริกซที่ประกอบไปดวยตัวไมทราบคาที่จุดตอของเอลิเมนตนั้น 

ขั้นตอนท่ี 3  ประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง  (Method of Weighted 

Residual; MWR) เขากับสมการเชิงอนุพันธยอยเพื่อใหผลลัพธ โดยประมาณนั้นมีความ

คลาดเคลื่อนนอยที่สุด ซึ่งจะกอใหเกิดสมการไฟไนตเอลิเมนต (finite element equations) ที่

สอดคลองกัน ซึ่งสามารถเขียนในรูปเมทริกซไดดังนี้ 

( )φD  จะไมเทากับ 0 แตจะเทากับ R  

โดยที่ R  คือเศษตกคาง (residual) นั่นหมายถึง 
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( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== ∑

=

m

i
iiNDDR

1

φφ  (3.4) 

โดย m  คือจํานวนจุดตอของเอลิเมนตนั้น 

จากวิธีกาเลอรคิน (Galerkin) ซึ่งมีข้ันตอนโดยเร่ิมจากการคูณเศษตกคาง R ดวย

ฟงกชันน้ําหนัก (weighting function; W) จากนั้นจึงอินทิเกรตตลอดทั้งโดเมนของเอลิเมนตแลว

กําหนดผลที่ไดใหเทากับศูนยนั่นคือ 

0=Ω∫
Ω

dRWi  mi ,,2,1 …=  (3.5) 

ปญหาการถายเทความรอนในของแข็งเราจะเลือกใชฟงกชันน้ําหนักเปน 

ii NW =  ซึ่งเรียกโดยทั่วไปวาบับโนฟ-กาเลอรคิน (Bubnov-Galerkin) 

ขั้นตอนท่ี 4  อินทิเกรตทีละสวน (integrate by part) เพื่อกอใหเกิดพจนที่เกี่ยวของกับ

ขอบเขตของเอลิเมนต ซึ่งหากแทนสมการ (3.4) ลงในสมการ (3.5) แลวอินทิเกรตทีละสวนจะได 

∫
Ω

ΩdRWi  
( )

Ω⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫ ∑

Ω =

dNDW
e

m

i
iii

1

φ  

 ( )
( )

( )
( )

0,,,, =Γ+Ω= ∫∫
ΓΩ

dNWdNW
ee

iiiiii φφ  (3.6) 

 

 

ขั้นตอนท่ี 5  แทนพจนที่เกี่ยวของกับขอบเขตของเอลิเมนต )(eΓ  ดวยภาวะขอบเขตอ่ืน ๆ 

ที่เกี่ยวของ ซึ่งจะกอใหเกิดสมการของเอลิเมนตที่สมบูรณสําหรับปญหาที่พิจารณา 

ขั้นตอนที่ 6  จากนั้นเขียนสมการของเอลิเมนต ซึ่งมีทั้งหมด m  สมการใหอยูในรูปของ     

เมทริกซ นั่นคือ 

[ ]
( )

{ }
( )

{ }
( )11 ×××

=
mmmm
FK φ  (3.7) 

โดย [ ]K  คือ เอลิเมนตเมทริกซของความแข็งเกร็ง (element stiffness matrix) { }φ  คือ เวกเตอร

ซึ่งประกอบดวยตัวไมรูคาที่จุดตอตาง ๆ ของเอลิเมนต และ { }F  คือโหลดเวกเตอรของเอลิเมนต

นั้น เมื่อไดสมการไฟไนตเอลิเมนตดังเชนแสดงในสมการ (3.7) แลวลําดับข้ันตอนตอไปก็จะทําการ

รวมสมการของเอลิเมนตยอยเขาดวยกันกอใหเกิดระบบสมการรวม จากนั้นกําหนดคาที่ขอบเขต 

แลวจึงแกระบบสมการรวมเพื่อหาคาผลลัพธที่จุดตอตาง ๆ 

พจนที่เกีย่วของกับโดเมน 

ของเอลิเมนต ( )eΩ  

พจนที่เกีย่วของกับขอบเขต 

ของเอลิเมนต ( )eΓ  
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3.2 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลเิมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ 

เอลิเมนตสามเหล่ียมเปนเอลิเมนตที่นิยมใชกันมากเนื่องจากแบบจําลองไฟไนต

เอลิเมนตที่ประกอบดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมจํานวนมากสามารถสรางข้ึนมาโดยงายและโดย

อัตโนมัติ [4] ซึ่งเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอจะใหลักษณะการกระจายตัวของคาตาง ๆ 

(เชน อุณหภูมิสําหรับปญหาการถายเทความรอน ระยะการเคลื่อนตัวสําหรับปญหาของแข็ง เปน

ตน โดยจะใชอุณหภูมิเปนตัวอยางเพื่ออธิบายตอไป) บนเอลิเมนตเปนแบบเชิงเสนดังแสดงในรูปที่ 

3.3 และโดยการเพิ่มพจนที่เกี่ยวของกับตัวแปรไรจุดตอซึ่งมีลักษณะการกระจายตัวดังแสดงในรูป

ที่ 3.4 เพื่อที่จะสามารถประมาณการกระจายตัวของอุณหภูมิบนเอลิเมนตดวยฟงกชันควอดราติก 

ดังแสดงรูปที่ 3.5 ได 

 

  

รูปที่ 3.3  ลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิที่ตําแหนงจุดตอ 

 

  

รูปที่ 3.4  ลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิที่ตําแหนงไรจุดตอ 

 

  

รูปที่ 3.5  ลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิรวม 

ดังนั้นในหัวขอนี้จะแสดงการสรางฟงกชันภายในเอลิเมนตรูปสามเหล่ียมแบบตัว

แปรไรจุดตอโดยใชพิกัดธรรมชาติ (natural coordinates) ซึ่งการใชพิกัดดังกลาวมีขอดีก็คือจะได
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ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตอยูในรูปแบบปด และสามารถที่จะแสดงจุดพิกัดของจุดใด ๆ 

ที่อยูในเอลิเมนตใหอยูในรูปของจุดตอของเอลิเมนตนั้นได ซึ่งจะอยูในรูปแบบดังตอไปนี้ 

665544332211                 ),( TNTNTNTNTNTNyxT +++++=  (3.8) 

 อุณหภูมิที่ตําแหนงจุดตอ อุณหภูมิที่ตําแหนงไรจุดตอ 

รูปที่ 3.6 แสดงรายละเอียดของเอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอในระบบแกนพิกัด

ฉาก โดยมีจุด p เปนจุดที่อยูภายในเอลิเมนตสามเหล่ียม 

 

3

2
1 

),( 11 yx  
x 

y 

),( 22 yx  

),( 33 yx

),( yx  

 p 

 

รูปที่ 3.6  เอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอ และจุด p ที่อยูภายในเอลเิมนต 

ถากําหนดให Li (i = 1, 2,…, n) เปนพิกัดธรรมชาติ โดยที่ n คือจํานวนจุดตอ

ของเอลิเมนต (ในที่นี้ n = 3) เราก็สามารถเขียนจุดพิกัดของจุด p ใหอยูในรูปของพิกัดธรรมชาติ 

L1, L2, และ L3 ไดดังนี้ 

332211 xLxLxLx ++=   

 332211 yLyLyLy ++=  

โดยพิกัดธรรมชาติ L1, L2, และ L3 นี้สามารถเรียกใหมวาฟงกชันถวงน้ําหนัก ซึ่งคุณสมบัติของ

ฟงกชันถวงน้ําหนักก็คือผลรวมของฟงกชันจะมีคาเทากับหนึ่ง ดังนี้ 

1321 =++ LLL  (3.10) 

เม่ือแกสมการ (3.9) กับสมการ (3.10) พรอม ๆ กันเพื่อเขียน L1, L2, และ L3 ใหอยูในระบบพิกัด

แกน x และแกน y จะได 

( ) ( ) 3,2,1
2
1, =++= iycxba
A

yxL iiii  (3.11) 

โดย A  คือ พื้นที่ของเอลิเมนตสามเหล่ียม สามารถคํานวณไดจากพิกัดของจุดตอทั้งสามจุด ดังนี้ 

(3.9) 
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( ) ( ) ( )[ ]2133211322
1 yyxyyxyyxA −+−+−=  (3.12) 

 23321 yxyxa −=  321 yyb −=  231 xxc −=  
 31132 yxyxa −=  132 yyb −=  312 xxc −=  (3.13) 

 12213 yxyxa −=  213 yyb −=  123 xxc −=  

สําหรับเอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอหรือเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีอันดับสูง ๆ 

ข้ึนไป ฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตสามเหล่ียมนั้น ๆ สามารถเขียนใหอยูในรูปของ

พิกัดธรรมชาติ L1, L2, และ L3 ของเอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอได ซึ่งนักวิจัยที่ชื่อ Silvester 

[19] ไดใหสูตรสําหรับสรางฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตสามเหล่ียมอันดับ n ใด ๆ ไว

ดังนี้ 

)()()(),,( 321321 LNLNLNLLLN γβααβγ =  (3.14) 

โดยที่ 1,
1

)(
1

1
1 ≥⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−
= ∏

=

α
α

α
i i

inL
LN  (3.15ก) 

0                        ,1 == α  (3.15ข) 

สําหรับ )( 2LNβ และ )( 3LNγ ก็สามารถเขียนอยูในรูปแบบเดียวกับสมการ (3.15ก) และ (3.15ข) 

สวน βα ,  และ γ  นั้นเปนเลขจํานวนเต็มที่ใชสําหรับอางอิงจุดตอบนเอลิเมนต ซึ่งมีคุณสมบัติวา 

n=++ γβα  โดยที่ n คืออันดับของเอลิเมนตสามเหล่ียม เชน เอลิเมนตสามเหล่ียมหกจุดตอ

เปนเอลิเมนตสามเหล่ียมอันดับที่ 2 เปนตน สวนการใชงานของเลขจํานวนเต็มชุดนี้ไดแสดงในรูปที่ 

3.5 ยกตัวอยางเชนที่จุดตอหมายเลข 1 จะมีหมายเลขอางอิงคือ 0,0,0 === γβα  ซึ่งฟงกชัน

การประมาณภายในเอลิเมนตก็คือ 200N  และจากสมการ (3.15ก) และ (3.15ข) จะไดวา 

∏
=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−
==

2

1

1
2

12

i i
iL

NNα   

 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−
=

2
122

1
112 11 LL

 )12( 11 −= LL  (3.16ก) 

10 == NNβ   (3.16ข) 

10 == NNβ   (3.16ค) 

ดังนั้น )12()()()( 11302012200 −== LLLNLNLNN  (3.17) 
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x 

y 

3

2

1 

4
5

6

1=α

0=α

2=α

1=β0=β
2=β

1=γ  

0=γ  

2=γ

 
รูปที่ 3.7  การอางอิงหมายเลขจุดตอดวยตัวเลข βα ,  และ γ  บนเอลิเมนตสามเหลีย่มหกจุดตอ 

สําหรับจุดตออ่ืน ๆ ก็จะสามารถสรางฟงกชันการประมาณภายในไดดวยวิธีเดียวกัน ดังนั้นสําหรับ

เอลิเมนตสามเหล่ียมหกจุดตอจะมีฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตของแตละจุดตอดังนี้ 

,)12( −= iii LLN  3,2,1=i  

324 4 LLN =   

315 4 LLN =   

216 4 LLN =   

ดวยหลักเกณฑและข้ันตอนที่ไดกลาวขางตน ฟงกชันการประมาณภายในสําหรับตําแหนงจุดตอ

และฟงกชันการประมาณภายในสําหรับตําแหนงไรจุดตอจึงถูกประดิษฐข้ึน [10, 20] จากนั้นมีการ

ปรับฟงกชันการประมาณภายในสําหรับตําแหนงไรจุดตอไปใชในงานวิจัย [7] และสําหรับฟงกชัน

การประมาณภายในทั้งสองที่ใชในวิทยานิพนธนี้จะอยูในรูปดังนี้ 

ฟงกชันการประมาณภายในสําหรับตําแหนงจุดตอ 11 LN =  (3.19ก) 

 22 LN =  (3.19ข) 

 33 LN =  (3.19ค) 

ฟงกชันการประมาณภายในสําหรับตําแหนงไรจุดตอ 4 2 3N L L=  (3.19ง) 

 5 1 3N L L=  (3.19จ) 

 6 1 2N L L=  (3.19ฉ) 

 

(3.18) 
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3.3 รูปแบบของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ (Flux-Based 
Finite Element Formulation) 

รูปแบบของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซถูกประดิษฐ

ข้ึนเพื่อประยุกตใชกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ โดยมีเปาหมายเพื่อลดความ

ซับซอนในการคํานวณเมื่อเปรียบเทียบกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบด้ังเดิม 

สําหรับปญหาสองมิ ติในระบบแกนพิกัดฉาก  สมการปวรซง  (Poisson’s 

equation) สามารถเขียนอยูในรูปแบบอนุรักษดังนี้ 

( )yxf
y
F

x
E ,=

∂
∂

+
∂
∂   (3.20) 

โดย ( )yxf ,  แทนฟงกชันแหลงกําเนิด (source function) E และ F แทนสวนประกอบของ    

ฟลักซในแนวแกน x และ y ตามลําดับ ซึ่งสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของตัวแปรปฐมภูมิ 

(primary variable) ไดดังนี้ 

x
UcE
∂
∂

−=  และ 
y

UcF
∂
∂

−=   (3.21) 

โดย U  แทนตัวแปรปฐมภูมิ และ c  แทนคุณสมบัติของวัสดุซึ่งแตกตางกันไปตามชนิดของปญหา 

ความซับซอนของปญหาท่ีเกิดข้ึนจากสมการ (3.20) นี้ ข้ึนอยูกับรูปรางลักษณะทางกายภาพและ

เงื่อนไขขอบเขตที่กําหนดให เงื่อนไขขอบเขตตลอดขอบเขตอาจประกอบดวย 

(ก) การกําหนดคาตัวแปรปฐมภูมิตลอดขอบ เชน 

),() ,( 1 yxUyxU =  

(ข) การกําหนดปริมาณฟลักซ q ที่ผานเขาสูขอบ 

( )ˆc U n d U U q∞∇ ⋅ + − =  

โดย n̂  แทนเวกเตอรหนึ่งหนวยที่ต้ังฉากกับขอบนั้น ในขณะที่ d  และ ∞U  แทนตัวแปรทุติยภูมิ 

(secondary variable) 

ข้ันตอนที่สําคัญของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ

ประกอบดวย 6 ข้ันตอนคือ 

ขั้นตอนที่ 1  สมมุติลักษณะการกระจายของตัวแปรปฐมภูมิบนเอลิเมนตใหอยูในรูป 

( ) ( ) ( )⎣ ⎦{ }UyxNUyxNyxU i
i

i ,,,
6

1
== ∑

=

 (3.22) 
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โดย ( )⎣ ⎦yxN ,  ประกอบดวยฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตที่ตําแหนงจุดตอและที่

ตําแหนงไรจุดตอตามสมการ (3.19ก-ฉ) และ { }U  แทนเวกเตอรของตัวแปรปฐมภูมิที่ตําแหนงจุด

ตอ U1, U2, U3 และที่ตําแหนงไรจุดตอ U4, U5, U6 

ขั้นตอนท่ี 2  ประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางเขากับสมการ (3.20) ดังเชนใน

หัวขอ 3.1 โดยเลือกใชฟงกชันน้ําหนักตามฟงกชันการประมาณภายในสําหรับตําแหนงจุดตอและ

ตําแหนงไรจุดตอดังแสดงในสมการ (3.19ก-ฉ) ซึ่งสมการจะอยูในรูปดังนี้ 

( ) 0, =Ω−Ω⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∫ ∫
Ω Ω

dyxfNd
y
F

x
EN  (3.23) 

ขั้นตอนท่ี 3  อินทิเกรตทีละสวนโดยใชทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’ theorem) เพื่อ

กอใหเกิดพจนที่เกี่ยวของกับขอบเขตของเอลิเมนต ซึ่งทฤษฎีบทของเกาสวาดังนี้ 

( ) ( ) ( ) Ω⋅∇−Γ⋅=Ω⋅∇ ∫∫∫
ΩΓΩ

dVudnVudVu ˆ  (3.24) 

เม่ือทําการเปรียบเทียบสัญลักษณสวนประกอบของฟลักซทางดานซายมือของสมการ (3.23) กับ

พจนทางดานซายมือของสมการ (3.24) จะพบวา 

Nu =
 

j
y

i
x

ˆˆ
∂
∂

+
∂
∂

=∇  

j
y
Fi

x
EV ˆˆ

∂
∂

+
∂
∂

=  

และเนื่องจาก jninn yx
ˆˆˆ +=  ดังนั้น 

yx n
y
Fn

x
EnV

∂
∂

+
∂
∂

=⋅ ˆ   

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=⋅ yx n
y
Fn

x
ENnVu ˆ   

j
y
Ni

x
Nu ˆˆ

∂
∂

+
∂
∂

=∇   

y
F

y
N

x
E

x
NVu

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=⋅∇   

พจนทางดานซายมือของสมการ (3.23) จะกลายมาเปน 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=⋅∇
y
F

x
EV  
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∫∫∫
ΩΓΩ

Ω
∂
∂

−Γ=Ω
∂
∂ dE

x
NdnENd

x
EN x  (3.25ก) 

∫∫∫
ΩΓΩ

Ω
∂
∂

−Γ=Ω
∂
∂ dF

y
NdnFNd

y
FN y  (3.25ข) 

จากนั้น แทนสมการ (3.25ก-ข) ลงในสมการ (3.23) จะได 

=Ω
∂
∂

+Ω
∂
∂

∫∫
ΩΩ

dF
y
NdE

x
N  

 ( )∫∫∫
ΩΓΓ

Ω−Γ+Γ dyxfNdnFNdnEN yx ,  (3.26) 

ขั้นตอนท่ี 4  สมมุติลักษณะการกระจายของฟลักซสําหรับเอลิเมนต (element flux 

distributions) สามารถคํานวณไดจากฟลักซที่ตําแหนงจุดตอซ่ึงอยูในรูป 

⎣ ⎦{ }ENENE i
i

i == ∑
=

3

1

 และ ⎣ ⎦{ }FNFNF i
i

i == ∑
=

3

1

 (3.27) 

โดย ⎣ ⎦N  แทนฟงกชันการประมาณภายในแบบเชิงเสน ⎣ ⎦321 LLL  สําหรับเวกเตอร { }E  

และ { }F  แทนเวกเตอรของฟลักซที่ตําแหนงจุดตอในแนวแกน x และ y ตามลําดับ โดยเวกเตอร

ทั้งสองมีรายละเอียดดังนี้ 

{ }

{ }

{ }

{ } ⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
∂
∂

−

⎥⎦

⎥
⎢⎣

⎢
∂
∂

−

⎥⎦

⎥
⎢⎣

⎢
∂
∂

−

=

3

2

1

U
x
Nc

U
x
Nc

U
x
Nc

E  และ { }

{ }

{ }

{ } ⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨
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⎥⎦
⎥

⎢⎣
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⎥
⎢⎣

⎢
∂
∂

−

⎥⎦

⎥
⎢⎣

⎢
∂
∂

−

=

3

2

1

U
y
Nc

U
y
Nc

U
y
Nc

F  (3.28) 

ขั้นตอนท่ี 5  แทนสมการ (3.27) ลงในสมการ (3.26) จะไดสมการไฟไนตเอลิเมนตที่อยูใน

รูปฟลักซที่ตําแหนงจุดตอดังแสดง 

⎣ ⎦ { } ⎣ ⎦ { } =Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

+Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

∫∫
ΩΩ

FdN
y
NEdN

x
N  

{ } ⎣ ⎦ { } { } ⎣ ⎦ { } { } ( )∫∫∫
ΩΓΓ

Ω−Γ+Γ dyxfNnFdNNnEdNN yx ,  (3.29) 
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3.4 สมการไฟไนตเอลิเมนตสาํหรับปญหาการถายเทความรอน 

ในสวนนี้จะอธิบายการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการถายเท

ความรอน โดยระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุด

ตอซึ่งมีข้ันตอนเชนเดียวกับที่ไดอธิบายไวในสวนท่ี 3.1 โดยเร่ิมจากสมการเชิงอนุพันธสําหรับการ

ถายเทความรอนภายใตสภาวะอยูตัว 

0=+⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∂
∂

∂
∂

+⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∂
∂

∂
∂ Q

y
Tk

yx
Tk

x
  (2.3) 

เมื่อทําการเปรียบเทียบสัญลักษณของสมการ (2.3) กับสมการ (3.20) และ (3.21) จะพบวา 

TU =   

kc =   

( ) Qyxf =,  

x
TkqE x ∂

∂
−==   

y
TkqF y ∂

∂
−==   

สมการ (3.29) สําหรับปญหาการถายเทความรอนภายใตสภาวะอยูตัวจะกลายมาเปน 

⎣ ⎦ { } ⎣ ⎦ { } =Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

+Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

∫∫
ΩΩ

FdN
y
NEdN

x
N   

 { } ⎣ ⎦ { } { }( ) { }∫∫
ΩΓ

Ω−+Γ dQNnFnEdNN yx  (3.30) 

และสมการ (3.28) สําหรับปญหาการถายเทความรอนภายใตสภาวะอยูตัวก็จะกลายมาเปน 

{ }

{ }

{ }

{ } ⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
∂
∂

−

⎥⎦

⎥
⎢⎣

⎢
∂
∂

−

⎥⎦

⎥
⎢⎣

⎢
∂
∂

−

=

3

2

1

T
x
Nk

T
x
Nk

T
x
Nk

E  และ { }

{ }

{ }

{ } ⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
∂
∂

−

⎥⎦

⎥
⎢⎣

⎢
∂
∂

−

⎥⎦

⎥
⎢⎣

⎢
∂
∂

−

=

3

2

1

T
y
Nk

T
y
Nk

T
y
Nk

F  (3.31) 

สมการ (3.30) และ (3.31) ที่ไดสามารถนําไปใชในการประดิษฐเอลิเมนตเมทริกซและโปรแกรม

คอมพิวเตอรไดโดยตรง หรืออาจเขียนใหอยูในรูปอยางงายของสมการไฟไนตเอลิเมนตไดดังนี้ 



23 

 

[ ] { } [ ] { } { } { }RBFDED yx −=+  (3.32) 

โดย [ ]xD , [ ]yD  แทน เมทริกซสวนประกอบของฟลักซ 

 { }B  แทน โหลดเวกเตอรขอบเขต 

 { }R  แทน โหลดเวกเตอรแหลงกําเนิด 

และ [ ] ⎣ ⎦ Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

= ∫
Ω

dN
x
NDx  (3.33ก) 

 [ ] ⎣ ⎦ Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

= ∫
Ω

dN
y
NDy  (3.33ข) 

 { } { } ⎣ ⎦ { } { }( )yx nFnEdNNB +Γ= ∫
Γ

 (3.33ค) 

 { } { }∫
Ω

Ω= dQNR  (3.33ง) 

3.5 สมการไฟไนตเอลิเมนตสาํหรับปญหาของแข็ง 

การประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาของแข็ง โดยระเบียบวิธีถวง

น้ําหนักเศษตกคางดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอซึ่งมีข้ันตอนดังที่ไดอธิบาย

ขางตน โดยเร่ิมจากสมการเชิงอนุพันธแสดงความสมดุลของแรงในแนวแกน x และ y บนแผน

ระนาบ เมื่อไมคิดน้ําหนักของตัวเอง 

0=
∂
∂

+
∂
∂

yx
xyx τσ   (2.5ก) 

0=
∂
∂

+
∂
∂

yx
yxy στ

  (2.5ข) 

เมื่อทําการเปรียบเทียบสัญลักษณของสมการ (2.5ก-ข) กับสมการ (3.21) จะไดสมการ (3.29) 

สําหรับปญหาของแข็งเมื่อไมคิดน้ําหนักของตัวเอง คือ 

⎣ ⎦ { } ⎣ ⎦ { } =Ω
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⎬
⎫
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∂
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+Ω
⎭
⎬
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⎧
∂
∂

∫∫
ΩΩ

FdN
y
NEdN

x
N  

 { } ⎣ ⎦ { } { }( )yx nFnEdNN +Γ∫
Γ

 (3.34) 

โดยพจนขวามือของสมการ (3.34) ที่เกี่ยวของกับขอบ จะเปนแรงภายนอก Fx และ Fy ที่กระทําตอ

โครงสรางในทิศทาง x และ y ตามลําดับ และ 
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1   (3.35ข) 

ดังนั้นสมการ (3.34) จะสามารถเขียนอยูในรูป 
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0  (3.36) 

ความสัมพันธระหวางคาความเคนยอยและความเครียดยอยจากสมการ (2.6) 

และ (2.8) สามารถแสดงในรูปอยางงายคือ 

( ) ( )012121 TTCCCC yxx −+−+= αεεσ   (3.37ก) 

( ) ( )012112 TTCCCC yxy −+−+= αεεσ   (3.37ข) 

xyxy C γτ 3=   (3.37ค) 

สําหรับปญหาความเคนในระนาบ 
21 1 υ−

=
EC  ; 

22 1 υ
υ
−

=
EC  

 
( )υ+

=
123
EC  ; αα =1  

สําหรับปญหาความเครียดในระนาบ ( )
( )( )υυ

υ
211

1
1 −+

−
=

EC  ; 
( )( )υυ

υ
2112 −+

=
EC  

 
( )υ+

=
123
EC  ; ( )υαα += 11  

โดยพจนสุดทายของสมการ (3.37ก-ข) คือคาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิ 

ซึ่งคาความเครียดยอยในสมการ (3.37ก-ค) สามารถเขียนใหอยูในรูปของระยะการเคล่ือนตัว u 

และ v ในแนวแกน x และ y ไดคือ 

yuxu yx ∂∂=∂∂= εε ;   

และ xuyuxy ∂∂+∂∂=γ  

เมื่อแทนคาความเครียดยอยในรูปของระยะการเคลื่อนตัวสมการ (2.7) ลงในสมการ (3.37ก-ค) จะ

ได 

(2.7) 
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( ) ( )012121 TTCC
y
vC

x
uCx −+−

∂
∂

+
∂
∂

= ασ  (3.38ก) 

( ) ( )012112 TTCC
y
vC

x
uCy −+−

∂
∂

+
∂
∂

= ασ  (3.38ข) 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=
x
v

y
uCxy 3τ   (3.38ค) 

นําความสัมพันธในสมการ (3.38ก-ค) แทนลงในสมการ (3.35) เวกเตอรทั้งสองจะกลายมาเปน 

( ) ( )

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

−+−
∂
∂

+
∂
∂

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

x
v

y
uC

TTCC
y
vC

x
uC

E
E

3

012121

2

1
α

 (3.39ก) 
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 (3.39ข) 

รายละเอียดของเวกเตอรทั้งสองมีดังนี้ 
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   (3.40ก) 
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   (3.40ง) 

สมการ (3.36) และ (3.40ก-ง) ที่ไดสามารถนําไปใชในการประดิษฐเอลิเมนตเมทริกซและ

โปรแกรมคอมพิวเตอรไดโดยตรง หรืออาจเขียนใหอยูในรูปอยางงายของสมการไฟไนตเอลิเมนตได

ดังนี้ 
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1  (3.41) 

โดย [ ]xD , [ ]yD  แทน เมทริกซสวนประกอบของฟลักซ 
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⎩
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F
F

 แทน โหลดเวกเตอรเนื่องจากแรงภายนอก 

และ [ ] ⎣ ⎦ Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

= ∫
Ω

dN
x
NDx  (3.42ก) 

 [ ] ⎣ ⎦ Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

= ∫
Ω

dN
y
NDy  (3.42ข) 

จะเห็นไดวาเมทริกซสวนประกอบของฟลักซในปญหาของแข็งเหมือนกับเมทริกซสวนประกอบ 

ของฟลักซในปญหาการถายเทความรอน ดังนั้นการประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการ

ใชหลักการของฟลักซเขากับปญหาอ่ืน ๆ ก็จะไดเมทริกซสวนประกอบของฟลักซลักษณะเดียวกัน 

ดังแสดงขางตน อีกทั้งเมทริกซสวนประกอบของฟลักซนั้นสามารถประดิษฐข้ึนใหอยูในรูปแบบปด 

(closed-form) เพื่อนําไปใชประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรไดโดยตรง 
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3.6 การประดิษฐไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซ 

สมการไฟไนตเอลิเมนต และคาสัมประสิทธิ์ตางๆ ดังในสมการที่ไดแสดงขางตน

นั้นสามารถประดิษฐข้ึนไดโดยงาย วิธีการดังกลาวจะไดแสดงในหัวขอนี้ 

3.6.1. เอลิเมนตเมทริกซสําหรับปญหาการถายเทความรอน 

[ ] { } [ ] { } { } { }RBFDED yx −=+  (3.32) 

จากสมการ (3.32) นําคาเวกเตอรของฟลักซ { }E  และ { }F  มาจัดรูปใหมโดยเร่ิมจากการแทนคา

ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตสามเหล่ียมแบบตัวแปรไรจุดตอ โดยมีรายละเอียดดังนี ้
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จากนั้นแทนคาลักษณะการกระจายของฟลักซสําหรับเอลิเมนตซึ่งสมมุติใหมีลักษณะเชิงเสน 

⎣ ⎦N และฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตสามเหล่ียมแบบตัวแปรไรจุดตอลงในสมการ 

(3.33ก-ง) จะไดเมทริกซและเวกเตอรตาง ๆ ดังนี้ 
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ในสวนของเวกเตอร { }B  นั้นหมายถึงเวกเตอรที่เกี่ยวของกับฟลักซความรอนที่ไหลผานขอบของ

เอลิเมนต ซึ่งพจนดังกลาวจะตัดกันหมดไปภายในขอบเขตของปญหาจะคงเหลือเฉพาะที่ขอบดาน

นอกของขอบเขตที่พิจารณาเทานั้น โดยถาขอบดังกลาวถูกกําหนดใหมีอุณหภูมิคงที่หรือถูก

กําหนดใหเปนฉนวน (ฟลักซความรอนที่ผานขอบเปนศูนย) เวกเตอร { }B  ก็ไมตองทําการคํานวณ

หรือกําหนดใหมีคาเปนศูนยตามลําดับ แตหากมีฟลักซความรอนผานเขา-ออกในลักษณะต้ังฉาก

กับบริเวณขอบดังกลาว โดยสมมุติใหฟลักซความรอนผานขอบเอลิเมนตที่มีความยาว L อยู

ระหวางจุดตอหมายเลข 2 และ 3 โดยมีตําแหนงไรจุดตอ 4 อยูบริเวณก่ึงกลางของขอบนั้น 

เวกเตอร { }B  สําหรับฟลักซความรอนที่มีลักษณะขางตนจะสามารถคํานวณไดดังนี้ 
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และสุดทายคือเวกเตอร { }R  โดยมีความหมายถึงเวกเตอรที่แทนคาการผลิตความรอนภายใน       

เอลิเมนต สมมุติใหคาการผลิตความรอนภายในเอลิเมนตมีคาคงที่ Q  ซึ่งสามารถคํานวณไดดังนี้ 
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3.6.2. เอลิเมนตเมทริกซสําหรับปญหาความเคนในโครงสราง 

จากสมการ (3.41) 
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สามารถจัดรูปใหมในรูปของความเคนยอยที่จุดตอดังนี ้
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นําความสัมพันธระหวางคาความเคนยอยและความเครียดยอย และความสัมพันธระหวางคา

ความเครียดยอยและระยะการเคล่ือนตัว มาแทนในสมการ (3.45) จะได 
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เมทริกซสวนประกอบของฟลักซในปญหาความเคนในโครงสรางอันเนื่องมาจากอุณหภูมิ ,xD yD  

สามารถคํานวณไดเชนเดียวกับปญหาการถายเทความรอนในหัวขอยอย 3.6.1 ขางตน และใน

สวนของเวกเตอร ⎣ ⎦xN ∂∂  และ ⎣ ⎦yN ∂∂  ก็สามารถคํานวณไดดังเชนในสมการ (3.43ก-ข) 

โดยมีรายละเอียดดังนี้ 
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บทที่  4 

โปรแกรมคอมพิวเตอร 

บทนี้จะกลาวถึงรายละเอียดและข้ันตอนการคํานวณภายในโปรแกรม

คอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนใหสอดคลองกับสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ไดแสดงไวในบทที่ 3 โดย

โปรแกรมดังกลาวไดถูกเขียนข้ึนมาดวยภาษาฟอรแทรน 90 (FORTRAN 90) ซึ่งประกอบไปดวย

โปรแกรมที่สามารถนําไปวิเคราะหปญหาการถายเทความรอน ปญหาความเคนในของแข็ง และ

โปรแกรมวิเคราะหปญหาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิ โดยรายละเอียดตาง ๆ ของโปรแกรม

มีดังนี้ 

4.1 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับวิเคราะหปญหาการถายเทความรอน 

โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับวิเคราะหปญหาการถายเทความรอน ประกอบไป

ดวยโปรแกรมหลัก (main program) และ 9 โปรแกรมยอย (subroutines) โดยมีข้ันตอนการ

ทํางานดังนี้ 

4.1.1 เร่ิมตนการทํางานภายในโปรแกรมหลัก [MAIN PROGRAM] โดยจะ

เรียกโปรแกรมยอยแรก [READ_INPUT] โดยในโปรแกรมยอยดังกลาวก็

จะทําการอานขอมูลของปญหา เชน จํานวนจุดตอและจํานวนเอลิเมนต

ของปญหา คาคุณสมบัติตาง ๆ ของวัสดุ และตําแหนงของจุดตอตาง ๆ  

4.1.2 เรียกโปรแกรมยอย [GEN_NL] เพื่อทําการสรางตําแหนงไรจุดตอ รวมไป

ถึงการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตใหกับตําแหนงไรจุดตอที่สรางข้ึน และ

ประกอบหมายเลขของตําแหนงไรจุดตอทั้งสามในทิศทวนเข็มนาฬิกาเพิม่

เขาไปในเอลิเมนตนั้น ๆ 

4.1.3 จากนั้นจึงเรียกโปรแกรมยอย [CST] เพื่อทําการสรางเอลิเมนตเมทริกซ

ระบบรวมสําหรับระบบสมการใหญ โดยทําการเรียกโปรแกรมยอย 

[CnK_ELE] และ [ALL_LOAD] เพื่อสรางเอลิเมนตเมทริกซและโหลด

เวกเตอรสําหรับแตละเอลิเมนต และดําเนินการประกอบเมทริกซจากทุก

เอลิเมนตใหเปนเมทริกซระบบรวมโดยเรียกโปรแกรมยอย [ASMP] เมื่อ

สรางเมทริกซระบบรวมเสร็จส้ินแลวก็ทําการประยุกตเงื่อนไขขอบเขตดวย

โปรแกรมยอย [APPLBC] 
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4.1.4 เมื่อไดระบบสมการรวมและกําหนดเงื่อนไขขอบเขตเสร็จส้ิน โปรแกรม

ยอย [SYMPCG] จะทําการแกระบบสมการรวมดวยระเบียบวิธีคอนจูเกต

เกรเดียนทเพื่อหาผลลัพธของอุณหภูมิที่จุดตอ 

4.1.5 ข้ันตอนสุดทายจะเรียกโปรแกรมยอย [WRITE_OUTPUT] เพื่อทําการ

เขียนผลลัพธที่คํานวณไดลงไปในไฟลที่กําหนดไว 

 
4.2 รายละเอียดของโปรแกรม 

รายละเอียดของโปรแกรมแสดงไวในภาคผนวก ก 

4.3 ลักษณะของไฟลขอมูลที่โปรแกรมตองการ 

ลักษณะของขอมูลที่โปรแกรมตองการ สามารถแบงออกเปน 5 สวนยอยไดดังนี้ 

สวนที่ 1 ประโยคอธิบายกํากบัลักษณะของไฟล 

บรรทัดแรก ตัวเลขระบุจํานวนบรรทัดที่เปนตัวอักษร 

บรรทัดตอไป ประโยคตาง ๆ ที่มีจาํนวนบรรทัดเทาที่ระบุไว 

ตัวอยางเชน:    1 

            FINITE ELEMENT DATA FOR HEAT TRANSFER PROBLEM 

 

สวนที่ 2 ขนาดของปญหา พรอมคาที่จะใชในการคํานวณ 

บรรทัดแรก คําระบุจํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนต จํานวนขอบโดเมน และจํานวน

ขอบโดเมนทีม่ฟีลักซความรอนผานเขา-ออก 

บรรทัดตอไป ตัวเลขจํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนต จํานวนขอบโดเมน และจํานวน

ขอบโดเมนทีม่ฟีลักซความรอนผานเขา-ออก  

ตัวอยางเชน:    NPOIN    NELEM    NBOUN    NFLUX 

    1521     2888        6        0 

 

สวนที่ 3 คุณสมบัติตาง ๆ ของวัสดุ 

บรรทัดแรก คําระบุคุณสมบัติตาง ๆ 

บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงคาสัมประสิทธิ์การนําความรอน คาความหนาแนน คาความ

รอนจําเพาะ ความหนา และผลเฉลยแมนตรงตามลําดับ 

ตัวอยางเชน:    TH-Con    Den    Spec-heat   Thick    Exact 

       1.     1.           0.      1.        1 
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หมายเหตุ: ผลเฉลยแมนตรง Exact คือการมีอยูของผลเฉลยแมนตรง หมายถึง 

 Exact  =  1 ปญหาที่วิเคราะหอยูนั้นมีผลเฉลยแมนตรง 

 Exact  =  0 ปญหาที่วิเคราะหอยูนั้นไมมีผลเฉลยแมนตรง 

 

สวนที่ 4 ลักษณะของจุดตอ 

บรรทัดแรก คําระบุลักษณะของจุดตอ 

บรรทัดตอ ๆ ไป ตัวเลขแสดงหมายเลขจุดตอ เงื่อนไขขอบเขตของอุณหภูมิ ตําแหนงจุด

 ตอในแกน x และ y คาอุณหภูมิ และคาฟลักซความรอนที่จุดตอ 

ตัวอยางเชน:  NODE    IBCT    X-CO    Y-CO    TEMP    FLUX 

      1      1      0.0     0.0     0.0     0.0 
      2      0      1.0     0.0     0.0     0.5 
      3      0      1.0     0.5     0.0     0.0 

                                          
     51      1      1.0     1.0     0.0     0.0 
     52      1      0.0     1.0     0.0     0.0 

หมายเหตุ: เงื่อนไขขอบเขต IBCT คือเงื่อนไขขอบเขตของอุณหภูมิ หมายถึง 

 IBC  =  1 จุดตอนั้นถกูกาํหนดใหมีคาตามที่ใหไว และไมตองทาํการ 

  คํานวณหาคาที่จุดตอดังกลาว 

 IBC  =  0 ใหทําการคํานวณหาคาที่จุดตอดังกลาว 

 

สวนที่ 5 ลักษณะของเอลิเมนต 

บรรทัดแรก คําระบุลักษณะของเอลิเมนต 

บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขเอลิเมนต หมายเลขของจุดตอทั้งสามในทิศทวนเข็มนาฬิกาที่

 ประกอบข้ึนเปนเอลิเมนต และคาความรอนผลิตเองภายในเอลิเมนต 

ตัวอยางเชน:  ELEM      I      J      K      Q 

      1     19     20     81     1.0 
      2     81     20    151     1.0 
      3    119    181    155     1.0 

                               
     51    124    126    186     1.0 
     52    117     63    120     1.0 
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4.4 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับวิเคราะหปญหาความเคนอันเน่ืองมาจากอุณหภูม ิ

โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับวิเคราะหปญหาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิ 

ประกอบไปดวยโปรแกรมหลัก (main program) และ 10 โปรแกรมยอย (subroutines) โดยมี

ข้ันตอนการทํางานดังนี้ 

4.4.1 เร่ิมตนการทํางานภายในโปรแกรมหลัก [MAIN PROGRAM] โดยจะ

เรียกโปรแกรมยอยแรก [READ_INPUT] โดยในโปรแกรมยอยดังกลาวก็

จะทําการอานขอมูลของปญหา เชน จํานวนจุดตอและจํานวนเอลิเมนต

ของปญหา คาคุณสมบัติตาง ๆ ของวัสดุ และตําแหนงของจุดตอตาง ๆ  

4.4.2 เรียกโปรแกรมยอย [GEN_NL] เพื่อทําการสรางตําแหนงไรจุดตอ รวมไป

ถึงการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตใหกับตําแหนงไรจุดตอที่สรางข้ึน และ

ประกอบหมายเลขของตําแหนงไรจุดตอทั้งสามในทิศทวนเข็มนาฬิกาเพิม่

เขาไปในเอลิเมนตนั้น ๆ เม่ือสรางตําแหนงไรจุดตอเสร็จส้ินโปรแกรมยอย 

[ARRANGE] จะทําการจัดเรียงตัวแปรทั้งหมดใหม โดยเร่ิมจากตัวแปร

คาระยะการเคล่ือนตัว u สําหรับทุกจุดตอแลวจึงคอยดําเนินการจัดเรียง

ตัวแปรคาระยะการเคล่ือนตัว v สําหรับทุกจุดตอตามลําดับ 

4.4.3 จากนั้นจึงเรียกโปรแกรมยอย [CST] เพื่อทําการสรางเอลิเมนตเมทริกซ

ระบบรวมสําหรับระบบสมการใหญ โดยทําการเรียกโปรแกรมยอย 

[CnK_ELE] และ [ALL_LOAD] เพื่อสรางเอลิเมนตเมทริกซและโหลด

เวกเตอรสําหรับแตละเอลิเมนต และดําเนินการประกอบเมทริกซจากทุก

เอลิเมนตใหเปนเมทริกซระบบรวมโดยเรียกโปรแกรมยอย [ASMP] เมื่อ

สรางเมทริกซระบบรวมเสร็จส้ินแลวก็ทําการประยุกตเงื่อนไขขอบเขตดวย

โปรแกรมยอย [APPLBC] 

4.4.4 เมื่อไดระบบสมการรวมและกําหนดเงื่อนไขขอบเขตเสร็จส้ิน โปรแกรม

ยอย [SYMPCG] จะทําการแกระบบสมการรวมดวยระเบียบวิธีคอนจูเกต

เกรเดียนทเพื่อหาผลลัพธของคาระยะการเคล่ือนตัว u และ v ที่จุดตอ 

4.4.5 คํานวณคาความเคน yx σσ ,  และ xyτ  ที่ทุกจุดตอโดยเรียกโปรแกรม

ยอย [STRESS] 
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4.4.6 ข้ันตอนสุดทายจะเรียกโปรแกรมยอย [WRITE_OUTPUT] เพื่อทําการ

เขียนผลลัพธที่คํานวณไดลงไปในไฟลที่กําหนดไว 

 
4.5 รายละเอียดของโปรแกรม 

รายละเอียดของโปรแกรมแสดงไวในภาคผนวก ข 

4.6 ลักษณะของไฟลขอมูลที่โปรแกรมตองการ 

ลักษณะของขอมูลที่โปรแกรมตองการ สามารถแบงออกเปน 5 สวนยอยไดดังนี้ 

สวนที่ 1 ประโยคอธิบายกํากบัลักษณะของไฟล 

บรรทัดแรก ตัวเลขระบุจํานวนบรรทัดที่เปนตัวอักษร 

บรรทัดตอไป ประโยคตาง ๆ ที่มีจาํนวนบรรทัดเทาที่ระบุไว 

ตัวอยางเชน:    1 

            FINITE ELEMENT DATA FOR THERMAL STRESS ANALYSIS 

 

สวนที่ 2 ขนาดของปญหา พรอมคาที่จะใชในการคํานวณ 

บรรทัดแรก คําระบุจํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนต จํานวนขอบโดเมน และชนิดของ

ปญหา 

บรรทัดตอไป ตัวเลขจํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนต จํานวนขอบโดเมน ชนิดของปญหา 

และผลเฉลยแมนตรงตามลําดับ 

ตัวอยางเชน:    NPOIN    NELEM    NBOUN    STYPE    Exact 

    1521     2888        6        0        1 

หมายเหตุ: ชนิดของปญหา STYPE คือสมมุติฐานลักษณะของปญหา ไดแก 

 STYPE  =  0 ปญหาความเคนในระนาบ (plane stress) 

 STYPE  =  1 ปญหาความเครียดในระนาบ (plane strain) 

 ผลเฉลยแมนตรง Exact คือการมีอยูของผลเฉลยแมนตรง หมายถึง 

 Exact  =  1 ปญหาที่วิเคราะหอยูนั้นมีผลเฉลยแมนตรง 

 Exact  =  0 ปญหาที่วิเคราะหอยูนั้นไมมีผลเฉลยแมนตรง 

 

สวนที่ 3 คุณสมบัติตาง ๆ ของวัสดุ 

บรรทัดแรก คําระบุคุณสมบัติตาง ๆ 
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บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงคาโมดูลัสของความยืดหยุน อัตราสวนของปวสซง ระดับ

อุณหภูมิที่ไมมีความเคน สัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิ และ

ความหนาของของโครงสราง 

ตัวอยางเชน:      ELAS     PR    Tref   Alpha   Thick 

    1.e+5    0.3      0.      0.    0.01 
 

สวนที่ 4 ลักษณะของจุดตอ 

บรรทัดแรก คําระบุลักษณะของจุดตอ 

บรรทัดตอ ๆ ไป ตัวเลขแสดงหมายเลขจุดตอ เงื่อนไขขอบเขตในทิศทาง x และ y 

ตําแหนงจุดตอในแกน x และ y คาระยะการเคลื่อนตัวในแกน x และ y 

คาแรงดันจากภายนอกในแกน x และ y และคาอุณหภูมิของจุดตอนั้น 

ตัวอยางเชน: NODE  IBCX  IBCY  X-CO  Y-CO  DelX  DelY  Sxx  Syy  Temp 

     1     1     0   0.0   0.0   0.0   0.0  0.0  0.0  25.0 
     2     0     0   1.0   0.0   0.0   0.0  0.0  0.0  25.0 
     3     1     0   1.0   0.5   0.0   0.0  0.0  0.0  25.0 

                                                
    51     0     1   1.0   1.0   0.0   0.0  0.0  0.0  50.0 
    52     1     0   0.0   1.0   0.0   0.0  0.0  0.0  50.0 

หมายเหตุ: เงื่อนไขขอบเขต IBC ในทิศทาง x และ y หมายถึง 

 IBC  =  1 จุดตอนั้นถูกตรึงไมใหเคล่ือนที่ในทิศนั้น 

 IBC  =  0 คํานวณหาการเคลื่อนตัวที่จุดตอดังกลาวในทิศนั้น 

 

สวนที่ 5 ลักษณะของเอลิเมนต 

บรรทัดแรก คําระบุลักษณะของเอลิเมนต 

บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขเอลิเมนต และหมายเลขของจุดตอทั้งสามในทิศทวนเข็ม

นาฬิกาที่ประกอบข้ึนเปนเอลิเมนต 

ตัวอยางเชน:  ELEM      I      J      K 

      1     19     20     81 
      2     81     20    151 
      3    119    181    155 

                        
     51    124    126    186 
     52    117     63    120 
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บทที่  5 

เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต 

ในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตจะเร่ิมตนจากการแบง

พื้นที่ภายในโดเมนของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ แลวทําการคํานวณหาคาตัวไมรูคาที่จุดตอ

ของเอลิเมนตนั้น ๆ ดังนั้นถาเราใชเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กมากเทาไร จุดตอตาง ๆ ที่เปนตัวแทนของ

ตําแหนงที่จะทําการคํานวณก็จะอยูใกลกันมากข้ึนเทานั้น ซึ่งจะเปนผลทําใหคําตอบที่ไดมีความ

ถูกตองมากยิ่งข้ึน แตการใชเอลิเมนตขนาดเล็กจํานวนมากตลอดภายในโดเมนของปญหาจะทําให

ตองใชเวลาในการคํานวณและจํานวนหนวยความจํา (RAM) จํานวนมาก และอาจทําใหเคร่ือง

คอมพิวเตอรที่มีจํานวนหนวยความจําที่จํากัดนั้นไมสามารถใชวิเคราะหปญหาได ดังนั้นหากเรา

สามารถเลือกใชเอลิเมนตขนาดเล็กเฉพาะในบริเวณที่เหมาะสมก็จะทําใหลดจํานวนจุดตอที่ตอง

ทําการคํานวณลง แตในการวิเคราะหปญหาโดยทั่ว ๆ ไปนั้นเราไมสามารถที่จะทราบผลเฉลยแมน

ตรงได จึงไมอาจทราบวาในบริเวณใดควรใชเอลิเมนตขนาดเล็ก และในบริเวณใดที่สามารถใช      

เอลิเมนตที่มีขนาดใหญได จึงตองอาศัยโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับปรับขนาดของเอลิเมนตใหมี

ขนาดที่เหมาะสม [21] โดยในบทน้ีจะไดกลาวถึงหลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย

อัตโนมัติ และข้ันตอนในการนําไปประยุกตใชกับไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ได

ประดิษฐข้ึนเพื่อวิเคราะหปญหาตาง ๆ 

5.1 หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลเิมนต 

หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ คือ จะทําการปรับใช   

เอลิเมนตที่มีขนาดเล็กในบริเวณที่มีคาการเปล่ียนแปลงของความชันของคําตอบสูง และปรับใช   

เอลิเมนตขนาดใหญในบริเวณอ่ืน โดยหลักการหาขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสมตามตําแหนงตาง ๆ

ดังกลาวจะอาศัยแนวคิดที่กําหนดใหคาความคลาดเคล่ือนจากผลเฉลยแมนตรงมีคาเทากันตลอด

ทั้งโดเมน [3] เชนถาเราสนใจคาของตัวแปรในโดเมนการไหลใน 1 มิติ คาความคลาดเคล่ือนที่

ตําแหนงใด ๆ จะมีคาดังนี้ 

คาความคลาดเคลื่อน  =  
2

2
2

x
h

∂
∂ φ   =  คาคงที ่ (5.1) 

สําหรับการวิเคราะหปญหาใน 2 มิติ จะมีพจนอนุพันธอันดับ 2 หลายพจนดังนี้ 
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กอนนําคาอนุพันธอันดับ 2 มาใชจะตองปรับคาดังกลาว โดยอาศัยหลักการหาคาความเคนใน

แนวแกนหลักในวิชากลศาสตรของแข็ง [18] 
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 (5.2) 

โดย xσ  คือความเคนในแนวแกน x, yσ  คือความเคนในแนวแกน y, xyτ  คือความเคนเฉือนที่มี

ทิศทางในแนวแกน y, yxτ  คือความเคนเฉือนที่มีทิศทางในแนวแกน x, Xσ  คือความเคนใน

แนวแกนหลัก X และ Yσ  คือความเคนในแนวแกนหลัก Y ซึ่งหากประยุกตเขากับปญหาใน 2 มิติ 

จะไดวา 
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และมุมระหวางแนวแกนหลัก X-Y กับแนวแกน x-y หาไดจาก 
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ดังนั้นคาความคลาดเคล่ือนของปญหาใน 2 มิติ คือ 

1
2
1 λh    =   2

2
2 λh    =   คาคงที่  (5.3) 

โดย h1 คือความยาวของเอลิเมนตในแนวแกนหลัก X, h2 คือความยาวเอลิเมนตในแนวแกนหลัก 

Y ดังแสดงในรูปที่ 5.1 และ 
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รูปที่ 5.1  แสดงการวางตัวของเอลิเมนตในแนวแกนหลักทั้งสอง (X, Y) 

การหาคาอนุพันธอันดับที่ 1 ของจุดตอใด ๆ เชน x∂∂φ  เปนตน จะหาไดจาก

การรวมคาอนุพันธอันดับที่ 1 ของเอลิเมนตที่ลอมรอบจุดตอนั้น ดังแสดงในรูปที่ 5.2 การหาคา

อนุพันธดันดับที่ 1 ของจุดตอ j จะรวมคาอนุพันธอันดับที่ 1 ของเอลิเมนตสามเหล่ียม 6 เอลิเมนต 

[3] ดังนี้ 
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โดย  Ni และ Nj คือฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนต 
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รูปที่ 5.2  ตัวอยางการวางตัวของเอลิเมนตสามเหล่ียมลอมจุดตอ j ใด ๆ 
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หากเราประยุกตวิธีโดยชัดแจง (explicit algorithm) เขากับสมการ (5.4) ทําให 

∫
Ω

ΩdNN ji  อยูในรูปแบบรวมตัวที่จุดตอ (lumped mass matrix) ดังนั้น 
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โดย  ∫
Ω

Ω= dNNM jiij  เมื่อ i = j 

 0=  เมื่อ i ≠ j 

เราสามารถประยุกตในทํานองเดียวกันกับคาอนุพันธอันดับที่สอง ไดดังนี้ 
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ดังนั้นเม่ือใชสมการ (5.5) และ (5.6) เราจะสามารถหาคา 1λ  ในสมการ (5.3) ได และในทํานอง

เดียวกันก็จะสามารถหาคา 2λ  ไดเชนกัน 
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คาอนุพันธอันดับที่สองของคาความหนาแนนที่หาไดในสมการ (5.7) และ (5.8) จากการจัดแบง     

เอลิเมนตคร้ังลาสุด จะถูกนําไปใชตอไปเพื่อทําการแบงเอลิเมนตคร้ังใหมโดยอัตโนมัติ เราจะ

กําหนดขนาดเอลิเมนตที่นอยที่สุด (hmin) สําหรับการสรางเอลิเมนตใหม ซึ่งจะเปนตําแหนงที่เกิด

คาอนุพันธอันดับสองสูงสุดดวยตามขอกําหนดที่จะใหคาความคลาดเคล่ือนเทากันตลอดทั้งโดเมน

การไหล ดังแสดงในสมการ (5.3) ดังนั้น 
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และเราสามารถกําหนดขนาดเอลิเมนตที่ยาวที่สุด (hmax) ไดเชนกัน หากตําแหนงใดมีการคํานวณ

ตามสมการ (5.9) แลวไดคาความยาวเอลิเมนตที่ยาวกวา hmax ก็จะปรับใหคาความยาวเอลิเมนต

มีคาเทากับ hmax แทน 

บางคร้ังในการแบงเอลิเมนตเราจะพบวาเอลิเมนตบางตําแหนงจะไดคาอัตราสวน

ระหวางความยาวเอลิเมนตทั้งสองดาน (stretching parameter, s) มีคามากจนเกิน ไป จึงควร

กําหนดคาอัตราสวนสูงสุดไวอยางเหมาะสม (Smax) หากตําแหนงใดมีคา si มากกวา (Smax) ก็จะ

ถูกปรับคาใหเทากับ Smax แทน 

2

1

1

2

λ
λ

==
h
h

si   (5.10) 

 

5.2 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

ในวิทยานิพนธนี้ไดใชโปรแกรม FEMESH ซึ่งไดพัฒนาข้ึนโดย อ.ดร.สุทธิศักด์ิ  

พงศธนาพาณิช [21] ในการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ โปรแกรม FEMESH เปนโปรแกรมที่

ทํางานในโหมดกราฟกสามารถที่จะสรางรูปแบบของปญหาและสรางเอลิเมนตสามเหล่ียมไดทันที 

และยังสามารถสงตอขอมูลใหกับโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตอ่ืน ๆ เพื่อทําการวิเคราะหปญหาไดใน

หลายรูปแบบ รวมถึงการแสดงผลลัพธที่เกิดข้ึนจากการคํานวณในรูปแบบกราฟกได โดย

ประสิทธิภาพและความถูกตองของโปรแกรม FEMESH ไดรับการตรวจสอบดวยปญหาใน

เอกสารอางอิง [22] 

ภาพโดยรวมของโครงสรางการทํางานของโปรแกรม FEMESH สามารถที่จะแบง

ออกไดเปนสามสวนหลัก ๆ ดังนี้ 

1. สวนทํางานกอนการประมวลผล (Pre-processing) เปนสวนของโปรแกรมที่

ชวยในการสรางรูปรางของปญหาตางๆ เชน การวาดเสนตรงหรือเสนโคง การสรางเอลิเมนต

สามเหล่ียม หรือการกําหนดเงื่อนไขที่ขอบ (boundary constraint) เปนตน งานหลักของสวน

ทํางานกอนการประมวลผลก็คือ การทํางานดานคอมพิวเตอรชวยการออกแบบ (CAD) ซึ่ง

ประกอบดวยคําส่ังตาง ๆ มากมายที่ชวยในการสรางรูปทรงเรขาคณิต 

2. สวนการประมวลผล (Processing) ซึ่งหมายถึง สวนของโปรแกรมที่ทําการ

คํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาตาง ๆ 
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3. สวนทํางานหลังการประมวลผล (Post-processing) เปนสวนของโปรแกรมที่

ชวยในการแสดงผลลัพธที่ไดจากการคํานวณในรูปแบบกราฟก เชน การแสดงเสนชั้น (contour) 

หรือการแสดงเวกเตอรของความเร็ว (velocity vector) เปนตน นอกจากนี้การประยุกตเทคนิคการ

ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive meshing technique) เขากับปญหาเพื่อตองการให

ไดผลลัพธที่มีความแมนยํามากยิ่งข้ึน ก็จะเปนการทํางานในสวนนี้ดวยเชนกัน โดยจะนําผลลัพธที่

ไดมาทําการคํานวณขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมและทําการสรางเอลิเมนตสามเหล่ียมข้ึนมา

ใหมตอไป 
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บทที่  6 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร 

โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนเพื่อวิเคราะหปญหาการถายเทความรอน 

ปญหาความแข็งแรงในโครงสราง และปญหาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิ ดวยระเบียบวิธี   

ไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอดวยการใชหลักการของฟลักซ จะถูกนํามาตรวจสอบความ

ถูกตองกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง และผลการวิเคราะหดวยวธิีอ่ืน ๆ ดังรายละเอียดตอไปนี้ 

6.1 ตรวจสอบโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาการถายเทความรอน 

ในหัวขอนี้จะตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมวิเคราะหปญหาการถายเท

ความรอน โดยจะทําการทดสอบดวยปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรงคือ 

6.1.1 ปญหาแผนสี่เหลี่ยมที่มีการผลิตความรอนไดเอง 

ตัวอยางแรกเปนปญหาที่มีการผลิตความรอนไดเองเพียงอยางเดียว โดยมีแผน

โลหะส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาด 2 ×2 หนวย หนา 0.1 หนวย และกําหนดใหสัมประสิทธิ์การนําความรอน 

k มีคาเทากับ 1 โดยมีการผลิตความรอนไดเอง Q = 1 และอุณหภูมิตลอดขอบทั้งส่ีดาน T = 0      

ดังแสดงในรูปที่ 6.1 ซึ่งปญหาดังกลาวมีผลเฉลยแมนตรงของการกระจายอุณหภูมิบนแผนโลหะ 

[20] คือ 
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ในการวิเคราะหปญหาดวยโปรแกรมที่ประดิษฐข้ึน จะเร่ิมตนจากการสรางรูปแบบจําลองไฟไนต  

เอลิเมนตซึ่งไดแสดงไวในรูปที่ 6.2 โดยประกอบไปดวย 121 จุดตอ และ 200 เอลิเมนต จากนั้นทํา

การประยุกตเงื่อนไขขอบเขตตามที่กลาวขางตน 

รูปที่ 6.3 เปนการเปรียบเทียบอุณหภูมิในแนวแกน x ที่ตําแหนง y = 0 ที่คํานวณ

ไดจากผลเฉลยแมนตรง และจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนดวยระเบียบวิธีไฟไนต        

เอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอดวยการใชหลักการของฟลักซ (NLFB) และประดิษฐข้ึนจาก          

เอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอ (standard) สําหรับปญหาแผนส่ีเหล่ียมที่มีการผลิตความรอนได

เอง 
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รูปที่ 6.1  แผนส่ีเหล่ียมที่มกีารผลิตความรอนไดเอง 

 
 

 
รูปที่ 6.2  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาแผนส่ีเหล่ียมที่มีการผลิตความรอนไดเอง 

 

ตารางที่ 6.1 แสดงการเปรียบเทียบคาเปอรเซนตความผิดพลาดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่

ประดิษฐข้ึนดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอดวยการใชหลักการของฟลักซ 

(NLFB) และโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนจากเอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอ (standard) 

ในแนวแกน x ที่ตําแหนง y = 0 สําหรับปญหาแผนส่ีเหล่ียมที่มีการผลิตความรอนไดเอง จาก

ตารางดังกลาวพบวาคาอุณหภูมิที่คํานวณจากโปรแกรม NLFB มีคาเปอรเซนตความผิดพลาด

นอยกวาคาอุณหภูมิที่คํานวณจากโปรแกรม standard ประมาณ 4-5 เทา 
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รูปที่ 6.3  อุณหภูมิในแนวแกน x ที่ตําแหนง y = 0 สําหรับปญหาแผนสี่เหล่ียมที่มกีารผลิต 

 ความรอนไดเอง 

 

ตารางที่ 6.1 ตารางแสดงการเปรียบเทียบคาเปอรเซนตความผิดพลาดจากโปรแกรม NLFB และ

โปรแกรม standard ในแนวแกน x ที่ตําแหนง y = 0 สําหรับปญหาแผนส่ีเหล่ียมที่มีการผลิตความ

รอนไดเอง 

ตําแหนง x 
เปอรเซนตความผิดพลาด 

(%) จากโปรแกรม NLFB 

เปอรเซนตความผิดพลาด 

(%) จากโปรแกรม standard 

0.0 0.131 0.778 

0.2 0.145 0.779 

0.4 0.165 0.781 

0.6 0.147 0.772 

0.8 0.144 0.736 

1.0 0.000 0.000 

 

ผลเฉลยแมนตรง 

NLFB 

standard 

x, หนวย 

อุณหภูมิ 
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6.2 ตรวจสอบโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาของแข็ง 

ในหัวขอนี้จะตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมวิเคราะหปญหาของแข็ง โดย

จะทําการทดสอบดวยปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรงคือ 

6.2.1 ปญหาแผนโลหะสี่เหลี่ยมมีรูกลมตรงกลาง 

ตัวอยางนี้เปนแผนโลหะส่ีเหล่ียมผืนผาขนาด 30×20 in หนา 1 in มีรูกลมตรง

กลางขนาดรัศมี r = 1 in ถูกดึงตลอดขอบทั้งสองดานดวย 0σ  = 1 psi ดังรูปที่ 6.4 โดยมี

คุณสมบัติทางกลของแผนโลหะดังนี้ คาโมดูลัสของความยืดหยุน E = 30×106 psi และคา

อัตราสวนปวสซง  ν  = 0.25 ซึ่งปญหานี้สามารถนํามาใชตรวจสอบความถูกตองของผลลัพธจาก

การคํานวณได เนื่องจาก ณ ตําแหนงเหนือรูกลม (จุด A) จะมีคาความเคนในแนวแกน x สูงสุด 

[23] เทากับ 03σσ =x  

 
รูปที่ 6.4  แผนโลหะส่ีเหล่ียมมีรูกลมตรงกลาง 

เนื่องจากลักษณะของปญหามีความสมมาตร ดังนั้นสามารถใชขอบเขตในการ

คํานวณเพียง 1 ใน 4 ของแผนโลหะสี่เหล่ียมได ดังแสดงในรูปที่ 6.4 การวิเคราะหปญหาจะเร่ิม

จากการแบงขอบเขตของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ ซึ่งประกอบไปดวย 351 จุดตอ 649       

เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 6.5 จากนั้นประยุกตเงื่อนไขขอบเขตโดยกําหนดใหตลอดขอบทาง

ดานซายไมมีการเคล่ือนตัวในแกน x และกําหนดใหตลอดขอบดานลางไมมีการเคล่ือนตัวใน

แนวแกน y แลวคํานวณหาคาการเคล่ือนตัวที่เกิดข้ึน 

A 

ขอบเขตการคํานวณ 

30 in 

20
 in

 

x 

y 

0σ
r = 1 in 
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รูปที่ 6.5  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาแผนโลหะส่ีเหล่ียมมีรูกลมตรงกลาง 

ผลเฉลยแมนตรงของคาความเคนในแนวแกน x ที่จุด A สําหรับปญหาแผนโลหะ

ส่ีเหล่ียมมีรูกลมตรงกลางเทากับ 3 psi ในขณะที่ผลการคํานวณจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่

ประดิษฐข้ึนดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอดวยการใชหลักการของฟลักซ 

(NLFB) มีคา 1.977 psi และจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนจากเอลิเมนตสามเหลี่ยม

สามจุดตอ (standard) มีคา 1.801 psi 

 

6.3 ตรวจสอบโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาความเคนอันเน่ืองมาจากอุณหภูมิ 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมวิ เคราะหปญหาความเคนอัน

เนื่องมาจากอุณหภูมิ จะทําการทดสอบดวยปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง 2 ปญหาดังนี้ 

6.3.1 ปญหาแผนสี่เหลี่ยมที่มีอุณหภูมิเปลี่ยนแปลงเชิงเสนตามความยาว [24] 

ลักษณะของปญหาเปนแผนส่ีเหล่ียมขนาด 10 ×1 mm มีอุณหภูมิที่ ข้ึนกับ

ระยะทาง x ดวยความสัมพันธเชิงเสน ( ) 30 3T x x= +  โดยตลอดขอบทางซายจะมีอุณหภูมิ

เทากับ 30°C สวนตลอดขอบทางดานขวามีอุณหภูมิเทากับ 60° C ดังแสดงในรูปที่ 6.6 สวนขอบ

ทางดานซายจะไมมีการเคล่ือนที่ทางแกน x สวนคุณสมบัติทางกลของแผนส่ีเหล่ียมนี้คือ คา

โมดูลัสของความยืดหยุน E = 71,705.5 N/mm2 คาอัตราสวนปวสซง  ν  = 0.29 และสัมประสิทธิ์

การขยายตัว  α = 1.27× 10-5 mm/mm-°C 
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รูปที่ 6.6  แผนส่ีเหล่ียมที่มอุีณหภูมิเปล่ียนแปลงเชิงเสนตามความยาว 

 

ปญหานี้มีผลเฉลยแมนตรงดังนี้  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
330)(

2xxxu α  (6.2) 

โดย )(xu  คือคาการเคล่ือนตัวในแนวแกน x 

การคํานวณคาการเคล่ือนตัวบนแผนส่ีเหล่ียมดังที่แสดงขางตนโดยใชโปรแกรมที่

ไดประดิษฐข้ึนนี้ จะเร่ิมตนจากการแบงขอบเขตของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ จํานวน 205 

จุดตอ 320 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 6.7 จากนั้นทําการประยุกตเงื่อนไขขอบเขตตามที่กลาว

ขางตน และกําหนดอุณหภูมิขณะท่ีวัสดุไมมีความเคน T0 เทากับ 0°C แลวทําการคํานวณหาคา

การเคลื่อนตัวที่เกิดข้ึน 

 

 
รูปที่ 6.7  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาแผนส่ีเหล่ียมที่มีอุณหภูมิเปล่ียนแปลงเชิงเสน 

 ตามความยาว 

รูปที่ 6.8 เปนการเปรียบเทียบระยะการเคลื่อนตัวในแนวแกน x ที่คํานวณไดจาก

โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอดวยการใช

หลักการของฟลักซ (NLFB) กับผลเฉลยแมนตรง พบวามีคาความผิดพลาดเฉล่ียเทากับ 0.123% 

 

y 

x

xxT 330)( +=  30°C 

60°C 

10 mm 

1 mm ขอบเขตการคํานวณ 
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รูปที่ 6.8  คาการเคล่ือนตัวเนื่องจากความรอนในแนวแกน x สําหรับปญหาแผนส่ีเหล่ียม 

 ที่มีอุณหภูมิเปล่ียนแปลงเชิงเสนตามความยาว 

 

6.3.2 ปญหาวงแหวนที่มีอุณหภูมิเปลี่ยนแปลงตามแนวรัศมี 

ลักษณะของปญหาเปนวงแหวนที่มีรัศมีภายใน a เทากับ 100 mm รัศมีภายนอก 

b เทากับ 200 mm และวงแหวนมีอุณหภูมิเปนความสัมพันธเชิงเสนตรงกับรัศมี r ดังนี้ 

rrT 4.0110)( −=  (6.3) 

โดยอุณหภูมิตลอดขอบดานนอกเทากับ 30°C และขอบดานในเทากับ 70°C ดังแสดงในรูปที่ 6.9 

โดยที่คาสัมประสิทธิ์ทางกลของวงแหวนคือ คาโมดูลัสของความยืดหยุน E = 71,705.5 N/mm2 

คาอัตราสวนปวสซง   ν = 0.29 สัมประสิทธิ์การขยายตัว α = 1.27×10-5 mm/mm-°C และมี

อุณหภูมิที่วัสดุไมมีความเคน T0 เทากับ 0°C 

ปญหานี้สามารถหาผลเฉลยแมนตรงสําหรับกรณีความเคนในระนาบดังนี้ [24] 

( )( ) ( ) ( )( )
3 3

2 3 3 2 2
2 2

0.4( ) 110 1 1 1
3

b au r r r a r a
r b a
α ν ν ν−⎛ ⎛ ⎞⎞= − + − + − + +⎜ ⎜ ⎟⎟−⎝ ⎝ ⎠⎠

 

  (6.4) 

x, mm 

u(x), mm 

ผลเฉลยแมนตรง 

NLFB 
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⎠
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⎜
⎝
⎛ +
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−

−+= 22
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33
33

2
2

3
4.0)( ar

ab
abar

r
Er ασθ  (6.6) 

โดย )(ru  คือคาการเคล่ือนตัวในแนวรัศมี 

 

 
รูปที่ 6.9  วงแหวนทีม่ีอุณหภูมิเปล่ียนแปลงตามแนวรัศมี 

 

เนื่องจากลักษณะของปญหามีความสมมาตร ดังนั้นสามารถใชขอบเขตในการ

คํานวณเพียง 1 ใน 4 ของวงแหวนได ดังแสดงในรูปที่ 6.9 การวิเคราะหปญหาเร่ิมจากการแบง

ขอบเขตของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ ซึ่งประกอบไปดวย 884 จุดตอ 1,666 เอลิเมนต       

ดังแสดงในรูปที่ 6.10 จากนั้นประยุกตเงื่อนไขขอบเขตโดยกําหนดใหตลอดขอบดานลางไมมีการ

เคล่ือนตัวในแนวแกน y และตลอดขอบทางดานซายกําหนดใหไมมีการเคลื่อนตัวในแกน x รวมทั้ง

กําหนดอุณหภูมิ )(rT  ตลอดทั้งขอบเขตการคํานวณ แลวทําการคํานวณหาคาการเคล่ือนตัวที่

เกิดข้ึน 

คาการเคล่ือนตัวในแนวรัศมี คาความเคนในแนวรัศมี และคาความเคนในแนว θ  

ที่คํานวณไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุด

ตอดวยการใชหลักการของฟลักซ (NLFB) ไดนํามาแสดงเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงจาก

สมการ (6.4) – (6.6) ดังแสดงในรูปที่ 6.11 – 6.13 ซึ่งมีคาความผิดพลาดเฉล่ียเทากับ 0.018%, 

8.089% และ 2.263% ตามลําดับ 

 70°C 

30°C 

ab

ขอบเขตการคํานวณ 

θ 

r 
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รูปที่ 6.10  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาวงแหวนท่ีมีอุณหภูมิเปล่ียนแปลงตามแนวรัศมี 
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รูปที่ 6.11  การเปล่ียนแปลงของคาการเคลื่อนตัวตามทศิทางรัศม ีในแนวมุม  θ  เทากบั 0 

r, mm 

u(r), mm 

ผลเฉลยแมนตรง 

NLFB 
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รูปที่ 6.12  ความเคนในแนวรัศมี  rσ  ตามทิศทางรัศมีที่มีแนวมุม  θ  เทากับ 0 
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รูปที่ 6.13  ความเคนในทิศ  θ , θσ  ตามทิศทางรัศมีที่มีแนวมุม  θ  เทากบั 0 

 

r, mm 

)(rθσ , N/mm2 

ผลเฉลยแมนตรง 

NLFB 

r, mm 

)(rrσ , N/mm2 

ผลเฉลยแมนตรง 

NLFB 
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6.4 ตัวอยางการวิเคราะหปญหาดวยเทคนิคการปรับเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

ในหัวขอนี้จะแสดงตัวอยางการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย

อัตโนมัติกับปญหาตาง ๆ ซึ่งสามารถกระทําไดโดยการผนวกเทคนิคดังกลาวเขากับโปรแกรม 

NLFB วิธีการทดสอบจะเลือกใชปญหาการถายเทความรอน ปญหาของแข็ง และปญหาความเคน

อันเนื่องมาจากอุณหภูมิ รวมทั้งส้ิน 3 ปญหา โดยมีรายละเอียดดังนี้ 

6.4.1 ปญหาแผนสี่เหลี่ยมจัตุรัสภายใตกรวยของเกรเดียนทความรอน 

ตัวอยางนี้เปนปญหาที่มีการผลิตความรอนในรูปของเกรเดียนทความรอนส่ีกรวย

ภายในพ้ืนที่รูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาด 1× 1 หนวย ดังแสดงรายละเอียดในรูปที่ 6.14 โดยมีอุณหภูมิ

ตลอดขอบทั้งส่ีดาน T = 0 และมีการผลิตความรอนในรูปของเกรเดียนทความรอน Q เปนฟงกชัน

ของพิกัด x และ y คือ 

( )
( ) ( ) 075.0;

075.0;
sin10cos10

0
,

12 ≤
>

⎩
⎨
⎧

+
=

− B
B

ABABABA
yxQ  (6.7) 

โดย 075.0π=A  และ ( ) ( )22 25.025.0 −+−= yxB  

 

 

รูปที่ 6.14  ปญหาแผนส่ีเหล่ียมจัตุรัสภายใตกรวยของเกรเดียนทความรอน 

1 หนวย 

1 
หน
วย

 

x 

y 

ขอบเขตการคํานวณ 

R = 0.075 s 
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ปญหานี้มีผลเฉลยแมนตรงของลักษณะการกระจายของอุณหภูมิ [25] ดังนี้ 

( )
( )[ ] 075.0;

075.0;
075.0/cos110

0
,

≤
>

⎩
⎨
⎧

+
=

B
B

B
yxT

π
 (6.8) 

ในการวิเคราะหปญหา จะเร่ิมตนจากการสรางรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตซึ่งไดแสดงไวในรูปที่ 

6.15ก โดยประกอบไปดวย 865 จุดตอ และ 1,648 เอลิเมนต จากนั้นทําการประยุกตเงื่อนไข

ขอบเขตตามที่กลาวขางตน จากน้ันทําการวิเคราะหปญหาโดยใชรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต

ในรูปที่ 6.15ก ซึ่งผลการกระจายตัวของอุณหภูมิโดยใชแบบจําลองดังกลาวไดแสดงในรูปที่ 6.15ข  

   
 (ก) (ข) 

รูปที่ 6.15  ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาแผนส่ีเหล่ียมจัตุรัสภายใตกรวยของ 

 เกรเดียนทความรอน 

 ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิสําหรับแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตน 

จากนั้นนําผลลัพธที่ไดไปทําการปรับขนาดเอลิเมนต โดยแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของการปรับ

ขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 นี้ไดแสดงในรูปที่ 6.16ก ซึ่งประกอบไปดวย 1,495 จุดตอ 2,908 เอลิเมนต 

และผลลัพธจากรูปแบบจําลองนี้ไดแสดงในรูปที่ 6.16ข ซึ่งจะเห็นไดวามีการวางตัวของเอลิเมนต

ในบริเวณกรวยของเกรเดียนทความรอนทั้งส่ี  
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 (ก) (ข) 

รูปที่ 6.16  ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที ่1 

 ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิที่คํานวณได 

และเมื่อทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 จะไดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 

6.17ก ซึ่งประกอบไปดวย 2,389 จุดตอ 4,708 เอลิเมนต และผลลัพธจากรูปแบบจําลองนี้ไดแสดง

ในรูปที่ 6.17ข ซ่ึงไดผลลัพธที่มีความถูกตองมากยิ่งข้ึน 

   
 (ก) (ข) 

รูปที่ 6.17  ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที ่2 

 ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิที่คํานวณได 
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จากนั้นจึงปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังสุดทาย ซึ่งทําใหไดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตดังแสดงในรูป

ที่ 6.18ก ซึ่งประกอบไปดวย 3,733 จุดตอ 7,375 เอลิเมนต และผลลัพธจากรูปแบบจําลองนี้ได

แสดงในรูปที่ 6.18ข ผลลัพธที่ไดมีความถูกตองอยางมากเมื่อเทียบกับการใชเอลิเมนตเร่ิมตน 

 

   
 (ก) (ข) 

รูปที่ 6.18  ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังสุดทาย 

 ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิที่คํานวณได 

 

นําผลเฉลยที่คํานวณไดจากรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้งส่ีรูปแบบมาพล็อต

อีกคร้ังในรูปแบบสามมิติดังแสดงในรูปที่ 6.19 โดยเรียงลําดับจากรูปแบบจําลองเร่ิมตน                 

รูปแบบจําลองจากการปรับขนาดคร้ังที่ 1 รูปแบบจําลองจากการปรับขนาดคร้ังที่ 2 และ                   

รูปแบบจําลองจากการปรับขนาดคร้ังสุดทาย จากแบบจําลองสามมิติดังกลาวพบวาการกระจาย

ตัวของอุณหภูมิบริเวณฐานของกรวยมีลักษณะการสั่นของผลเฉลยและมีการหักของยอดกรวยทัง้ส่ี 

โดยเฉพาะอยางยิ่งจากรูปแบบจําลองเร่ิมตนในรูปที่ 6.19ก และจากแบบจําลองจากการปรับ

ขนาดคร้ังที่ 1 จากนั้นการส่ันของผลเฉลยบริเวณฐานของกรวยมีแนวโนมลดลงและความสมบูรณ

ของยอดกรวยเพิ่มข้ึนเมื่อจํานวนเอลิเมนตที่อยูโดยรอบของกรวยมีจํานวนเพิ่มข้ึนจากการปรับ

ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
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(ก) 

 

 

(ข) 
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(ค) 

 

 

(ง) 

รูปที่ 6.19  ก) การกระจายตัวของอุณหภูมใินรูปแบบสามมิติสําหรับแบบจําลองเร่ิมตน 

 ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิสําหรับแบบจําลองจากการปรับขนาดคร้ังที่ 1 

 ค) การกระจายตัวของอุณหภูมิสําหรับแบบจําลองจากการปรับขนาดคร้ังที่ 2 

 ง) การกระจายตัวของอุณหภูมิสําหรับแบบจําลองจากการปรับขนาดคร้ังสุดทาย 
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รูปที่ 6.20 แสดงผลการเปรียบเทียบคาอุณหภูมิในแนวแกน r ที่คํานวณไดจาก

โปรแกรม NLFB ซึ่งจะเห็นไดวาผลลัพธที่ไดหลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตแลวมีคาใกลเคียง

กับผลเฉลยแมนตรงมาก 
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รูปที่ 6.20  การเปรียบเทียบผลลัพธจากการคํานวณโดยใชรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนและ 

 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตทีท่าํการปรับขนาดกับผลเฉลยแมนตรง 

 

6.4.2 ปญหาแผนโลหะสี่เหลี่ยมมีรูกลมตรงกลาง 

ในตัวอยางนี้เปนการทดสอบเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติกับ

ปญหาแผนโลหะสี่เหล่ียมมีรูกลมตรงกลาง โดยมีรายละเอียดและลักษณะของปญหาแสดงใน

หัวขอ 6.2.1 ซึ่งการปรับขนาดเอลิเมนตเร่ิมตนจากการนําผลลัพธที่ไดจากหัวขอ 6.2.1 ไปทําการ

ปรับขนาด โดยแบบจําลองของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 นี้ประกอบดวย 209 จุดตอ 368     

เอลิเมนต แบบจําลองของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 ประกอบดวย 187 จุดตอ 236 เอลิเมนต 

แบบจําลองของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 3 ประกอบดวย 412 จุดตอ 755 เอลิเมนต และ

แบบจําลองของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 4 ประกอบดวย 490 จุดตอ 901 เอลิเมนต ไดแสดง

ในรูปที่ 6.21ก – 6.21ง ผลลัพธจากการคํานวณ (คาความเคนในแนวแกน x ที่จุด A) โดยการปรับ

ขนาดเอลิเมนตในแตละคร้ังจะถูกเปรียบเทียบคาเปอรเซนตความผิดพลาดดังแสดงในตารางที่ 6.2 

Exact 

Adaptive Mesh 

Initial Mesh 

อุณหภูมิ 

s, หนวย 
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(ก) (ข) 

 
(ค) (ง) 

 รูปที่ 6.21 ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 

  ข) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 

  ค) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 3 

  ง) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 4 

ตารางที่ 6.2 ตารางแสดงคาความเคนในแนวแกน x ที่จุด A และการเปรียบเทียบคาเปอรเซนต

ความผิดพลาดจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 – 4 สําหรับปญหาแผนโลหะสี่เหล่ียมมีรูกลม

ตรงกลาง 

จุด A 
คาความเคนในแนวแกน x 

(psi) 

เปอรเซนตความผิดพลาด 

(%) 

ปรับขนาดคร้ังที่ 1 1.966  34.47 

ปรับขนาดคร้ังที่ 2 2.378  20.73 

ปรับขนาดคร้ังที่ 3 2.708    9.73 

ปรับขนาดคร้ังที่ 4 2.898    3.40 



62 

 

6.4.3 ปญหาวงแหวนที่มีอุณหภูมิเปลี่ยนแปลงตามแนวรัศมี 

ตัวอยางสุดทายนี้เปนการทดสอบเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติกับ

ปญหาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิ โดยเลือกใชปญหาวงแหวนที่มีอุณหภูมิเปล่ียนแปลง

ตามแนวรัศมี ซึ่งมีรายละเอียดและลักษณะของปญหาแสดงในหัวขอ 6.3.2 การปรับขนาด                

เอลิเมนตเร่ิมตนจากการนําผลลัพธที่ไดจากหัวขอ 6.3.2 ไปทําการปรับขนาดเอลิเมนต โดย

แบบจําลองของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 นี้ประกอบดวย 1,470 จุดตอ 2,815 เอลิเมนต 

แบบจําลองของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 ประกอบดวย 2,008 จุดตอ 3,878 เอลิเมนต ได

แสดงในรูปที่ 6.22ก - 6.22ข ภายหลังจากการคํานวณผลลัพธ (คาการเคล่ือนตัวตามทิศทางรัศมี 

ความเคนในแนวรัศมี และความเคนในทิศ  θ ในแนวมุม  θ เทากับ 0) และคาเปอรเซนตความ

ผิดพลาดเฉลี่ยโดยการการปรับขนาดเอลิเมนตทั้งสองคร้ัง ผลทั้งหมดที่ไดจะถูกนําไปเปรียบเทียบ

กับผลลัพธที่ไดจากแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตน โดยจะนําความเคนในแนวรัศมีแสดงในรูป

ที่ 6.23 และคาเปอรเซนตความผิดพลาดเฉล่ียของผลลัพธทั้งหมดจะแสดงในตารางที่ 6.3 

 

   
 (ก) (ข) 

รูปที่ 6.22  ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที ่1 

 ข) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 
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รูปที่ 6.23  การเปรียบเทียบความเคนในแนวรัศมี  rσ  ที่มีแนวมุมθ  เทากบั 0 ระหวาง 

 ผลเฉลยแมนตรง รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตน รูปแบบปรับขนาดคร้ังที่ 1  

 และรูปแบบปรับขนาดคร้ังที ่2 

ตารางที่ 6.3  ตารางแสดงการเปรียบเทียบคาเปอรเซนตความผิดพลาดของผลลัพธ (คาการเคล่ือน

ตัวตามทิศทางรัศมี ความเคนในแนวรัศมี และความเคนในทิศ  θ ในแนวมุม θ  เทากับ 0) จาก

รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตน และรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาด        

เอลิเมนตคร้ังที่ 1 และ 2 

แนวมุม θ เทากับ 0 
แบบจําลอง

เร่ิมตน 

แบบจําลอง 

การปรับคร้ังที ่1 

แบบจําลอง 

การปรับคร้ังที ่2 

เปอรเซนตความผิดพลาด 

ของคาการเคล่ือนตัว (%) 
0.018 0.018 0.023 

เปอรเซนตความผิดพลาด 

ของความเคนในแนวรัศม ี(%) 
8.089 7.604 1.398 

เปอรเซนตความผิดพลาด 

ของความเคนในทิศ θ (%) 
2.263 3.167 2.410 

 

r, mm 

)(rrσ , N/mm2 

Exact 
Initial Mesh 
1st  Adaptive Mesh 
2nd Adaptive Mesh 
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บทที่  7 

การคะเนความคลาดเคลื่อนแบบโพสเทอริออริ 

การคะเนความคลาดเคล่ือนถูกนํามาใชโดยมีวัตถุประสงคเพื่อใหวิธีการปรับ

ขนาดเอลิเมนตนั้นมีความถูกตองแมนยํามากยิ่งข้ึน โดยเร่ิมตนจากการตรวจหาเอลิเมนตที่มีความ

คลาดเคลื่อนสูงที่สุด แลวจึงแบงแยกความคลาดเคล่ือนนี้ใหนอยลงจนอยูภายใตขอบเขตที่ยอมรับ

ได ในการวิเคราะหปญหาบางปญหาอาจมีการปรับขนาดเอลิเมนตหลายคร้ังซ่ึงจําเปนตองใช

ความชํานาญของผูวิเคราะหปญหาเพื่อยุติการปรับขนาดเอลิเมนต ดังนั้นการคะเนความ

คลาดเคล่ือนจึงสามารถนํามาใชในอีกวัตถุประสงคเพื่อเปนดัชนีชี้วัดการยุติการปรับขนาด           

เอลิเมนตนั่นเอง ในบทนี้จึงเร่ิมตนจากการอธิบายความหมาย นิยาม และที่มาการคะเนของความ

คลาดเคล่ือน จากนั้นจะอธิบายรายละเอียดของการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ 

และสุดทายจะนําไปสูการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับการคะเนความคลาดเคล่ือน

แบบโพสเทอริออริ และดัชนีชี้วัดความคลาดเคล่ือน 

 
7.1 ตัวชี้วัดความคลาดเคลื่อน (Error Indicator) 

คาความคลาดเคล่ือนในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต [3] ถูกนิยามวา “ผลตาง

ระหวางผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยโดยประมาณจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต” 

คาความคลาดเคลื่อน  ( ) ( ) ( )yxTyxTyxE FE ,,, −==  (7.1) 

โดย ( )yxT ,  แทน ผลเฉลยแมนตรง 

 ( )yxTFE ,  แทน ผลเฉลยโดยประมาณจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

ซึ่งคาความคลาดเคล่ือนนี้จะแปรเปล่ียนไปบนโดเมนของปญหา ดังนั้นการที่จะวัดความคลาด 

เคล่ือนโดยรวม (global error) ที่ลดลงเนื่องจากการปรับขนาดเอลิเมนต จึงใชนอรมของความ

คลาดเคลื่อน (norm of the error), E , เปนตัวชี้วัด ซึ่งนอรมที่ใชอยางกวางขวางก็คือ แอลทู, 

2L , โดยนอรมดังกลาวจะทําการวัดคาความคลาดเคล่ือนรากที่สองของกําลังสองเฉล่ีย (root-

mean-square error) บนโดเมน 

แอลทูนอรม  
21

2
2 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Ω== ∫

Ω

dEE L  (7.2) 

แตคาความคลาดเคล่ือนที่วัดไดจากแอลทูนอรมนั้นจําเปนที่จะตองทราบคาผลเฉลยแมนตรงดัง

เห็นไดจากสมการ (7.1) ซึ่งอันที่จริงแลวสําหรับปญหาทั่ว ๆ ไปผลเฉลยแมนตรงนั้นไมสามารถ
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ทราบคาได อีกทั้งความคลาดเคล่ือนที่วัดไดนั้นเปนความคลาดเคลื่อนโดยรวมซ่ึงในความเปนจริง

แลวความคลาดเคล่ือนที่ตองการก็คือความคลาดเคล่ือนเฉพาะที่ (local error) ที่อยูในระดับของ

เอลิเมนต เพราะสามารถแสดงใหเห็นถึงบริเวณที่มีการเปล่ียนแปลงเกรเดียนทอยางสูงได 

หากพิจารณาเอลิเมนตหนึ่งมิติที่มีความยาว h ซึ่งประกอบดวยจุดตอ i และ i+1 

สําหรับปญหาการถายเทความรอนในหนึ่งมิติดังแสดงในรูปที่ 7.1 โดยใชอนุกรมเทเลอร (Taylor 

series) คาความคลาดเคล่ือนที่จุด x  ใด ๆ บนเอลิเมนตสามารถเขียนอยูในรูป 

( ) ( ) ( ) ( ) …+−+−+= 2

2

2

2
1 xx

xd
Edxx

xd
EdxExE

xx

 (7.3) 

 

 

i i+1 M 
h 

x 

T ผลเฉลยแมนตรง 

ผลเฉลย

ไฟไนตเอลิเมนต

( )MxE

 

รูปที่ 7.1  ความคลาดเคล่ือนจากการประมาณภายในสําหรับปญหาการถายเทความรอนหนึ่งมิติ 

จากสมการ (7.3) แทนจุด x  ดวยจุด Mx  ซึ่งเปนจุดที่มีคาความคลาดเคล่ือนสูงสุด จะได 

( ) 0=Mx
xd
Ed   (7.4) 

เมื่อละทิ้งพจนอนุพันธที่มีอันดับสูง จะกอใหเกิดคาของพจนอนุพันธอันดับสองโดยประมาณของ

สมการ (7.3) คือ 

( ) ( ) ( )2

2

2

2
1

M
x

M xx
xd
EdxExE

M

−+=  (7.5) 

สมมุติใหผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีคาแมนตรงที่จุดตอทั้งสอง ซึ่ง

จะได ( ) ( ) 01 == +ii xExE  ดังนั้นที่จุดตอ ix  สามารถเขียนสมการ (7.5) ไดเปน 
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( ) ( )2

2

2

2
10 Mi

x
M xx

xd
EdxE

M

−+=   

หรือ ( ) ( )2

2

2

2
1

Mi
x

M xx
xd
EdxE

M

−−=  (7.6) 

เชนเดียวกับที่จุดตอ 1+ix  สามารถเขียนสมการ (7.5) ไดเปน 

( ) ( )2
12

2

2
1

Mi
x

M xx
xd
EdxE

M

−−= +  (7.7) 

จากการแกสมการ (7.6) และ (7.7) จะได 

21
hxx Mi <−+  หรือ 

2
hxx Mi <−  (7.8) 

ดังนั้นคาความคลาดเคล่ือนจะมีคา 

2
2

2

8
1 h

xd
EdE

Mx

≤   (7.9) 

และเนื่องจากคาความคลาดเคล่ือนนั้นข้ึนอยูกับผลเฉลยแมนตรงที่ไมทราบคา ดังนั้นคาอนุพันธ

อันดับที่สองจึงไมสามารถคํานวณไดเชนกัน แตอยางไรก็ตามคาอนุพันธนั้นสามารถประมาณดวย 

[3] 

( )e

FE

x xd
Td

xd
Ed

M
2

2

2

2
=   (7.10) 

คาความคลาดเคล่ือนตามสมการ (7.9) จึงเขียนอยูในรูปแบบของเอลิเมนตไดดังนี้ 

( )
( )

2
2

2

8
1 h

xd
TdE

e

FE
e ≤   (7.11) 

ซึ่งสมการ (7.11) นี้ก็คือตัวช้ีวัดความคลาดเคล่ือน และในทํานองเดียวกันกับปญหาสองมิติ 

ตัวช้ีวัดความคลาดเคล่ือนจะอยูในรูป 

( )
2

2

22

2

2
2

8
1 h

yd
Td

ydxd
Td

xd
TdE FEFEFE

e ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++≤  (7.12) 

โดย h  แทน มิติของเอลิเมนตคุณลักษณะเฉพาะ (characteristic element dimension) 

หากเปรียบเทียบสมการ (5.1) และ (7.11) จะพบวาสมการทั้งสองมีลักษณะ

เดียวกันก็เพราะวาหลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติก็คือ การกระจายคา

ความคลาดเคลื่อนเฉพาะที่ใหมีความสม่ําเสมอตลอดโดเมนดังอธิบายในบทที่ 5 
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การพิจารณาคาความคลาดเคล่ือนในปญหาของแข็งก็มีหลักการเชนเดียวกัน นั่นคือ 

คาความคลาดเคลื่อน  =  uue ˆ−=  (7.13) 

โดย u  แทน ระยะการเคลื่อนตัวแมนตรง 

 û  แทน ระยะการเคลื่อนตัวโดยประมาณ 

ในทํานองเดียวกัน หากสนใจคาความคลาดเคล่ือนในพจนของความเครียดหรือความเคน ก็

สามารถแสดงอยูในรูปดังนี้ 

εεε ˆ−=e   (7.14) 

σσσ ˆ−=e   (7.15) 

โดย ε  แทน ความเครียดแมนตรง 

 ε̂  แทน ความเครียดโดยประมาณ 

 σ  แทน ความเคนแมนตรง 

 σ̂  แทน ความเคนโดยประมาณ 

 
7.2 การคะเนความคลาดเคลือ่นแบบโพสเทอริออริ 

การคะเนความคลาดเคล่ือนแบบคลาสสิก (a-prior error estimation) นั้นใช

กระบวนการทางคณิตศาสตรเพื่อคํานวณหาความคลาดเคล่ือน ซึ่งกระบวนการทางคณิตศาสตรนี้

จําเปนตองกําหนดลักษณะเฉพาะของปญหา เชน คาสัมประสิทธิ์ในสมการเชิงอนุพันธ เงื่อนไข

ขอบเขต เงื่อนไขเร่ิมตน ลักษณะและขนาดของเมช (mesh) ความราบเรียบของผลเฉลย 

(smoothness) ดีกรีโพลิโนเมียลที่มิติ (space) เปนฟงกชันตอเนื่อง เปนตน แลวจึงคํานวณดวยวิธี

ทางคณิตศาสตรทําใหสามารถที่จะคะเนความคลาดเคล่ือนกอนที่จะไดผลเฉลยจากระเบียบวิธี   

ไฟไนตเอลิเมนต แตเมื่อลักษณะเฉพาะของปญหามีการเปลี่ยนแปลงก็จําเปนที่จะตองวิเคราะห

ปญหาน้ันใหม โดยเฉพาะอยางยิ่งการวิเคราะหปญหาบนเมชที่สามารถปรับขนาดเอลิเมนตไดก็

จําเปนที่จะวิเคราะหซ้ําหลายคร้ัง ทําใหสิ้นเปลืองเวลาและทรัพยากรการคํานวณจํานวนมาก จึงมี

ความจําเปนตองหากระบวนการใหมที่สะดวกกวาการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบคลาสสิก 

กระบวนการใหมที่วานี้คือการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ (a-posteriori error 

estimation) ซึ่งเปนการคะเนความคลาดเคล่ือนภายหลังจากที่ไดผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนต   

เอลิเมนต ดวยเหตุที่ลักษณะเฉพาะของปญหาถูกกําหนดไวแลวในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตทํา

ใหการคํานวณความคลาดเคล่ือนหลังจากท่ีไดผลเฉลยนั้นมีความสอดคลองกับระเบียบวิธีไฟไนต

เอลิเมนต กระบวนการนี้จะสรางคาประมาณอันดับสูงซ่ึงไดมาจากผลเฉลยของระเบยีบวิธีไฟไนต
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เอลิเมนต เพื่อทําการคะเนความคลาดเคล่ือนโดยการแทนคาดังกลาวลงในผลเฉลยแมนตรง [8, 9] 

ดังเชนการแทนคาประมาณอันดับสูงลงในสมการ (7.1) คาความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ

สามารถเขียนไดเปน 

( ) ( ) ( )yxTyxTyxE FE ,,, −≈ ∗  (7.16) 

โดย ( )yxT ,∗  แทน ผลเฉลยโดยประมาณอันดับสูงจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

ประสิทธิภาพของตัวชี้วัดความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริสามารถพิจารณา

ไดจากดัชนีชี้วัดความคลาดเคล่ือน 2 คา ซึ่งไดแก 

(ก) ดัชนีแสดงผล (effectivity index) ซึ่งเปนสัดสวนระหวางคาความคลาด 

เคล่ือนแบบโพสเทอริออริกับคาความคลาดเคล่ือนแทจริง นั่นคือ 

E

Eo

=θ   (7.17) 

(ข) เปอร เซนตความคลาดเคลื่อนแบบโพสเทอริออริสัมพัทธ  (relative 

percentage of posteriori error) สามารถเขียนอยูในรูป 

( )
%100

2122o

2o

o ×
+

=
FETE

E
η  (7.18) 

โดย Eo  แทน คาความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ 

 
7.3 การคะเนความคลาดเคลือ่นดวยการใชหลักการของฟลกัซ 

ตัวชี้วัดความคลาดเคล่ือนดวยการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริซึ่ง

อธิบายไวในหัวขอ 7.1 และ 7.2 นั้นไดจากการหาผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลย

โดยประมาณอันดับสูงจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต แตในวิทยานิพนธเลมนี้จะนําเสนอตัวชี้วดั

ความคลาดเคลื่อนซ่ึงคํานวณจากผลตางระหวางผลเฉลยโดยประมาณดวยการใชหลักการของ  

ฟลักซและผลเฉลยโดยประมาณแบบด้ังเดิม ทั้งนี้เนื่องมาจากการศึกษาระเบียบวิธีไฟไนต            

เอลิเมนตแบบด้ังเดิมและระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซดังที่อธิบายใน

บทที่ 3 พบวา ลักษณะการกระจายของฟลักซที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบด้ังเดิมจะมี

ลักษณะไมตอเนื่องระหวางเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 7.2 แตจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวย

การใชหลักการของฟลักซนั้นจะใหลักษณะการกระจายของฟลักซที่มีลักษณะตอเนื่องซึ่งแสดงดวย

รูปที่ 7.3 
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รูปที่ 7.2  ลักษณะการกระจายของฟลักซที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบดั้งเดิม 

 

 
รูปที่ 7.3  ลักษณะการกระจายของฟลักซที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการ

ของฟลักซ 

 

7.3.1 ความคลาดเคลื่อนที่คํานวณจากผลตางของฟลักซ 

ความคลาดเคล่ือนโดยประมาณดังที่กลาวมาขางตนสามารถเขียนในรูปสมการ

ไดดังนี้ 
STFB

g gge −=  (7.19) 

โดย ge  แทน ความคลาดเคล่ือนโดยประมาณที่คํานวณจากผลตางของฟลักซ 

 FBg  แทน ฟลักซซึ่งคํานวณดวยการใชหลักการของฟลักซ 

 STg  แทน ฟลักซซึ่งคํานวณดวยระเบียบวธิีแบบดั้งเดิม 

จากนั้นจึงประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางเขากับสมการ (7.19) สมการจะอยูในรูปดังนี้ 

{ }( ) 0Ω
Ω

=−∫ dggN STFB  (7.20ก) 
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หรือ { }( ) { }( )∫∫ =
ΩΩ

ΩΩ dgNdgN STFB  (7.20ข) 

แทนลักษณะการกระจายของฟลักซสําหรับเอลิเมนตดังสมการ (3.27) ลงในพจนทางดานซายของ

สมการ (7.20ข) จะได 

{ } ⎣ ⎦{ }( ) { } { }∫∫ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

−=
ΩΩ

ΩΩ dU
x
NcNdgNN

i

FB  (7.21) 

โดย { }FBg  แทน เวกเตอรของฟลักซที่ตําแหนงจุดตอซ่ึงคํานวณดวยการใชหลักการของฟลักซ 

 { }U  แทน ตัวแปรปฐมภูมิ 

 c  แทน คุณสมบัติของวัสดุ 

จัดรูปใหมจะไดสมการไฟไนตเอลิเมนตที่อยูในรูปของฟลักซที่ตําแหนงจุดตอดังแสดง 

[ ]{ } [ ]{ }UGcgM FB −=  (7.22) 

โดย [ ] { }⎣ ⎦∫=
Ω

ΩdNNM  (7.23ก) 

[ ] { }∫ ⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

=
Ω

Ωd
x
NNG

i

 (7.23ข) 

สมการไฟไนตเอลิเมนตในสมการ (7.22) สําหรับการวิเคราะหปญหาการถายเท

ความรอนและปญหาความแข็งแรงของโครงสราง มีลักษณะดังนี้ 

[ ]{ } [ ]{ }TGkqM FB −=  สําหรับปญหาการถายเทความรอน (7.24ก) 

[ ]{ } [ ]{ }δσ GM FB =  สําหรับปญหาความแข็งแรงของโครงสราง (7.24ข) 

 
7.3.2 คาแอลทูนอรม 

2

FE
g L

e สําหรับความคลาดเคลื่อนโดยประมาณ 

คากําลังสองของแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนโดยประมาณที่คํานวณ

จากผลตางของฟลักซดังสมการ (7.19) จะอยูในรูปสมการดังนี้  

( )∫
Ω

Ω−= dgge STFB
L

FE
g

22

2
 (7.25) 

แทนลักษณะการกระจายของฟลักซสําหรับเอลิเมนตเขากับสมการ (7.25) จะไดสมการไฟไนต       

เอลิเมนตสําหรับคากําลังสองของแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนโดยประมาณดังนี้ 

 ⎣ ⎦{ } { }∫
Ω

Ω⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

−−= dU
x
NcgNe

i

FB
L

FE
g

2
2

2
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 ⎣ ⎦{ } { }∫
Ω

Ω⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

+= dU
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FE
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 ⎣ ⎦{ } { } ⎣ ⎦{ } { }∫
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⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
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∂
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∂
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FB
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FE
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2
 

 ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ }UKUcUGgcgMge FBFBFB
L

FE
g

2
2 2

2
++=  (7.26) 

โดย [ ] ∫ ⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

=
Ω

Ωd
x
N

x
NK

ii

 (7.27) 

 

 ดังนั้นคากําลังสองของแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนโดยประมาณใน

สมการ (7.26) สําหรับการวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนและปญหาความแข็งแรงของ

โครงสราง มีลักษณะดังนี้ 

 สําหรับปญหาการถายเทความรอน 

⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ }TKTkTGqkqMqe FBFBFB
L

FE
g

2
2 2

2
++=  (7.28ก) 

 สําหรับปญหาความแข็งแรงของโครงสราง 

⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ }δδδσσσ KGMe FBFBFB
L

FE
g +−= 22

2
  (7.28ข) 

คาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนโดยประมาณจึงคํานวณไดจาก 

 
2

1
2

2 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= ∑ d

element
L

FE
gg

FE
g Aee  (7.29) 

โดย dA  แทน พื้นที่โดเมนรวม 

 
7.3.3 คาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคลื่อนแมนตรง 

ในกรณีที่ปญหานั้น ๆ มีผลเฉลยแมนตรง คาความคลาดเคล่ือนก็สามารถ

พิจารณาไดจากผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยโดยประมาณ ทั้งจากระเบียบวิธี       

ไฟไนตเอลิเมนตแบบด้ังเดิมและระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ นั่นคือ 

FBEXFB
g gge −=  (7.30ก) 

และ STEXST
g gge −=  (7.30ข) 
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โดย FB
ge  แทน ความคลาดเคล่ือนที่คํานวณจากผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลย

  โดยประมาณจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ 

 ST
ge  แทน ความคลาดเคล่ือนที่คํานวณจากผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลย

  โดยประมาณจากระเบียบวธิีไฟไนตเอลิเมนตแบบด้ังเดิม 

 EXg  แทน ฟลักซซึ่งคํานวณจากผลเฉลยแมนตรง 

 คาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนที่คํานวณจากผลตางระหวางผลเฉลย

แมนตรงและผลเฉลยโดยประมาณทั้งสองวิธีสามารถคํานวณไดเชนเดียวกับข้ันตอนในหัวขอ 

7.3.2 โดยเร่ิมจากการแทนคาสมการ (7.30ก) และ (7.30ข) ลงในพจนทางขวามือของสมการ 

(7.25) จะได 

( )∫
Ω

Ω−= dgge FBEX
L

FB
g

22

2
 (7.31ก) 

และ ( )∫
Ω

Ω−= dgge STEX
L

ST
g

22

2
 (7.31ข) 

โดย 2

2L
FB
ge  แทน คากําลังสองของแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคลื่อนที่คํานวณจาก

ผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยโดยประมาณจากระเบียบวิธี      

ไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ 

 2

2L
ST
ge  แทน คากําลังสองของแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคลื่อนที่คํานวณจาก

ผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยโดยประมาณจากระเบียบวิธี      

ไฟไนตเอลิเมนตแบบด้ังเดิม 

จากนั้นจึงแทนลักษณะการกระจายของฟลักซสําหรับเอลิเมนตเขากับสมการ (7.31ก) และ 

(7.31ข) จะไดสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับคากําลังสองของแอลทูนอรมสําหรับความ

คลาดเคลื่อนทั้งสองดังนี้ 

 ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ }FBFBFBEXEXEX
L

FB
g gMggMggMge +−= 22

2
 (7.32ก) 

 ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ }UKUcUGgcgMge EXEXEX
L

ST
g

2
2 2

2
++=  (7.32ข) 

ดังนั้นคากําลังสองของแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคลื่อนที่คํานวณจากผลตางระหวางผล

เฉลยแมนตรงและผลเฉลยโดยประมาณในสมการ (7.32ก) และ (7.32ข) สําหรับการวิเคราะห

ปญหาการถายเทความรอนและปญหาความแข็งแรงของโครงสรางมีลักษณะดังนี้ 
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 สําหรับปญหาการถายเทความรอน 

 ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ }FBFBFBEXEXEX
L

FB
g qMqqMqqMqe +−= 22

2
 (7.33ก) 

 ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ }TKTkTGqkqMqe EXEXEX
L

ST
g

2
2 2

2
++=  (7.33ข) 

 สําหรับปญหาความแข็งแรงของโครงสราง 

 ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ }FBFBFBEXEXEX
L

FB
g MMMe σσσσσσ +−= 22

2
 (7.34ก) 

 ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ }δδδσσσ KGMe EXEXEX
L

ST
g +−= 22

2
 (7.34ข) 

และคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนที่คํานวณจากผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงและ

ผลเฉลยโดยประมาณจากทั้งสองระเบียบวิธี จะคํานวณไดจาก 

 
2

1
2

2 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= ∑ d

element
L

FB
gg

FB
g Aee  (7.35ก) 

และ 
2

1
2

2 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= ∑ d

element
L

ST
gg

ST
g Aee  (7.35ข) 

 
7.4 โปรแกรมสําหรับการคะเนความคลาดเคลื่อนที่คํานวณจากผลตางของฟลกัซ 

ในการประยุกตการคะเนความคลาดเคล่ือนที่คํานวณจากผลตางของฟลักซเขา

กับการวิเคราะหปญหาตาง ๆ นั้น สามารถกระทําไดอยางสะดวกโดยเร่ิมจากการนําโปรแกรม

วิเคราะหปญหาตาง ๆ ที่อธิบายอยางละเอียดในบทที่ 4 และทําการเรียกโปรแกรมยอย 

[ERR_EST] ซึ่ งจะอยู กอนโปรแกรมยอยสุดทาย  [WRITE_OUTPUT] โดยโปรแกรมยอย 

[ERR_EST] จะทําการคํานวณความคลาดเคล่ือนโดยประมาณที่คํานวณจากผลตางของฟลักซ

และคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคลื่อนโดยประมาณ หากปญหาน้ัน ๆ มีผลเฉลยแมนตรง

โปรแกรมยอย [ERR_EST] ก็จะทําการคํานวณความคลาดเคล่ือนก็สามารถพิจารณาไดจาก

ผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยโดยประมาณ ทั้งจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบ

ด้ังเดิมและระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ และคาแอลทูนอรมสําหรับ

ความคลาดเคลื่อนที่คํานวณจากผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยโดยประมาณจากทัง้

สองระเบียบวิธีดวยเชนกัน 
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7.5 การทดสอบโปรแกรมยอยสําหรับการคะเนความคลาดเคลื่อนท่ีคํานวณจากผลตาง
ของฟลักซ 

 ในหัวขอนี้จะทดสอบโปรแกรมยอยสําหรับการคะเนความคลาดเคล่ือนที่คํานวณ

จากผลตางของฟลักซ โดยจะทําการทดสอบดวยปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง ผลเฉลยเชิงวิเคราะห 

และปญหาที่มีความซับซอน ดังนี้ 

7.5.1 ปญหาแผนสี่เหลี่ยมผืนผาซ่ึงถูกกําหนดอุณหภูมิที่ขอบ 

ตัวอยางแรกเปนปญหาแผนส่ีเหล่ียมผืนผาซ่ึงถูกกําหนดอุณหภูมิที่ขอบ โดยแผน

โลหะส่ีเหล่ียมผืนผามีขนาด 2 ×1 หนวย หนา 0.1 หนวย และกําหนดใหสัมประสิทธิ์การนําความ

รอน k มีคาเทากับ 1 และอุณหภูมิตลอดขอบดานซาย ขอบดานขวา และขอบดานลาง T = 0 สวน

อุณหภูมิตลอดขอบดานบนแปรผันกับระยะในรูปแบบของ ( )2sin xπ  แตเนื่องจากลักษณะของ

ปญหามีความสมมาตร ดังนั้นสามารถใชขอบเขตในการคํานวณเพียงคร่ึงซายของแผนโลหะดัง

แสดงในรูปที่ 7.4 ซึ่งปญหาดังกลาวมีผลเฉลยแมนตรงของการกระจายอุณหภูมิบนแผนโลหะ [26] 

คือ 
( ) ( )

( )2sinh
2sinh2siny),(

π
ππ yxxT =  (7.36) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 7.4  ปญหาแผนส่ีเหล่ียมผืนผาซึ่งถกูกําหนดอุณหภูมิที่ขอบ 

symmetry 

x 

y 

( )2sin)( xxT π=  

T = 0 

T = 0 

2 0T∇ =   in Ω 

for 10 ≤≤ x  ; 10 ≤≤ y  

A 

A 
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 ในการวิเคราะหปญหา จะเร่ิมตนจากการสรางรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

(T3NL–M1) ซึ่งไดแสดงไวในรูปที่ 7.5ก โดยประกอบไปดวย 4 จุดตอ และ 2 เอลิเมนต จากนั้นทํา

การประยุกตเงื่อนไขขอบเขตตามที่กลาวขางตน จากนั้นทําการวิเคราะหปญหาโดยใชรูป

แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตในรูปที่ 7.5ก ซึ่งผลการกระจายตัวของอุณหภูมิโดยใชแบบจําลอง

ดังกลาวไดแสดงในรูปที่ 7.5ข แลวจึงนําผลการกระจายตัวของอุณหภูมิมาพล็อตอีกคร้ังในรูปแบบ

สามมิติดังแสดงในรูปที่ 7.5ค 

 

 

   
 (ก) (ข) 

 

 
(ค) 

 รูปที่ 7.5 ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต T3NL–M1 

  ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิในรูปแบบสองมิติสําหรับแบบจําลอง T3NL–M1 

  ค) การกระจายตัวของอุณหภูมิในรูปแบบสามมิติสําหรับแบบจําลอง T3NL–M1 
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 จากนั้นนําผลลัพธที่ไดไปทําการปรับขนาดเอลิเมนต โดยแบบจําลองไฟไนต       

เอลิเมนตของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 นี้ (T3NL–M2) แสดงในรูปที่ 7.6ก ซึ่งประกอบไป

ดวย 9 จุดตอ 8 เอลิเมนต และผลลัพธจากรูปแบบจําลองนี้ไดแสดงในรูปแบบสองมิติและสามมิติ

ดังแสดงในรูปที่ 7.6ข และรูปที่ 7.6ค ตามลําดับ 
 

 

  
  (ก) (ข) 

 

 
(ค) 

 รูปที่ 7.6 ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต T3NL–M2 

  ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิในรูปแบบสองมิติสําหรับแบบจําลอง T3NL–M2 

  ค) การกระจายตัวของอุณหภูมิในรูปแบบสามมิติสําหรับแบบจําลอง T3NL–M2 
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และเมื่อทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 จะไดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต (T3NL–M3) ซึ่ง

ประกอบไปดวย 49 จุดตอ 72 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 7.7ก ผลลัพธจากรูปแบบจําลองนี้มีความ

ถูกตองมากยิ่งข้ึนดังแสดงในแบบสองมิติและสามมิติในรูปที่ 7.7ข และรูปที่ 7.7ค 

 

 

  
  (ก) (ข) 

 

 
(ค) 

 รูปที่ 7.7 ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต T3NL–M3 

  ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิในรูปแบบสองมิติสําหรับแบบจําลอง T3NL–M3 

  ค) การกระจายตัวของอุณหภูมิในรูปแบบสามมิติสําหรับแบบจําลอง T3NL–M3 
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 จากนั้นจึงปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังสุดทายทําใหไดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

(T3NL–M4) ซึ่งประกอบไปดวย 121 จุดตอ 200 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 7.8ก และ จากผลลัพธ

ที่ไดแสดงในรูปแบบสองมิติและสามมิติในรูปที่ 7.8ข และรูปที่ 7.8ค พบวามีความถูกตองอยาง

มากเมื่อเทียบกับการใชเอลิเมนตเร่ิมตน 

 

  
  (ก) (ข) 

 

 
(ค) 

 รูปที่ 7.8 ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต T3NL–M4 

  ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิในรูปแบบสองมิติสําหรับแบบจําลอง T3NL–M4 

  ค) การกระจายตัวของอุณหภูมิในรูปแบบสามมิติสําหรับแบบจําลอง T3NL–M4 

 

 รูปที่ 7.9 แสดงผลการเปรียบเทียบคาอุณหภูมิซึ่งไดจากผลเฉลยแมนตรงและได

จากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึน (NLFB) ในแนวแกน AA ซึ่งจะเห็นไดวาผลลัพธที่ได

หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตแลวมีคาใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงมาก จากนั้นจึง

เปรียบเทียบคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนและคาเปอรเซนตความคลาดเคล่ือน (คาใน
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วงเล็บ) ระหวางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้งส่ีแบบดังแสดงในตารางที่ 7.1 โดยเร่ิมจากความ

คลาดเคลื่อนแมนตรงจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ ความคลาด

เคล่ือนแมนตรงจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบด้ังเดิม และความคลาดเคล่ือนโดยประมาณ

จากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตทั้งสองแบบ ตามลําดับ 

 จากตารางที่ 7.1 พบวาคาความคลาดเคล่ือนโดยประมาณที่นําเสนอนั้น

สอดคลองกับคาความคลาดเคล่ือนแมนตรงทั้งสองแบบ และรวมไปถึงคาแอลทูนอรมสําหรับความ

คลาดเคลื่อนเชนเดียวกัน 

 

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

NLFB
Exact

 
รูปที่ 7.9  ผลการเปรียบเทยีบคาอุณหภูมิซึ่งไดจากผลเฉลยแมนตรงและจากโปรแกรม NLFB  

 ในแนวแกน AA 

 

ตารางที่ 7.1  ตารางแสดงการเปรียบเทียบคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนและคา

เปอรเซนตความคลาดเคล่ือนระหวางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้งส่ีแบบ 

Element 
g

FB
ge , ( )FBη  

g
ST
ge , ( )STη  

g
FE
ge , ( )FEη  

T3NL–M1 0.455 (33.28%) 0.527 (36.66%) 0.267 (20.75%) 

T3NL–M2 0.182 (16.44%) 0.242 (20.77%) 0.160 (14.55%) 

T3NL–M3 0.027 (2.83%) 0.038 (3.90%) 0.026 (2.75%) 

T3NL–M4 0.010 (1.02%) 0.013 (1.41%) 0.009 (0.98%) 

T 

AA 
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7.5.2 ปญหาแผนสี่เหลี่ยมจัตุรัสพรอมแหลงกําเนิด 

ตัวอยางนี้เร่ิมตนดวยการแกสมการปงวซงพรอมแหลงกําเนิดเจาะจง โดยแผน

โลหะส่ีเหล่ียมจัตุรัสมีขนาด 1 ×1 หนวย หนา 0.1 หนวย และกําหนดตัวแปรปฐมภูมิตลอดขอบทั้ง

ส่ีดานมีคาเทากับศูนย U = 0 โดยแหลงกําเนิดเจาะจงบนแผนโลหะมีคา 

( ) ( )( ) ( )( )xyyyxxyxf 211421114, −−−−−−=  

 ( ) ( ) ( )[ ]yyxxyx −+−+++ 117212  (7.37) 

 

รายละเอียดและลักษณะของปญหาแสดงในรูปที่ 7.10 ซึ่งปญหานี้มีผลเฉลยแมน

ตรงของการกระจายตัวแปรปฐมภูมิบนแผนโลหะ [27] ดังนี้ 

( ) ( ) ( )( )yxyyxxyxU 72111, ++−−=  (7.38) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 7.10  ปญหาแผนส่ีเหล่ียมจัตุรัสพรอมแหลงกาํเนดิ 

 

x 

y 

U = 0 

U = 0 U = 0 

U = 0 

2U f∇ = −   in Ω 

for 10 ≤≤ x  ; 10 ≤≤ y  
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 เร่ิมตนในการวิเคราะหปญหาดวยการสรางรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

(T3NL–M1) ประกอบไปดวย 25 จุดตอ 32 เอลิเมนต ดังแสดงไวในรูปที่ 7.11ก จากนั้นทําการ

วิเคราะหปญหาเพื่อหาผลลัพธ โดยผลการกระจายตัวของตัวแปรปฐมภูมิบนแผนโลหะแสดงไวใน

รูปที่ 7.11ข และนําผลการกระจายตัวที่ไดมาพล็อตในรูปแบบสามมิติดังแสดงในรูปที่ 7.11ค 

 

 

  
  (ก) (ข) 

 

 
(ค) 

 รูปที่ 7.11 ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต T3NL–M1 

  ข) การกระจายตัวของตัวแปรปฐมภูมิในรูปแบบสองมิติของแบบจําลอง T3NL–M1 

  ค) การกระจายตัวของตัวแปรปฐมภูมิในรูปแบบสามมิติของแบบจําลอง T3NL–M1 
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รูปที่ 7.12ก แสดงแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 

1 นี้ (T3NL–M2) ซึ่งไดจากการนําผลลัพธที่ไดมาปรับขนาดเอลิเมนตประกอบดวย 81 จุดตอ 128 

เอลิเมนต รูปที่ 7.12ข และรูปที่ 7.12ค แสดงผลการกระจายตัวของตัวแปรปฐมภูมิบนแผนโลหะใน

รูปแบบสองมิติและสามมิติตามลําดับ 

 

 

  
  (ก) (ข) 

 

 
(ค) 

 รูปที่ 7.12 ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต T3NL–M2 

  ข) การกระจายตัวของตัวแปรปฐมภูมิในรูปแบบสองมิติของแบบจําลอง T3NL–M2 

  ค) การกระจายตัวของตัวแปรปฐมภูมิในรูปแบบสามมิติของแบบจําลอง T3NL–M2 
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และดําเนินการปรับขนาดเอลิเมนตซ้ําอีกคร้ังจะไดแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของการปรับขนาด

เอลิเมนตคร้ังที่ 2 (T3NL–M3) ซึ่งประกอบไปดวย 289 จุดตอ 512 เอลิเมนต ดังแสดงไวในรูปที่ 

7.13ก และผลการกระจายตัวของตัวแปรปฐมภูมิบนแผนโลหะในรูปแบบสองมิติและสามมิติไดถูก

แสดงไวในรูปที่ 7.13ข และรูปที่ 7.13ค ตามลําดับ 

 

 

  
  (ก) (ข) 

 

 
(ค) 

 รูปที่ 7.13 ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต T3NL–M3 

  ข) การกระจายตัวของตัวแปรปฐมภูมิในรูปแบบสองมิติของแบบจําลอง T3NL–M3 

  ค) การกระจายตัวของตัวแปรปฐมภูมิในรูปแบบสามมิติของแบบจําลอง T3NL–M3 
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 ผลการเปรียบเทียบคาตัวแปรปฐมภูมิซึ่งไดจากผลเฉลยแมนตรงและไดจาก

โปรแกรม NLFB ตลอดแนว x = 0.5 พบวาภายหลังการปรับขนาดเอลิเมนตเพียงสองคร้ังผลลัพธที่

ไดมีคาใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงเปนอยางมากดังแสดงในรูปที่ 7.14 และในตารางท่ี 7.2 ได

แสดงการเปรียบเทียบคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคลื่อนและคาเปอรเซนตความ

คลาดเคลื่อน (คาในวงเล็บ) ระหวางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้งสามแบบ จากตารางดังกลาว

พบวาคาความคลาดเคล่ือนและคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนโดยประมาณที่นําเสนอมี

ความสอดคลองกับคาความคลาดเคล่ือนและคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคลื่อนแมนตรงทั้ง

สองแบบ เชนเดียวกันกับตัวอยาง 7.5.1 ขางตน 

 

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

T3NL–M3
T3NL–M2
T3NL–M1
Exact

 
รูปที่ 7.14  ผลการเปรียบเทยีบคาตัวแปรปฐมภูมิซึ่งไดจากผลเฉลยแมนตรงและจากโปรแกรม  

 NLFB ตลอดแนว x = 0.5 

 

ตารางที่ 7.2  ตารางแสดงการเปรียบเทียบคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนและคา

เปอรเซนตความคลาดเคล่ือนระหวางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้งสามแบบ 

Element g
FB
ge , ( )FBη  

g
ST
ge , ( )STη  

g
FE
ge , ( )FEη  

T3NL–M1 0.210 (19.98%) 0.283 (25.20%) 0.190 (19.22%) 

T3NL–M2 0.065 (6.96%) 0.089 (9.29%) 0.061 (6.52%) 

T3NL–M3 0.018 (1.99%) 0.025 (2.72%) 0.017 (1.88%) 

U 

y 
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7.5.3 ปญหาแผนโลหะสี่เหลี่ยมมีรูกลมภายใตแรงดึงทิศทางเดียว 

ตัวอยางนี้เปนแผนโลหะส่ีเหล่ียมผืนผาขนาด 30×20 in หนา 1 in มีรูกลมตรง

กลางขนาดรัศมี r = 1 in ถูกดึงตลอดขอบทั้งสองดานดวย 0σ  = 1 psi ดังแสดงในรูปที่ 7.15ก 

แผนโลหะอยูภายใตเงื่อนไขความเครียดในระนาบและมีคุณสมบัติทางกลดังนี้ คาโมดูลัสของ

ความยืดหยุน E = 1000 psi และคาอัตราสวนปวสซง  ν  = 0.3 ซึ่งขอบเขตในการคํานวณของ

ปญหานี้แสดงอยูในรูปที่ 7.15ข โดยมีเงื่อนไขขอบเขตแบบสมมาตรตลอดขอบ AB และ ED สวน

ขอบ BC และ DC ของแผนโลหะนั้นถูกกําหนดแรงที่ขอบจากผลเฉลยเชิงวิเคราะห [28] ดังนี้ 

θθθσ 4cos
2
34cos2cos

2
31

4

4

2

2

r
a

r
a

x +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=  (7.39ก) 

θθθσ 4cos
2
34cos2cos

2
1

4

4

2

2

r
a

r
a

y −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=  (7.39ข) 

θθθτ 4sin
2
34sin2sin

2
1

4

4

2

2

r
a

r
a

xy +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=  (7.39ค) 

โดย a  แทน รัศมีของรูกลม และ ( )θ,r  แทน พิกัดเชิงข้ัว (polar coordinates) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (ก) (ข) 

 รูปที่ 7.15 ก) ปญหาแผนโลหะส่ีเหล่ียมมีรูกลมภายใตแรงดึงทิศทางเดียว 

  ข) ขอบเขตการคํานวณ 

x 

y 

3 

x 

y 

1

3

1
θ 

r 

1=∞σ
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B C 

D E 
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การคํานวณคาการเคล่ือนตัวบนแผนส่ีเหล่ียมดังที่แสดงขางตนโดยใชโปรแกรมที่ไดประดิษฐข้ึน 

จะเร่ิมตนจากการแบงขอบเขตของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ ดวยการสรางรูปแบบจําลอง  

ไฟไนตเอลิเมนตซึ่งประกอบไปดวยรูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ (structured mesh) และรูป

แบบจําลองอยางไรระเบียบ (unstructured mesh) แตกตางกันทั้งส้ิน 6 รูปแบบ ดังนี้ 

 1) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 1 (Mesh S1) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 91 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 144 เอลิเมนต 

 2) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 2 (Mesh S2) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 325 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 576 เอลิเมนต 

 3) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 3 (Mesh S3) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 

1225 จุดตอและจาํนวนเอลิเมนต 2304 เอลิเมนต 

 4) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 1 (Mesh U1) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 51 จุด

ตอและจํานวนเอลิเมนต 83 เอลิเมนต 

 5) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 2 (Mesh U2) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 180 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 308 เอลิเมนต 

 6) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 3 (Mesh U3) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 180 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 299 เอลิเมนต 

โดยรายละเอียดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตขางตนแสดงในรูปที่ 7.16ก - 7.16ฉ 

 รูปที่ 7.17 – 7.19 แสดงการเปรียบเทียบผลเฉลยเชิงวิเคราะหและผลเฉลย

โดยประมาณของคาความเคนต้ังฉาก xσ , yσ และความเคนเฉือน xyτ  ตลอดแนวความโคงของ    

รูกลม จากรูปดังกลาวพบวาการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับ

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ ชวยใหผลเฉลยโดยประมาณมีความถูก

ตองแมนยําอยางมากดวยการใชจํานวนจุดตอที่ไมตางจากแบบจําลองเริ่มตน (Mesh U1) อีกทั้ง

ลักษณะการกระจายตัวที่สม่ําเสมอของคาความเคนทั้งสามโดยเปนผลมาจากระเบียบวิธีไฟไนต    

เอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ อันมีลักษณะแตกตางจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาตรฐานที่ใช

สามเหล่ียม CST (Constant Strain Triangle) ซึ่งปกติแลวจะเกิดการส่ันของการกระจายตัวของ

ความเคน [29] 
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 ก) Mesh S1 ข) Mesh S2 

   

 ค) Mesh S3 ง) Mesh U1 

   

 จ) Mesh U2 ฉ) Mesh U3 

รูปที่ 7.16 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตอยางเปนระเบียบ ก) Mesh S1, ข) Mesh S2,  

 ค) Mesh S3 และรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตอยางไรระเบียบ ง) Mesh U1, 

 จ) Mesh U2, ฉ) Mesh U3 
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รูปที่ 7.17  ผลการเปรียบเทยีบผลเฉลยเชงิวิเคราะหและผลเฉลยโดยประมาณ 

 ของความเคนต้ังฉาก xσ  
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รูปที่ 7.18  ผลการเปรียบเทยีบผลเฉลยเชงิวิเคราะหและผลเฉลยโดยประมาณ 

 ของความเคนต้ังฉาก yσ  

 

xσ  

θ

yσ  

θ
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รูปที่ 7.19  ผลการเปรียบเทยีบผลเฉลยเชงิวิเคราะหและผลเฉลยโดยประมาณ 

 ของความเคนเฉือน xyτ  

 

ตารางที่ 7.3 แสดงการเปรียบเทียบคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนและคาเปอรเซนต

ความคลาดเคล่ือน (คาในวงเล็บ) ระหวางรูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ และรูปแบบจําลอง

อยางไรระเบียบรวมทั้งส้ินหกแบบจําลอง โดยผลจากตารางแสดงใหเห็นวาคาความคลาดเคล่ือนที่

เกิดข้ึนในรูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบนั้นมีคาลดลงเมื่อจํานวนเอลิเมนตเพิ่มข้ึน แตสําหรับ

แบบจําลองอยางไรระเบียบมีคาความคลาดเคล่ือนลดลงโดยใชจํานวนเอลิเมนตใกลเคียงกันอัน

เปนผลมาจากเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต รวมไปถึงคาความคลาดเคล่ือนและคาแอลทูนอรม

โดยประมาณที่นําเสนอมีความสอดคลองไปในทางเดียวกันกับคาความคลาดเคล่ือนและคาแอล

ทูนอรมแมนตรง  จากตัวอยางนี้จึงชี้ ให เห็นวาคาความคลาดเคล่ือนและคาแอลทูนอรม

โดยประมาณที่นําเสนอสามารถประยุกตใชกับเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตไดเปนอยางดี 

 

ตารางที่ 7.3  ตารางแสดงการเปรียบเทียบคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนและคา

เปอรเซนตความคลาดเคล่ือนระหวางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้งหกแบบของปญหาแผนโลหะ

ส่ีเหล่ียมมีรูกลมภายใตแรงดึงทิศทางเดียว 

Element g
FB
ge , ( )FBη  

g
ST
ge , ( )STη  

g
FE
ge , ( )FEη  

Mesh S1 0.068 (6.07%) 0.083 (7.27%) 0.047 (4.29%) 

xyτ  

θ
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Element g
FB
ge , ( )FBη  

g
ST
ge , ( )STη  

g
FE
ge , ( )FEη  

Mesh S2 0.026 (2.39%) 0.031 (2.84%) 0.017 (1.58%) 

Mesh S3 0.016 (1.53%) 0.017 (1.59%) 0.005 (0.44%) 

Mesh U1 0.076 (6.69%) 0.094 (8.17%) 0.056 (5.09%) 

Mesh U2 0.018 (1.69%) 0.019 (1.79%) 0.006 (0.60%) 

Mesh U3 0.020 (1.93%) 0.021 (2.01%) 0.006 (0.59%) 

 

7.5.4 ปญหาคานปลายยื่นชนิดสั้น (short cantilever beam) ภายใตแรงกด 

ตัวอยางนี้เปนปญหาคานปลายย่ืนชนิดส้ันซ่ึงมีขนาด 1 ×1 หนวย อยูภายใตแรง

กดขนาด 1=σ  [29] โดยตลอดขอบดานซายของคานยึดแนนดังแสดงอยูในรูปที่ 7.20 ปญหาคาน

ปลายยื่นชนิดส้ันถูกสมมุติใหอยูภายใตเงื่อนไขความเครียดในระนาบและมีคุณสมบัติทางกลดังนี้ 

คาโมดูลัสของความยืดหยุน E = 10,000 psi และคาอัตราสวนปวสซง  ν  = 0.3  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 7.20  ปญหาคานปลายยื่นชนิดส้ันภายใตแรงกด 

 

รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาคานปลายย่ืนชนิดส้ันภายใตแรงกด

ประกอบดวย รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบจํานวน 5 รูปแบบ (S1 ถึง S5) และรูปแบบจําลอง

อยางไรระเบียบจํานวน 3 รูปแบบ (U1 ถึง U3) โดยรูปแบบจําลองเร่ิมตน (U1) เปนรูปแบบ

x 

y 

1

1

1=σ  
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เดียวกันกับรูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ S1 และรูปแบบจําลองจากการปรับขนาดเอลิเมนตอีก 

2 รูปแบบ (U2 และ U3) รายละเอียดของรูปแบบจําลองทั้ง 8 รูปแบบมีดังนี้ 

 1) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 1 (Mesh S1) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 9 จุด

ตอและจํานวนเอลิเมนต 8 เอลิเมนต 

 2) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 2 (Mesh S2) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 25 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 32 เอลิเมนต 

 3) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 3 (Mesh S3) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 81 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 128 เอลิเมนต 

 4) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 4 (Mesh S4) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 289 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 512 เอลิเมนต 

 5) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 5 (Mesh S5) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 

1089 จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 2048 เอลิเมนต 

 6) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 1 (Mesh U1) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 9 จุด

ตอและจํานวนเอลิเมนต 8 เอลิเมนต 

 7) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 2 (Mesh U2) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 287 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 526 เอลิเมนต 

 8) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 3 (Mesh U3) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 219 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 384 เอลิเมนต 

โดยรายละเอียดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตขางตนแสดงในรูปที่ 7.21ก - 7.21ช ข้ันตอนตอมา

คือทําการคํานวณหาคาการเคล่ือนตัวและคาความเคนตาง ๆ ตามลําดับ จากนั้นนําผลลัพธที่

ไดมาคํานวณคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนและคาเปอรเซนตความคลาดเคล่ือน 

 การเปรียบเทียบจํานวนจุดตอและคาเปอรเซนตความคลาดเคล่ือนของรูป

แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้ง 8 รูปแบบ แสดงอยูในตารางที่ 7.4 โดยรูปแบบจําลองจากการปรับ

ขนาดเอลิเมนตทั้งสองนั้นใชจํานวนจุดตอในระดับใกลเคียงกัน ในขณะท่ีแบบจําลองสุดทายของ

รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบนั้นใชจํานวนจุดตอมากกวารูปแบบจําลองจากการปรับขนาด      

เอลิเมนตประมาณส่ีเทาเมื่อเปรียบเทียบในระดับคาเปอรเซนตความคลาดเคล่ือนเดียวกัน  
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 ก) Mesh S1 (U1) ข) Mesh S2 

 

   

 ค) Mesh S3 ง) Mesh S4 

 

   

 จ) Mesh S5 ฉ) Mesh U2 
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ช) Mesh U3 

รูปที่ 7.21 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตอยางเปนระเบียบ ก) Mesh S1 (U1), ข) Mesh S2,  

 ค) Mesh S3, ง) Mesh S4, จ) Mesh S5 และรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตอยาง 

 ไรระเบียบ ฉ) Mesh U2, ช) Mesh U3 

 

ตารางที่ 7.4  ตารางแสดงการเปรียบเทียบจํานวนจุดตอและคาความคลาดเคล่ือนระหวาง

แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้งแปดรูปแบบของปญหาคานปลายย่ืนชนิดส้ันภายใตแรงกด 

Element จํานวนจุดตอ 
FEη  

Mesh S1 (U1) 9 15.67% 

Mesh S2 25 10.19% 

Mesh S3 81 4.71% 

Mesh S4 289 3.91% 

Mesh S5 1,089 2.42% 

Mesh U2 287 4.17% 

Mesh U3 219 1.97% 

 

การเปรียบเทียบการลูเขาของผลเฉลยโดยประมาณระหวางรูปแบบจําลองอยาง

เปนระเบียบและรูปแบบจําลองจากการปรับขนาดเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 7.22 แสดงใหเห็นถึง

ประสิทธิภาพของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตที่ประยุกตเขากับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบ

ตัวแปรไรจุดตอดวยการใชหลักการของฟลักซ 
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Uniform Mesh
Adaptive Mesh

 
รูปที่ 7.22  ผลการเปรียบเทยีบการลูเขาของผลเฉลยโดยประมาณระหวางรูปแบบจาํลอง 

 อยางเปนระเบียบและรูปแบบจําลองจากการปรับขนาดเอลิเมนตสําหรับปญหา 

 คานปลายย่ืนชนิดส้ันภายใตแรงกด 

 

7.5.5 ปญหาแผนโลหะรูปตัวแอล (L-shaped plate) ภายใตแรงดึง 

ตัวอยางนี้เปนแผนโลหะรูปตัวแอลซึ่งมีรายละเอียดของขนาดและเงื่อนไขขอบเขต

แสดงอยูในรูปที่ 7.23 แผนโลหะนี้ถูกดึงดวยแรงดึงขนาด 1=σ  [30] และอยูภายใตเงื่อนไขความ

เคนในระนาบโดยมีคุณสมบัติทางกลดังนี้ คาโมดูลัสของความยืดหยุน E = 100,000 psi และคา

อัตราสวนปวสซง  ν  = 0.3  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 7.23  ปญหาแผนโลหะรูปตัวแอลภายใตแรงดึง 

x 

y 

5050

50

50

1=σ  

1 2 3 4 

-1.0 

-2.0 

0.0 

1.0 

0.38 

Log (N) Log (
2Le ) 
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รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาแผนโลหะรูปตัวแอลภายใตแรงดึง

ประกอบดวย รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบจํานวน 4 รูปแบบ (S1 ถึง S4) และรูปแบบจําลอง

อยางไรระเบียบจํานวน 4 รูปแบบ (U1 ถึง U4) ซึ่งเปนรูปแบบจําลองเร่ิมตน 1 รูปแบบ (U1) และ

รูปแบบจําลองจากการปรับขนาดเอลิเมนต 3 รูปแบบ (U2 และ U4) รายละเอียดของรูป

แบบจําลองมีดังนี้ 

 1) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 1 (Mesh S1) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 21 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 24 เอลิเมนต 

 2) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 2 (Mesh S2) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 96 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 150 เอลิเมนต 

 3) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 3 (Mesh S3) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 341 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 600 เอลิเมนต 

 4) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 4 (Mesh S4) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 

1281 จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 2400 เอลิเมนต 

 5) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 1 (Mesh U1) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 166 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 290 เอลิเมนต 

 6) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 2 (Mesh U2) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 228 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 390 เอลิเมนต 

 7) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 3 (Mesh U3) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 409 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 729 เอลิเมนต 

 8) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 4 (Mesh U4) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 257 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 445 เอลิเมนต 

โดยรายละเอียดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตขางตนแสดงในรูปที่ 7.24ก - 7.24ซ ข้ันตอนตอมา

คือทําการคํานวณหาคาการเคล่ือนตัวและคาความเคนตาง ๆ ตามลําดับ จากนั้นนําผลลัพธที่

ไดมาคํานวณคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนและคาเปอรเซนตความคลาดเคล่ือน 

 ตารางที่ 7.5 แสดงการเปรียบเทียบจํานวนจุดตอและคาเปอรเซนตความ

คลาดเคลื่อนของรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้ง 8 รูปแบบ โดยรูปแบบจําลองจากการปรับ

ขนาดเอลิเมนตทั้งสามนั้นใชจํานวนจุดตอในระดับใกลเคียงกันหรืออาจกลาวไดวาเกือบจะคงที่ 

ในขณะที่รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 4 นั้นใชจํานวนจุดตอมากกวารูปแบบจําลองจากการ
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ปรับขนาดเอลิเมนตประมาณหาเทาเมื่อเปรียบเทียบในระดับคาเปอรเซนตความคลาดเคล่ือน

เดียวกัน  

 

   

 ก) Mesh S1 ข) Mesh S2 

 

   

 ค) Mesh S3 ง) Mesh S4 

 

   

 จ) Mesh U1 ฉ) Mesh U2 
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 ช) Mesh U3 ซ) Mesh U4 

รูปที่ 7.24 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตอยางเปนระเบียบ ก) Mesh S1, ข) Mesh S2,  

 ค) Mesh S3, ง) Mesh S4 และรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตอยางไรระเบียบ 

 จ) Mesh U1, ฉ) Mesh U2, ช) Mesh U3, ซ) Mesh U4 

 

 

ตารางที่ 7.5  ตารางแสดงการเปรียบเทียบจํานวนจุดตอและคาความคลาดเคล่ือนระหวาง

แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้งแปดรูปแบบของปญหาแผนโลหะรูปตัวแอลภายใตแรงดึง 

Element จํานวนจุดตอ 
FEη  

Mesh S1 21 12.08% 

Mesh S2 96 6.35% 

Mesh S3 341 4.07% 

Mesh S4 1,281 2.67% 

Mesh U1 166 6.21% 

Mesh U2 228 3.53% 

Mesh U3 409 2.24% 

Mesh U4 257 2.35% 
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การเปรียบเทียบการลูเขาของผลเฉลยโดยประมาณระหวางรูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบและ

รูปแบบจําลองจากการปรับขนาดเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 7.25 แสดงใหเห็นถึงประสิทธิภาพของ

เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตที่ประยุกตเขากับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ

ดวยการใชหลักการของฟลักซ 

 

 

Uniform Mesh
Adaptive Mesh

 
รูปที่ 7.25  ผลการเปรียบเทยีบการลูเขาของผลเฉลยโดยประมาณระหวางรูปแบบจาํลอง 

 อยางเปนระเบียบและรูปแบบจําลองจากการปรับขนาดเอลิเมนตสําหรับปญหา 

 แผนโลหะรูปตัวแอลภายใตแรงดึง 

 

1 2 3 4 

-1.0 

-2.0 

0.0 

1.0 

1.0 

0.36 

2.59 

Log (N) Log (
2Le ) 
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บทที่  8 

บทสรุป ปญหาที่พบและขอเสนอแนะ 

8.1 บทสรุป 

วิทยานิพนธนี้ เนนการการประดิษฐระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใช

หลักการของฟลักซสําหรับเอลิเมนตสามเหล่ียมแบบตัวแปรไรจุดตอ และใชวิธีดังกลาวในการ

วิเคราะหปญหาอุณหภูมิและโครงสราง รวมไปถึงการนําเสนอการคะเนความคลาดเคลื่อนแบบ   

โพสเทอริออริและนําไปประยุกตใชรวมกับการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ เพื่อเพิ่มความ

ถูกตองเที่ยงตรงของผลลัพธที่คํานวณไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอดวย

การใชหลักการของฟลักซใหสูงข้ึน 

ในการวิเคราะหปญหาอุณหภูมิและโครงสรางดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

จําเปนที่จะตองมีความรูพื้นฐานในทฤษฎีการถายเทความรอนและทฤษฎีทางดานกลศาสตร

ของแข็ง สมการเชิงอนุพันธที่เกี่ยวของไดแก สมการเชิงอนุพันธของปญหาการถายเทความรอน 

และสมการเชิงอนุพันธของปญหาการหาคาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิภายในของแข็งดัง

แสดงในบทที่ 2 จากนั้นบทที่ 3 ไดอธิบายถึงข้ันตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดย

วิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคาง แลวจึงอธิบายรายละเอียดของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัว

แปรไรจุดตอ และข้ันตอนการประดิษฐระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ

เพื่อใชแกปญหาการถายเทความรอนและปญหาของแข็งตามลําดับ อีกทั้งแสดงข้ันตอนในการ

ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการถายเทความรอนและสมการไฟไนตเอลิเมนต

สําหรับปญหาของแข็งที่สอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธขางตน และยังแสดงรายละเอียดของ     

ไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซตาง ๆ ที่ประดิษฐในรูปแบบที่สามารถนําไปประดิษฐเปนโปรแกรม

คอมพิวเตอรไดโดยตรง  

ในบทที่ 4 เปนการอธิบายโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนโดยนําเสนอถึง

ข้ันตอนการทํางาน รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร และรูปแบบของไฟลขอมูลนําเขาที่

จะตองเตรียมเพื่อทําการคํานวณสําหรับการวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนและปญหาความ

เคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิตามลําดับ จากนั้นจึงไดอธิบายหลักการของเทคนิคการปรับขนาด     

เอลิเมนตโดยอัตโนมัติและนําเสนอโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการปรับขนาดเอลิเมนตโดย

อัตโนมัติ (FEMESH) และภาพโดยรวมของโครงสรางการทํางานของโปรแกรม FEMESH ดังแสดง

ในบทที่ 5 คํานวณ จากนั้นโปรแกรมคอมพิวเตอรประดิษฐข้ึนในบทที่ 4 จะไดรับการตรวจสอบ
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ความถูกตองในบทที่ 6 โดยนําผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหดวยไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรม

คอมพิวเตอรไปเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง การตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรนี้แบงการ

ตรวจสอบออกเปน 4 สวน ไดแก 1) การวิเคราะหปญหาการถายเทความรอน 2) การวิเคราะห

ปญหาของแข็ง 3) การวิเคราะหปญหาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิ และ 4) การวิเคราะห

ปญหาดวยเทคนิคการปรับเอลิเมนตแบบอัตโนมัติ จํานวนปญหาที่ใชในการตรวจสอบทั้ง 4 

สวนรวมทั้งส้ิน 7 ปญหา โดยมีรายละเอียดดังนี้ 1) การวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนนั้นใช

ปญหาในการตรวจสอบ 1 ปญหาคือ ปญหาแผนส่ีเหล่ียมที่มีการผลิตความรอนไดเอง 2) การ

วิเคราะหปญหาของแข็งใชปญหาในการตรวจสอบ 1 ปญหาคือปญหาแผนโลหะสี่เหล่ียมมีรูกลม

ตรงกลาง 3) การวิเคราะหปญหาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิใชปญหาในการตรวจสอบ 2 

ปญหา ไดแก ปญหาแผนส่ีเหล่ียมที่มีอุณหภูมิเปล่ียนแปลงเชิงเสนตามความยาวและปญหาวง

แหวนที่มีอุณหภูมิเปล่ียนแปลงตามแนวรัศมี และ 4) การวิเคราะหปญหาดวยเทคนิคการปรับ       

เอลิเมนตแบบอัตโนมัติใชปญหาในการตรวจสอบ 3 ปญหา ไดแก ปญหาแผนส่ีเหล่ียมจัตุรัส

ภายใตกรวยของเกรเดียนทความรอน ปญหาแผนโลหะส่ีเหล่ียมมีรูกลมตรงกลาง และปญหาวง

แหวนที่มีอุณหภูมิเปล่ียนแปลงตามแนวรัศมี 

สุดทายในบทที่ 7 เปนการอธิบายความหมาย นิยาม และที่มาการคะเนของความ

คลาดเคลื่อน จากนั้นจึงอธิบายหลักการการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริซึ่งเปนการ

คะเนความคลาดเคล่ือนภายหลังจากที่ไดผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต โดยมี

วัตถุประสงคเพื่อเปนดัชนีชี้วัดการยุติการปรับขนาดเอลิเมนตและแสดงความถูกตองแมนยําของ

เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต แลวจึงนําเสนอรายละเอียดของการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบ

โพสเทอริออริดวยการใชหลักการของฟลักซ กอนที่จะนําไปประดิษฐเปนโปรแกรมคอมพิวเตอร

สําหรับการคะเนความคลาดเคล่ือนที่คํานวณจากผลตางของฟลักซ โดยโปรแกรมคอมพิวเตอรที่

ประดิษฐข้ึนจะถูกนําไปทดสอบกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง ผลเฉลยเชิงวิเคราะห และปญหาที่

มีความซับซอนรวมทั้งส้ิน 5 ปญหา ประกอบดวย ปญหาแผนส่ีเหล่ียมผืนผาซ่ึงถูกกําหนดอุณหภูมิ

ที่ขอบ ปญหาแผนส่ีเหล่ียมจัตุรัสพรอมแหลงกําเนิด ปญหาแผนโลหะส่ีเหล่ียมมีรูกลมภายใตแรง

ดึงทิศทางเดียว ปญหาคานปลายยื่นชนิดส้ันภายใตแรงกด และปญหาแผนโลหะรูปตัวแอลภายใต

แรงดึง การทดสอบแสดงใหเห็นถึงประสิทธิภาพการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ

ดวยการใชหลักการของฟลักซที่ไดนําเสนอ และประสิทธิภาพของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตที่

ประยุกตเขากับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอดวยการใชหลักการของฟลักซ 
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8.2 ปญหาท่ีพบในขณะทําวิทยานิพนธ 

ปญหาสําคัญที่พบในขณะทําวิทยานิพนธก็คือ การประดิษฐระเบียบวิธีไฟไนต     

เอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ เนื่องจากเอลิเมนตสามเหล่ียมแบบตัวแปรไรจุดตอมีความหมาย

ทางกายภาพที่แตกตางออกไปจากเอลิเมนตทั่วไป (เอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอเอลิเมนตหรือ

เอลิเมนตสามเหล่ียมหกจุดตอ) ทําใหจําเปนตองพิจารณาเงื่อนไขเร่ิมตนและเงื่อนไขขอบเขตตาง ๆ 

ของเอลิเมนตสามเหล่ียมแบบตัวแปรไรจุดตอใหสอดคลองกับกายภาพของปญหาที่ทําการ

วิเคราะห และอีกปญหาท่ีพบก็คือ สมการไฟไนตเอลิเมนตที่ไดจากการวิเคราะหการกระจายของ   

ฟลักซที่มีลักษณะตอเนื่องดังแสดงในสมการ (7.22) นั้น ไมสามารถที่จะใชรวมกับเมทริกซมวล

แบบรวมที่จุดตอ (lumped mass matrix) ได เนื่องดวยเมทริกซมวลแบบรวมที่จุดตอมีหลักการ

ประดิษฐที่ขัดกับกายภาพของเอลิเมนตสามเหล่ียมแบบตัวแปรไรจุดตอนั่นเอง 

 
8.3 ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต 

การพัฒนางานวิจัยตอจากวิทยานิพนธนี้มีอยูดวยกนัหลายแนวทาง ยกตัวอยาง

เชน การปรับปรุงไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อวิเคราะหปญหาในสภาวะช่ัวขณะ 

(transient problems) การประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอดวยการใช

หลักการของฟลักซเพื่อวิเคราะหปญหาการไหลหรือวิเคราะหปญหาการปฏิสัมพันธรวมกันระหวาง

ของไหล ของแข็งและการถายเทความรอน การพัฒนาและประยุกตการคะเนความคลาดเคล่ือน

แบบโพสเทอริออริสําหรับวิเคราะหปญหาการไหล และการปรับปรุงวิธีในการแกระบบสมการใหดี

ยิ่งข้ึน 
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ภาคผนวก ก 
รายละเอียดของโปรแกรมวิเคราะหปญหาการถายเทความรอน 

 
 
PROGRAM HEAT_CONDUCT 
 
use HC 
 
implicit none 
 
call MAIN() 
 
END PROGRAM HEAT_CONDUCT 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
MODULE HC 
 
implicit none 
 
character(len=20)                         :: name1 
 
integer(4), allocatable, dimension(:,:)   :: intmat             ! Node connection on element 
integer(4), allocatable, dimension(:)     :: ibcp               ! boundary condition for variable  
integer(4), dimension(20)                 :: text               ! buffer for reading  
 
real(8), allocatable, dimension(:,:)      :: coord, sysk, sysky ! Coordinate of each node  
real(8), allocatable, dimension(:)        :: p,     flux 
real(8), allocatable, dimension(:)        :: sysf,  one,  sysfy 
real(8), allocatable, dimension(:)        :: Q,     qxfb, qyfb, qxex, qyex 
 
integer(4)                                :: neq, npoi, nelem, nflux, ip, ie, ierror 
integer(4)                                :: i,   j,    k,     ii,    jj,     kk 
integer(4)                                :: ll,  mm,   nn 
integer(4)                                :: nlines, iline, nside, nboun, exact 
 
real(8)                                   :: xg1, xg2, xg3, yg1, yg2,  yg3, theta 
real(8)                                   :: b1,  b2,  b3,  c1,  c2,   c3 
real(8)                                   :: area,    x,       y,       zero 
real(8)                                   :: tc,      lo ,     cee,     tk 
real(8)                                   :: aread,   efind 
real(8)                                   :: rprfb,   rprst,   rprfe,   ergfb,   ergst,   ergfe  
real(8)                                   :: maxlfbx, maxlfby, maxlstx, maxlsty, maxlfex, maxlfey 
 
real(8), dimension(6,6)                   :: kele 
real(8), dimension(6,3)                   :: deex, deey 
real(8), dimension(3,6)                   :: eele, fele    
real(8), dimension(6)                     :: r, rboun, rsurf 
 
integer(4)                                :: tnode, lflux, fcount 
integer(4), allocatable, dimension(:,:)   :: number 
integer(4), allocatable, dimension(:,:,:) :: acheck 
 
CONTAINS 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine MAIN() 
 
use solve 
 
implicit none 
   
call READ_INPUT() 
call GEN_NL() 
call CST() 
call SYMPCG(sysk, sysf, p, neq) 
call ERR_EST() 
call WRITE_OUTPUT()        
 
End Subroutine MAIN 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine READ_INPUT() 
 
implicit none 
 
write(6,10) 
10 format(/, ' PLEASE ENTER INPUT FILE NAME:',/) 
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read(5, '(A)') name1 
 
open(unit=7, file=name1, status='OLD', ACTION='read', iostat=ierror) 
 
! 
! read input data 
! 
 
read(7,*) nlines                 
                                 
do iline = 1,nlines              
   read(7,1) text                
   1 format(20A4)                
enddo                           
 
read(7,1) text 
read(7,*) tnode, nelem, nboun, nflux 
 
read(7,1) text 
read(7,*) tc, lo, cee, tk, exact 
      
nside = (3*nelem+nboun)/2 
npoi  = tnode+nside 
neq   = npoi 
 
allocate(     intmat(nelem,6),         coord(npoi,2)) 
allocate(       sysk(neq,neq),             sysf(neq)) 
allocate(          ibcp(npoi),                p(neq)) 
allocate(            Q(nelem),           flux(tnode),  one(tnode)) 
allocate( number(tnode,tnode), acheck(tnode,tnode,2)) 
allocate(         qxfb(tnode),           qyfb(tnode)) 
 
if (exact == 1) allocate(qxex(tnode), qyex(tnode))  
 
read(7,1) text 
do ip = 1,tnode 
   read(7,*) i, ibcp(i), (coord(i,k), k=1,2), p(i), flux(i) 
   if(i /= ip) write(6,40) ip 
   40 format(/, ' NODE NO.', I5,' IN DATA FILE IS MISSING') 
   if(i /= ip) stop 
enddo 
 
read(7,1) text 
do ie = 1,nelem 
   read(7,*) i, (intmat(i,j), j=1,3), Q(i) 
   if(i /= ie) write(6,50) ie 
   50 format(/, ' ELEMENT NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
   if(i /= ie) stop 
enddo 
 
close(unit=7, status='keep') 
 
write(6,60) tnode, nelem 
60 format(/,'   THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF :',/,   & 
            '      NUMBER OF TIP NODES          =', I6, /,   & 
            '      NUMBER OF ELEMENTS           =', I6, /) 
 
End Subroutine READ_INPUT 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine CST() 
 
implicit none 
 
sysf = 0. 
sysk = 0. 
 
! 
!  Loop over the number of elements: 
! 
 
const: DO ie = 1,nelem 
 
!  Find element local coordinates: 
 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
   ll = intmat(ie,4) 
   mm = intmat(ie,5) 
   nn = intmat(ie,6) 
 
   xg1 = coord(ii,1) 
   xg2 = coord(jj,1) 
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   xg3 = coord(kk,1) 
       
   yg1 = coord(ii,2) 
   yg2 = coord(jj,2) 
   yg3 = coord(kk,2) 
 
   area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
   b1 = (yg2 - yg3) 
   b2 = (yg3 - yg1) 
   b3 = (yg1 - yg2) 
 
   c1 = (xg3 - xg2) 
   c2 = (xg1 - xg3) 
   c3 = (xg2 - xg1) 
 
!  Setup & clear matrix: 
 
    kele = 0.  
       r = 0. 
   rboun = 0. 
 
!  Set the value for  
!  the coefficient of diffusion term 
 
   call CnK_ELE() 
 
!  Compute all loads  
 
   call ALL_LOAD() 
 
!  Assemble element  
 
   call ASMP()  
 
Enddo const 
 
call APPLBC() 
 
End Subroutine CST 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine CnK_ELE() 
 
implicit none 
 
deex(1,1) = 4.*b1 
deex(1,2) = deex(1,1) 
deex(1,3) = deex(1,1) 
 
deey(1,1) = 4.*c1 
deey(1,2) = deey(1,1) 
deey(1,3) = deey(1,1) 
 
deex(2,1) = 4.*b2 
deex(2,2) = deex(2,1) 
deex(2,3) = deex(2,1) 
 
deey(2,1) = 4.*c2 
deey(2,2) = deey(2,1) 
deey(2,3) = deey(2,1) 
 
deex(3,1) = 4.*b3 
deex(3,2) = deex(3,1) 
deex(3,3) = deex(3,1) 
 
deey(3,1) = 4.*c3 
deey(3,2) = deey(3,1) 
deey(3,3) = deey(3,1) 
 
deex(4,1) =    b2 +    b3 
deex(4,2) =    b2 + 2.*b3 
deex(4,3) = 2.*b2 +    b3 
 
deey(4,1) =    c2 +    c3 
deey(4,2) =    c2 + 2.*c3 
deey(4,3) = 2.*c2 +    c3 
 
deex(5,1) =    b1 + 2.*b3 
deex(5,2) =    b1 +    b3 
deex(5,3) = 2.*b1 +    b3 
 
deey(5,1) =    c1 + 2.*c3 
deey(5,2) =    c1 +    c3 
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deey(5,3) = 2.*c1 +    c3 
 
deex(6,1) =    b1 + 2.*b2 
deex(6,2) = 2.*b1 +    b2 
deex(6,3) =    b1 +    b2 
 
deey(6,1) =    c1 + 2.*c2 
deey(6,2) = 2.*c1 +    c2 
deey(6,3) =    c1 +    c2 
 
deex = deex*tk/24. 
deey = deey*tk/24. 
 
eele(1,1) = b1 
eele(2,1) = eele(1,1) 
eele(3,1) = eele(1,1) 
 
eele(1,2) = b2 
eele(2,2) = eele(1,2) 
eele(3,2) = eele(1,2) 
 
eele(1,3) = b3 
eele(2,3) = eele(1,3) 
eele(3,3) = eele(1,3) 
 
eele(1,4) = 0. 
eele(1,5) = b3 
eele(1,6) = b2 
 
eele(2,4) = b3 
eele(2,5) = 0. 
eele(2,6) = b1 
 
eele(3,4) = b2 
eele(3,5) = b1 
eele(3,6) = 0. 
 
fele(1,1) = c1 
fele(2,1) = fele(1,1) 
fele(3,1) = fele(1,1) 
 
fele(1,2) = c2 
fele(2,2) = fele(1,2) 
fele(3,2) = fele(1,2) 
 
fele(1,3) = c3 
fele(2,3) = fele(1,3) 
fele(3,3) = fele(1,3) 
 
fele(1,4) = 0. 
fele(1,5) = c3 
fele(1,6) = c2 
 
fele(2,4) = c3 
fele(2,5) = 0. 
fele(2,6) = c1 
 
fele(3,4) = c2 
fele(3,5) = c1 
fele(3,6) = 0. 
 
eele = eele/2./area 
fele = fele/2./area 
 
kele = kele + matmul(deex,eele) + matmul(deey,fele) 
 
End Subroutine CnK_ELE 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine ALL_LOAD() 
 
implicit none 
 
real(8)                   ::   dx, dy, dl, QS 
real(8)                   ::   xgc, ygc, sqcond, pi 
 
! Compute Nodal Flux 
 
if (nflux /= 0) then 
 
   if ((flux(ii) /= 0.) .and. (flux(jj) /= 0.)) then 
      dx = xg2 - xg1 
      dy = yg2 - yg1 
      dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
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      QS = (flux(ii) + flux(jj))/2. 
      rboun(1) = QS*dl/2. 
      rboun(2) = QS*dl/2. 
      rboun(6) = 0. 
   endif 
 
   if ((flux(jj) /= 0.) .and. (flux(kk) /= 0.)) then 
      dx = xg3 - xg2 
      dy = yg3 - yg2 
      dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
      QS = (flux(jj) + flux(kk))/2. 
      rboun(2) = QS*dl/2. 
      rboun(3) = QS*dl/2. 
      rboun(4) = 0. 
   endif 
 
   if ((flux(kk) /= 0.) .and. (flux(ii) /= 0.)) then 
      dx = xg3 - xg1 
      dy = yg3 - yg1 
      dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
      QS = (flux(kk) + flux(ii))/2. 
      rboun(1) = QS*dl/2. 
      rboun(3) = QS*dl/2. 
      rboun(5) = 0. 
   endif 
 
endif 
 
! Compute Constant Surface Heating 
! with specified function 
 
xgc    = abs((xg1+xg2+xg3)/3.) 
ygc    = abs((yg1+yg2+yg3)/3.) 
sqcond = sqrt((xgc-0.25)*(xgc-0.25)+(ygc-0.25)*(ygc-0.25)) 
pi     = 4.*atan(1.) 
 
if (sqcond .gt. 0.075) then 
    Q(ie) = 0. 
else 
    Q(ie) = 10.*pi/0.075*(pi/0.075*cos(sqcond*pi/0.075)+sin(sqcond*pi/0.075)/sqcond) 
endif 
 
rsurf(1) = Q(ie)*area*tk/3. 
rsurf(2) = rsurf(1) 
rsurf(3) = rsurf(1) 
rsurf(4) = 0. 
rsurf(5) = rsurf(4) 
rsurf(6) = rsurf(4) 
 
! Compute Total Load 
 
r = rboun + rsurf 
 
End Subroutine ALL_LOAD 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine ASMP() 
 
implicit none 
 
!  Assembling system load vector 
 
do i = 1,6 
   ii = intmat(ie,i) 
   do j = 1,6 
      jj = intmat(ie,j) 
      sysk(ii,jj) = sysk(ii,jj) + kele(i,j) 
   enddo 
   sysf(ii) = sysf(ii)  + r(i) 
enddo 
 
End Subroutine ASMP 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine applbc() 
 
implicit none 
 
integer(4)                 ::   ieq, ir, ic 
 
outer1: do ieq = 1,neq 
 
          if(ibcp(ieq) == 0) cycle outer1 
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          inner1: do ir = 1,neq 
                     if(ir == ieq) cycle inner1 
                     sysf(ir) = sysf(ir) - sysk(ir,ieq)*p(ieq) 
                     sysk(ir,ieq) = 0. 
                  enddo inner1 
 
          do ic = 1,neq 
             sysk(ieq,ic) = 0.   
          enddo 
 
          sysk(ieq,ieq) = 1. 
          sysf(ieq)     = p(ieq)  
 
        enddo outer1 
 
End Subroutine applbc 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine ERR_EST() 
 
use solve 
 
implicit none 
 
real(8)                               ::  pi 
 
real(8), dimension(1,1)               ::  eqxfb, eqyfb, eqxst, eqyst, eqxfe, eqyfe 
real(8), dimension(1,1)               ::  tlqfe, tlqfb 
real(8), dimension(3,1)               ::  bele,  cele, qxfbe, qyfbe 
real(8), dimension(1,3)               ::  belet, celet 
real(8), dimension(6,1)               ::  tbar 
real(8), dimension(1,6)               ::  tbart 
real(8), dimension(3,3)               ::  mele 
real(8), dimension(3,6)               ::  geex, geey 
real(8), dimension(6,6)               ::  kcx,  kcy 
 
deallocate(sysk, sysf, stat=ierror) 
allocate  (sysk(tnode,tnode), sysky(tnode,tnode), sysf(tnode), sysfy(tnode)) 
 
 sysk   = 0. 
 sysf   = 0. 
Sysky   = 0. 
sysfy   = 0. 
aread   = 0. 
  one   = 0. 
 qxfb   = 0. 
 qyfb   = 0. 
tlqfe   = 0. 
tlqfb   = 0. 
ergfb   = 0. 
ergst   = 0. 
ergfe   = 0. 
maxlfbx = 0. 
maxlfby = 0. 
maxlstx = 0. 
maxlsty = 0. 
maxlfex = 0. 
maxlfey = 0. 
 
pi = 4.*atan(1.) 
 
! 
!  Setup element matrices to compute nodal fluxes : 
! 
 
Do ie = 1,nelem 
 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
   ll = intmat(ie,4) 
   mm = intmat(ie,5) 
   nn = intmat(ie,6) 
 
   xg1 = coord(ii,1) 
   xg2 = coord(jj,1) 
   xg3 = coord(kk,1) 
       
   yg1 = coord(ii,2) 
   yg2 = coord(jj,2) 
   yg3 = coord(kk,2) 
 
   area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
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   b1 = (yg2 - yg3) 
   b2 = (yg3 - yg1) 
   b3 = (yg1 - yg2) 
 
   c1 = (xg3 - xg2) 
   c2 = (xg1 - xg3) 
   c3 = (xg2 - xg1) 
 
   tbar(1,1) = p(ii) 
   tbar(2,1) = p(jj) 
   tbar(3,1) = p(kk) 
   tbar(4,1) = p(ll) 
   tbar(5,1) = p(mm) 
   tbar(6,1) = p(nn) 
 
!  Setup mass matrix [M] : 
 
   mele(1,1) = 2. 
   mele(1,2) = 1. 
   mele(1,3) = 1. 
   mele(2,1) = 1. 
   mele(2,2) = 2. 
   mele(2,3) = 1. 
   mele(3,1) = 1. 
   mele(3,2) = 1. 
   mele(3,3) = 2. 
 
   mele = mele*area/12. 
 
!  Setup matrix [Gx] & [Gy] : 
 
   geex(1,1) = 4.*b1 
   geex(2,1) = geex(1,1) 
   geex(3,1) = geex(1,1) 
 
   geey(1,1) = 4.*c1 
   geey(2,1) = geey(1,1) 
   geey(3,1) = geey(1,1) 
 
   geex(1,2) = 4.*b2 
   geex(2,2) = geex(1,2) 
   geex(3,2) = geex(1,2) 
 
   geey(1,2) = 4.*c2 
   geey(2,2) = geey(1,2) 
   geey(3,2) = geey(1,2) 
 
   geex(1,3) = 4.*b3 
   geex(2,3) = geex(1,3) 
   geex(3,3) = geex(1,3) 
 
   geey(1,3) = 4.*c3 
   geey(2,3) = geey(1,3) 
   geey(3,3) = geey(1,3) 
 
   geex(1,4) =    b2 +    b3 
   geex(2,4) =    b2 + 2.*b3 
   geex(3,4) = 2.*b2 +    b3 
 
   geey(1,4) =    c2 +    c3 
   geey(2,4) =    c2 + 2.*c3 
   geey(3,4) = 2.*c2 +    c3 
 
   geex(1,5) =    b1 + 2.*b3 
   geex(2,5) =    b1 +    b3 
   geex(3,5) = 2.*b1 +    b3 
 
   geey(1,5) =    c1 + 2.*c3 
   geey(2,5) =    c1 +    c3 
   geey(3,5) = 2.*c1 +    c3 
 
   geex(1,6) =    b1 + 2.*b2 
   geex(2,6) = 2.*b1 +    b2 
   geex(3,6) =    b1 +    b2 
 
   geey(1,6) =    c1 + 2.*c2 
   geey(2,6) = 2.*c1 +    c2 
   geey(3,6) =    c1 +    c2 
 
   geex = geex/24. 
   geey = geey/24. 
 
!  Compute element load vecters (qxfbe, qyfbe) : 
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   qxfbe = -tc*matmul(geex,tbar) 
   qyfbe = -tc*matmul(geey,tbar) 
 
!  Assemble element 
 
   do i=1,3 
      ii = intmat(ie,i) 
      do j=1,3 
         jj = intmat(ie,j) 
         sysk(ii,jj)  = sysk(ii,jj)  + mele(i,j) 
         sysky(ii,jj) = sysky(ii,jj) + mele(i,j) 
      enddo 
      sysf(ii)  = sysf(ii)  + qxfbe(i,1) 
      sysfy(ii) = sysfy(ii) + qyfbe(i,1) 
   enddo 
 
Enddo 
 
!  Compute NLFB nodal flux (qxfb, qyfb) : 
 
call sympcg( sysk,  sysf,  qxfb, tnode) 
call sympcg( sysky, sysfy, qyfb, tnode) 
 
!  Compute exact nodal flux (qxex, qyex) : 
!  with specified function 
 
If (exact == 1) then 
   do ip = 1, tnode 
      qxex(ip) = -tc*0.5*pi*dcos(0.5*pi*coord(ip,1))*dsinh(0.5*pi*coord(ip,2))/dsinh(0.5*pi) 
      qyex(ip) = -tc*0.5*pi*dsin(0.5*pi*coord(ip,1))*dcosh(0.5*pi*coord(ip,2))/dsinh(0.5*pi) 
   enddo 
Endif 
 
! 
!  Compute square of L2-norm error both x&y directions  
!  which in the form |B|[M]{B}, |B|[M]{C}, |C|[M]{C} 
! 
 
Do ie = 1,nelem 
 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
   ll = intmat(ie,4) 
   mm = intmat(ie,5) 
   nn = intmat(ie,6) 
 
   xg1 = coord(ii,1) 
   xg2 = coord(jj,1) 
   xg3 = coord(kk,1) 
       
   yg1 = coord(ii,2) 
   yg2 = coord(jj,2) 
   yg3 = coord(kk,2) 
 
   area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
   b1 = (yg2 - yg3) 
   b2 = (yg3 - yg1) 
   b3 = (yg1 - yg2) 
 
   c1 = (xg3 - xg2) 
   c2 = (xg1 - xg3) 
   c3 = (xg2 - xg1) 
 
   aread = aread + area 
 
   tbar(1,1) = p(ii) 
   tbar(2,1) = p(jj) 
   tbar(3,1) = p(kk) 
   tbar(4,1) = p(ll) 
   tbar(5,1) = p(mm) 
   tbar(6,1) = p(nn) 
 
   tbart = transpose(tbar) 
 
!  Setup mass matrix [M] : 
 
   mele(1,1) = 2. 
   mele(1,2) = 1. 
   mele(1,3) = 1. 
   mele(2,1) = 1. 
   mele(2,2) = 2. 
   mele(2,3) = 1. 
   mele(3,1) = 1. 
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   mele(3,2) = 1. 
   mele(3,3) = 2. 
 
   mele = mele*area/12. 
 
!  Setup matrix [Gx] & [Gy] : 
 
   geex(1,1) = 4.*b1 
   geex(2,1) = geex(1,1) 
   geex(3,1) = geex(1,1) 
 
   geey(1,1) = 4.*c1 
   geey(2,1) = geey(1,1) 
   geey(3,1) = geey(1,1) 
 
   geex(1,2) = 4.*b2 
   geex(2,2) = geex(1,2) 
   geex(3,2) = geex(1,2) 
 
   geey(1,2) = 4.*c2 
   geey(2,2) = geey(1,2) 
   geey(3,2) = geey(1,2) 
 
   geex(1,3) = 4.*b3 
   geex(2,3) = geex(1,3) 
   geex(3,3) = geex(1,3) 
 
   geey(1,3) = 4.*c3 
   geey(2,3) = geey(1,3) 
   geey(3,3) = geey(1,3) 
 
   geex(1,4) =    b2 +    b3 
   geex(2,4) =    b2 + 2.*b3 
   geex(3,4) = 2.*b2 +    b3 
 
   geey(1,4) =    c2 +    c3 
   geey(2,4) =    c2 + 2.*c3 
   geey(3,4) = 2.*c2 +    c3 
 
   geex(1,5) =    b1 + 2.*b3 
   geex(2,5) =    b1 +    b3 
   geex(3,5) = 2.*b1 +    b3 
 
   geey(1,5) =    c1 + 2.*c3 
   geey(2,5) =    c1 +    c3 
   geey(3,5) = 2.*c1 +    c3 
 
   geex(1,6) =    b1 + 2.*b2 
   geex(2,6) = 2.*b1 +    b2 
   geex(3,6) =    b1 +    b2 
 
   geey(1,6) =    c1 + 2.*c2 
   geey(2,6) = 2.*c1 +    c2 
   geey(3,6) =    c1 +    c2 
 
   geex = geex/24. 
   geey = geey/24. 
 
!  Setup matrix [Kcx] & [Kcy] : 
 
   kcx(1,1) = 12.*b1*b1 
   kcx(1,2) = 12.*b1*b2 
   kcx(1,3) = 12.*b1*b3 
   kcx(2,1) = kcx(1,2) 
   kcx(2,2) = 12.*b2*b2 
   kcx(2,3) = 12.*b2*b3 
   kcx(3,1) = kcx(1,3) 
   kcx(3,2) = kcx(2,3) 
   kcx(3,3) = 12.*b3*b3 
 
   kcy(1,1) = 12.*c1*c1 
   kcy(1,2) = 12.*c1*c2 
   kcy(1,3) = 12.*c1*c3 
   kcy(2,1) = kcy(1,2) 
   kcy(2,2) = 12.*c2*c2 
   kcy(2,3) = 12.*c2*c3 
   kcy(3,1) = kcy(1,3) 
   kcy(3,2) = kcy(2,3) 
   kcy(3,3) = 12.*c3*c3 
 
   kcx(1,4) = 4.*b1*(b2+b3) 
   kcx(1,5) = 4.*b1*(b1+b3) 
   kcx(1,6) = 4.*b1*(b1+b2) 
   kcx(2,4) = 4.*b2*(b2+b3) 
   kcx(2,5) = 4.*b2*(b3+b1) 
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   kcx(2,6) = 4.*b2*(b1+b2) 
   kcx(3,4) = 4.*b3*(b2+b3) 
   kcx(3,5) = 4.*b3*(b3+b1) 
   kcx(3,6) = 4.*b3*(b1+b2) 
 
   kcy(1,4) = 4.*c1*(c2+c3) 
   kcy(1,5) = 4.*c1*(c1+c3) 
   kcy(1,6) = 4.*c1*(c1+c2) 
   kcy(2,4) = 4.*c2*(c2+c3) 
   kcy(2,5) = 4.*c2*(c3+c1) 
   kcy(2,6) = 4.*c2*(c1+c2) 
   kcy(3,4) = 4.*c3*(c2+c3) 
   kcy(3,5) = 4.*c3*(c3+c1) 
   kcy(3,6) = 4.*c3*(c1+c2) 
 
   kcx(4,1) = kcx(1,4) 
   kcx(4,2) = kcx(2,4) 
   kcx(4,3) = kcx(3,4) 
   kcx(5,1) = kcx(1,5) 
   kcx(5,2) = kcx(2,5) 
   kcx(5,3) = kcx(3,5) 
   kcx(6,1) = kcx(1,6) 
   kcx(6,2) = kcx(2,6) 
   kcx(6,3) = kcx(3,6) 
 
   kcy(4,1) = kcy(1,4) 
   kcy(4,2) = kcy(2,4) 
   kcy(4,3) = kcy(3,4) 
   kcy(5,1) = kcy(1,5) 
   kcy(5,2) = kcy(2,5) 
   kcy(5,3) = kcy(3,5) 
   kcy(6,1) = kcy(1,6) 
   kcy(6,2) = kcy(2,6) 
   kcy(6,3) = kcy(3,6) 
 
   kcx(4,4) = 2.*(b2*b2 + b2*b3 + b3*b3) 
   kcx(4,5) = 1.*(b3*b3 + b1*b3 + b2*b3 + 2.*b1*b2) 
   kcx(4,6) = 1.*(b2*b2 + b1*b2 + b2*b3 + 2.*b1*b3) 
   kcx(5,4) = kcx(4,5) 
   kcx(5,5) = 2.*(b1*b1 + b1*b3 + b3*b3) 
   kcx(5,6) = 1.*(b1*b1 + b1*b2 + b1*b3 + 2.*b2*b3) 
   kcx(6,4) = kcx(4,6) 
   kcx(6,5) = kcx(5,6) 
   kcx(6,6) = 2.*(b1*b1 + b1*b2 + b2*b2) 
 
   kcy(4,4) = 2.*(c2*c2 + c2*c3 + c3*c3) 
   kcy(4,5) = 1.*(c3*c3 + c1*c3 + c2*c3 + 2.*c1*c2) 
   kcy(4,6) = 1.*(c2*c2 + c1*c2 + c2*c3 + 2.*c1*c3) 
   kcy(5,4) = kcy(4,5) 
   kcy(5,5) = 2.*(c1*c1 + c1*c3 + c3*c3) 
   kcy(5,6) = 1.*(c1*c1 + c1*c2 + c1*c3 + 2.*c2*c3) 
   kcy(6,4) = kcy(4,6) 
   kcy(6,5) = kcy(5,6) 
   kcy(6,6) = 2.*(c1*c1 + c1*c2 + c2*c2) 
 
   kcx = kcx/48./area 
   kcy = kcy/48./area 
 
!  Compute exact & approximate total fluxes : 
 
   if (exact == 1) then 
 
      bele(1,1) = qxex(ii) 
      bele(2,1) = qxex(jj) 
      bele(3,1) = qxex(kk) 
 
      belet = transpose(bele) 
 
      cele(1,1) = qyex(ii) 
      cele(2,1) = qyex(jj) 
      cele(3,1) = qyex(kk) 
 
      celet = transpose(cele) 
 
      tlqfb = tlqfb + matmul(belet,matmul(mele,bele)) + matmul(celet,matmul(mele,cele)) 
 
   endif 
 
   bele(1,1) = qxfb(ii) 
   bele(2,1) = qxfb(jj) 
   bele(3,1) = qxfb(kk) 
 
   belet = transpose(bele) 
 
   cele(1,1) = qyfb(ii) 
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   cele(2,1) = qyfb(jj) 
   cele(3,1) = qyfb(kk) 
 
   celet = transpose(cele) 
 
   tlqfe = tlqfe + matmul(belet,matmul(mele,bele)) + matmul(celet,matmul(mele,cele)) 
 
!  Compute error of flux-based and standard Nodeless : 
 
   If (exact == 1) then 
 
      bele(1,1) = qxex(ii) 
      bele(2,1) = qxex(jj) 
      bele(3,1) = qxex(kk) 
 
      belet = transpose(bele) 
 
      cele(1,1) = qxfb(ii) 
      cele(2,1) = qxfb(jj) 
      cele(3,1) = qxfb(kk) 
 
      celet = transpose(cele) 
 
      eqxfb = matmul(belet,matmul(mele,bele)) - 2.*matmul(belet,matmul(mele,cele))    +    & 
              matmul(celet,matmul(mele,cele)) 
      eqxst = matmul(belet,matmul(mele,bele)) + 2.*tc*matmul(belet,matmul(geex,tbar)) +    & 
              tc*tc*matmul(tbart,matmul(kcx,tbar)) 
 
      if (abs(eqxfb(1,1)) < 0.0000000001) eqxfb = 0. 
      if (abs(eqxst(1,1)) < 0.0000000001) eqxst = 0. 
 
      bele(1,1) = qyex(ii) 
      bele(2,1) = qyex(jj) 
      bele(3,1) = qyex(kk) 
 
      belet = transpose(bele) 
 
      cele(1,1) = qyfb(ii) 
      cele(2,1) = qyfb(jj) 
      cele(3,1) = qyfb(kk) 
 
      celet = transpose(cele) 
 
      eqyfb = matmul(belet,matmul(mele,bele)) - 2.*matmul(belet,matmul(mele,cele))    +    & 
              matmul(celet,matmul(mele,cele)) 
      eqyst = matmul(belet,matmul(mele,bele)) + 2.*tc*matmul(belet,matmul(geey,tbar)) +    & 
              tc*tc*matmul(tbart,matmul(kcy,tbar)) 
 
      if (abs(eqyfb(1,1)) < 0.0000000001) eqyfb = 0. 
      if (abs(eqyst(1,1)) < 0.0000000001) eqyst = 0. 
 
      ergfb = ergfb + eqxfb(1,1) + eqyfb(1,1) 
      ergst = ergst + eqxst(1,1) + eqyst(1,1) 
 
      if (eqxfb(1,1) > maxlfbx) maxlfbx = eqxfb(1,1) 
      if (eqyfb(1,1) > maxlfby) maxlfby = eqyfb(1,1) 
 
      if (eqxst(1,1) > maxlstx) maxlstx = eqxst(1,1) 
      if (eqyst(1,1) > maxlsty) maxlsty = eqyst(1,1) 
 
   Endif 
 
!  Compute error of approximate nodal flux : 
 
   bele(1,1) = qxfb(ii) 
   bele(2,1) = qxfb(jj) 
   bele(3,1) = qxfb(kk) 
 
   belet = transpose(bele) 
 
   cele(1,1) = qyfb(ii) 
   cele(2,1) = qyfb(jj) 
   cele(3,1) = qyfb(kk) 
 
   celet = transpose(cele) 
 
   eqxfe = matmul(belet,matmul(mele,bele)) + 2.*tc*matmul(belet,matmul(geex,tbar)) +    & 
           tc*tc*matmul(tbart,matmul(kcx,tbar)) 
   eqyfe = matmul(celet,matmul(mele,cele)) + 2.*tc*matmul(celet,matmul(geey,tbar)) +    & 
           tc*tc*matmul(tbart,matmul(kcy,tbar)) 
 
   if (abs(eqxfe(1,1)) < 0.0000000001) eqxfe = 0. 
   if (abs(eqyfe(1,1)) < 0.0000000001) eqyfe = 0. 
 
   ergfe = ergfe + eqxfe(1,1) + eqyfe(1,1) 
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   if (eqxfe(1,1) > maxlfex) maxlfex = eqxfe(1,1) 
   if (eqyfe(1,1) > maxlfey) maxlfey = eqyfe(1,1) 
 
Enddo 
 
ergfe = sqrt(ergfe/aread) 
tlqfe = sqrt(tlqfe/aread) 
rprfe = ergfe/(ergfe + tlqfe(1,1))*100 
 
If (exact == 1) then 
 
   ergfb = sqrt(ergfb/aread) 
   tlqfb = sqrt(tlqfb/aread) 
   rprfb = ergfb/(ergfb + tlqfb(1,1))*100 
 
   ergst = sqrt(ergst/aread) 
   rprst = ergst/(ergst + tlqfb(1,1))*100 
   efind = ergfe/ergst 
 
   write(6,100) ergst 
   100 format(' Exact-ST global error is :', e12.4) 
   write(6,125) maxlstx 
   125 format(' Max x-local EST error is :', e12.4) 
   write(6,150) maxlsty 
   150 format(' Max y-local EST error is :', e12.4) 
   write(6,175) rprst 
   175 format(' Relative EST  % error is :', e12.4, ' %',/) 
 
   write(6,200) ergfb 
   200 format(' Exact-FB global error is :', e12.4) 
   write(6,225) maxlfbx 
   225 format(' Max x-local EFB error is :', e12.4) 
   write(6,250) maxlfby 
   250 format(' Max y-local EFB error is :', e12.4) 
   write(6,275) rprfb 
   275 format(' Relative EFB  % error is :', e12.4, ' %',/) 
 
   write(6,300) efind 
   300 format(' Effectivity Index is     :', e12.4,/) 
 
Endif 
 
write(6,400) ergfe 
400 format(' Approximate global error is  :', e12.4) 
write(6,425) maxlfex 
425 format(' Max x-local approx error is  :', e12.4) 
write(6,450) maxlfey 
450 format(' Max y-local approx error is  :', e12.4) 
write(6,500) rprfe 
500 format(' Relative percentage error is :', e12.4, ' %') 
 
End Subroutine ERR_EST 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine WRITE_OUTPUT() 
 
implicit none 
 
integer(4)                            :: leng  
 
leng = len_trim(name1) - 4 
 
open(unit=8,file=name1(1:leng)//'.oup',status='unknown',iostat=ierror) 
 
     if (exact == 1) then 
        write(8,100) ergst 
        100 format(' Exact-ST global error is :', e16.6) 
        write(8,125) maxlstx 
        125 format(' Max x-local EST error is :', e16.6) 
        write(8,150) maxlsty 
        150 format(' Max y-local EST error is :', e16.6) 
        write(8,175) rprst 
        175 format(' Relative EST  % error is :', e16.6, ' %',/) 
        write(8,200) ergfb 
        200 format(' Exact-FB global error is :', e16.6) 
        write(8,225) maxlfbx 
        225 format(' Max x-local EFB error is :', e16.6) 
        write(8,250) maxlfby 
        250 format(' Max y-local EFB error is :', e16.6) 
        write(8,275) rprfb 
        275 format(' Relative EFB  % error is :', e16.6, ' %',/) 
        write(8,300) efind 
        300 format(' Effectivity Index is     :', e16.6,/) 
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     endif 
 
     write(8,400) ergfe 
     400 format(' Approximate global error is  :', e16.6) 
     write(8,425) maxlfex 
     425 format(' Max x-local approx error is  :', e16.6) 
     write(8,450) maxlfey 
     450 format(' Max y-local approx error is  :', e16.6) 
     write(8,500) rprfe 
     500 format(' Relative percentage error is :', e16.6, ' %',/) 
 
     write(8,600) 
     600 format('  Node    X-coor      Y-coor      Temp            Xflux           Yflux') 
 
     do i = 1,tnode 
        write(8,700) i, coord(i,1), coord(i,2), p(i), qxfb(i), qyfb(i)  
        700 format(i6,2f12.6,3e16.6) 
     enddo 
 
     do i = tnode+1,npoi 
        write(8,710) i, coord(i,1), coord(i,2), p(i) 
        710 format(i6,2f12.6,e16.6) 
     enddo 
 
     do ie = 1, nelem 
        write(8,750) ie, (intmat(ie,j),j=1,6) 
        750 format(7i6) 
     enddo 
 
close(unit=8, status='keep') 
 
open(unit=9,file=name1(1:leng)//'.plt',status='unknown',iostat=ierror) 
 
     write(9,800) tnode, nelem 
     800 format('Variables = "X-coor","Y-coor","Temp","Xflux","Yflux"',/,'ZONE     & 
                 N=',I6,',E=',I6,',F=FEPOINT,ET=TRIANGLE') 
 
     do ip = 1, tnode 
        write(9,850) coord(ip,1), coord(ip,2), p(ip), qxfb(ip), qyfb(ip) 
        850 format(2f12.6,3e16.6) 
     enddo 
 
     do ie = 1, nelem 
        write(9,900) (intmat(ie,j),j=1,3) 
        900 format(3i6) 
     enddo 
 
close(unit=9, status='keep') 
 
End Subroutine WRITE_OUTPUT 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine GEN_NL() 
 
implicit none 
 
real(8)                               ::  pi 
 
pi = 4.*atan(1.) 
 
! 
!  Generate Nodeless 
! 
 
acheck = 0 
npoi = tnode 
 
Do ie = 1,nelem 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
 
!  Node 4 is between Node 2 & 3 
 
   acheck(jj,kk,2) = acheck(jj,kk,2) + 1 
   acheck(kk,jj,2) = acheck(kk,jj,2) + 1 
   if (acheck(jj,kk,1)==1) goto 10 
   acheck(jj,kk,1) = 1 
   acheck(kk,jj,1) = 1 
   npoi = npoi + 1 
   intmat(ie,4)  = npoi 
   number(jj,kk) = npoi 
   number(kk,jj) = npoi 
   coord(npoi,1) = (coord(jj,1)+coord(kk,1))/2. 
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   coord(npoi,2) = (coord(jj,2)+coord(kk,2))/2. 
 
   ! Check boundary for node 4 <p(4)=0.> 
 
   if (ibcp(jj)==1 .and. ibcp(kk)==1) then 
      ibcp(npoi) = 1 
 
   !  specified boundary condition 
      p(npoi) = 0. 
 
   endif 
   goto 15 
10 continue 
   intmat(ie,4) = number(jj,kk) 
15 continue 
 
!  Node 5 is between Node 3 & 1 
 
   acheck(ii,kk,2) = acheck(ii,kk,2) + 1 
   acheck(kk,ii,2) = acheck(kk,ii,2) + 1 
   if (acheck(ii,kk,1)==1) goto 20 
   acheck(ii,kk,1) = 1 
   acheck(kk,ii,1) = 1 
   npoi = npoi + 1 
   intmat(ie,5)  = npoi 
   number(ii,kk) = npoi 
   number(kk,ii) = npoi 
   coord(npoi,1) = (coord(ii,1)+coord(kk,1))/2. 
   coord(npoi,2) = (coord(ii,2)+coord(kk,2))/2. 
 
   ! Check boundary for node 5 <p(5)=0.> 
 
   if (ibcp(ii)==1 .and. ibcp(kk)==1) then 
      ibcp(npoi) = 1 
 
   !  specified boundary condition 
      p(npoi) = 0. 
 
   endif 
   goto 25 
20 continue 
   intmat(ie,5) = number(ii,kk) 
25 continue 
 
!  Node 6 is between Node 1 & 2 
 
   acheck(ii,jj,2) = acheck(ii,jj,2) + 1 
   acheck(jj,ii,2) = acheck(jj,ii,2) + 1 
   if (acheck(ii,jj,1)==1) goto 30 
   acheck(ii,jj,1) = 1 
   acheck(jj,ii,1) = 1 
   npoi = npoi + 1 
   intmat(ie,6)  = npoi 
   number(ii,jj) = npoi 
   number(jj,ii) = npoi 
   coord(npoi,1) = (coord(ii,1)+coord(jj,1))/2. 
   coord(npoi,2) = (coord(ii,2)+coord(jj,2))/2. 
 
   ! Check boundary for node 6 <p(6)=0.> 
 
   if (ibcp(ii)==1 .and. ibcp(jj)==1) then 
      ibcp(npoi) = 1 
 
   !  specified boundary condition 
      p(npoi) = 0. 
 
   endif 
   goto 35 
30 continue 
   intmat(ie,6) = number(ii,jj) 
35 continue 
 
Enddo 
 
End Subroutine GEN_NL 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
END MODULE HC 
 
!--------------------------------------------------------------- 
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Module solve 
 
implicit none 
 
contains 
 
! 
! Subroutine preconditioned conjugate gradient method 
! 
 
subroutine unsympcg(a, b, x, n) 
 
implicit none 
 
integer(4)                    :: maxit, iter, count 
integer(4)                    ::     i,    j,     n 
real(8)                       ::   del, dnew,   tol, bottom 
real(8)                       :: alpha, dold,  beta,  check, thresh 
real(8), dimension(n,n)       ::     a 
real(8), dimension(n)         ::     q, r, d, pre, s, x, b, ax, atb 
 
integer(4), allocatable, dimension(:)  :: ija, ijat, ijata 
real(8),    allocatable, dimension(:)  ::  sa,  sat,  sata 
 
  iter = 1 
   tol = 1.d-6 
 maxit = 50000 
thresh = 1.e-10 
 
count = 1000000 
 
write(6,*) count 
 
allocate(  sa(count),   ija(count)) 
allocate( sat(count),  ijat(count)) 
allocate(sata(count), ijata(count)) 
 
!----------------------------------------------- 
! Convert square matrix into row-indexed sparse 
!----------------------------------------------- 
call sprsin( a,n,n,thresh,count, sa, ija) 
call sprsint(a,n,n,thresh,count,sat,ijat) 
 
!-------------- 
! Compute At*A  
!-------------- 
call sprstm(sat,ijat,sat,ijat,sata,ijata,thresh,count) 
 
!-------------- 
! Compute At*b  
!-------------- 
call sprsax(sat,ijat,b,atb,n,count) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
! Construct precondition matrix P (but this will find P inverse) 
!---------------------------------------------------------------- 
do i = 1,n 
   pre(i) = 1./abs(sata(i)) 
end do 
 
!--------- 
! Find Ro 
!--------- 
call sprsax(sata,ijata,x,ax,n,count) 
do i = 1,n 
   r(i) = atb(i) - ax(i) 
end do 
 
!--------- 
! Find Do 
!--------- 
do i = 1,n 
   d(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
 
!------------ 
! Find D-New 
!------------ 
dnew = 0. 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*d(i) 
end do 
 
del = dnew 
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Do 
   if(iter >= maxit.OR.dnew <= (tol*tol*del)) exit 
      
!------------- 
! Find Q(i+1) 
!------------- 
   call sprsax(sata,ijata,d,q,n,count) 
 
!------------ 
! Find Alpha 
!------------ 
   bottom = 0. 
   do i = 1,n 
      bottom = bottom + d(i)*q(i) 
   end do 
 
   alpha = dnew/bottom 
   do i = 1,n 
      x(i) = x(i) + alpha*d(i) 
   end do 
 
!------------- 
! Find R(i+1) 
!------------- 
   check = mod(iter,50) 
   if(check == 0.) then 
     call sprsax(sata,ijata,x,ax,n,count) 
     do i = 1,n 
        r(i) = atb(i) - ax(i) 
     end do 
   else 
      do i = 1,n 
         r(i) = r(i) - alpha*q(i) 
      end do 
   endif 
 
!------------- 
! Find S(i+1) 
!------------- 
   do i = 1,n 
      s(i) = pre(i)*r(i) 
   end do 
 
!----------- 
! Find beta 
!----------- 
   dold = dnew 
   dnew = 0. 
   do i = 1,n 
      dnew = dnew + r(i)*s(i) 
   end do 
 
   beta = dnew/dold 
   do i = 1,n 
      d(i) = s(i) + beta*d(i) 
   end do 
 
   iter = iter + 1 
 
End do 
 
end subroutine unsympcg 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sympcg(a, b, x, n) 
 
implicit none 
 
integer(4)                    :: maxit, iter, count 
integer(4)                    ::     i,    j,     n 
real(8)                       ::   del, dnew,   tol, bottom 
real(8)                       :: alpha, dold,  beta,  check, thresh 
real(8), dimension(n,n)       ::     a 
real(8), dimension(n)         ::     q, r, d, pre, s, x, b, ax 
 
integer(4), allocatable, dimension(:)  :: ija 
real(8),    allocatable, dimension(:)  :: sa 
 
 iter = 1 
  tol = 1.d-6 
maxit = 50000 
thresh = 1.e-10 
 
count = 10000000 
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allocate(sa(count), ija(count)) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
! Construct precondition matrix P (but this will find P inverse) 
!---------------------------------------------------------------- 
do i = 1,n 
   pre(i) = 1./abs(a(i,i)) 
end do 
 
!----------------------------------------------- 
! Convert square matrix into row-indexed sparse 
!----------------------------------------------- 
call sprsin(a,n,n,thresh,count,sa,ija) 
 
!--------- 
! Find Ro 
!--------- 
call sprsax(sa,ija,x,ax,n,count) 
do i = 1,n 
   r(i) = b(i) - ax(i) 
end do 
 
!--------- 
! Find Do 
!--------- 
do i = 1,n 
   d(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
 
!------------ 
! Find D-New 
!------------ 
dnew = 0. 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*d(i) 
end do 
 
del = dnew 
 
Do 
   if(iter >= maxit.OR.dnew <= (tol*tol*del)) exit 
      
!------------- 
! Find Q(i+1) 
!------------- 
   call sprsax(sa,ija,d,q,n,count) 
 
!------------ 
! Find Alpha 
!------------ 
   bottom = 0. 
   do i = 1,n 
      bottom = bottom + d(i)*q(i) 
   end do 
 
   alpha = dnew/bottom 
   do i = 1,n 
      x(i) = x(i) + alpha*d(i) 
   end do 
 
!------------- 
! Find R(i+1) 
!------------- 
   check = mod(iter,50) 
   if(check == 0.) then 
      call sprsax(sa,ija,x,ax,n,count) 
      do i = 1,n 
         r(i) = b(i) - ax(i) 
      end do 
   else 
      do i = 1,n 
         r(i) = r(i) - alpha*q(i) 
      end do 
   endif 
 
!------------- 
! Find S(i+1) 
!------------- 
do i = 1,n 
   s(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
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!----------- 
! Find beta 
!----------- 
dold = dnew 
dnew = 0. 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*s(i) 
end do 
 
beta = dnew/dold 
do i = 1,n 
   d(i) = s(i) + beta*d(i) 
end do 
 
iter = iter + 1 
 
End do 
 
end subroutine sympcg 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsin(a,n,np,thresh,nmax,sa,ija) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, np 
integer(4)                   :: i, j, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
 
real(8)                      :: thresh 
real(8), dimension(np,np)    :: a 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
do j = 1,n 
   sa(j) = a(j,j) 
enddo 
 
ija(1) = n+2 
k = n+1 
do i = 1,n 
   do j = 1,n 
      if (abs(a(i,j)) >= thresh) then 
         if (i /= j) then 
            k = k+1 
            if (k > nmax) then 
               write(6,*) k, nmax !, 'nmax too small in sprsin'    
               pause 'nmax too small in sprsin' 
            endif 
            sa(k) = a(i,j) 
            ija(k) = j 
         endif 
      endif 
   enddo 
   ija(i+1) = k+1 
enddo 
 
END subroutine sprsin 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsax(sa,ija,x,b,n,nmax) 
 
! Multiply a matrix in sparse storage by a vector x(1:n) 
! and the result is a vector b(1:n) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, i, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
 
real(8), dimension(n)        :: b, x 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
if (ija(1) /= n+2) pause 'mismatched vector and matrix in sprsax' 
do i = 1,n 
   b(i) = sa(i) * x(i) 
   do k = ija(i),ija(i+1)-1 
      b(i) = b(i) + sa(k) * x(ija(k)) 
   enddo 
enddo 
 
END subroutine sprsax 
 
!--------------------------------------------------------------- 
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subroutine sprstm(sa,ija,sb,ijb,sc,ijc,thresh,nmax) 
 
! 
! Multiply At*A 
! 
! Input for sa must be At 
! Input for sb must be At 
! output of sc will be At*A 
! 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax 
integer(4)                   :: i,ijma,ijmb,j,k,ma,mb,mbb 
 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija, ijb, ijc 
real(8)   , dimension(nmax)  ::  sa,  sb,  sc 
 
real(8)                      :: sum, thresh 
 
if(ija(1) /= ijb(1)) pause 'sprstm sizes do not match' 
k = ija(1) 
ijc(1) = k 
do i = 1,ija(1)-2 
   do j = 1,ijb(1)-2 
      if(i==j) then 
         sum = sa(i)*sb(j)                      
      else                            
         sum = 0.d0                   
      endif                      
      mb = ijb(j)                      
      do ma = ija(i),ija(i+1)-1                      
         ijma = ija(ma)                   
         if(ijma == j) then                   
            sum = sum + sa(ma)*sb(j)                
         else                   
2           if(mb < ijb(j+1)) then                            
               ijmb = ijb(mb)             
               if(ijmb == i) then             
                  sum = sum + sa(i)*sb(mb)          
                  mb = mb + 1          
                  goto 2                 
               else if(ijmb < ijma) then             
                  mb = mb + 1          
                  goto 2          
               else if(ijmb == ijma) then             
                  sum = sum + sa(ma)*sb(mb)          
                  mb = mb + 1          
                  goto 2          
               endif                    
            endif                
         endif                   
      enddo                      
       
      do mbb = mb,ijb(j+1)-1                      
         if(ijb(mbb) == i) then                   
            sum = sum + sa(i)*sb(mbb)                       
         endif                   
      enddo                                                 
                            
      if(i == j) then                      
         sc(i) = sum                   
      else if(abs(sum) > thresh) then                      
          if(k > nmax) pause 'sprstm: nmax to small'                         
          sc(k) = sum                  
          ijc(k) = j                         
          k = k + 1                  
      endif                                                 
   enddo 
   ijc(i+1) = k                         
enddo                            
                            
end subroutine sprstm 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsint(a,n,np,thresh,nmax,sa,ija) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, np 
integer(4)                   :: i, j, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
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real(8)                      :: thresh 
real(8), dimension(np,np)    :: a 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
do j = 1,n 
   sa(j) = a(j,j) 
enddo 
ija(1) = n+2 
k = n+1 
do j = 1,n 
   do i = 1,n 
      if (abs(a(i,j)) >= thresh) then 
         if (i /= j) then 
            k = k+1 
            if (k > nmax) pause 'nmax too small in sprsin' 
            sa(k) = a(i,j) 
            ija(k) = i 
         endif 
      endif 
   enddo 
   ija(j+1) = k+1 
enddo 
 
END subroutine sprsint 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
end module solve 
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ภาคผนวก ข 
รายละเอียดของโปรแกรมวิเคราะหปญหาความเคน 

อันเนื่องมาจากอุณหภูมิ 
 
 
Program SOLID_STRESS 
 
use SOLID 
 
implicit none 
 
call MAIN() 
 
end Program SOLID_STRESS 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
MODULE SOLID 
 
implicit none 
 
character(len=20)                         :: name1 
 
integer(4), allocatable, dimension(:,:)   :: intmat              ! Node connection on element 
integer(4), allocatable, dimension(:)     :: ibcx, ibcy          ! boundary condition for variable  
integer(4), dimension(20)                 :: text                ! buffer for reading  
 
real(8), allocatable, dimension(:,:)      :: coord,   sysk       ! Coordinate of each node  
real(8), allocatable, dimension(:)        :: p, displx, disply 
real(8), allocatable, dimension(:)        :: sysf,   temp,    sxx,  syy, sxy, sigma 
real(8), allocatable, dimension(:)        :: sxxex,  syyex,  sxyex 
 
integer(4)                                :: neq,  npoi, nelem, ierror,  ip,  ie 
integer(4)                                :: i,    j,    k,     ii,      jj,  kk 
integer(4)                                :: ll,   mm,   nn 
integer(4)                                :: nlines, iline 
integer(4)                                :: nside,  nboun 
 
real(8)                                   :: xg1, xg2, xg3, yg1, yg2,  yg3, theta 
real(8)                                   :: b1,  b2,  b3,  c1,  c2,   c3 
real(8)                                   :: uj,  vj 
real(8)                                   :: area,   x,      y,     sum,   xx,    yy 
real(8)                                   :: elas,   pr,     tref,  alpha, thick 
real(8)                                   :: c11,    c12,    c21,   c22,   c33,   lfa 
real(8)                                   :: aread,  efind 
real(8)                                   :: rprfb,  rprst,  rprfe, ergfb, ergst, ergfe 
real(8)                                   :: maxlfb, maxlst, maxlfe 
 
real(8), dimension(12,12)                 :: kele 
real(8), dimension(12)                    :: r, rsur, rtemp 
 
integer(4)                                :: tnode, stype, exact 
integer(4), allocatable, dimension(:,:)   :: number 
integer(4), allocatable, dimension(:,:,:) :: acheck 
 
CONTAINS 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine MAIN() 
 
use solve 
 
implicit none 
 
call READ_INPUT() 
call GEN_NL() 
call ARRANGE() 
call CST() 
call SYMPCG(sysk, sysf, p, neq) 
call STRESS() 
call ERR_EST()    
call WRITE_OUTPUT()        
 
End Subroutine MAIN 
 
!--------------------------------------------------------------- 
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Subroutine read_input() 
 
implicit none 
 
write(6,10) 
10 format(/, ' PLEASE ENTER INPUT FILE NAME:',/) 
read(5, '(A)') name1 
 
open(unit=7, file=name1, status='OLD', action='read', iostat=ierror) 
 
! 
! read input data 
! 
 
read(7,*) nlines                 
                                 
do iline = 1,nlines              
   read(7,1) text                
   1 format(20A4)                
enddo                           
 
read(7,1) text 
read(7,*) tnode, nelem, nboun, stype, exact 
      
nside = (3*nelem+nboun)/2 
npoi  = tnode+nside 
neq   = 2*npoi 
 
allocate(     intmat(nelem,6),   coord(npoi,2),      p(neq)) 
allocate(          ibcx(npoi),      ibcy(npoi), displx(npoi), disply(npoi), temp(tnode)) 
allocate(       sysk(neq,neq),       sysf(neq),    sxx(npoi),    syy(npoi),   sxy(npoi)) 
allocate( number(tnode,tnode),         acheck(tnode,tnode,2)) 
 
if (exact == 1) allocate(sxxex(tnode), syyex(tnode), sxyex(tnode))  
 
read(7,1) text 
read(7,*) elas,  pr, tref, alpha, thick 
read(7,1) text 
do ip = 1,tnode 
   read(7,*) i, ibcx(i), ibcy(i), (coord(i,k), k=1,2), displx(i), disply(i),   & 
             sxx(i), syy(i), temp(i) 
   if(i /= ip) write(6,40) ip 
   40 format(/, ' NODE NO.', I5,' IN DATA FILE IS MISSING') 
   if(i /= ip) stop 
enddo 
 
read(7,1) text 
do ie = 1,nelem 
   read(7,*) i, (intmat(i,j), j=1,3) 
   if(i /= ie) write(6,50) ie 
   50 format(/, ' ELEMENT NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
   if(i /= ie) stop 
enddo 
 
close(unit=7, status='keep') 
 
write(6,60) tnode, nelem 
60 format(/,'   THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF :',/,   & 
            '      NUMBER OF TIP NODES          =', I6, /,   & 
            '      NUMBER OF ELEMENTS           =', I6, /) 
 
End Subroutine read_input 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine CST() 
 
implicit none 
 
sysf = 0. 
sysk = 0. 
 
if (stype == 0) then 
   c11 =            elas / (1 - pr*pr) 
   c12 =      pr  * elas / (1 - pr*pr) 
   c33 = (1 - pr) * elas / (1 - pr*pr)/2. 
   lfa = alpha 
endif 
 
if (stype == 1) then 
   c11 =    (1 - pr) * elas / (1 + pr) / (1 - 2.*pr) 
   c12 =         pr  * elas / (1 + pr) / (1 - 2.*pr) 
   c33 = (1 - 2.*pr) * elas / (1 + pr) / (1 - 2.*pr)/2. 
   lfa = alpha*(1+pr) 
endif 
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c21 = c12 
c22 = c11 
 
! 
!  Loop over the number of elements: 
! 
 
const: do ie = 1,nelem 
 
!  Find element local coordinates: 
 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
   ll = intmat(ie,4) 
   mm = intmat(ie,5) 
   nn = intmat(ie,6) 
 
   xg1 = coord(ii,1) 
   xg2 = coord(jj,1) 
   xg3 = coord(kk,1) 
       
   yg1 = coord(ii,2) 
   yg2 = coord(jj,2) 
   yg3 = coord(kk,2) 
 
   area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
   b1 = (yg2 - yg3) 
   b2 = (yg3 - yg1) 
   b3 = (yg1 - yg2) 
 
   c1 = (xg3 - xg2) 
   c2 = (xg1 - xg3) 
   c3 = (xg2 - xg1) 
 
!  Setup & clear matrices: 
 
    kele = 0.  
    rsur = 0. 
   rtemp = 0. 
       r = 0. 
 
!  Set the value for  
!  the coefficient of diffusion term 
 
   call CnK_ELE()  
 
!  Compute all loads 
 
   call ALL_LOAD() 
 
!  Assemble element 
 
   call asmp() 
 
enddo const 
 
call applbc() 
 
end Subroutine CST 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine CnK_ELE() 
 
implicit none 
 
! 
!   upper left (quardrant 2) 
! 
    kele(1,1) = 12.*(c11*b1*b1 + c33*c1*c1) 
    kele(1,2) = 12.*(c11*b1*b2 + c33*c1*c2) 
    kele(1,3) = 12.*(c11*b1*b3 + c33*c1*c3) 
    kele(2,1) = kele(1,2) 
    kele(2,2) = 12.*(c11*b2*b2 + c33*c2*c2) 
    kele(2,3) = 12.*(c11*b2*b3 + c33*c2*c3) 
    kele(3,1) = kele(1,3) 
    kele(3,2) = kele(2,3) 
    kele(3,3) = 12.*(c11*b3*b3 + c33*c3*c3) 
 
    kele(1,4) = 4.*(c11*b1*(b2+b3) + c33*c1*(c2+c3)) 
    kele(2,4) = 4.*(c11*b2*(b2+b3) + c33*c2*(c2+c3)) 
    kele(3,4) = 4.*(c11*b3*(b2+b3) + c33*c3*(c2+c3)) 
    kele(1,5) = 4.*(c11*b1*(b3+b1) + c33*c1*(c3+c1)) 
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    kele(2,5) = 4.*(c11*b2*(b3+b1) + c33*c2*(c3+c1)) 
    kele(3,5) = 4.*(c11*b3*(b3+b1) + c33*c3*(c3+c1)) 
    kele(1,6) = 4.*(c11*b1*(b1+b2) + c33*c1*(c1+c2)) 
    kele(2,6) = 4.*(c11*b2*(b1+b2) + c33*c2*(c1+c2)) 
    kele(3,6) = 4.*(c11*b3*(b1+b2) + c33*c3*(c1+c2)) 
 
    kele(4,1) = kele(1,4) 
    kele(4,2) = kele(2,4) 
    kele(4,3) = kele(3,4) 
    kele(5,1) = kele(1,5) 
    kele(5,2) = kele(2,5) 
    kele(5,3) = kele(3,5) 
    kele(6,1) = kele(1,6) 
    kele(6,2) = kele(2,6) 
    kele(6,3) = kele(3,6) 
 
    kele(4,4) = c11*(2.*b2*b2 + 2.*b2*b3 + 2.*b3*b3) + c33*(2.*c2*c2 + 2.*c2*c3 + 2.*c3*c3) 
    kele(5,5) = c11*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b3 + 2.*b3*b3) + c33*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c3 + 2.*c3*c3) 
    kele(6,6) = c11*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b2 + 2.*b2*b2) + c33*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c2 + 2.*c2*c2) 
    kele(4,5) = c11*(b3*b3 + b1*b3 + b2*b3 + 2.*b1*b2) + c33*(c3*c3 + c1*c3 + c2*c3 + 2.*c1*c2) 
    kele(4,6) = c11*(b2*b2 + b1*b2 + b2*b3 + 2.*b1*b3) + c33*(c2*c2 + c1*c2 + c2*c3 + 2.*c1*c3) 
    kele(5,6) = c11*(b1*b1 + b1*b2 + b1*b3 + 2.*b2*b3) + c33*(c1*c1 + c1*c2 + c1*c3 + 2.*c2*c3) 
    kele(5,4) = kele(4,5) 
    kele(6,4) = kele(4,6) 
    kele(6,5) = kele(5,6) 
 
! 
!   lower right (quardrant 4) 
! 
    kele(7,7) = 12.*(c33*b1*b1 + c22*c1*c1) 
    kele(7,8) = 12.*(c33*b1*b2 + c22*c1*c2) 
    kele(7,9) = 12.*(c33*b1*b3 + c22*c1*c3) 
    kele(8,7) = kele(7,8) 
    kele(8,8) = 12.*(c33*b2*b2 + c22*c2*c2) 
    kele(8,9) = 12.*(c33*b2*b3 + c22*c2*c3) 
    kele(9,7) = kele(7,9) 
    kele(9,8) = kele(8,9) 
    kele(9,9) = 12.*(c33*b3*b3 + c22*c3*c3) 
 
    kele(7,10) = 4.*(c33*b1*(b2+b3) + c22*c1*(c2+c3)) 
    kele(8,10) = 4.*(c33*b2*(b2+b3) + c22*c2*(c2+c3)) 
    kele(9,10) = 4.*(c33*b3*(b2+b3) + c22*c3*(c2+c3)) 
    kele(7,11) = 4.*(c33*b1*(b3+b1) + c22*c1*(c3+c1)) 
    kele(8,11) = 4.*(c33*b2*(b3+b1) + c22*c2*(c3+c1)) 
    kele(9,11) = 4.*(c33*b3*(b3+b1) + c22*c3*(c3+c1)) 
    kele(7,12) = 4.*(c33*b1*(b1+b2) + c22*c1*(c1+c2)) 
    kele(8,12) = 4.*(c33*b2*(b1+b2) + c22*c2*(c1+c2)) 
    kele(9,12) = 4.*(c33*b3*(b1+b2) + c22*c3*(c1+c2)) 
 
    kele(10,7) = kele(7,10) 
    kele(10,8) = kele(8,10) 
    kele(10,9) = kele(9,10) 
    kele(11,7) = kele(7,11) 
    kele(11,8) = kele(8,11) 
    kele(11,9) = kele(9,11) 
    kele(12,7) = kele(7,12) 
    kele(12,8) = kele(8,12) 
    kele(12,9) = kele(9,12) 
 
    kele(10,10) = c33*(2.*b2*b2 + 2.*b2*b3 + 2.*b3*b3) + c22*(2.*c2*c2 + 2.*c2*c3 + 2.*c3*c3) 
    kele(11,11) = c33*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b3 + 2.*b3*b3) + c22*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c3 + 2.*c3*c3) 
    kele(12,12) = c33*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b2 + 2.*b2*b2) + c22*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c2 + 2.*c2*c2) 
    kele(10,11) = c33*(b3*b3 + b1*b3 + b2*b3 + 2.*b1*b2) + c22*(c3*c3 + c1*c3 + c2*c3 + 2.*c1*c2) 
    kele(10,12) = c33*(b2*b2 + b1*b2 + b2*b3 + 2.*b1*b3) + c22*(c2*c2 + c1*c2 + c2*c3 + 2.*c1*c3) 
    kele(11,12) = c33*(b1*b1 + b1*b2 + b1*b3 + 2.*b2*b3) + c22*(c1*c1 + c1*c2 + c1*c3 + 2.*c2*c3) 
    kele(11,10) = kele(10,11) 
    kele(12,10) = kele(10,12) 
    kele(12,11) = kele(11,12) 
 
! 
!   upper right (quardrant 1) 
! 
    kele(1,7) = 12.*(c12*b1*c1 + c33*b1*c1) 
    kele(2,7) = 12.*(c12*b2*c1 + c33*b1*c2) 
    kele(3,7) = 12.*(c12*b3*c1 + c33*b1*c3) 
    kele(1,8) = 12.*(c12*b1*c2 + c33*b2*c1) 
    kele(2,8) = 12.*(c12*b2*c2 + c33*b2*c2) 
    kele(3,8) = 12.*(c12*b3*c2 + c33*b2*c3) 
    kele(1,9) = 12.*(c12*b1*c3 + c33*b3*c1) 
    kele(2,9) = 12.*(c12*b2*c3 + c33*b3*c2) 
    kele(3,9) = 12.*(c12*b3*c3 + c33*b3*c3) 
 
    kele(1,10) = 4.*(c12*b1*(c3+c2) + c33*(b3+b2)*c1) 
    kele(2,10) = 4.*(c12*b2*(c3+c2) + c33*(b3+b2)*c2) 
    kele(3,10) = 4.*(c12*b3*(c3+c2) + c33*(b3+b2)*c3) 
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    kele(1,11) = 4.*(c12*b1*(c1+c3) + c33*(b1+b3)*c1) 
    kele(2,11) = 4.*(c12*b2*(c1+c3) + c33*(b1+b3)*c2) 
    kele(3,11) = 4.*(c12*b3*(c1+c3) + c33*(b1+b3)*c3) 
    kele(1,12) = 4.*(c12*b1*(c2+c1) + c33*(b2+b1)*c1) 
    kele(2,12) = 4.*(c12*b2*(c2+c1) + c33*(b2+b1)*c2) 
    kele(3,12) = 4.*(c12*b3*(c2+c1) + c33*(b2+b1)*c3) 
 
    kele(4,7) = 4.*(c12*(b3+b2)*c1 + c33*b1*(c3+c2)) 
    kele(5,7) = 4.*(c12*(b1+b3)*c1 + c33*b1*(c1+c3)) 
    kele(6,7) = 4.*(c12*(b2+b1)*c1 + c33*b1*(c2+c1)) 
    kele(4,8) = 4.*(c12*(b3+b2)*c2 + c33*b2*(c3+c2)) 
    kele(5,8) = 4.*(c12*(b1+b3)*c2 + c33*b2*(c1+c3)) 
    kele(6,8) = 4.*(c12*(b2+b1)*c2 + c33*b2*(c2+c1)) 
    kele(4,9) = 4.*(c12*(b3+b2)*c3 + c33*b3*(c3+c2)) 
    kele(5,9) = 4.*(c12*(b1+b3)*c3 + c33*b3*(c1+c3)) 
    kele(6,9) = 4.*(c12*(b2+b1)*c3 + c33*b3*(c2+c1)) 
 
    kele(4,10) = c12*(2.*b3*c3 +    b3*c2 +    b2*c3 + 2.*b2*c2) +    & 
                 c33*(2.*b3*c3 +    b3*c2 +    b2*c3 + 2.*b2*c2) 
    kele(5,10) = c12*(  b1*c3  + 2.*b1*c2 +    b3*c3 +    b3*c2) +    & 
                 c33*(   b3*c1 +    b3*c3 + 2.*b2*c1 +    b2*c3) 
    kele(6,10) = c12*(   b2*c3 +    b2*c2 + 2.*b1*c3 +    b1*c2) +    & 
                 c33*(   b3*c2 + 2.*b3*c1 +    b2*c2 +    b2*c1) 
    kele(4,11) = c12*(   b3*c1 +    b3*c3 + 2.*b2*c1 +    b2*c3) +    & 
                 c33*(   b1*c3 + 2.*b1*c2 +    b3*c3 +    b3*c2) 
    kele(5,11) = c12*(2.*b1*c1 +    b1*c3 +    b3*c1 + 2.*b3*c3) +    & 
                 c33*(2.*b1*c1 +    b1*c3 +    b3*c1 + 2.*b3*c3) 
    kele(6,11) = c12*(   b2*c1 + 2.*b2*c3 +    b1*c1 +    b1*c3) +    & 
                 c33*(   b1*c2 +    b1*c1 + 2.*b3*c2 +    b3*c1) 
    kele(4,12) = c12*(   b3*c2 + 2.*b3*c1 +    b2*c2 +    b2*c1) +    & 
                 c33*(   b2*c3 +    b2*c2 + 2.*b1*c3 +    b1*c2) 
    kele(5,12) = c12*(   b1*c2 +    b1*c1 + 2.*b3*c2 +    b3*c1) +    & 
                 c33*(   b2*c1 + 2.*b2*c3 +    b1*c1 +    b1*c3) 
    kele(6,12) = c12*(2.*b2*c2 +    b2*c1 +    b1*c2 + 2.*b1*c1) +    & 
                 c33*(2.*b2*c2 +    b2*c1 +    b1*c2 + 2.*b1*c1) 
! 
!   lower left (quardrant 3) 
! 
    kele(7,1) = kele(1,7) 
    kele(7,2) = kele(2,7) 
    kele(7,3) = kele(3,7) 
    kele(7,4) = kele(4,7) 
    kele(7,5) = kele(5,7) 
    kele(7,6) = kele(6,7) 
 
    kele(8,1) = kele(1,8) 
    kele(8,2) = kele(2,8) 
    kele(8,3) = kele(3,8) 
    kele(8,4) = kele(4,8) 
    kele(8,5) = kele(5,8) 
    kele(8,6) = kele(6,8) 
 
    kele(9,1) = kele(1,9) 
    kele(9,2) = kele(2,9) 
    kele(9,3) = kele(3,9) 
    kele(9,4) = kele(4,9) 
    kele(9,5) = kele(5,9) 
    kele(9,6) = kele(6,9) 
 
    kele(10,1) = kele(1,10) 
    kele(10,2) = kele(2,10) 
    kele(10,3) = kele(3,10) 
    kele(10,4) = kele(4,10) 
    kele(10,5) = kele(5,10) 
    kele(10,6) = kele(6,10) 
 
    kele(11,1) = kele(1,11) 
    kele(11,2) = kele(2,11) 
    kele(11,3) = kele(3,11) 
    kele(11,4) = kele(4,11) 
    kele(11,5) = kele(5,11) 
    kele(11,6) = kele(6,11) 
 
    kele(12,1) = kele(1,12) 
    kele(12,2) = kele(2,12) 
    kele(12,3) = kele(3,12) 
    kele(12,4) = kele(4,12) 
    kele(12,5) = kele(5,12) 
    kele(12,6) = kele(6,12) 
 
    kele = kele*thick/area/48. 
 
End Subroutine CnK_ELE 
 
!--------------------------------------------------------------- 
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Subroutine ALL_LOAD() 
 
implicit none 
 
real(8)                   ::   dx, dy, dl, SL, tavg, Q, xx, yy 
 
real(8), dimension(12,3)  ::   bmat 
real(8), dimension( 3,3)  ::   cmat 
real(8), dimension(3)     ::   lmat  
 
! surface load 
 
if ((sxx(ii) /= 0.) .and. (sxx(jj) /= 0.)) then 
 
   dx = xg2 - xg1 
   dy = yg2 - yg1 
   dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
    
   SL = (sxx(ii) + sxx(jj))/2. 
 
   rsur(1) = SL*thick*dl/2. 
   rsur(2) = SL*thick*dl/2. 
   rsur(6) = 0. 
 
endif 
 
if ((sxx(jj) /= 0.) .and. (sxx(kk) /= 0.)) then 
 
   dx = xg3 - xg2 
   dy = yg3 - yg2 
   dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
    
   SL = (sxx(jj) + sxx(kk))/2. 
 
   rsur(2) = SL*thick*dl/2. 
   rsur(3) = SL*thick*dl/2. 
   rsur(4) = 0. 
   
endif 
 
if ((sxx(kk) /= 0.) .and. (sxx(ii) /= 0.)) then 
 
   dx = xg3 - xg1 
   dy = yg3 - yg1 
   dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
    
   SL = (sxx(kk) + sxx(ii))/2. 
 
   rsur(1) = SL*thick*dl/2. 
   rsur(3) = SL*thick*dl/2. 
   rsur(5) = 0. 
   
endif 
 
if ((syy(ii) /= 0.) .and. (syy(jj) /= 0.)) then 
 
   dx = xg2 - xg1 
   dy = yg2 - yg1 
   dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
    
   SL = (syy(ii) + syy(jj))/2. 
 
   rsur(7)  = SL*thick*dl/2. 
   rsur(8)  = SL*thick*dl/2. 
   rsur(12) = 0. 
   
endif 
 
if ((syy(jj) /= 0.) .and. (syy(kk) /= 0.)) then 
 
   dx = xg3 - xg2 
   dy = yg3 - yg2 
   dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
    
   SL = (syy(jj) + syy(kk))/2. 
 
   rsur(8)  = SL*thick*dl/2. 
   rsur(9)  = SL*thick*dl/2. 
   rsur(10) = 0. 
   
endif 
 
if ((syy(kk) /= 0.) .and. (syy(ii) /= 0.)) then 
 
   dx = xg3 - xg1 
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   dy = yg3 - yg1 
   dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
    
   SL = (syy(kk) + syy(ii))/2. 
 
   rsur(7)  = SL*thick*dl/2. 
   rsur(9)  = SL*thick*dl/2. 
   rsur(11) = 0. 
   
endif 
 
! Compute Constant Surface Heating 
! with specified function 
 
xx = (xg1+xg2+xg3)/3. 
yy = (yg1+yg2+yg3)/3. 
Q  = ((xx*xx+yy*yy)*(xx**3.+yy*yy)-6.*xx-2.)*dsin(xx*yy) - 2.*xx*yy*(3.*xx+2.)*dcos(xx*yy) 
rsur(1) = Q*area*thick/3. 
rsur(2) = rsur(1) 
rsur(3) = rsur(1) 
rsur(4) = 0. 
rsur(5) = rsur(4) 
rsur(6) = rsur(4) 
 
! average element temperature 
 
tavg = (temp(ii) + temp(jj) + temp(kk))/3. 
 
Q = tavg - tref 
 
bmat = 0. 
cmat = 0. 
lmat = 0. 
 
bmat(1,1)    = b1/2. 
bmat(2,1)    = b2/2. 
bmat(3,1)    = b3/2. 
bmat(4,1)    = (b2+b3)/6. 
bmat(5,1)    = (b1+b3)/6. 
bmat(6,1)    = (b2+b1)/6. 
 
bmat(7,2)    = c1/2. 
bmat(8,2)    = c2/2. 
bmat(9,2)    = c3/2. 
bmat(10,2)   = (c2+c3)/6. 
bmat(11,2)   = (c1+c3)/6. 
bmat(12,2)   = (c2+c1)/6. 
 
bmat(1,3)    = c1/2. 
bmat(2,3)    = c2/2. 
bmat(3,3)    = c3/2. 
bmat(4,3)    = (c2+c3)/6. 
bmat(5,3)    = (c1+c3)/6. 
bmat(6,3)    = (c2+c1)/6. 
 
bmat(7,3)    = b1/2. 
bmat(8,3)    = b2/2. 
bmat(9,3)    = b3/2. 
bmat(10,3)   = (b2+b3)/6. 
bmat(11,3)   = (b1+b3)/6. 
bmat(12,3)   = (b2+b1)/6. 
 
cmat(1,1)  = c11 
cmat(1,2)  = c12 
cmat(2,1)  = c21 
cmat(2,2)  = c22 
cmat(3,3)  = c33 
 
lmat(1) = lfa 
lmat(2) = lfa 
 
! temp load 
 
rtemp = matmul(bmat,matmul(cmat,lmat))*Q*thick 
 
! total load = surface load + temp load 
 
r = rsur + rtemp 
 
End Subroutine ALL_LOAD 
 
!--------------------------------------------------------------- 
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Subroutine ASMP() 
 
implicit none 
 
!  Assembling system load vector 
!  Contribution of coefficients associated with psi 
 
do i = 1,6 
 
   do j = 1,6 
 
      ii = intmat(ie,i) 
      jj = intmat(ie,j) 
 
      sysk(ii     ,jj     ) = sysk(ii     ,jj     ) + kele(i  ,j  ) 
      sysk(ii+npoi,jj     ) = sysk(ii+npoi,jj     ) + kele(i+6,j  ) 
      sysk(ii     ,jj+npoi) = sysk(ii     ,jj+npoi) + kele(i  ,j+6) 
      sysk(ii+npoi,jj+npoi) = sysk(ii+npoi,jj+npoi) + kele(i+6,j+6) 
 
   enddo 
     
   sysf(ii) = sysf(ii)  + r(i) 
   sysf(ii+npoi) = sysf(ii+npoi)  + r(i+6) 
 
enddo 
 
End Subroutine ASMP 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine applbc() 
 
implicit none 
 
integer(4)                 ::   ieq, ir, ic 
 
outer1: do ieq = 1,npoi 
 
          if(ibcx(ieq) == 0) cycle outer1 
 
          inner1: do ir = 1,neq 
                     if(ir == ieq) cycle inner1 
                     sysf(ir) = sysf(ir) - sysk(ir,ieq)*p(ieq) 
                     sysk(ir,ieq) = 0. 
                  enddo inner1 
 
                  do ic = 1,neq 
                     sysk(ieq,ic) = 0.   
                  enddo 
 
                  sysk(ieq,ieq) = 1. 
                  sysf(ieq)     = p(ieq) 
 
        enddo outer1 
 
outer: do ieq = 1,npoi 
 
          if(ibcy(ieq) == 0) cycle outer 
 
          inner: do ir = 1,neq 
                    if(ir == ieq) cycle inner 
                    sysf(ir) = sysf(ir) - sysk(ir,ieq+npoi)*p(ieq+npoi) 
                    sysk(ir,ieq+npoi) = 0. 
                 enddo inner 
 
                 do ic = 1,neq 
                    sysk(ieq+npoi,ic) = 0.   
                 enddo 
 
                 sysk(ieq+npoi,ieq+npoi) = 1. 
                 sysf(ieq+npoi)          = p(ieq+npoi) 
 
       enddo outer 
 
End Subroutine applbc 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine STRESS() 
 
use solve 
 
implicit none 
 
integer(4)                :: l, m, nnode, ndf, nsr, ner, nsc, nec 
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real(8)                   :: tavg 
 
real(8), dimension(3)     :: lmat 
real(8), dimension(9)     :: lvec 
real(8), dimension(12)    :: tbar 
real(8), dimension(3,3)   :: cmat 
real(8), dimension(9,3)   :: pmat 
real(8), dimension(9,9)   :: mele 
real(8), dimension(9,12)  :: gmat 
 
deallocate(sysk, sysf, stat=ierror) 
allocate(sysk(3*tnode,3*tnode), sysf(3*tnode), sigma(3*tnode)) 
 
sxx   = 0. 
syy   = 0. 
sxy   = 0. 
sysk  = 0. 
sysf  = 0. 
cmat  = 0. 
lmat  = 0. 
sigma = 0. 
 
cmat(1,1)  = c11 
cmat(1,2)  = c12 
cmat(2,1)  = c21 
cmat(2,2)  = c22 
cmat(3,3)  = c33 
 
lmat(1) = lfa 
lmat(2) = lfa 
 
! 
!  Setup element matrices to compute nodal stress : 
! 
 
Do ie=1,nelem 
 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
   ll = intmat(ie,4) 
   mm = intmat(ie,5) 
   nn = intmat(ie,6) 
 
   xg1 = coord(ii,1) 
   xg2 = coord(jj,1) 
   xg3 = coord(kk,1) 
       
   yg1 = coord(ii,2) 
   yg2 = coord(jj,2) 
   yg3 = coord(kk,2) 
 
   area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
   b1 = (yg2 - yg3) 
   b2 = (yg3 - yg1) 
   b3 = (yg1 - yg2) 
 
   c1 = (xg3 - xg2) 
   c2 = (xg1 - xg3) 
   c3 = (xg2 - xg1) 
 
   tbar(1)  = p(ii) 
   tbar(2)  = p(jj) 
   tbar(3)  = p(kk) 
   tbar(4)  = p(ll) 
   tbar(5)  = p(mm) 
   tbar(6)  = p(nn) 
   tbar(7)  = p(ii + npoi) 
   tbar(8)  = p(jj + npoi) 
   tbar(9)  = p(kk + npoi) 
   tbar(10) = p(ll + npoi) 
   tbar(11) = p(mm + npoi) 
   tbar(12) = p(nn + npoi) 
 
!  Setup mass matrix [M] : 
 
   mele = 0. 
    
   mele(1,1)  = 2. 
   mele(1,4)  = 1. 
   mele(1,7)  = 1. 
   mele(2,2)  = 2. 
   mele(2,5)  = 1. 
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   mele(2,8)  = 1. 
   mele(3,3)  = 2. 
   mele(3,6)  = 1. 
   mele(3,9)  = 1. 
   mele(4,1)  = 1. 
   mele(4,4)  = 2. 
   mele(4,7)  = 1. 
   mele(5,2)  = 1. 
   mele(5,5)  = 2. 
   mele(5,8)  = 1. 
   mele(6,3)  = 1. 
   mele(6,6)  = 2. 
   mele(6,9)  = 1. 
   mele(7,1)  = 1. 
   mele(7,4)  = 1. 
   mele(7,7)  = 2. 
   mele(8,2)  = 1. 
   mele(8,5)  = 1. 
   mele(8,8)  = 2. 
   mele(9,3)  = 1. 
   mele(9,6)  = 1. 
   mele(9,9)  = 2. 
 
   mele = mele*area/12. 
 
!  Setup mass matrix [G] : 
 
   gmat(1,1) = 4.*c11*b1 
   gmat(1,2) = 4.*c11*b2 
   gmat(1,3) = 4.*c11*b3 
   gmat(2,1) = 4.*c21*b1 
   gmat(2,2) = 4.*c21*b2 
   gmat(2,3) = 4.*c21*b3 
   gmat(3,1) = 4.*c33*c1 
   gmat(3,2) = 4.*c33*c2 
   gmat(3,3) = 4.*c33*c3 
 
   gmat(4,1) = gmat(1,1) 
   gmat(4,2) = gmat(1,2) 
   gmat(4,3) = gmat(1,3) 
   gmat(5,1) = gmat(2,1) 
   gmat(5,2) = gmat(2,2) 
   gmat(5,3) = gmat(2,3) 
   gmat(6,1) = gmat(3,1) 
   gmat(6,2) = gmat(3,2) 
   gmat(6,3) = gmat(3,3) 
 
   gmat(7,1) = gmat(1,1) 
   gmat(7,2) = gmat(1,2) 
   gmat(7,3) = gmat(1,3) 
   gmat(8,1) = gmat(2,1) 
   gmat(8,2) = gmat(2,2) 
   gmat(8,3) = gmat(2,3) 
   gmat(9,1) = gmat(3,1) 
   gmat(9,2) = gmat(3,2) 
   gmat(9,3) = gmat(3,3) 
 
   gmat(1,4) = c11*(   b2 +    b3) 
   gmat(1,5) = c11*(   b1 + 2.*b3) 
   gmat(1,6) = c11*(   b1 + 2.*b2) 
   gmat(2,4) = c21*(   b2 +    b3) 
   gmat(2,5) = c21*(   b1 + 2.*b3) 
   gmat(2,6) = c21*(   b1 + 2.*b2) 
   gmat(3,4) = c33*(   c2 +    c3) 
   gmat(3,5) = c33*(   c1 + 2.*c3) 
   gmat(3,6) = c33*(   c1 + 2.*c2) 
 
   gmat(4,4) = c11*(   b2 + 2.*b3) 
   gmat(4,5) = c11*(   b1 +    b3) 
   gmat(4,6) = c11*(2.*b1 +    b2) 
   gmat(5,4) = c21*(   b2 + 2.*b3) 
   gmat(5,5) = c21*(   b1 +    b3) 
   gmat(5,6) = c21*(2.*b1 +    b2) 
   gmat(6,4) = c33*(   c2 + 2.*c3) 
   gmat(6,5) = c33*(   c1 +    c3) 
   gmat(6,6) = c33*(2.*c1 +    c2) 
 
   gmat(7,4) = c11*(2.*b2 +    b3) 
   gmat(7,5) = c11*(2.*b1 +    b3) 
   gmat(7,6) = c11*(   b1 +    b2) 
   gmat(8,4) = c21*(2.*b2 +    b3) 
   gmat(8,5) = c21*(2.*b1 +    b3) 
   gmat(8,6) = c21*(   b1 +    b2) 
   gmat(9,4) = c33*(2.*c2 +    c3) 
   gmat(9,5) = c33*(2.*c1 +    c3) 
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   gmat(9,6) = c33*(   c1 +    c2) 
 
   gmat(1,7) = 4.*c21*c1 
   gmat(1,8) = 4.*c21*c2 
   gmat(1,9) = 4.*c21*c3 
   gmat(2,7) = 4.*c11*c1 
   gmat(2,8) = 4.*c11*c2 
   gmat(2,9) = 4.*c11*c3 
   gmat(3,7) = 4.*c33*b1 
   gmat(3,8) = 4.*c33*b2 
   gmat(3,9) = 4.*c33*b3 
 
   gmat(4,7) = gmat(1,7) 
   gmat(4,8) = gmat(1,8) 
   gmat(4,9) = gmat(1,9) 
   gmat(5,7) = gmat(2,7) 
   gmat(5,8) = gmat(2,8) 
   gmat(5,9) = gmat(2,9) 
   gmat(6,7) = gmat(3,7) 
   gmat(6,8) = gmat(3,8) 
   gmat(6,9) = gmat(3,9) 
 
   gmat(7,7) = gmat(1,7) 
   gmat(7,8) = gmat(1,8) 
   gmat(7,9) = gmat(1,9) 
   gmat(8,7) = gmat(2,7) 
   gmat(8,8) = gmat(2,8) 
   gmat(8,9) = gmat(2,9) 
   gmat(9,7) = gmat(3,7) 
   gmat(9,8) = gmat(3,8) 
   gmat(9,9) = gmat(3,9) 
 
   gmat(1,10) = c21*(   c2 +    c3) 
   gmat(1,11) = c21*(   c1 + 2.*c3) 
   gmat(1,12) = c21*(   c1 + 2.*c2) 
   gmat(2,10) = c11*(   c2 +    c3) 
   gmat(2,11) = c11*(   c1 + 2.*c3) 
   gmat(2,12) = c11*(   c1 + 2.*c2) 
   gmat(3,10) = c33*(   b2 +    b3) 
   gmat(3,11) = c33*(   b1 + 2.*b3) 
   gmat(3,12) = c33*(   b1 + 2.*b2) 
 
   gmat(4,10) = c21*(   c2 + 2.*c3) 
   gmat(4,11) = c21*(   c1 +    c3) 
   gmat(4,12) = c21*(2.*c1 +    c2) 
   gmat(5,10) = c11*(   c2 + 2.*c3) 
   gmat(5,11) = c11*(   c1 +    c3) 
   gmat(5,12) = c11*(2.*c1 +    c2) 
   gmat(6,10) = c33*(   b2 + 2.*b3) 
   gmat(6,11) = c33*(   b1 +    b3) 
   gmat(6,12) = c33*(2.*b1 +    b2) 
 
   gmat(7,10) = c21*(2.*c2 +    c3) 
   gmat(7,11) = c21*(2.*c1 +    c3) 
   gmat(7,12) = c21*(   c1 +    c2) 
   gmat(8,10) = c11*(2.*c2 +    c3) 
   gmat(8,11) = c11*(2.*c1 +    c3) 
   gmat(8,12) = c11*(   c1 +    c2) 
   gmat(9,10) = c33*(2.*b2 +    b3) 
   gmat(9,11) = c33*(2.*b1 +    b3) 
   gmat(9,12) = c33*(   b1 +    b2) 
 
   gmat = gmat/24. 
 
!  Setup mass matrix [P] : 
 
   pmat = 0. 
 
   pmat(1,1) = 1. 
   pmat(2,2) = 1. 
   pmat(3,3) = 1. 
   pmat(4,1) = 1. 
   pmat(5,2) = 1. 
   pmat(6,3) = 1. 
   pmat(7,1) = 1. 
   pmat(8,2) = 1. 
   pmat(9,3) = 1. 
 
   pmat = pmat*area/3. 
 
!  Compute element load vecters : 
 
   tavg = (temp(ii) + temp(jj) + temp(kk))/3. 
   lvec = matmul(gmat,tbar) - matmul(pmat,matmul(cmat,lmat))*(tavg - tref) 
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!  Assemble element eqn into system eqn 
 
   nnode = 3 
   ndf   = 3 
 
   do i=1,nnode 
      ii = intmat(ie,i) 
 
   do l=1, ndf 
 
!     denote: nsr = row position in the system  eqs. 
!             ner = row position in the element eqs. 
      nsr = (ii-1)*ndf + l 
      ner = ( i-1)*ndf + l 
      sysf(nsr) = sysf(nsr) + lvec(ner) 
 
      do j=1,nnode 
         jj = intmat(ie,j) 
 
      do m=1, ndf 
 
!     denote: nsc = column position in the system  eqs. 
!             nec = column position in the element eqs. 
      nsc = (jj-1)*ndf + m 
      nec = ( j-1)*ndf + m 
      sysk(nsr,nsc) = sysk(nsr,nsc) + mele(ner,nec) 
 
      enddo 
      enddo 
 
   enddo 
   enddo 
 
Enddo 
 
! 
!  Compute NLFB nodal stress (Sxx, Syy, Sxy) : 
! 
 
call sympcg( sysk,  sysf, sigma, 3*tnode) 
 
do ip = 1,tnode 
   sxx(ip) = sigma(3*ip-2) 
   syy(ip) = sigma(3*ip-1) 
   sxy(ip) = sigma(3*ip  ) 
enddo 
 
End Subroutine STRESS 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine ERR_EST() 
 
implicit none 
 
real(8)                     ::  d1, d2, d3, xx, yy 
real(8)                     ::  pi, rr, zeta 
 
real(8), dimension(1,1)     ::  tlgfe, tlgfb 
real(8), dimension(1,1)     ::  eqfbe, eqste, eqfee 
 
real(8), dimension(1,9)     ::  belet, celet 
real(8), dimension(1,12)    ::  tbart 
real(8), dimension(9,1)     ::  bele,  cele 
real(8), dimension(9,9)     ::  mele 
real(8), dimension(9,12)    ::  gmat 
real(8), dimension(12,1)    ::  tbar 
real(8), dimension(12,12)   ::  hmat 
 
aread  = 0. 
tlgfb  = 0. 
tlgfe  = 0. 
ergfb  = 0. 
ergst  = 0. 
ergfe  = 0. 
maxlfb = 0. 
maxlst = 0. 
maxlfe = 0. 
 
pi = 4.*atan(1.) 
 
!  Compute exact nodal stress : 
!  with specified function 
 
if (exact == 1) then 
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   do ip = 1, tnode 
      xx = coord(ip,1) 
      yy = coord(ip,2) 
      rr = dsqrt(xx*xx + yy*yy) 
      if (xx == 0.) then 
         zeta = 0.5*pi 
      else 
         zeta = datan(yy/xx) 
      endif 
      sxxex(ip) = 1. - (1.5*cos(2.*zeta) + cos(4.*zeta))/rr/rr + 1.5*cos(4.*zeta)/rr**4. 
      syyex(ip) =    - (0.5*cos(2.*zeta) - cos(4.*zeta))/rr/rr - 1.5*cos(4.*zeta)/rr**4. 
      sxyex(ip) =    - (0.5*sin(2.*zeta) + sin(4.*zeta))/rr/rr + 1.5*sin(4.*zeta)/rr**4. 
   enddo 
endif 
 
!  Compute square of L2-norm error both x&y directions  
!  which in the form |B|[M]{B}, |B|[M]{C}, |C|[M]{C} 
 
d1 = c11*c11 + c12*c12 
d2 = 2.*c11*c12 
d3 = c33*c33 
 
Do ie = 1,nelem 
 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
   ll = intmat(ie,4) 
   mm = intmat(ie,5) 
   nn = intmat(ie,6) 
 
   xg1 = coord(ii,1) 
   xg2 = coord(jj,1) 
   xg3 = coord(kk,1) 
       
   yg1 = coord(ii,2) 
   yg2 = coord(jj,2) 
   yg3 = coord(kk,2) 
 
   area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
   b1 = (yg2 - yg3) 
   b2 = (yg3 - yg1) 
   b3 = (yg1 - yg2) 
 
   c1 = (xg3 - xg2) 
   c2 = (xg1 - xg3) 
   c3 = (xg2 - xg1) 
 
   aread = aread + area 
 
   tbar(1,1)  = p(ii) 
   tbar(2,1)  = p(jj) 
   tbar(3,1)  = p(kk) 
   tbar(4,1)  = p(ll) 
   tbar(5,1)  = p(mm) 
   tbar(6,1)  = p(nn) 
   tbar(7,1)  = p(ii + npoi) 
   tbar(8,1)  = p(jj + npoi) 
   tbar(9,1)  = p(kk + npoi) 
   tbar(10,1) = p(ll + npoi) 
   tbar(11,1) = p(mm + npoi) 
   tbar(12,1) = p(nn + npoi) 
 
   tbart = transpose(tbar) 
 
!  Setup mass matrix [M] : 
 
   mele = 0. 
    
   mele(1,1)  = 2. 
   mele(1,4)  = 1. 
   mele(1,7)  = 1. 
   mele(2,2)  = 2. 
   mele(2,5)  = 1. 
   mele(2,8)  = 1. 
   mele(3,3)  = 2. 
   mele(3,6)  = 1. 
   mele(3,9)  = 1. 
   mele(4,1)  = 1. 
   mele(4,4)  = 2. 
   mele(4,7)  = 1. 
   mele(5,2)  = 1. 
   mele(5,5)  = 2. 
   mele(5,8)  = 1. 
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   mele(6,3)  = 1. 
   mele(6,6)  = 2. 
   mele(6,9)  = 1. 
   mele(7,1)  = 1. 
   mele(7,4)  = 1. 
   mele(7,7)  = 2. 
   mele(8,2)  = 1. 
   mele(8,5)  = 1. 
   mele(8,8)  = 2. 
   mele(9,3)  = 1. 
   mele(9,6)  = 1. 
   mele(9,9)  = 2. 
 
   mele = mele*area/12. 
 
!  Setup mass matrix [G] : 
 
   gmat(1,1) = 4.*c11*b1 
   gmat(1,2) = 4.*c11*b2 
   gmat(1,3) = 4.*c11*b3 
   gmat(2,1) = 4.*c21*b1 
   gmat(2,2) = 4.*c21*b2 
   gmat(2,3) = 4.*c21*b3 
   gmat(3,1) = 4.*c33*c1 
   gmat(3,2) = 4.*c33*c2 
   gmat(3,3) = 4.*c33*c3 
 
   gmat(4,1) = gmat(1,1) 
   gmat(4,2) = gmat(1,2) 
   gmat(4,3) = gmat(1,3) 
   gmat(5,1) = gmat(2,1) 
   gmat(5,2) = gmat(2,2) 
   gmat(5,3) = gmat(2,3) 
   gmat(6,1) = gmat(3,1) 
   gmat(6,2) = gmat(3,2) 
   gmat(6,3) = gmat(3,3) 
 
   gmat(7,1) = gmat(1,1) 
   gmat(7,2) = gmat(1,2) 
   gmat(7,3) = gmat(1,3) 
   gmat(8,1) = gmat(2,1) 
   gmat(8,2) = gmat(2,2) 
   gmat(8,3) = gmat(2,3) 
   gmat(9,1) = gmat(3,1) 
   gmat(9,2) = gmat(3,2) 
   gmat(9,3) = gmat(3,3) 
 
   gmat(1,4) = c11*(   b2 +    b3) 
   gmat(1,5) = c11*(   b1 + 2.*b3) 
   gmat(1,6) = c11*(   b1 + 2.*b2) 
   gmat(2,4) = c21*(   b2 +    b3) 
   gmat(2,5) = c21*(   b1 + 2.*b3) 
   gmat(2,6) = c21*(   b1 + 2.*b2) 
   gmat(3,4) = c33*(   c2 +    c3) 
   gmat(3,5) = c33*(   c1 + 2.*c3) 
   gmat(3,6) = c33*(   c1 + 2.*c2) 
 
   gmat(4,4) = c11*(   b2 + 2.*b3) 
   gmat(4,5) = c11*(   b1 +    b3) 
   gmat(4,6) = c11*(2.*b1 +    b2) 
   gmat(5,4) = c21*(   b2 + 2.*b3) 
   gmat(5,5) = c21*(   b1 +    b3) 
   gmat(5,6) = c21*(2.*b1 +    b2) 
   gmat(6,4) = c33*(   c2 + 2.*c3) 
   gmat(6,5) = c33*(   c1 +    c3) 
   gmat(6,6) = c33*(2.*c1 +    c2) 
 
   gmat(7,4) = c11*(2.*b2 +    b3) 
   gmat(7,5) = c11*(2.*b1 +    b3) 
   gmat(7,6) = c11*(   b1 +    b2) 
   gmat(8,4) = c21*(2.*b2 +    b3) 
   gmat(8,5) = c21*(2.*b1 +    b3) 
   gmat(8,6) = c21*(   b1 +    b2) 
   gmat(9,4) = c33*(2.*c2 +    c3) 
   gmat(9,5) = c33*(2.*c1 +    c3) 
   gmat(9,6) = c33*(   c1 +    c2) 
 
   gmat(1,7) = 4.*c21*c1 
   gmat(1,8) = 4.*c21*c2 
   gmat(1,9) = 4.*c21*c3 
   gmat(2,7) = 4.*c11*c1 
   gmat(2,8) = 4.*c11*c2 
   gmat(2,9) = 4.*c11*c3 
   gmat(3,7) = 4.*c33*b1 
   gmat(3,8) = 4.*c33*b2 
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   gmat(3,9) = 4.*c33*b3 
 
   gmat(4,7) = gmat(1,7) 
   gmat(4,8) = gmat(1,8) 
   gmat(4,9) = gmat(1,9) 
   gmat(5,7) = gmat(2,7) 
   gmat(5,8) = gmat(2,8) 
   gmat(5,9) = gmat(2,9) 
   gmat(6,7) = gmat(3,7) 
   gmat(6,8) = gmat(3,8) 
   gmat(6,9) = gmat(3,9) 
 
   gmat(7,7) = gmat(1,7) 
   gmat(7,8) = gmat(1,8) 
   gmat(7,9) = gmat(1,9) 
   gmat(8,7) = gmat(2,7) 
   gmat(8,8) = gmat(2,8) 
   gmat(8,9) = gmat(2,9) 
   gmat(9,7) = gmat(3,7) 
   gmat(9,8) = gmat(3,8) 
   gmat(9,9) = gmat(3,9) 
 
   gmat(1,10) = c21*(   c2 +    c3) 
   gmat(1,11) = c21*(   c1 + 2.*c3) 
   gmat(1,12) = c21*(   c1 + 2.*c2) 
   gmat(2,10) = c11*(   c2 +    c3) 
   gmat(2,11) = c11*(   c1 + 2.*c3) 
   gmat(2,12) = c11*(   c1 + 2.*c2) 
   gmat(3,10) = c33*(   b2 +    b3) 
   gmat(3,11) = c33*(   b1 + 2.*b3) 
   gmat(3,12) = c33*(   b1 + 2.*b2) 
 
   gmat(4,10) = c21*(   c2 + 2.*c3) 
   gmat(4,11) = c21*(   c1 +    c3) 
   gmat(4,12) = c21*(2.*c1 +    c2) 
   gmat(5,10) = c11*(   c2 + 2.*c3) 
   gmat(5,11) = c11*(   c1 +    c3) 
   gmat(5,12) = c11*(2.*c1 +    c2) 
   gmat(6,10) = c33*(   b2 + 2.*b3) 
   gmat(6,11) = c33*(   b1 +    b3) 
   gmat(6,12) = c33*(2.*b1 +    b2) 
 
   gmat(7,10) = c21*(2.*c2 +    c3) 
   gmat(7,11) = c21*(2.*c1 +    c3) 
   gmat(7,12) = c21*(   c1 +    c2) 
   gmat(8,10) = c11*(2.*c2 +    c3) 
   gmat(8,11) = c11*(2.*c1 +    c3) 
   gmat(8,12) = c11*(   c1 +    c2) 
   gmat(9,10) = c33*(2.*b2 +    b3) 
   gmat(9,11) = c33*(2.*b1 +    b3) 
   gmat(9,12) = c33*(   b1 +    b2) 
 
   gmat = gmat/24. 
 
!  Setup mass matrix [H] : 
!  upper left (quardrant 2) 
  
   hmat(1,1) = 12.*(d1*b1*b1 + d3*c1*c1) 
   hmat(1,2) = 12.*(d1*b1*b2 + d3*c1*c2) 
   hmat(1,3) = 12.*(d1*b1*b3 + d3*c1*c3) 
   hmat(2,1) = hmat(1,2) 
   hmat(2,2) = 12.*(d1*b2*b2 + d3*c2*c2) 
   hmat(2,3) = 12.*(d1*b2*b3 + d3*c2*c3) 
   hmat(3,1) = hmat(1,3) 
   hmat(3,2) = hmat(2,3) 
   hmat(3,3) = 12.*(d1*b3*b3 + d3*c3*c3) 
 
   hmat(1,4) = 4.*(d1*b1*(b2+b3) + d3*c1*(c2+c3)) 
   hmat(2,4) = 4.*(d1*b2*(b2+b3) + d3*c2*(c2+c3)) 
   hmat(3,4) = 4.*(d1*b3*(b2+b3) + d3*c3*(c2+c3)) 
   hmat(1,5) = 4.*(d1*b1*(b3+b1) + d3*c1*(c3+c1)) 
   hmat(2,5) = 4.*(d1*b2*(b3+b1) + d3*c2*(c3+c1)) 
   hmat(3,5) = 4.*(d1*b3*(b3+b1) + d3*c3*(c3+c1)) 
   hmat(1,6) = 4.*(d1*b1*(b1+b2) + d3*c1*(c1+c2)) 
   hmat(2,6) = 4.*(d1*b2*(b1+b2) + d3*c2*(c1+c2)) 
   hmat(3,6) = 4.*(d1*b3*(b1+b2) + d3*c3*(c1+c2)) 
 
   hmat(4,1) = hmat(1,4) 
   hmat(4,2) = hmat(2,4) 
   hmat(4,3) = hmat(3,4) 
   hmat(5,1) = hmat(1,5) 
   hmat(5,2) = hmat(2,5) 
   hmat(5,3) = hmat(3,5) 
   hmat(6,1) = hmat(1,6) 
   hmat(6,2) = hmat(2,6) 
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   hmat(6,3) = hmat(3,6) 
 
   hmat(4,4) = d1*(2.*b2*b2 + 2.*b2*b3 + 2.*b3*b3) + d3*(2.*c2*c2 + 2.*c2*c3 + 2.*c3*c3) 
   hmat(5,5) = d1*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b3 + 2.*b3*b3) + d3*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c3 + 2.*c3*c3) 
   hmat(6,6) = d1*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b2 + 2.*b2*b2) + d3*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c2 + 2.*c2*c2) 
   hmat(4,5) = d1*(b3*b3 + b1*b3 + b2*b3 + 2.*b1*b2) + d3*(c3*c3 + c1*c3 + c2*c3 + 2.*c1*c2) 
   hmat(4,6) = d1*(b2*b2 + b1*b2 + b2*b3 + 2.*b1*b3) + d3*(c2*c2 + c1*c2 + c2*c3 + 2.*c1*c3) 
   hmat(5,6) = d1*(b1*b1 + b1*b2 + b1*b3 + 2.*b2*b3) + d3*(c1*c1 + c1*c2 + c1*c3 + 2.*c2*c3) 
   hmat(5,4) = hmat(4,5) 
   hmat(6,4) = hmat(4,6) 
   hmat(6,5) = hmat(5,6) 
 
!  lower right (quardrant 4) 
  
   hmat(7,7) = 12.*(d3*b1*b1 + d1*c1*c1) 
   hmat(7,8) = 12.*(d3*b1*b2 + d1*c1*c2) 
   hmat(7,9) = 12.*(d3*b1*b3 + d1*c1*c3) 
   hmat(8,7) = hmat(7,8) 
   hmat(8,8) = 12.*(d3*b2*b2 + d1*c2*c2) 
   hmat(8,9) = 12.*(d3*b2*b3 + d1*c2*c3) 
   hmat(9,7) = hmat(7,9) 
   hmat(9,8) = hmat(8,9) 
   hmat(9,9) = 12.*(d3*b3*b3 + d1*c3*c3) 
 
   hmat(7,10) = 4.*(d3*b1*(b2+b3) + d1*c1*(c2+c3)) 
   hmat(8,10) = 4.*(d3*b2*(b2+b3) + d1*c2*(c2+c3)) 
   hmat(9,10) = 4.*(d3*b3*(b2+b3) + d1*c3*(c2+c3)) 
   hmat(7,11) = 4.*(d3*b1*(b3+b1) + d1*c1*(c3+c1)) 
   hmat(8,11) = 4.*(d3*b2*(b3+b1) + d1*c2*(c3+c1)) 
   hmat(9,11) = 4.*(d3*b3*(b3+b1) + d1*c3*(c3+c1)) 
   hmat(7,12) = 4.*(d3*b1*(b1+b2) + d1*c1*(c1+c2)) 
   hmat(8,12) = 4.*(d3*b2*(b1+b2) + d1*c2*(c1+c2)) 
   hmat(9,12) = 4.*(d3*b3*(b1+b2) + d1*c3*(c1+c2)) 
 
   hmat(10,7) = hmat(7,10) 
   hmat(10,8) = hmat(8,10) 
   hmat(10,9) = hmat(9,10) 
   hmat(11,7) = hmat(7,11) 
   hmat(11,8) = hmat(8,11) 
   hmat(11,9) = hmat(9,11) 
   hmat(12,7) = hmat(7,12) 
   hmat(12,8) = hmat(8,12) 
   hmat(12,9) = hmat(9,12) 
 
   hmat(10,10) = d3*(2.*b2*b2 + 2.*b2*b3 + 2.*b3*b3) + d1*(2.*c2*c2 + 2.*c2*c3 + 2.*c3*c3) 
   hmat(11,11) = d3*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b3 + 2.*b3*b3) + d1*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c3 + 2.*c3*c3) 
   hmat(12,12) = d3*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b2 + 2.*b2*b2) + d1*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c2 + 2.*c2*c2) 
   hmat(10,11) = d3*(b3*b3 + b1*b3 + b2*b3 + 2.*b1*b2) + d1*(c3*c3 + c1*c3 + c2*c3 + 2.*c1*c2) 
   hmat(10,12) = d3*(b2*b2 + b1*b2 + b2*b3 + 2.*b1*b3) + d1*(c2*c2 + c1*c2 + c2*c3 + 2.*c1*c3) 
   hmat(11,12) = d3*(b1*b1 + b1*b2 + b1*b3 + 2.*b2*b3) + d1*(c1*c1 + c1*c2 + c1*c3 + 2.*c2*c3) 
   hmat(11,10) = hmat(10,11) 
   hmat(12,10) = hmat(10,12) 
   hmat(12,11) = hmat(11,12) 
  
!  upper right (quardrant 1) 
  
   hmat(1,7) = 12.*(d2*b1*c1 + d3*b1*c1) 
   hmat(2,7) = 12.*(d2*b2*c1 + d3*b1*c2) 
   hmat(3,7) = 12.*(d2*b3*c1 + d3*b1*c3) 
   hmat(1,8) = 12.*(d2*b1*c2 + d3*b2*c1) 
   hmat(2,8) = 12.*(d2*b2*c2 + d3*b2*c2) 
   hmat(3,8) = 12.*(d2*b3*c2 + d3*b2*c3) 
   hmat(1,9) = 12.*(d2*b1*c3 + d3*b3*c1) 
   hmat(2,9) = 12.*(d2*b2*c3 + d3*b3*c2) 
   hmat(3,9) = 12.*(d2*b3*c3 + d3*b3*c3) 
 
   hmat(1,10) = 4.*(d2*b1*(c3+c2) + d3*(b3+b2)*c1) 
   hmat(2,10) = 4.*(d2*b2*(c3+c2) + d3*(b3+b2)*c2) 
   hmat(3,10) = 4.*(d2*b3*(c3+c2) + d3*(b3+b2)*c3) 
   hmat(1,11) = 4.*(d2*b1*(c1+c3) + d3*(b1+b3)*c1) 
   hmat(2,11) = 4.*(d2*b2*(c1+c3) + d3*(b1+b3)*c2) 
   hmat(3,11) = 4.*(d2*b3*(c1+c3) + d3*(b1+b3)*c3) 
   hmat(1,12) = 4.*(d2*b1*(c2+c1) + d3*(b2+b1)*c1) 
   hmat(2,12) = 4.*(d2*b2*(c2+c1) + d3*(b2+b1)*c2) 
   hmat(3,12) = 4.*(d2*b3*(c2+c1) + d3*(b2+b1)*c3) 
 
   hmat(4,7) = 4.*(d2*(b3+b2)*c1 + d3*b1*(c3+c2)) 
   hmat(5,7) = 4.*(d2*(b1+b3)*c1 + d3*b1*(c1+c3)) 
   hmat(6,7) = 4.*(d2*(b2+b1)*c1 + d3*b1*(c2+c1)) 
   hmat(4,8) = 4.*(d2*(b3+b2)*c2 + d3*b2*(c3+c2)) 
   hmat(5,8) = 4.*(d2*(b1+b3)*c2 + d3*b2*(c1+c3)) 
   hmat(6,8) = 4.*(d2*(b2+b1)*c2 + d3*b2*(c2+c1)) 
   hmat(4,9) = 4.*(d2*(b3+b2)*c3 + d3*b3*(c3+c2)) 
   hmat(5,9) = 4.*(d2*(b1+b3)*c3 + d3*b3*(c1+c3)) 
   hmat(6,9) = 4.*(d2*(b2+b1)*c3 + d3*b3*(c2+c1)) 
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   hmat(4,10) = d2*(2.*b3*c3 +    b3*c2 +    b2*c3 + 2.*b2*c2) +    & 
                d3*(2.*b3*c3 +    b3*c2 +    b2*c3 + 2.*b2*c2) 
   hmat(5,10) = d2*(   b1*c3 + 2.*b1*c2 +    b3*c3 +    b3*c2) +    & 
                d3*(   b3*c1 +    b3*c3 + 2.*b2*c1 +    b2*c3) 
   hmat(6,10) = d2*(   b2*c3 +    b2*c2 + 2.*b1*c3 +    b1*c2) +    & 
                d3*(   b3*c2 + 2.*b3*c1 +    b2*c2 +    b2*c1) 
   hmat(4,11) = d2*(   b3*c1 +    b3*c3 + 2.*b2*c1 +    b2*c3) +    & 
                d3*(   b1*c3 + 2.*b1*c2 +    b3*c3 +    b3*c2) 
   hmat(5,11) = d2*(2.*b1*c1 +    b1*c3 +    b3*c1 + 2.*b3*c3) +    & 
                d3*(2.*b1*c1 +    b1*c3 +    b3*c1 + 2.*b3*c3) 
   hmat(6,11) = d2*(   b2*c1 + 2.*b2*c3 +    b1*c1 +    b1*c3) +    & 
                d3*(   b1*c2 +    b1*c1 + 2.*b3*c2 +    b3*c1) 
   hmat(4,12) = d2*(   b3*c2 + 2.*b3*c1 +    b2*c2 +    b2*c1) +    & 
                d3*(   b2*c3 +    b2*c2 + 2.*b1*c3 +    b1*c2) 
   hmat(5,12) = d2*(   b1*c2 +    b1*c1 + 2.*b3*c2 +    b3*c1) +    & 
                d3*(   b2*c1 + 2.*b2*c3 +    b1*c1 +    b1*c3) 
   hmat(6,12) = d2*(2.*b2*c2 +    b2*c1 +    b1*c2 + 2.*b1*c1) +    & 
                d3*(2.*b2*c2 +    b2*c1 +    b1*c2 + 2.*b1*c1) 
  
!  lower left (quardrant 3) 
  
   hmat(7,1) = hmat(1,7) 
   hmat(7,2) = hmat(2,7) 
   hmat(7,3) = hmat(3,7) 
   hmat(7,4) = hmat(4,7) 
   hmat(7,5) = hmat(5,7) 
   hmat(7,6) = hmat(6,7) 
 
   hmat(8,1) = hmat(1,8) 
   hmat(8,2) = hmat(2,8) 
   hmat(8,3) = hmat(3,8) 
   hmat(8,4) = hmat(4,8) 
   hmat(8,5) = hmat(5,8) 
   hmat(8,6) = hmat(6,8) 
 
   hmat(9,1) = hmat(1,9) 
   hmat(9,2) = hmat(2,9) 
   hmat(9,3) = hmat(3,9) 
   hmat(9,4) = hmat(4,9) 
   hmat(9,5) = hmat(5,9) 
   hmat(9,6) = hmat(6,9) 
 
   hmat(10,1) = hmat(1,10) 
   hmat(10,2) = hmat(2,10) 
   hmat(10,3) = hmat(3,10) 
   hmat(10,4) = hmat(4,10) 
   hmat(10,5) = hmat(5,10) 
   hmat(10,6) = hmat(6,10) 
 
   hmat(11,1) = hmat(1,11) 
   hmat(11,2) = hmat(2,11) 
   hmat(11,3) = hmat(3,11) 
   hmat(11,4) = hmat(4,11) 
   hmat(11,5) = hmat(5,11) 
   hmat(11,6) = hmat(6,11) 
 
   hmat(12,1) = hmat(1,12) 
   hmat(12,2) = hmat(2,12) 
   hmat(12,3) = hmat(3,12) 
   hmat(12,4) = hmat(4,12) 
   hmat(12,5) = hmat(5,12) 
   hmat(12,6) = hmat(6,12) 
 
   hmat = hmat/48./area 
 
!  Compute exact & approximate total stress : 
 
   if (exact == 1) then 
 
      bele(1,1) = sxxex(ii) 
      bele(2,1) = syyex(ii) 
      bele(3,1) = sxyex(ii) 
      bele(4,1) = sxxex(jj) 
      bele(5,1) = syyex(jj) 
      bele(6,1) = sxyex(jj) 
      bele(7,1) = sxxex(kk) 
      bele(8,1) = syyex(kk) 
      bele(9,1) = sxyex(kk) 
 
      belet = transpose(bele) 
 
      tlgfb = tlgfb + matmul(belet,matmul(mele,bele)) 
 
   endif 
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   bele(1,1) = sxx(ii) 
   bele(2,1) = syy(ii) 
   bele(3,1) = sxy(ii) 
   bele(4,1) = sxx(jj) 
   bele(5,1) = syy(jj) 
   bele(6,1) = sxy(jj) 
   bele(7,1) = sxx(kk) 
   bele(8,1) = syy(kk) 
   bele(9,1) = sxy(kk) 
 
   belet = transpose(bele) 
 
   tlgfe = tlgfe + matmul(belet,matmul(mele,bele)) 
 
!  Compute error of flux-based and standard Nodeless : 
 
   if (exact == 1) then 
 
      bele(1,1) = sxxex(ii) 
      bele(2,1) = syyex(ii) 
      bele(3,1) = sxyex(ii) 
      bele(4,1) = sxxex(jj) 
      bele(5,1) = syyex(jj) 
      bele(6,1) = sxyex(jj) 
      bele(7,1) = sxxex(kk) 
      bele(8,1) = syyex(kk) 
      bele(9,1) = sxyex(kk) 
 
      belet = transpose(bele) 
 
      cele(1,1) = sxx(ii) 
      cele(2,1) = syy(ii) 
      cele(3,1) = sxy(ii) 
      cele(4,1) = sxx(jj) 
      cele(5,1) = syy(jj) 
      cele(6,1) = sxy(jj) 
      cele(7,1) = sxx(kk) 
      cele(8,1) = syy(kk) 
      cele(9,1) = sxy(kk) 
    
      celet = transpose(cele) 
 
      eqfbe = matmul(belet,matmul(mele,bele)) - 2.*matmul(belet,matmul(mele,cele)) +    & 
              matmul(celet,matmul(mele,cele)) 
      eqste = matmul(belet,matmul(mele,bele)) - 2.*matmul(belet,matmul(gmat,tbar)) +    & 
              matmul(tbart,matmul(hmat,tbar)) 
 
      if (abs(eqfbe(1,1)) < 0.0000000001) eqfbe = 0. 
      if (abs(eqste(1,1)) < 0.0000000001) eqste = 0. 
 
      ergfb = ergfb + eqfbe(1,1) 
      ergst = ergst + eqste(1,1) 
 
      if (eqfbe(1,1) > maxlfb) maxlfb = eqfbe(1,1) 
      if (eqste(1,1) > maxlst) maxlst = eqste(1,1) 
 
   endif 
 
!  Compute error of approximate nodal stress : 
 
   cele(1,1) = sxx(ii) 
   cele(2,1) = syy(ii) 
   cele(3,1) = sxy(ii) 
   cele(4,1) = sxx(jj) 
   cele(5,1) = syy(jj) 
   cele(6,1) = sxy(jj) 
   cele(7,1) = sxx(kk) 
   cele(8,1) = syy(kk) 
   cele(9,1) = sxy(kk) 
 
   celet = transpose(cele) 
 
   eqfee = matmul(celet,matmul(mele,cele)) - 2.*matmul(celet,matmul(gmat,tbar)) +    & 
           matmul(tbart,matmul(hmat,tbar)) 
  
   if (abs(eqfee(1,1)) < 0.0000000001) eqfee = 0. 
 
   ergfe = ergfe + eqfee(1,1) 
 
   if (eqfee(1,1) > maxlfe) maxlfe = eqfee(1,1) 
 
Enddo 
 
ergfe = sqrt(ergfe/aread) 
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tlgfe = sqrt(tlgfe/aread) 
rprfe = ergfe/(ergfe + tlgfe(1,1))*100 
 
if (exact == 1) then 
 
   ergfb = sqrt(ergfb/aread) 
   tlgfb = sqrt(tlgfb/aread) 
   rprfb = ergfb/(ergfb + tlgfb(1,1))*100 
 
   ergst = sqrt(ergst/aread) 
   rprst = ergst/(ergst + tlgfb(1,1))*100 
   efind = ergfe/ergst 
 
   write(6,100) ergst 
   100 format(' Exact-ST global error is :', e12.4) 
   write(6,125) maxlst 
   125 format(' Max local EST error is   :', e12.4) 
   write(6,150) rprst 
   150 format(' Relative EST  % error is :', e12.4, ' %',/) 
 
   write(6,200) ergfb 
   200 format(' Exact-FB global error is :', e12.4) 
   write(6,225) maxlfb 
   225 format(' Max local EFB error is   :', e12.4) 
   write(6,250) rprfb 
   250 format(' Relative EFB  % error is :', e12.4, ' %',/) 
 
   write(6,300) efind 
   300 format(' Effectivity Index is     :', e12.4,/) 
 
endif 
 
write(6,400) ergfe 
400 format(' Approximate global error is  :', e12.4) 
write(6,425) maxlfe 
425 format(' Max local approx error is    :', e12.4) 
write(6,450) rprfe 
450 format(' Relative percentage error is :', e12.4, ' %') 
 
End Subroutine ERR_EST 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine write_output() 
 
implicit none 
 
integer(4)           :: leng  
 
leng = len_trim(name1) - 4 
 
open(unit=8,file=name1(1:leng)//'.oup',status='unknown',iostat=ierror) 
 
     if (exact == 1) then 
        write(8,100) ergst 
        100 format(' Exact-ST global error is :', e16.6) 
        write(8,125) maxlst 
        125 format(' Max local EST error is   :', e16.6) 
        write(8,150) rprst 
        150 format(' Relative EST  % error is :', e16.6, ' %',/) 
 
        write(8,200) ergfb 
        200 format(' Exact-FB global error is :', e16.6) 
        write(8,225) maxlfb 
        225 format(' Max local EFB error is   :', e16.6) 
        write(8,250) rprfb 
        250 format(' Relative EFB  % error is :', e16.6, ' %',/) 
 
        write(8,300) efind 
        300 format(' Effectivity Index is     :', e16.6,/) 
     endif 
 
     write(8,400) ergfe 
     400 format(' Approximate global error is  :', e16.6) 
     write(8,425) maxlfe 
     425 format(' Max local approx error is    :', e16.6) 
     write(8,450) rprfe 
     450 format(' Relative percentage error is :', e16.6, ' %',/) 
 
     write(8,500) 
     500 format('  Node    X-coor      Y-coor      DisX            DisY            & 
                  SigXX           SigYY           SigXY') 
 
     do i = 1,tnode 
        write(8,600) i, coord(i,1), coord(i,2), p(i), p(i+npoi), sxx(i), syy(i), sxy(i)  
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        600 format(i6,2f12.6,5e16.6) 
     enddo 
 
     do i = tnode+1,npoi 
        write(8,700) i, coord(i,1), coord(i,2), p(i), p(i+npoi) 
        700 format(i6,2f12.6,2e16.6) 
     enddo 
 
close(unit=8, status='keep') 
 
 
open(unit=9,file=name1(1:leng)//'.plt',status='unknown',iostat=ierror) 
 
     write(9,800) tnode, nelem 
     800 format('Variables = "X-coor","Y-coor","DispX","DispY","SigXX","SigYY","SigXY"'    & 
                ,/,'ZONE N=',I6,',E=',I6,',F=FEPOINT,ET=TRIANGLE') 
 
     do i = 1,tnode 
        write(9,850) coord(i,1), coord(i,2), p(i), p(i+npoi), sxx(i), syy(i), sxy(i)  
        850 format(2f12.6,5e16.6) 
     enddo 
 
     do ie = 1,nelem 
        write(9,900) (intmat(ie,j),j=1,3) 
        900 format(3i6) 
     enddo 
 
close(unit=9, status='keep') 
 
End Subroutine write_output 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine GEN_NL() 
 
implicit none 
 
! 
!  Generate Nodeless 
! 
 
acheck = 0 
npoi = tnode 
 
do ip = 1, nside 
   displx(ip+tnode) = 0. 
   disply(ip+tnode) = 0. 
enddo 
 
do ie = 1,nelem 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
 
!  Node 4 is between Node 2 & 3 
 
   acheck(jj,kk,2) = acheck(jj,kk,2) + 1 
   acheck(kk,jj,2) = acheck(kk,jj,2) + 1 
   if (acheck(jj,kk,1)==1) goto 10 
   acheck(jj,kk,1) = 1 
   acheck(kk,jj,1) = 1 
   npoi = npoi + 1 
   intmat(ie,4) = npoi 
   number(jj,kk) = npoi 
   number(kk,jj) = npoi 
   coord(npoi,1) = (coord(jj,1) + coord(kk,1))/2. 
   coord(npoi,2) = (coord(jj,2) + coord(kk,2))/2. 
    
   ! Check boundary for node 4 <p(4)=0.> 
 
   if (ibcx(jj)==1 .and. ibcx(kk)==1) then 
      ibcx(npoi)   = 1 
      displx(npoi) = 0. 
   endif 
   if (ibcy(jj)==1 .and. ibcy(kk)==1) then 
      ibcy(npoi)   = 1 
      disply(npoi) = 0. 
   endif 
 
   goto 15 
10 continue 
   intmat(ie,4) = number(jj,kk) 
15 continue 
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!  Node 5 is between Node 3 & 1 
 
   acheck(ii,kk,2) = acheck(ii,kk,2) + 1 
   acheck(kk,ii,2) = acheck(kk,ii,2) + 1 
   if (acheck(ii,kk,1)==1) goto 20 
   acheck(ii,kk,1) = 1 
   acheck(kk,ii,1) = 1 
   npoi = npoi + 1 
   intmat(ie,5) = npoi 
   number(ii,kk) = npoi 
   number(kk,ii) = npoi 
   coord(npoi,1) = (coord(ii,1) + coord(kk,1))/2. 
   coord(npoi,2) = (coord(ii,2) + coord(kk,2))/2. 
    
   ! Check boundary for node 5 <p(5)=0.> 
    
   if (ibcx(ii)==1 .and. ibcx(kk)==1) then 
      ibcx(npoi)   = 1 
      displx(npoi) = 0. 
   endif 
   if (ibcy(ii)==1 .and. ibcy(kk)==1) then 
      ibcy(npoi)   = 1 
      disply(npoi) = 0. 
   endif 
 
   goto 25 
20 continue 
   intmat(ie,5) = number(ii,kk) 
25 continue 
 
!  Node 6 is between Node 1 & 2 
 
   acheck(ii,jj,2) = acheck(ii,jj,2) + 1 
   acheck(jj,ii,2) = acheck(jj,ii,2) + 1 
   if (acheck(ii,jj,1)==1) goto 30 
   acheck(ii,jj,1) = 1 
   acheck(jj,ii,1) = 1 
   npoi = npoi + 1 
   intmat(ie,6) = npoi 
   number(ii,jj) = npoi 
   number(jj,ii) = npoi 
   coord(npoi,1) = (coord(ii,1) + coord(jj,1))/2. 
   coord(npoi,2) = (coord(ii,2) + coord(jj,2))/2. 
    
   ! Check boundary for node 6 <p(6)=0.> 
    
   if (ibcx(ii)==1 .and. ibcx(jj)==1) then 
      ibcx(npoi)   = 1 
      displx(npoi) = 0. 
   endif 
   if (ibcy(ii)==1 .and. ibcy(jj)==1) then 
      ibcy(npoi)   = 1 
      disply(npoi) = 0. 
   endif 
 
   goto 35 
30 continue 
   intmat(ie,6) = number(ii,jj) 
35 continue 
 
enddo 
 
End Subroutine GEN_NL 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine ARRANGE() 
 
implicit none 
 
do ip=1,npoi 
   p(ip)      = displx(ip) 
   p(ip+npoi) = disply(ip) 
enddo 
 
deallocate(displx, disply, stat=ierror) 
 
End Subroutine ARRANGE 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
END MODULE SOLID 
 
!--------------------------------------------------------------- 
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Module solve 
 
implicit none 
 
contains 
 
! 
! Subroutine preconditioned conjugate gradient method 
! 
 
subroutine unsympcg(a, b, x, n) 
 
implicit none 
 
integer(4)                    :: maxit, iter, count 
integer(4)                    ::     i,    j,     n 
real(8)                       ::   del, dnew,   tol, bottom 
real(8)                       :: alpha, dold,  beta,  check, thresh 
real(8), dimension(n,n)       ::     a 
real(8), dimension(n)         ::     q, r, d, pre, s, x, b, ax, atb 
 
integer(4), allocatable, dimension(:)  :: ija, ijat, ijata 
real(8),    allocatable, dimension(:)  ::  sa,  sat,  sata 
 
  iter = 1 
   tol = 1.d-6 
 maxit = 50000 
thresh = 1.e-10 
 
count = 1000000 
 
write(6,*) count 
 
allocate(  sa(count),   ija(count)) 
allocate( sat(count),  ijat(count)) 
allocate(sata(count), ijata(count)) 
 
!----------------------------------------------- 
! Convert square matrix into row-indexed sparse 
!----------------------------------------------- 
call sprsin( a,n,n,thresh,count, sa, ija) 
call sprsint(a,n,n,thresh,count,sat,ijat) 
 
!-------------- 
! Compute At*A  
!-------------- 
call sprstm(sat,ijat,sat,ijat,sata,ijata,thresh,count) 
 
!-------------- 
! Compute At*b  
!-------------- 
call sprsax(sat,ijat,b,atb,n,count) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
! Construct precondition matrix P (but this will find P inverse) 
!---------------------------------------------------------------- 
do i = 1,n 
   pre(i) = 1./abs(sata(i)) 
end do 
 
!--------- 
! Find Ro 
!--------- 
call sprsax(sata,ijata,x,ax,n,count) 
do i = 1,n 
   r(i) = atb(i) - ax(i) 
end do 
 
!--------- 
! Find Do 
!--------- 
do i = 1,n 
   d(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
 
!------------ 
! Find D-New 
!------------ 
dnew = 0. 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*d(i) 
end do 
 
del = dnew 
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Do 
   if(iter >= maxit.OR.dnew <= (tol*tol*del)) exit 
      
!------------- 
! Find Q(i+1) 
!------------- 
   call sprsax(sata,ijata,d,q,n,count) 
 
!------------ 
! Find Alpha 
!------------ 
   bottom = 0. 
   do i = 1,n 
      bottom = bottom + d(i)*q(i) 
   end do 
 
   alpha = dnew/bottom 
   do i = 1,n 
      x(i) = x(i) + alpha*d(i) 
   end do 
 
!------------- 
! Find R(i+1) 
!------------- 
   check = mod(iter,50) 
   if(check == 0.) then 
     call sprsax(sata,ijata,x,ax,n,count) 
     do i = 1,n 
        r(i) = atb(i) - ax(i) 
     end do 
   else 
      do i = 1,n 
         r(i) = r(i) - alpha*q(i) 
      end do 
   endif 
 
!------------- 
! Find S(i+1) 
!------------- 
   do i = 1,n 
      s(i) = pre(i)*r(i) 
   end do 
 
!----------- 
! Find beta 
!----------- 
   dold = dnew 
   dnew = 0. 
   do i = 1,n 
      dnew = dnew + r(i)*s(i) 
   end do 
 
   beta = dnew/dold 
   do i = 1,n 
      d(i) = s(i) + beta*d(i) 
   end do 
 
   iter = iter + 1 
 
End do 
 
end subroutine unsympcg 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sympcg(a, b, x, n) 
 
implicit none 
 
integer(4)                    :: maxit, iter, count 
integer(4)                    ::     i,    j,     n 
real(8)                       ::   del, dnew,   tol, bottom 
real(8)                       :: alpha, dold,  beta,  check, thresh 
real(8), dimension(n,n)       ::     a 
real(8), dimension(n)         ::     q, r, d, pre, s, x, b, ax 
 
integer(4), allocatable, dimension(:)  :: ija 
real(8),    allocatable, dimension(:)  :: sa 
 
 iter = 1 
  tol = 1.d-6 
maxit = 50000 
thresh = 1.e-10 
 
count = 10000000 
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allocate(sa(count), ija(count)) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
! Construct precondition matrix P (but this will find P inverse) 
!---------------------------------------------------------------- 
do i = 1,n 
   pre(i) = 1./abs(a(i,i)) 
end do 
 
!----------------------------------------------- 
! Convert square matrix into row-indexed sparse 
!----------------------------------------------- 
call sprsin(a,n,n,thresh,count,sa,ija) 
 
!--------- 
! Find Ro 
!--------- 
call sprsax(sa,ija,x,ax,n,count) 
do i = 1,n 
   r(i) = b(i) - ax(i) 
end do 
 
!--------- 
! Find Do 
!--------- 
do i = 1,n 
   d(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
 
!------------ 
! Find D-New 
!------------ 
dnew = 0. 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*d(i) 
end do 
 
del = dnew 
 
Do 
   if(iter >= maxit.OR.dnew <= (tol*tol*del)) exit 
      
!------------- 
! Find Q(i+1) 
!------------- 
   call sprsax(sa,ija,d,q,n,count) 
 
!------------ 
! Find Alpha 
!------------ 
   bottom = 0. 
   do i = 1,n 
      bottom = bottom + d(i)*q(i) 
   end do 
 
   alpha = dnew/bottom 
   do i = 1,n 
      x(i) = x(i) + alpha*d(i) 
   end do 
 
!------------- 
! Find R(i+1) 
!------------- 
   check = mod(iter,50) 
   if(check == 0.) then 
      call sprsax(sa,ija,x,ax,n,count) 
      do i = 1,n 
         r(i) = b(i) - ax(i) 
      end do 
   else 
      do i = 1,n 
         r(i) = r(i) - alpha*q(i) 
      end do 
   endif 
 
!------------- 
! Find S(i+1) 
!------------- 
do i = 1,n 
   s(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
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!----------- 
! Find beta 
!----------- 
dold = dnew 
dnew = 0. 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*s(i) 
end do 
 
beta = dnew/dold 
do i = 1,n 
   d(i) = s(i) + beta*d(i) 
end do 
 
iter = iter + 1 
 
End do 
 
end subroutine sympcg 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsin(a,n,np,thresh,nmax,sa,ija) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, np 
integer(4)                   :: i, j, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
 
real(8)                      :: thresh 
real(8), dimension(np,np)    :: a 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
do j = 1,n 
   sa(j) = a(j,j) 
enddo 
 
ija(1) = n+2 
k = n+1 
do i = 1,n 
   do j = 1,n 
      if (abs(a(i,j)) >= thresh) then 
         if (i /= j) then 
            k = k+1 
            if (k > nmax) then 
               write(6,*) k, nmax !, 'nmax too small in sprsin'    
               pause 'nmax too small in sprsin' 
            endif 
            sa(k) = a(i,j) 
            ija(k) = j 
         endif 
      endif 
   enddo 
   ija(i+1) = k+1 
enddo 
 
END subroutine sprsin 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsax(sa,ija,x,b,n,nmax) 
 
! Multiply a matrix in sparse storage by a vector x(1:n) 
! and the result is a vector b(1:n) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, i, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
 
real(8), dimension(n)        :: b, x 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
if (ija(1) /= n+2) pause 'mismatched vector and matrix in sprsax' 
do i = 1,n 
   b(i) = sa(i) * x(i) 
   do k = ija(i),ija(i+1)-1 
      b(i) = b(i) + sa(k) * x(ija(k)) 
   enddo 
enddo 
 
END subroutine sprsax 
 
!--------------------------------------------------------------- 
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subroutine sprstm(sa,ija,sb,ijb,sc,ijc,thresh,nmax) 
 
! 
! Multiply At*A 
! 
! Input for sa must be At 
! Input for sb must be At 
! output of sc will be At*A 
! 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax 
integer(4)                   :: i,ijma,ijmb,j,k,ma,mb,mbb 
 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija, ijb, ijc 
real(8)   , dimension(nmax)  ::  sa,  sb,  sc 
 
real(8)                      :: sum, thresh 
 
if(ija(1) /= ijb(1)) pause 'sprstm sizes do not match' 
k = ija(1) 
ijc(1) = k 
do i = 1,ija(1)-2 
   do j = 1,ijb(1)-2 
      if(i==j) then 
         sum = sa(i)*sb(j)                      
      else                            
         sum = 0.d0                   
      endif                      
      mb = ijb(j)                      
      do ma = ija(i),ija(i+1)-1                      
         ijma = ija(ma)                   
         if(ijma == j) then                   
            sum = sum + sa(ma)*sb(j)                
         else                   
2           if(mb < ijb(j+1)) then                            
               ijmb = ijb(mb)             
               if(ijmb == i) then             
                  sum = sum + sa(i)*sb(mb)          
                  mb = mb + 1          
                  goto 2                 
               else if(ijmb < ijma) then             
                  mb = mb + 1          
                  goto 2          
               else if(ijmb == ijma) then             
                  sum = sum + sa(ma)*sb(mb)          
                  mb = mb + 1          
                  goto 2          
               endif                    
            endif                
         endif                   
      enddo                      
       
      do mbb = mb,ijb(j+1)-1                      
         if(ijb(mbb) == i) then                   
            sum = sum + sa(i)*sb(mbb)                       
         endif                   
      enddo                                                 
                            
      if(i == j) then                      
         sc(i) = sum                   
      else if(abs(sum) > thresh) then                      
          if(k > nmax) pause 'sprstm: nmax to small'                         
          sc(k) = sum                  
          ijc(k) = j                         
          k = k + 1                  
      endif                                                 
   enddo 
   ijc(i+1) = k                         
enddo                            
                            
end subroutine sprstm 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsint(a,n,np,thresh,nmax,sa,ija) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, np 
integer(4)                   :: i, j, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
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real(8)                      :: thresh 
real(8), dimension(np,np)    :: a 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
do j = 1,n 
   sa(j) = a(j,j) 
enddo 
ija(1) = n+2 
k = n+1 
do j = 1,n 
   do i = 1,n 
      if (abs(a(i,j)) >= thresh) then 
         if (i /= j) then 
            k = k+1 
            if (k > nmax) pause 'nmax too small in sprsin' 
            sa(k) = a(i,j) 
            ija(k) = i 
         endif 
      endif 
   enddo 
   ija(j+1) = k+1 
enddo 
 
END subroutine sprsint 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
end module solve 
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