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ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน ที่เวลา t = 0.05 สําหรับปญหา

คลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

 

65 

6.15 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลข

ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหา

คลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

 

66 

6.16 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลข

ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน ที่เวลา t = 0.15 สําหรับปญหา

คลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

 

67 

6.17 ปญหาคลื่นชอ็กสี่เหลี่ยม  68 

6.18 เสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.02-0.12 สําหรับปญหาคลื่นช็อก

สี่เหลี่ยม  

 

69 

6.19 เสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.14-0.28 สําหรับปญหาคลื่นช็อก

สี่เหลี่ยม  

 

70 



 

 

ฐ 

6.20 เสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.30-0.40 สําหรับปญหาคลื่นช็อก

สี่เหลี่ยม  

71 

6.21 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลข

ของคาความหนาแนน คาความดันที่ตําแหนง y = 0.5 และ ที่เวลา t = 0.10 

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหลี่ยม  

 

 

72 

6.22 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลข

ของคาความหนาแนน คาความดันที่ตําแหนง y = 0.5 และ ที่เวลา t = 0.20 

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหลี่ยม  

 

 

73 

6.23 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.00 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

75 

6.24 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.05 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

76 

6.25 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

77 

6.26 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.15 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

78 

6.27 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.20 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

79 

6.28 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.25 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

80 

6.29 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ คาความหนาแนน 

คาความดันและคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.05 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

81 

   



 

 

ฑ 

6.30 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ คาความหนาแนน 

คาความดันและคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

82 

6.31 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ คาความหนาแนน 

คาความดันและคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.15 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

83 

6.32 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ คาความหนาแนน 

คาความดันและคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.20 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

84 

6.33 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x  ที่เวลา t = 0.00 สําหรับปญหาคลื่น

การกระจายแบบสมมาตรในทอ  

 

 

85 

6.34 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x  ที่เวลา t = 0.05 สําหรับปญหาคลื่น

การกระจายแบบสมมาตรในทอ  

 

 

86 

6.35 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x  ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหาคลื่น

การกระจายแบบสมมาตรในทอ  

 

 

86 

6.36 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x  ที่เวลา t = 0.15 สําหรับปญหาคลื่น

การกระจายแบบสมมาตรในทอ  

 

 

87 

6.37 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนต

ของคาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.05 ปญหาสําหรับปญหาคลื่น

การกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

 

88 

6.38 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนต

ของคาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.10 ปญหาสําหรับปญหาคลื่น

การกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

 

89 

6.39 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนต

ของคาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.15 ปญหาสําหรับปญหาคลื่น

การกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

 

90 



 

 

ฒ 

6.40 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.00-0.08  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหลี่ยม  

 

92 

6.41 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.12-0.20  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหลี่ยม  

 

93 

6.42 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.24-0.32  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหลี่ยม  

 

94 

6.43 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.36-0.40  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหลี่ยม  

 

95 

6.44 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนต

ของคาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหาคลื่นช็อก

สี่เหลี่ยม  

 

 

96 

6.45 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนต

ของคาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.20 สําหรับปญหาคลื่นช็อก

สี่เหลี่ยม  

 

 

97 

6.46 ปญหาการกระจายของคลืน่ช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o  98 

6.47 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.0-0.3 

สําหรับปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมมุ 90o  

 

99 

6.48 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.4-0.6 

สําหรับปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมมุ 90o  

 

100 

6.49 ปญหาการไหลความเร็วสงูกวาเสยีง 2.0 เทาในชองแคบที่มีพืน้เอยีงมุม 10o  101 

6.50 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.1-7.0 

สําหรับปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 2.0 เทาในชองแคบที่มีพื้นเอียงมุม 

10o  

 

 

102 

6.51 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 8.0-12.0 

สําหรับปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 2.0 เทาในชองแคบที่มีพื้นเอียงมุม 

10o  

 

 

103 

6.52 ปญหาคลื่นชอ็กหมายเลขมคั 2 สะทอนบนผนงัยกระดบั  104 

6.53 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.00000-

0.00045 สําหรับปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนงัยกระดับ  

 

105 

   



 

 

ณ 

6.54 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.00060-

0.00090 สําหรับปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนงัยกระดับ  

 

106 

6.55 ปญหาคลื่นชอ็กจากการระเบิดในอากาศ  107 

6.56 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.00-0.04  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศ  

 

108 

6.57 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.06-0.10  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศ  

 

109 

6.58 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.11-0.13  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศ  

 

110 

6.59 กราฟเปรียบเทียบคาความหนาแนน ที่ตําแหนง y=0 ที่เวลา t = 0.13  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศ  

 

111 

6.60 ปญหาคลื่นชอ็กจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้นราบ  111 

6.61 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชัน้ของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.00-0.02  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพืน้ราบ  

 

112 

6.62 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชัน้ของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.04-0.10  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพืน้ราบ  

 

113 

6.63 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชัน้ของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.12-0.18  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพืน้ราบ  

 

114 

6.64 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชัน้ของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.20-0.24  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพืน้ราบ  

 

115 

 



คําอธิบายสัญลักษณ 
 

  

A พื้นที่ของเอลิเมนต 

ai สัมประสิทธิ์ของฟงกชนัการประมาณภายใน 

ax ความเรงในแนวแกน x 

ay ความเรงในแนวแกน y 

bi สัมประสิทธิ์ของฟงกชนัการประมาณภายใน 

c ความเร็วเสียง 

ci สัมประสิทธิ์ของฟงกชนัการประมาณภายใน 

cp  ความจุความรอนจําเพาะที่ความดนัคงที่  

cv ความจุความรอนจําเพาะที่ปริมาตรคงที ่

e พลังงานภายใน 

Fx แรงในแนวแกน x 

Fy แรงในแนวแกน y 

h ขนาดของเอลเิมนต 

k สัมประสิทธิก์ารแพร 

L ความยาวของขอบเอลิเมนต 

M คามัคนัมเบอร 

m มวล 

N ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต 

n̂  เวคเตอรหนึง่หนวยที่ตั้งฉากกับขอบ 

xn  ทิศทางโคซายนในแนวแกน x ของเวคเตอรหนึง่หนวยที่ตัง้ฉากกับขอบ 

yn  ทิศทางโคซายนในแนวแกน y ของเวคเตอรหนึง่หนวยที่ตัง้ฉากกับขอบ 

p ความดัน 

Q ปริมาณความรอนที่ผลิตขึ้นเอง 

qx ฟลักซความรอนในทิศทาง x 

qy ฟลักซความรอนในทิศทาง y 

R คาคงที่จาํเพาะของกาซ 

S ขอบของเอลิเมนต 



 ต

คําอธิบายสญัลักษณ (ตอ)  

 
T 

t 

อุณหภูมิ 

เวลา 

U ตัวแปรอนุรักษ 

u ความเร็วในแนวแกน x 

v ความเร็วในแนวแกน y 

x ระยะในแนวระนาบ 

y ระยะในแนวดิง่ 

β มุมของคลื่นชอ็กเอียง 

ε พลังงานรวม 

φ ตัวไมทราบคา 

Φ ตัวแปรสกาลาร  

γ คาอัตราสวนความรอนจําเพาะของของไหล 

θ น้ําหนกัของเวลา 

ρ ความหนาแนนของของไหล 

∂ ตัวดําเนนิการเชิงอนพุันธ 
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บทที่  1 

บทนํา 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

งานวิจัยทางดานการคํานวณพลศาสตรของของไหล (computational fluid 

dynamics) เปนอีกสาขาที่ไดรับความสนใจอยางตอเนื่องจนถึงปจจุบัน แตองคความรูที่สามารถ

นํามาสูการแกปญหาของการไหลอยางถูกตองแมนยํา ยังคงประสบปญหาในหลายอยางเชน 

ปญหาความไมเปนเชิงเสนของสมการเชิงอนุพันธยอย (nonlinear partial differential equations) 

ที่ควบคุมการไหล ปญหาของการไหลที่เกิดปรากฏการณที่มีความซับซอนเกิดขึ้นเชน คล่ืนช็อก 

(shock wave) การไหลในบริเวณขอบชั้นขอบเขต (boundary layer) เปนตน  

ปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได (high-speed compressible flow) ที่มี

ความเร็วสูงกวาความเร็วเสียง (supersonic flow) เปนการไหลที่ความหนาแนนของของไหลนั้นมี

คาไมคงที่ ลักษณะของปญหาครอบคลุมตั้งแตการไหลของของไหลภายนอก (external flow) เชน 

การไหลของอากาศผานเครื่องบินที่บินดวยความเร็วสูง รวมไปถึงปญหาการไหลของของไหล

ภายใน (internal flow) เชน การไหลของกาซในเครื่องยนตกังหันกาซที่มีความเร็วสูง [1] มักจะ

กอใหเกิดปรากฏการณการไหลที่มีความซับซอนเกิดขึ้น เชน คลื่นช็อก (shock wave) คลื่นการ

ขยายตัว (expansion wave) คลื่นช็อกสะทอน (reflecting shock wave) และการกระทบกันของ

คล่ืนช็อก (shock-shock interaction) [2,3] ลักษณะเดนของการไหลประเภทนี้คือ การ

เปลี่ยนแปลงสภาวะการไหลโดยฉับพลันผานคลื่นช็อก การเปล่ียนแปลงอยางฉับพลันนี้เอง

กอใหเกิดความยากลําบากในการคํานวณเพ่ือหาผลเฉลยแมนตรง (exact solution) ดังนั้นในอดีต

การวิเคราะหปญหาการไหลดังกลาวจึงตองอาศัยการทดลองเปนหลักซึ่งทําใหเสียเวลาและ

คาใชจายเปนจํานวนมาก จึงเปนแรงผลักดันใหระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (numerical methods) เขา

มามีบทบาทเพื่อคํานวณหาผลเฉลยโดยประมาณ (approximate solution) 

ในอดีตที่ผานมาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ไดรับความนิยมเพื่อใชในการแกปญหา

การไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดก็คือ ระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง (finite difference method) ซึ่ง

เปนระเบียบวิธีที่ประกอบดวยขั้นตอนที่ไมซับซอนและงายตอการทําความเขาใจ แตอาจกอใหเกิด

ความยากลําบากขึ้นไดหากปญหาที่ทําการวิเคราะหมีรูปรางที่ซับซอน (complex geometry) เปน

สาเหตุใหระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (finite element method) ซึ่งสามารถวิเคราะหปญหาที่มี

รูปรางซับซอนไดดีกําลังไดรับความนิยมในปจจุบัน งานวิจัยทางดานระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
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เพื่อแกปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดไดมีออกมาอยางตอเนื่องในชวง 20 ป เชนระเบียบ

วิธีเทยเลอร-กาเลอรคิน  (Taylor-Galerkin method) [4,5,6] ระเบียบวิธีอัปวินดเซลลเซนเตอร 

(upwind cell-centered method) [7,8,9] ระเบียบวิธีเพทรอฟ-กาเลอรคิน (Petrov-Galerkin 

method) [10] ระเบียบวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน(streamline upwind Petrov-

Galerkin method) [11]  ระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ (characteristic-based split 

method ) [12,13]  

ในบรรดาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตาง ๆ ที่ไดมีผูเสนอมานั้น ระเบียบ

วิธีการแยกดวยคุณลักษณะ (characteristic-based split method)  เปนวิธีการที่ไดถูกนํามา

ประยุกตใชเพ่ือวิเคราะหปญหาการไหลในหลาย ๆ รูปแบบ เชน การไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได 

(high-speed compressible flow)  การไหลแบบหนืดแตไมอัดตัว (viscous incompressible 

flow) การไหลแบบความหนืดแตไมอัดตัวโดยรวมอุณหภูมิ (thermal viscous incompressible 

flow) การไหลของน้ําตื้น (shallow water flow) การไหลในตัวกลางพรุน (porous media flow) 

การไหลแบบปนปวน (turbulent flow) [14,15,16] ซึ่งแสดงใหเห็นถึงความสามารถของในการ

วิเคราะหปญหาการไหลแบบตางๆ ของระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะที่มีเหนือระเบียบวิธีไฟ

ไนตเอลิเมนตแบบอ่ืน ๆ  สําหรับการวิเคราะหการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงดวยวิธีการ

แยกดวยคุณลักษณะที่ผานมาจะมุงเนนเฉพาะการหาคําตอบที่สภาวะคงตัว (steady state) เพียง

อยางเดียวเทานั้น ยังไมมีการนํามาใชในการแกปญหาการไหลในสภาวะไมอยูตัว (unsteady 

state)  เชน ปญหาการไหลคลื่นช็อกในทอ [17] ปญหาคลื่นช็อกผานพื้นที่หักมุม [18] เปนตน ซึ่ง

จะมีปรากฏการณการไหลที่ซับซอนไปอีกระดับหนึ่งคือการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อก การเคลื่อนตัว

ของคล่ืนการขยายตัว การศึกษาถึงปรากฏการณการไหลดังกลาวจะทําใหรูความเขาใจในเรื่องการ

ไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงไดดีย่ิงขึ้น ดวยเหตุผลดังกลาวจึงเลือกระเบียบวิธีการแยกดวย

คุณลักษณะในการวิเคราะหการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดภายใตสภาวะไมอยูตัว 

โดยทั่วไปปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงมักจะประกอบดวยคลื่น

ช็อก ซึ่งคาของตัวแปร เชน ความหนาแนน ความดัน ความเร็ว จะเกิดการเปล่ียนแปลงอยาง

ฉับพลันผานคลื่นช็อกนั้น ทําใหจําเปนตองใชเอลิเมนตขนาดเล็กมากๆ วางตัวในแนวคลื่นช็อก 

เพื่อใหสามารถจับการเปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นอยางฉับพลันได และสําหรับการไหลในสภาวะไมอยู

ตัวจะเกิดการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อก การใชเอลิเมนตขนาดเล็กทั่วทั้งโดเมนจะสงผลโดยตรงตอ

เวลาและหนวยความจําที่ใชในการคํานวณ ดังนั้นเพื่อใหไดมาซึ่งผลลัพธที่มีความถูกตองแตใช

เวลาและหนวยความจําของคอมพิวเตอรในการคํานวณที่นอยลง จําเปนตองใชเอลิเมนตที่มีขนาด
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เล็กในบริเวณคลื่นช็อกซึ่งมีการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรอยางฉับพลันและใชเอลิเมนตขนาดใหญ

ในบริเวณอื่น ๆ ที่มีการเปลี่ยนแปลงคาของตัวแปรคอนขางนอย  และในปญหาการไหลแบบมีการ

อัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมอยูตัว จะเกิดการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกดังนั้นเพ่ือใหไดมาซึ่ง

ผลลัพธที่ดี เอลิเมนตขนาดเล็กจะตองเคลื่อนตัวตามแนวคลื่นช็อกได วิธีการหนึ่งที่จะชวย

แกปญหาดังกลาวไดแก เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive meshing 

technique) โดยวิธีการนี้มีหลักการคือ ใชการเปลี่ยนแปลงของเกรเดียนทของผลลัพธที่คํานวณได

จากรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตครั้งกอนหนาเปนตัวชี้วัด ในการสรางรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่จะใช

ในการคํานวณครั้งตอไป ทําใหไมจําเปนตองใชเอลิเมนตขนาดเล็กหมดทั่วทั้งโดเมน เวลาและ

หนวยความจําที่ตองใชจึงลดลงได 

ดังนั้นงานวิทยานิพนธนี้จึงไดขอนําเสนอ  การใชระเบียบวิธีการแยกดวย

คุณลักษณะ (characteristic-based split method) ในการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนต เพ่ือ

วิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดภายใตสภาวะไมอยูตัว (unsteady state high-

speed compressible flows) พรอมทั้งนําเอาเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

(adaptive meshing technique) มาประยุกตใชเพ่ือลดเวลาและหนวยความจําเครื่องคอมพิวเตอร

ที่ตองใชในการคํานวณ และเพ่ิมความถูกตองของผลลัพธที่คํานวณไดในแตละชวงเวลา 

1.2 วัตถุประสงคของการวิจยั 
1.2.1 ศึกษาระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสในระบบพิกัดฉากในสองมิติ

สําหรับปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได 

1.2.2 ศึกษาวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ สําหรับระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-

สโตกสเพื่อวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดภายใตสภาวะไมอยู

ตัว 

1.2.3 ศึกษาและประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเพื่อใชวิเคราะห

ปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัว 

1.3 ขอบเขตของการวิจัย 
ขอบเขตของการศึกษาที่สอดคลองกับวัตถุประสงคขางตน  มีดังตอไปนี้ 

1.3.1 ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตและเอลิเมนตเมตริกซ จากระบบสมการเชิง

อนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสดวยวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ  

1.3.2 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกันเพื่อใชวิเคราะหปญหาการไหล

แบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง 
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1.3.3 ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเพื่อใชวิเคราะหปญหาการ

ไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมอยูตัว 

1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรบั 
1.4.1 มีความเขาใจถึงปรากฏการณที่เกิดขึ้นเมื่อเกิดการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได

ผานรูปรางที่ซับซอนอันจะเปนพื้นฐานการสําหรับการวิจัยในระดับสูงตอไป 

1.4.2 สามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนเพื่อใชวิเคราะหปญหการไหล

ความเร็วสูงแบบอัดตัวไดภายใตสภาวะไมอยูตัวผานรูปรางที่ซับซอน 

1.4.3 เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเมื่อใชรวมกับโปรแกรมคอมพิวเตอรที่

ประดิษฐข้ึนสามารถลดเวลาและหนวยความจําที่ตองใชลงได 

1.4.4 เปนแนวทางสําหรับการศึกษาและพัฒนาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในอนาคต

ตอไป 

1.5 วิธีดําเนินการวิจัย 
1.5.1 ศึกษาหลักการและทฤษฎีดานพลศาสตรของไหล และระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่

เก่ียวของกับงานวิจัยนี้ 

1.5.2 ศึกษาและประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อใชวิเคราะหปญหาการไหลแบบมี

การอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมอยูตัว 

1.5.3 ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนกับปญหาอยาง

งายที่มีผลเฉลยแมนตรง 

1.5.4 ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

1.5.5 นําโปรแกรมคอมพิวเตอรไปใชแกปญหาการไหลที่มีความซับซอนมากขึ้น 

1.5.6 จัดทํารายงานเพื่อนําเสนอ และสรุปผล 

1.6 เอกสารและงานวจิัยที่เกีย่วของ 
1.6.1 J. Donea [4] ไดเสนอระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่ใชวิเคราะหปญหาการพา ของ

ตัวแปรสกาลารโดยใชการกระจายอนุกรมเทยเลอร (Tayler series expansion)  

สรางความสัมพันธที่เก่ียวของกับเวลาและใชวิธีบับโนฟ-กาเลอรคิน  สรางสมการ

ไฟไนตเอลิเมนตที่เก่ียวของกับระยะทาง 

1.6.2 R. Löhner et al. [5] ไดทําการวิเคราะหปญหาการไหลดวยความเร็วสูงแบบอัด

ตัวไดโดยไรความหนืด (high-speed inviscid compressible flow) ในสองมิติ 

ดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยใชวิธีเทยเลอร-กาเลอรคิน โดยหลักการ
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พ้ืนฐานของวิธีการนี้ก็คือ การใชอนุกรมเทยเลอร (Tayler series expansion) 

สรางความสัมพันธที่เก่ียวของกับเวลา และใชวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (method 

of weighted residuals) แบบกาเลอรคินสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตที่เก่ียวของ

กับระยะทาง ในงานวิจัยไดเลือกใชวิธีการแบบชัดแจง (explicit method) ในการ

แกระบบสมการ  

1.6.3 R. Löhner [19] ไดนําเสนอเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติสําหรับ

ปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมอยูตัว โดยในงานวิจัย

ไดใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบ FCT (flux corrected transport 

algorithm) เพื่อหาผลลัพธที่ข้ึนกับเวลาสําหรับปญหาคลื่นช็อกเคลื่อนที่ในทอ 

เปนตน 

1.6.4 J. Probert et al. [20 ] ไดนําเสนอระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตรวมกับเทคนิคการ

ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ เพื่อวิเคระหปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่

ความเร็วสูงในสภาวะไมอยูตัว ซึ่งประกอบไปดวย ปญหาคลื่นช็อกในทอ ปญหา

คลื่นช็อกผานกรวยทํามุมตาง ๆ และ ปญหาการเคลื่อนที่ของคลื่นช็อกผานรูปราง

ที่ซับซอน 

1.6.5 F. P. Brueckner and J. C. Heinrich [10] ไดนําเสนอระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ

เมนตเพื่อการวิเคราะหปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งแบบรวม

ความหนืด (viscous) และไรความหนืด (inviscid) ในสภาวะอยูตัวในสองมิติ โดย

ไดใชวิธีเพทรอฟ-กาเลอรคิน (Petrov-Galerkin) และเลือกใชเอลิเมนตชนิด

ส่ีเหลี่ยมส่ีจุดตอ และทําการอินทิเกรตเวลาดวยวิธีออยเลอรและรุงเง-คุตตาอันดับ

สองเพื่อประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธ 

1.6.6 P. Dechaumphai and W. Limtrakarn [9] นําเสนอวิธีการวิเคราะหการไหลแบบ

มีการอัดตัวที่ความเร็วสูงโดยไรความหนืดในสภาวะอยูตัว (steady state high-

speed inviscid compressible flows) ในสองมิติดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

อัปวินเซลลเซนเตอร (upwind cell-centered finite element) รวมกับเทคนิคการ

ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive remeshing technique) เพ่ือ

ปรับปรุงความถูกตองของผลลัพธใหเพ่ิมมากขึ้น  

1.6.7 สุทธิศักดิ์ พงศธนาพาณิช [8] ทําการศึกษาวิธีการวิเคราะหปญหาการไหล

ความเร็วสูงแบบอัดตัวไดโดยไรความหนืดทั้งในสภาวะอยูตัวและไมอยูตัวใน

ระนาบสองมิติดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุด
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ตอ โดยสมการไฟไนตเอลิเมนตไดประดิษฐข้ึนจากวิธีอัปวินดเซลลเซนเตอร เขา

กับระบบสมการเชิงอนุพันธนาเวียร– สโตกส  

1.6.8 G.J.L. Beau et al. [11] ไดนําเสนอระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบวิธีสตรีมไลน

อัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน (SUPG algorithm) เพ่ือวิเคราะหปญหาการไหล

แบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งแบบความเร็วสูงกวาเสียงและความเร็วต่ํากวา

ความเร็วเสียงที่สภาวะอยูตัว 

1.6.9 O. C. Zienkiewicz et al. [21] ไดเสนอระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ซึ่งสามารถ

วิเคราะหปญหาการไหลไดอยางครอบคลุม ตั้งแตการไหลแบบไมอัดตัวและการ

ไหลแบบอัดตัวได โดยในงานวิจัยไดใชวิธีก่ึงโดยปริยาย (semi implicit 

algorithm) สําหรับการไหลความเร็วต่ํา และวิธีโดยชัดแจง (explicit time 

algorithm) สําหรับการไหลความเร็วสูง อีกทั้งยังไดเสนอวิธีการแยก (split) 

สมการนาเวียร-สโตกสออกเปนสองสวนจากนั้นอาศัยวิธีของความสัมพันธเวียน

บังเกิดเพื่อสรางความสัมพันธที่เก่ียวของกับเวลา และใชวิธีบับโนฟ-กาเลอรคิน

เพื่อสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตที่เก่ียวของกับระยะทาง เปนผลใหการวิเคราะห

การไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดสามารถแกปญหาการสั่นของผลลัพธในบาง

บริเวณที่การไหลมีความสามารถในการอัดตัว (compressibility) มีคาต่ําได   

1.6.10 O. C. Zienkiewicz and J. Wu [22] ไดนําเสนอระเบียบไฟไนตเอลิเมนตแบบชัด

แจง (explicit) และกึ่งชัดแจง (semi explicit) ซ่ึงสามารถวิเคราะหปญหาการไหล

ไดหลากหลาย ทั้งการไหลแบบไมอัดตัวและการไหลแบบอัดตัวได ในงานวิจัยได

เสนอวิธีแคแร็กเทอรริสทิค-กาเลอรคิน (Characteristic-Galerkin) เพื่อจัดการ

พจนที่เก่ียวของกับการพา (convective terms) ทําใหสามารถใชวิธีบับโนฟ-กา

เลอรคิน เพื่อสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตที่เกี่ยวของกับระยะทางไดอยางมี

ประสิทธิภาพสูงสุด และไดแสดงใหเห็นวาวิธีการที่นําเสนอสามารถแกปญหาการ

ส่ันของผลลัพธในบริเวณใกล ๆ กับจุดที่มีความเร็วเปนศูนย (stagnation point) 

ไดโดยไมตองทําการเพิ่มความหนืดเทียม (artificial viscosity) 

1.6.11 O. C. Zienkiewicz et al. [14] เสนอระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพื่อแกปญหา

การไหลแบบตาง ๆ หลายรูปแบบ เชน การไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงใน

สภาวะอยูตัวทั้งแบบแบบที่ความเร็วสูงกวาความเร็วเสียงและเขาใกลความเร็ว

เสียง การไหลแบบหนืดแตไมอัดตัว  การไหลของน้ําตื้น เปนตน โดยสมการไฟไนต

เอลิเมนตประดิษฐข้ึนจากวิธีการแยกดวยคุณลักษณะทั้งหมด ผลลัพธที่ไดจาก
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งานวิจัยนี้แสดงใหเห็นวา วิธีการแยกดวยคุณลักษณะ มีความสามารถที่จะใช

วิเคราะหปญหาการไหลแบบตาง ๆ ไดอยางดี 

1.6.12 P. Nithiarasu et al. [23] ไดนําเสนอวิธีการเพ่ิมความหนืดเทียมสําหรับระเบียบ

วิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะเพื่อใชวิเคราะหปญหา การ

ไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดภายใตสภาวะอยูตัว 
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บทที่  2 

สมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการไหล 

สมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการไหล เปนสมการที่อธิบายความเปนจริงของการ

ไหลที่วาตองเกิดการอนุรักษมวล (conservation of mass) การอนุรักษโมเมนตัม (conservation 

of momentum) และการอนุรักษพลังงาน (conservation of energy) อันประกอบไปดวยสมการที่

อยูในรูปอนุพันธยอยดังนี้ 

1. สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวล 

2. สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัม 

3. สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน 

ระบบสมการเชิงอนุพันธยอยทั้งระบบนี้ถูกเรียกวา ระบบสมการนาเวียร-สโตกส 

สําหรับงานวิทยานิพนธที่นําเสนอนี้จะศึกษาเฉพาะการไหลในสองมิติ จึงขอนําเสนอที่มาของแตละ

สมการที่กลาวขางตน เฉพาะในระบบพิกัดฉาก (Cartesian coordinate system) ในสองมิติ

เทานั้น โดยมีรายละเอียดดังนี้ 

2.1 สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวล 

พิจารณาการไหลผานเอลิเมนตขนาดเล็กๆ ที่มีความกวาง dx และ dy ที่มีความ

หนาหนึ่งหนวยวางตัวอยูกับที่ในโดเมนการไหลดังรูปที่ 2.1 การไหลของมวลในแนวแกน x ไหลเขา

ทางขอบดานซายและไหลออกทางขอบดานขวา สวนการไหลของมวลในแนวแกน y ไหลเขาทาง

ขอบดานลางและไหลออกทางขอบดานบน ดังนั้นผลลัพธของมวลที่ไหลออกในแนวแกน x และ y 

ดังแสดงในสมการ (2.1) และ  (2.2) ตามลําดับ 

( ) ( ) ( )dxdy
x
udyudydx

x
uu

∂
∂

=−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+
ρρρρ  (2.1) 

( ) ( ) ( )dxdy
y
vdxvdxdy

y
vv

∂
∂

=−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

ρρρρ  (2.2) 

ดังนั้นผลลัพธของมวลที่ไหลออกจากเอลิเมนตไดจากการรวมสมการ (2.1) และ (2.2) ซึ่งแสดงใน

สมการ (2.3) 

( ) ( ) dxdy
y
v

x
u

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂

=
ρρoutflowmassnet  (2.3) 
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รูปที ่2.1 ฟลักซของมวลผานดานของเอลิเมนตขนาดเล็กที่ตรงึอยูกับที่ในโดเมนการไหล 

สําหรับมวลของของไหลในเอลิเมนตเล็กๆ นั้นมีคาเทากับ dxdyρ ดังนั้นอัตราการ

เปลี่ยนแปลงของมวลที่ลดลงเปนไปตามสมการ (2.4) 

dxdy
t∂

∂
−=

ρdecreasemassofratetime  (2.4) 

จากหลักการคงที่ของมวลที่วา “ผลลัพธของมวลของของไหลที่ออกจากเอลิเมนต

ที่พิจารณาจะมีคาเทากับอัตราการลดลงของมวลภายในเอลิเมนตนั้น” [24] ซึ่งนิยามดังกลาว

สามารถเขียนใหอยูในรูปสมการไดดังแสดงในสมการ (2.5) 

( ) ( ) dxdy
t

dxdy
y
v

x
u

∂
∂

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂ ρρρ  (2.5) 

เมื่อนํา dxdy หารสมการ (2.5) และจัดรูปสมการใหมไดดังสมการ (2.6) 

( ) ( ) 0=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

y
v

x
u

t
ρρρ  (2.6) 

dx

dy[ ]dyuρ ( ) dydx
x
uu ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

+
ρρ

y

x

( ) dxdy
y
vv ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

ρρ

[ ]dxvρ



10 

 

หรือ ( ) 0=⋅∇+
∂
∂ V

t
vv

ρρ   (2.7) 

สมการ (2.7) เปนสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวลซึ่งเขียนอยูในรูปแบบอนุรักษ 

2.2 สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัม 

พิจารณาเอลิเมนตขนาดเล็ก ๆ ที่มีขนาด dx และ dy ที่มีความหนาหนึ่งหนวยซึ่ง

กําลังเคล่ือนที่ไปตามการไหลในโดเมนดังแสดงในรูปที่ 2.2 จากกฎการอนุรักษโมเมนตัมหรือกฎ

ขอที่สองของนิวตันมีนิยามวา “แรงทั้งหมดที่กระทําตออนุภาคของของไหลจะเทากับอัตราการ

เปลี่ยนแปลงโมเมนตัมเชิงเสน ” [24] ซึ่งสามารถเขียนเปนความสัมพันธไดดังสมการ (2.8) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.2 แรงที่กระทําบนเอลิเมนตที่เคลื่อนที่ไปตามการไหล 

∑ = amF vv
  (2.8) 

กฎขอที่สองของนิวตันในสมการ (2.8) เปนความสัมพันธแบบเวคเตอร (vector) ซึ่งสามารถเขียน

ความสัมพันธดังกลาวในรูปของความสัมพันธแบบสกาลาร (scalar)  ในแนวแกนตางๆ ไดหาก

พิจารณาในแนวแกน x จะไดดังสมการ (2.9) 
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σ

σ

)(yFbody

)(xFbody
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∑ = xx maF   (2.9) 

โดยที่  xF   คือ  แรงในแนวแกน x 

 xa  คือ ความเรงในแนวแกน x 

หากพิจารณาพจนทางดานซายมือของสมการ (2.9) โดยละเอียดจะพบวาแรงที่

กระทําบนเอลิเมนตดังรูปที่ 2.2 ประกอบดวยสองสวนดวยกัน คือ แรงเนื่องจากน้ําหนัก (body 

force) และ แรงกระทําที่ผิว (surface force) โดยมีรายละเอียดดังแสดงในสมการ (2.10) และ 

(2.11) 

 
dxdy

y

dydx
x

dydx
x
ppp

yx
yx

yx

x
x

xx

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

++

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+−=

τ
τ

τ

σσσforcesurface

 (2.10) 

และ dxdyfxx ρ=forcebody   (2.11) 

ดังนั้นแรงรวมทั้งหมดในแนวแกน x จะแสดงในสมการ (2.12)  

dxdyfdxdy
yxx

pF x
yxx

x ρ
τσ

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=∑   (2.12) 

สําหรับพจนทางดานขวามือของสมการ (2.9) มวลของของไหลในเอลิเมนตคือ 

dxdym ρ=   (2.13) 

สวนความเรงในแนวแกน x คืออัตราการเปลี่ยนแปลงความเร็วในแนวแกน x ดังนั้น 

Dt
Duax =   (2.14) 

เมื่อนําสมการ (2.12), (2.13) และ (2.14) แทนลงในสมการ (2.9) หารดวย dxdy  จะไดสมการเชิง
อนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x ดังแสดงในสมการ (2.15) 

x
yxx f
yxx

p
Dt
Du ρ

τσρ +
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=  (2.15) 
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ในทํานองเดียวกันสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน y 

สามารถหาไดดังตอไปนี้ 

y
yxy f

yxy
p

Dt
Dv ρ

στ
ρ +

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=   (2.16) 

โดยพจนทางดานซายของสมการ (2.15) และ (2.16) สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบอนุรักษ 

(conservation form) ไดดังแสดงในสมการ  (2.17) และ (2.18) ตามลําดับ  

 ( ) ( )Vu
t
u

Dt
Du vv

ρρρ ⋅∇+
∂

∂
=   (2.17) 

และ ( ) ( )Vv
t
v

Dt
Dv vv

ρρρ ⋅∇+
∂

∂
=   (2.18) 

ดังนั้นสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมซึ่งอยูในรูปแบบอนุรักษ 

(conservation form) ในทิศทาง x และ y สามารถแสดงไดดังสมการ (2.19) และ (2.20) 

( ) ( ) x
yxx f
yxx

pVu
t
u ρ

τσρρ
+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=⋅∇+
∂

∂ vv
  (2.19) 

( ) ( ) y
yxy f

yxy
pVv

t
v ρ

στ
ρρ

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=⋅∇+
∂

∂ vv
  (2.20) 

2.3 สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน 

จากกฎขอที่ 1 ของเทอรโมไดนามิกส มีใจความวา “อัตราการเปลี่ยนแปลงของ

พลังงานในกอนของไหลจะมีคาเทากับผลรวมของปริมาณฟลักซความรอนที่ใหแกของไหลบวกกับ

อัตราของงานที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงตาง ๆ ที่กระทําบนกอนของไหลนั้น” ซึ่งเขียนในรูปสมการได

ดังตอไปนี้ 

 
   
 
 
 
 

 (2.21)

   

อัตราการเปลีย่นแปลง

ของพลังงาน ในกอน      

ของไหล 

                A 

ปริมาณฟลักซ 

ความรอนที่ใหแกกอน 

ของไหล 
B 

อัตราของงานที่เกิดขึ้น

เนื่องจากแรงตางๆ ที่

กระทําบนกอนของไหล 
C 

= + 

หรือ + 
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จากความสัมพันธดังกลาวขางตน อัตราของงานที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงประกอบไป

ดวยสองสวนดวยกันดังแสดงในรูปที่ 2.3 คือ อัตราของงานอันเกิดจากแรงเนื่องจากน้ําหนักของ

ของไหลซ่ึงเคลื่อนที่ดวยความเร็ว   ดังแสดงในสมการ (2.22) และ อัตราของงานอันเนื่องจากแรง

กระทําที่ผิวของกอนของไหลในทิศทาง x และ y ดังแสดงในสมการ (2.23) 

dxdyVf
vv

⋅= ρforcebodybydonework   (2.22) 

dxdy

y
v

x
v

y
u

x
u

y
vp

x
up

yxyyx

x

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

+

∂
∂

+
∂

∂
−

∂
∂

−

=
)()((

)()()(

forcesurfacebydonework
) σττ

σ

 (2.23) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่2.3 งานที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงตาง ๆ บนเอลิเมนตซึ่งเคลื่อนที่ไปกับการไหลในโดเมน 

 

 

 

dx

dy

y

x

dyup dydx
x
upup ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
)(

dyu xσ dydx
x

uu x
x ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
)( σσ

dyv xyτ

dydx
x

v
v xy

xy ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

)( τ
τ

dxvpdxv yσ

dxu yxτ

dxdy
y

v
v y

y ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

)( σ
σ

dxdy
y
vpvp ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

)(

dxdy
y

u
u yx

yx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

)( τ
τ

)(yvFbody

)(xuFbody
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ดังนั้น อัตราของงานทั้งหมดที่เกิดข้ึนเนื่องจากแรงตาง ๆ ที่กระทําบนกอนของไหล คือ 

 
dxdyVf

dxdy
y

v
x

v
y

u
x

u
y
vp

x
upC yxyyxx

vv
⋅+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
−

∂
∂

−=

ρ

σττσ )()(()()()( )

 (2.24)  

สําหรับปริมาณฟลักซความรอนที่ใหแกกอนของไหลจะประกอบดวยสองสวน ดัง

แสดงในรูปที่ 2.4 คือ อัตราความรอนสะสมภายในกอนของไหล (volumetric heating) ดังแสดงใน

สมการ (2.25)  

dxdyQ&ρ=heatingvolumetric  (2.25) 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่2.4 ปริมาณฟลักซความรอนที่ไหลผานเอลิเมนตซึ่งเคล่ือนที่ไปกับการไหลในโดเมน 

 

และปริมาณฟลักซอันเนื่องจากการถายเทความรอนในทิศทาง x และ y แสดงดังตอไปนี้ 

dxdy
y
q

x
q yx

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−=conductionthermalbyheating   (2.26) 

ดังนั้นปริมาณฟลักซความรอนสุทธิที่ใหกับกอนของไหล เปนผลรวมของสมการ (2.25) และ (2.26) 

ซ่ึงมีคาดังที่ปรากฏในสมการ (2.27) 

dx

dydyqx
( ) dydx
x
qq x

x ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+

y

x

( )
dxdy

y
q

q y
y ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+

dxqy

Q&
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dxdy
y
q

x
qQB yx ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−= &ρ   (2.27) 

ปริมาณฟลักซความรอน xq  และ yq  เปนไปตามกฎของฟูริเยร (Fourier’s law) กลาวคือ 

x
Tkqx ∂
∂

−=   (2.28) 

y
Tkqy ∂
∂

−=   (2.29) 

โดยที่  k  คือ  สัมประสิทธการนําความรอน (thermal conductivity) ของของไหล  

ดังนั้นพจน B ในสมการ (2.27) จะสามารถเขียนใหอยูในรูปใหมไดเปนดังสมการ (2.30) 

dxdy
y
Tk

yx
Tk

x
QB ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+= &ρ   (2.30) 

สําหรับพจน A ซึ่งแทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานในกอนของไหลอันเกิด

จากสองแหลงคือ พลังงานภายใน (internal energy) ซึ่งเกิดจากการเคลื่อนที่ของโมเลกุลภายใน

ของไหล และพลังงานจลน (kinetic energy) หาก e   แทนพลังงานภายในและ  
2

2V   แทน

พลังงานจลนแลวพลังงานรวม(total energy) คือ  
2

2Ve +   ซึ่งเปนพลังงานรวมตอหนึ่งหนวยมวล 

และเนื่องจากมวลของกอนของไหลนี้คือ  dxdyρ  ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานใน

กอนของไหลสามารถแสดงไดดังสมการ (2.31) 

dxdyVe
Dt
DA ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

2

2

ρ   (2.31) 

ดังนั้นสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงานจะไดจากการนําสมการ (2.24) , (2.30) และ 

(2.31) แทนลงในความสัมพันธในสมการ (2.21) และหารตลอดดวย dxdy  ดังแสดงผลลัพธใน

สมการ (2.32) 

Vf
y

v
x

v
y

u
x

u

y
vp

x
up

y
Tk

yx
Tk

x
QVe

Dt
D

yxyyxx
vv

&

⋅+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

+

∂
∂

−
∂

∂
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

ρ
σττσ

ρρ

)()(()(

)()(
2

)

2

   (2.32) 
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พจนทางดานซายมือของสมการ (2.32) ซึ่งอยูในรูปแบบของอนุพันธสัมบูรณสามารถเขียนใหอยู

ในรูปแบบของอนุพันธยอยไดดังสมการ (2.33) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅∇+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ VVeVe

t
Ve

Dt
D vv

222

222

ρρρ   (2.33) 

เมื่อนําสมการ (2.33) แทนลงในสมการ (2.32) จะไดสมการเชิงอนุพันธยอยของ

การอนุรักษพลังงานซึ่งอยูในรูปแบบอนุรักษโดยแสดงในสมการ (2.34) 

     

 

Vf
y

v
x

v
y

u
x

u
y
vp

x
up

y
Tk

yx
Tk

x
QVVeVe

t

yxy

yxx

vv

&
vv

⋅+
∂

∂
+

∂
∂

+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

−
∂

∂
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅∇+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

ρ
στ

τσ

ρρρ

)()(

)()()()(

22

22

 (2.34) 

2.4 ระบบสมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการไหลในรูปแบบอนุรักษ 

สมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการไหลทั้งระบบซึ่งประกอบไปดวย สมการเชิง

อนุพันธยอยของการอนุรักษมวล (2.7) สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมใน

แนวแกน x (2.19)  และแนวแกน y (2.20) และสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน 

(2.34) ไดถูกเรียกรวมกันวา ระบบสมการนาเวียร-สโตกส ซึ่งตางอยูในรูปแบบอนุรักษ สามารถ

เขียนใหอยูในรูปแบบอยางงายในรูปแบบเทนเซอร (tensor notation) ไดดังนี้  

{ } { } { } { } 0=+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ Q

x
G

x
F

t
U

i

i

i

i           (2.35) 

โดยที่  { }U   คือ เวกเตอรของตัวแปรอนุรักษ (conservation variable) ซึ่งมีรายละเอียดดังที่ 

แสดงในสมการ (2.36) 

{ }

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

ερ
ρ
ρ
ρ

v
u

U  (2.36) 
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สําหรับ { }iF  คือ เวคเตอรฟลักซแบบไมหนืด ซึ่งหากเปนระบบแกนพิกัดฉาก { }iF  ในแนวแกน x 

และ y จะมีรายละเอียดดังแสดงในสมการ (2.37) และ (2.38) 

{ }

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+

+
=

puu
vu

pu
u

Fx

ερ
ρ

ρ
ρ
2

 (2.37) 

{ }
⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+
+

=

vpv
pv

vu
v

Fy

ερ
ρ
ρ
ρ

2  (2.38) 

โดยที่    ε  คือ  พลังงานรวม (total energy) ซ่ึงมีเทากับ  
2

2Ve +  

สวน { }iG  คือ เวกเตอรฟลักซแบบหนืด ซึ่งระบบพิกัดฉาก { }iG  ในแนวแกน x และ y มี

รายละเอียดดังสมการ (2.39) และ (2.40) 
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  (2.40) 

และ { }Q  คือ เวคเตอรของแรงเนื่องจากน้ําหนักในแนวแกน x และ y และความรอนสะสมดังแสดง

ในสมการ (2.41)  
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⎭
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เมื่อพิจารณาระบบสมการนาเวียร-สโตกสที่แสดงถึงที่มาขางตนแลวนั้น  จะพบวา

ประกอบดวยตัวไมทราบคา (unknowns) ถึง 6 ตัว คือ  ρ , u , v , p , e , T  จึงจําเปนตองหา

สมการเพ่ิมอีก 2 สมการ คือ 

1.สมการสถานะ (equation of state) โดยตั้งสมมติฐานวาของไหลเปน กาซอุดม

คติ (ideal gas) ซึ่งเปนสมการที่ใหความสัมพันธระหวางความดัน ความหนาแนน และอุณหภูมิ 

ดังตอไปนี้ 

RTp
=

ρ
  (2.42) 

โดย R  คือ  คาคงที่จําเพาะของกาซ 

2. สมการของพลังงานภายใน โดยใชความสัมพันธทางเทอรโมไดนามิกสซ่ึงมี

รายละเอียดดังตอไปนี้ 

Tce v=   (2.43) 

v

p

c
c

=γ   (2.44) 

โดย γ   คือ คาอัตราสวนความรอนจําเพาะของของไหล 

 pc  และ vc   คือ  คาความรอนจําเพาะที่ความดันและปริมาตรคงที่ตามลําดับ 

จากการตั้งสมมติฐานวาของไหลเปนกาซในอุดมคติทําใหสามารถแสดงความ

ระหวางความดันและคาพลังงานรวมดังนี้ 

( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−= 22

2
11 vup εργ   (2.45) 

ดังนั้นทําใหจํานวนสมการทั้งหมดเทากับจํานวนตัวไมทราบคา จึงสามารถทําการคํานวณหาคา

ผลลัพธได 
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ในงานวิทยานิพนธนี้ พิจารณาวาการไหลเปนการไหลดวยความเร็วสูงแบบอัดตัว

ไดโดยเปนแบบไรความหนืด ดังนั้นจึงไมนําพจนที่เก่ียวของกับความหนืดและไมนําพจนที่เก่ียวของ

กับการนําความรอนและความรอนสะสมมาพิจารณา ระบบสมการนาเวียร-สโตกสจึงลดรูปเปนดัง

สมการ (2.46) และมีชื่อเรียกอีกอยางหนึ่งวา สมการออยเลอร (Euler equations) [24] 

 { } { } { }
0=

∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

y
F

x
F

t
U yx  (2.46) 

2.5 เง่ือนไขขอบเขต 

ในการแกระบบสมการเชิงอนุพันธยอย (2.46) จําเปนตองประกอบดวยเงื่อนไข

เริ่มตน (initial condition) และเงื่อนขอบเขต (boundary condition) ที่เหมาะสมกับการไหล ในรูป

ที่ 2.5 แสดงโดเมนและเงื่อนไขขอบเขตแบบตางๆ ของการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได ซ่ึง

โดยทั่วไปเงื่อนไขขอบเขตสําหรับการไหลดวยความเร็วสูงแบบอัดตัวได มักประกอบดวยเงื่อนไข

ตางๆ ดังนี้  

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่2.5 เงื่อนไขขอบเขตของการไหลดวยความเร็วสูงแบบอัดตัวได 

 

 

x 

y 

โดเมนของ

การไหล 
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1. เงื่อนไขขอบเขตของการไหลเขาดวยความเร็วมากกวาเสียง (supersonic 

inflow) ตลอดขอบ S1 จะกําหนดใหคาตัวแปรปฐมภูมิมีคาเทากับคาเริ่มตน (initial values) ดังนี้ 

  oρρ =  (2.47) 

  ouu =  (2.48) 

  ovv =  (2.49) 

  oεε =  (2.50) 

2. เงื่อนไขขอบเขตของการไหลออกดวยความเร็วมากกวาเสียง (supersonic 

outflow) ตลอดขอบ S2 จะไมมีการกําหนดเงื่อนไขใดๆ 

3.  เงื่อนไขขอบเขตของผนังที่สมมติใหไมมีความหนืดในการวิเคราะหการไหล

แบบไมหนืด (inviscid flow analysis) ตลอดขอบ S3 หรืออาจจะเปนขอบเขตของการไหลที่มีความ

สมมาตร (symmetry) ซึ่งเงื่อนไขตลอดขอบเชนนี้คือ 

 0ˆ =⋅ nV
v

 (2.51) 

 

 

 

 

 

 

 

 



บทที่  3 

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตและระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ 

เนื้อหาในบทนี้เปนการกลาวถึงการนําระบบสมการเชิงอนุพันธยอยในบทที่ 2 มา

ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกัน โดยชวงแรกจะกลาวถึงขั้นตอนโดยทั่วไปของ

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ตอจากนั้นเปนการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนต (finite element 

equations) จากระบบสมการเชิงอนุพันธยอยที่ควบคุมปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได 

โดยใชระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ (characteristic-based split algorithm) หรือที่นิยม

เรียกกันโดยใชชื่อยอวาวิธีซีบีเอส (CBS algorithm) ซึ่งจะนําไปสูไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซ (finite 

element metrices) ที่สามารถนําไปประดิษฐเปนโปรแกรมคอมพิวเตอรไดโดยตรง 

3.1 ขั้นตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

การแกปญหาไฟไนตเอลิเมนตโดยวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคางประกอบดวย

ข้ันตอนที่สําคัญ 6 ข้ันตอน [1] คือ 

ขั้นตอนที่ 1 แบงรูปรางลักษณะของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอยๆ ดังแสดงในรูปที่ 3.1 

จากนั้นก็ทําการหาสมการเชิงอนุพันธยอยที่สอดคลองกับปญหาที่ตองการวิเคราะห ซึ่งสมการเชิง

อนุพันธยอยโดยทั่วไปสามารถเขียนใหอยูในรูป 

( ) 0=′φD  (3.1) 

โดยที่  D  คือ ตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ (differential operator) และ φ′  คือตัวแปรตามแมนตรง 

 
รูปที ่3.1 การแบงขอบเขตรปูรางของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ 
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x 

จุดตอ 

เอลิเมนต 

แบบอยาง 
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ขั้นตอนที่ 2 เลือกฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนต (element interpolation 

function) ยกตัวอยางเชน เอลิเมนตสามเหล่ียมซึ่งประกอบดวยจุดตอ 3 จุดตอ ดังแสดงในรูปที่ 

3.2 โดยที่จุดตอนี้เปนตําแหนงของตัวไมทราบคา (nodal unknowns) ซึ่งคือ 1φ , 2φ  และ 3φ  โดย

ที่ตัวไมทราบคาเหลานี้เปนคุณสมบัติตาง ๆ ของของไหล ลักษณะการกระจายของตัวไมทราบคา

บนเอลิเมนตนี้ สามารถเขียนใหอยูในรูปของฟงกชันการประมาณภายในและตัวไมทราบคาที่จุด

ตอดังแสดงในสมการ (3.2) 

( ) ( ) ( ) ( ) 332211 ,,,, φφφφ yxNyxNyxNyx ++=  (3.2) 

โดยที่  ( ) 3,2,1;, =iyxNi  แทนฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต สมการ (3.2) นี้สามารถ

เขียนใหอยูในรูปของเมทริกซไดดังนี้ 

),( yxφφ =  ⎣ ⎦
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

3

2

1

321  
φ
φ
φ

NNN   

 ( )⎣ ⎦
( )

{ }
( )1331

,
××

= φyxN  (3.3) 

โดยที่ ⎣ ⎦N  คือ  เมทริกซของฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต 

 { }φ  คือ  เวกเตอรเมทริกซที่ประกอบไปดวยตัวไมทราบคาที่จุดตอของเอลิเมนตนั้น 

 
รูปที ่3.2 เอลิเมนตสามเหลีย่มแบบ 3 จุดตอและตัวไมทราบคาที่จดุตอ 

ขั้นตอนที่ 3 สรางสมการของแตละเอลิเมนต (element equations) ดวยวิธีถวงน้ําหนักเศษ

ตกคาง (method weighted residual, MWR) โดยใชหลักการที่วา หากทําการแทนผลเฉลย

โดยประมาณดังที่แสดงในสมการ (3.2) ลงในสมการเชิงอนุพันธของปญหาที่กําลังพิจารณาอยูนั้น 

ซ่ึงในที่นี้คือ สมการ (3.1) จะไมเทากับ 0 แตจะเทากับ R ดังแสดงในสมการ (3.4)  

  

x   

  y   
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1     1 φ     
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( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== ∑

=

m

i
iiNDDR

1

φφ  (3.4) 

โดยที่  R  คือ  เศษตกคาง (residual)  

  m  คือ จํานวนจุดตอของเอลิเมนตนั้น 

จากวิธีกาเลอรคิน (Galerkin)  เปนวิธีการลดความผิดพลาดใหนอยที่สุด ซึ่งมี

ข้ันตอนโดยเริ่มจากการคูณเศษตกคาง R ดวยฟงกชันน้ําหนัก (weighted function) W จากนั้นทํา

การอินทิเกรตตลอดทั้งโดเมนของเอลิเมนต แลวกําหนดใหผลลัพธที่ไดใหเทากับศูนย ซึ่งคือ 

             0=Ω∫
Ω

dRWi            m,,,,i K321=  (3.5) 

โดยปกติจะเลือก  ii NW =  ซึ่งเรียกวาวิธีบับโนฟ-กาเลอรคิน  (Bubnov-Galerkin) แตหากเลือก   

ii NW ≠  จะเรียกวาวิธีเพทรอฟ-กาเลอรคิน (Petrov-Galerkin) 

ขั้นตอนที่ 4 อินทิเกรตทีละสวน (integrate by part) เพื่อกอใหเกิดพจนที่เก่ียวของกับ

ขอบเขตของเอลิเมนต ซึ่งหากแทนสมการ (3.4) ลงในสมการ (3.5) แลวอินทิเกรตทีละสวนจะได 
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ขั้นตอนที่ 5 แทนพจนที่เก่ียวของกับขอบเขตของเอลิเมนต )(eΓ  ดวยภาวะขอบเขตอื่น ๆ ที่

เก่ียวของ ซึ่งจะกอใหเกิดสมการของเอลิเมนตที่สมบูรณสําหรับปญหาที่พิจารณา 

ขั้นตอนที่ 6 จากนั้นเขียนสมการของเอลิเมนต ซึ่งมีทั้งหมด m  สมการใหอยูในรูปของเมท

ริกซ นั่นคือ 

[ ]
( )

{ }
( )

{ }
( )11 ×××

=
mmmm
FK φ  (3.7) 

โดยที่ [ ]K  คือ เอลิเมนตเมทริกซของความแข็งเกร็ง (element stiffness matrix)  

 { }φ  คือ เวคเตอรซ่ึงประกอบดวยตัวไมรูคาที่จุดตอตาง ๆ ของเอลิเมนต   

  { }F  คือ โหลดเวคเตอรของเอลิเมนตนั้น 

พจนที่เก่ียวของกับโดเมน 

ของเอลิเมนต ( )eΩ  

พจนที่เก่ียวของกับขอบเขต 

ของเอลิเมนต ( )eΓ  
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เมื่อไดสมการไฟไนตเอลิเมนตดังเชนแสดงในสมการ (3.7) แลวลําดับข้ันตอน

ตอไปก็จะทําการรวมสมการของเอลิเมนตยอยเขาดวยกันกอใหเกิดระบบสมการรวม จากนั้น

กําหนดคาที่ขอบเขต แลวจึงแกระบบสมการรวมเพื่อหาคาผลลัพธที่จุดตอตาง ๆ 

3.2 ระเบียบวิธกีารแยกดวยคณุลักษณะ 

การประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตโดยใชระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ 

(characteristic-based split algorithm) หรือวิธีซีบีเอส (CBS algorithm) โดยภาพรวมแลว

ประกอบดวย 2 ข้ันตอน คือ ทําการแบงยอยชวงเวลา (time discretization) ดวยระเบียบวิธีแค

แร็กเทอรริสทิค-กาเลอรคิน (characteristic-Galerkin algorithm) และ ทําการแบงยอยระยะทาง 

(spatial discretization) ดวยระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (method of weighted residual)  

ข้ันตอนการแบงยอยชวงเวลาดวยวิธีแคแร็กเทอรริสทิค-กาเลอรคิน เริ่มตนจาก

การพิจารณาสมการแบบอยางของการพาและการแพร (convection-diffusion equation) ของตัว

แปรสกาลาร (scalar variable) ดังแสดงในสมการ (3.8) 
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โดยที่  φ  คือ ตัวแปรสกาลารซึ่งเปนปริมาณที่ถูกสงถายโดยการพาและการแพร 

 k  คือ สัมประสิทธิ์การแพร (diffusion coefficient) 

 iu  คือ ความเร็วของการพา (convection velocity component) 

 Q คือ พจนของแหลงกําเนิด (source term) 

หากพิจารณาสมการแบบอยางของการพาและการแพรใน 1 มิติแลวสมการ (3.8) จะลดรูปเปน

ดังตอไปนี้ 
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ในสมการ (3.9) หากทําการเปลี่ยนแกนอางอิงจากแกน x  ซึ่งอยูกับที่บนโดเมน 

ไปเปนแกน x′  ซึ่งแกนอางอิงใหมนี้เปนแกนที่เคลื่อนที่ไปพรอมกับอนุภาคของของไหลตาม

เสนทางการเคลื่อนที่ของอนุภาคของของไหล (path lines) ซึ่งเรียกแกนอางอิงใหมนี้วา แกน

คุณลักษณะ (characteristic) [15] ซึ่งมีความสัมพันธระหวาง แกน x  และ แกน x′   ดังแสดงใน

สมการ (3.10) 

dtudxxd −=′   (3.10) 
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จะพบวาพจนที่เก่ียวของกับการพา (convective term) จะหมดไป จึงทําใหสมการของการพาและ

การแพรของตัวแปรสกาลารบนแกน เปนดังสมการ (3.11) 
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รูปที ่3.3 แกนคณุลักษณะบนโดเมนของเวลาและระยะทาง 

ทําการประยุกตวิธีของความสัมพันธเวียนบังเกิด (recurrence relations) [1] เพื่อสราง

ความสัมพันธที่เก่ียวของกับเวลากับสมการ (3.11) บนแกน x′  โดยพิจารณาจากรูปที่ 3.3 ได

ดังตอไปนี้ 
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โดยพจนที่มีตัวหอย ( )xx Δ−  แสดงถึงพจนที่อยูบนแกนคุณลักษณะ ซึ่งในทางปฏิบัติการ

แกปญหาการไหลบนแกนอางอิงที่เคลื่อนที่ไปกับอนุภาคของไหลนั้นมีความซับซอนในการเปลี่ยน

แกนอางอิงและการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตของการไหล ดังนั้นจึงทําการประมาณคาของตัวแปร
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กลับสูแกนอางอิงเดิมโดยใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series expansion) สําหรับ θ   จะเลือกใช

เทากับ 0.5 ซึ่งเรียกวาวิธีแครงก-นิโคลสัน (Crank-Nicolson scheme) เพื่อใหเกิดเปนการ

ประมาณอันดับสอง (second order approximation) [12] เปนผลใหสามารถประมาณพจนตางๆ 

ในสมการ (3.12) ที่อยูบนแกนคุณลักษณะไดดังนี้  
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ดังนั้นเมื่อแทนสมการ (3.13)-(3.16) ลงในสมการ (3.12) และทําการจัดรูปใหมจะไดดังตอไปนี้ 
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 [ ]nnn
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โดยที่ xΔ  คือ ระยะทางที่อนุภาคของไหลเคลื่อนที่ไปไดในทิศทาง x ในชวงเวลา tΔ  ซึ่งมีคา

เทากับความเร็วเฉลี่ยของอนุภาคของไหลคูณกับชวงเวลา ซึ่งสามารถเขียนเปนความสัมพันธไดนี้ 

 tux Δ=Δ   (3.21) 
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โดยที่ 
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=   (3.22) 
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ดังนั้นจะได 
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  (3.26) 

เมื่อนําสมการ (3.26) แทนลงในสมการ (3.17) แลวทําการจัดพจนตาง ๆ ใหมโดยละทิ้งพจนที่มี

อันดับสูง ( 3tΔ ) ทิ้งไป และหากใชการเลือกชวงเวลาแบบชัดแจง (explicit time step) ดวยแลว

ตองทําการประมาณคาตาง ๆ ที่เวลา  
2
1

+n  ดวยเวลาที่ n  จะทําใหสมการใหมเขียนได

ดังตอไปนี้ 
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สมการ (3.27) เปนสมการแบบอยางของปญหาการพาและการแพรของปริมาณสกาลารใด ๆ ใน 1 

มิติ ซึ่งไดทําการสรางความสัมพันธที่เก่ียวกับชวงเวลาดวยระเบียบวิธีแคแร็กเทอรริสทิค-กาเลอร

คิน จากสมการเชิงอนุพันธยอยของการพาและการแพร ซึ่งสามารถขยายไปสูปญหาใน 2 มิติได

โดยตรงดังแสดงในสมการ (3.28)  
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โดยที่  ตัวหอย 21 ,k,j,i =  
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3.3 การแบงยอยชวงเวลาสําหรับสมการเชิงอนุพันธ 

ระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส อันประกอบไปดวยสมการเชิง

อนุพันธยอยของการอนุรักษมวล สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัม และสมการเชิง

อนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน มีลักษณะคลายกับสมการของการพาและการแพรจึง

สามารถนําสมการ (3.28) มาประยุกตไดโดยตรงเพื่อสรางความสัมพันธที่เก่ียวของกับเวลา ดังจะ

ไดแสดงรายละเอียดตอไปนี้ 

สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวล 
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สมการสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัม 
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สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน 
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โดยที่ ตัวหอย 21 ,j,i =  และ iU  คือ ฟลักซของมวล ซึ่งเปนไปตามสมการ (3.32) 

ii uU ρ=   (3.32) 

เมื่อใหพจน 
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p
∂
∂  ที่พิจารณาเปนพจนที่ทราบคาที่เวลา 2θ+nt  ซึ่งอยูระหวางชวงเวลา  nt  และ  1+nt  

ทําใหไดสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัม (3.30) กลายเปน  
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หรือ 
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และพิจารณาพจนที่เก่ียวของกับความดันใหเปนพจนของแหลงกําเนิด ทําใหสมการเชิงอนุพันธ

ยอยของการอนุรักษโมเมนตัมที่ไดสรางความสัมพันธที่เก่ียวของกับเวลาโดยการประยุกตสมการ 

(3.34) เขากับสมการ (3.28) ซึ่งจะไดผลลัพธเปนดังตอไปนี้ 



 

 

29 

 ( ) 1

22
1 1

+
+

∂
∂

Δ−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

−−
∂

∂
−Δ=−=Δ

n

i

n

ij

ijn
i

n
ii x

pt
x
p)(

x
Uu

tUUU θθ  

 ( ) ( )
n

ij

ij

k
k x

p
x
Uu

x
ut

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

−+
∂

∂
∂
∂Δ

+ 2

2

1
2

θ  (3.35) 

สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวลดังแสดงในสมการ (3.29) เมื่อสรางความสัมพันธเวียน

บังเกิด (recurrence relations) จะไดผลลัพธดังตอไปนี้ 
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สําหรับสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน (3.31) สามารถประยุกตเขากับสมการ 

(3.28) ไดโดยตรงซึ่งจะกอใหเกิดผลลัพธดังตอไปนี้    
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ข้ันตอนตอไปจะทําการแยก (split) พจนที่เก่ียวของกับเกรเดียนทของความดันในสมการ (3.35) 

ออกแลวกําหนดเปนสมการขึ้นมาใหมซ่ึงเรียกวา สมการโมเมนตัมชั้นกลาง (intermediate 

momentum equations) [12] โดยมีรายละเอียดดังตอไปนี้   
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หากนําสมการ (3.40) แทนลงในสมการ (3.37) จะกอใหเกิดสมการอีกรูปแบบหนึ่งดังนี้ 
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ในเอกสารอางอิง [15] เสนอใหใชคา 1θ   ในสมการ (3.40) อยูในชวงระหวาง 0.5-1.0 และ คา 2θ   

มีคาเทากับศูนยเพื่อใหการคํานวณเปนแบบชัดแจง (explicit) 

 ดังนั้นจึงสามารถสรุปไดวา การคํานวณปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัว 

ดวยวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ มี 4 ข้ันตอนดังนี้  

ข้ันตอนที่ 1  คํานวณสมการโมเมนตัมชั้นกลางของทั้งแนวแกน x และ y ในสมการ (3.39) 

ซ่ึงจะได  *
iUΔ  

ข้ันตอนที่ 2  คํานวณสมการเชิงอนุรักษมวล ในสมการ (3.41) ซึ่งจะได ρΔ  

ข้ันตอนที่ 3  คํานวณสมการโมเมนตัมของทั้งแนวแกน x และ y ในสมการ (3.30) ซึ่งจะได  

iUΔ  
ข้ันตอนที่ 4  คํานวณสมการเชิงอนุรักษพลังงานในสมการ (3.38) ซึ่งจะได ( )ρεΔ  จากนั้น

จึงประยุกตสมการสถานะของกาซในอุดมคติคํานวณหาคาความดันที่ชวงเวลาถัดไปได 

3.4 ระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง  

โดยทั่วไปการแบงโดเมนของการไหลออกเปนเอลิเมนตยอยๆ อาจประกอบไป

ดวยเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมหรือแบบส่ีเหลี่ยมดานไมเทา  ซึ่งเอลิเมนตเหลานี้ตอกันดวยจุดตอ

ซ่ึงเปนตําแหนงที่จะทําการคํานวณตัวไมทราบคา สําหรับระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-

สโตกสในระนาบสองมิติ ซึ่งประกอบดวย 4 สมการยอย ดังนั้นตัวไมทราบคาซึ่งอยูในรูปแบบ

อนุรักษจึงประกอบไปดวย ρ , xU , yU  และ ρε  โดยตัวไมทราบคาเหลานี้จะเปลี่ยนแปลงไปตาม
โคออรดิเนต x  และ y  ดังนั้นตัวไมทราบคาเหลานี้สามารถเขียนใหอยูในรูปของฟงกชันการ
ประมาณภายในบนเอลิเมนตและตัวไมทราบคาที่จุดตอบนเอลิเมนตไดดังนี้ 

( )yx,ρ  ⎣ ⎦{ }ρα ),( yxN=  (3.42) 

( )yxUi ,  ⎣ ⎦{ }iUyxN ),(α=   (3.43) 

( )yxuUi ,  ⎣ ⎦{ }iuUyxN ),(α=   (3.44) 

( )yxvUi ,  ⎣ ⎦{ }ivUyxN ),(α=  (3.45) 

( )yx,ρε  ⎣ ⎦{ }ρεα ),( yxN=  (3.46) 

( )yxp ,  ⎣ ⎦{ }pyxN ),(α=  (3.47) 

โดยที่ ( )⎣ ⎦yxN ,α  คือ เมทริกซของฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต   

 ตัวหอย i  คือ x และ y เปนตัวบงชี้วาเปนปริมาณฟลักซในทิศทางใด 
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การประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใชวิคราะหปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง

ทําไดโดยการประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางแบบบับโนฟ-กาเลอรคิน เขากับสมการ 

(3.38) - (3.41) โดยมีรายละเอียดในแตละขั้นตอนเปนดังนี้ 

 ข้ันตอนที่ 1 ประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางเขากับสมการ (3.39) โดยผลลัพธที่

เกิดขึ้นไดแสดงในสมการ (3.48) 
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Nut
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⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
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−+
∂

∂
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+ ∫ 2

2

1
2

θα  (3.48) 

โดยที่ A คือ พื้นที่ของเอลิเมนต  

 ตัวยก n คือ คาตางๆ ที่ใชในการคํานวณที่เวลา   nt  

เนื่องจากสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ประดิษฐข้ึน จําเปนตองใชไดกับปญหาที่มีเงื่อนไขขอบเขตที่

แตกตางกันได  จึงทําการประยุกตทฤษฎีของเกาส (Gauss theorem) [1] ซึ่งคือ 

( ) ( ) ( )∫∫∫ ⋅∇−⋅=⋅∇
ASA

dAVudSnVudAVu
vvv

ˆ   (3.49) 

เขากับทุกพจนทางดานขวามือของสมการ (3.39) โดยในที่นี้ขอยกตัวอยางสําหรับพจนที่หนึ่ง

ทางดานขวามือโดยให 

αNu =   (3.50) 

ĵ
y

î
x ∂

∂
+

∂
∂

=∇    (3.51) 

ĵvUîuUV xx +=
v

 (3.52) 

( ) ( ) ( )
y

vU
x

uUV xx

∂
∂

+
∂

∂
=⋅∇

v
  (3.53) 

และให jninn yx
ˆˆˆ +=  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยซึ่งตั้งฉากกับขอบของเอลิเมนตใดๆ ที่กําลัง

พิจารณาอยูดังนั้น 

( ) ( )dSnUuNdA
x
Uu

N
S

jij
j

ij
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∫∫ =⎟
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⎞
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สําหรับพจนอื่นในสมการ (3.48) สามารถทําการอินทิเกรตไดในทํานองเดียวกัน โดยผลลัพธ

สุดทายหลังจากทําการประยุกตทฤษฎีของเกาสและทําการจัดพจนใหมของสมการ (3.48) จะเปน

ดังตอไปนี้ 
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Nut
⎥
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θα  (3.55) 

เมื่อแทนสมการ (3.42) - (3.47) ลงในสมการ (3.55) จะกอใหเกิดเปนสมการไฟไนตเอลิเมนตซึ่งอยู

ในรูปแบบเมทริกซตาง ๆ ดังตอไปนี้ 

[ ]{ } [ ]{ } { }[ ]n
uij

*
i RUuCtUM −Δ=Δ [ ]{ } { }[ ]n

usijusk RUuKut
−

Δ
−

2

2

 

 [ ]{ } { }[ ]n
pspsk RpKu)(t

−−
Δ

− 2

2

1
2

θ  (3.56) 

 ข้ันตอนที่ 2  ประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางเขากับสมการ (3.41) ทําใหไดผล

ลัพธเปนดังตอไปนี้ 
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21
2 1 θθθα   (3.57) 

หลังจากนั้นจึงทําการประยุกตทฤษฎีของเกาสเขากับทุกพจนในสมการ (3.57) โดยมีวิธีการทํา

เชนเดียวกับข้ันตอนที่ 1  ซึ่งจะทําใหไดผลลัพธดังตอไปนี้ 
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1

2
2

+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
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∂

∂
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Δ− ∫∫
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Nt α

αθ  (3.58) 

เมื่อแทนสมการ (3.42) - (3.47)  ลงในสมการ (3.58) จะไดสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับ

สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวลดังแสดงตอไปนี้ 

[ ]{ } [ ]{ } { }[ ]n
D

*
ii RUUDtM −Δ+Δ=Δ 1θρ [ ]{ } { }[ ]n

pRpK)(t −−Δ− 21
2 1 θθ  

 [ ]{ } { }[ ] 1
2

2 +−Δ− n
pRpKt θ  (3.59) 

 ข้ันตอนที่ 3 ในขั้นตอนนี้จะทําการประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง เขากับสมการ 

(3.40) ผลลัพธที่เกิดขึ้นไดแสดงดังตอไปนี้  
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ทําการประยุกตทฤษฎีของเกาส เขากับพจนที่สองทางดานขวามือของสมการ (3.60) ซึ่งจะ

กอใหเกิดผลลัพธดังตอไปนี้ 
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Nt α
αθ  (3.61) 

เมื่อแทน (3.42) - (3.47) ลงในสมการ (3.61) จะกอใหเกิดสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับ

สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัม ที่อยูในรูปแบบเมทริกซดังตอไปนี้ 

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }[ ] 1

21
+

−−Δ+Δ=Δ
nn

p
*
ii RpD)(tUMUM θ  

 [ ]{ } { }[ ] 1
2

+−Δ+ n
pRpDtθ  (3.62) 

ดังนั้นเมื่อทําการคํานวณสมการ (3.62) จะทําใหไดผลลัพธของสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษ

โมเมนตัมที่เวลา 1+nt  ซึ่งก็คือคา 1+n
xU  , 1+n

yU  แตผลลัพธดังกลาวยังอยูในรูปแบบของตัวแปร

อนุรักษ ดังนั้นในการหาคาความเร็วในแตละแนวแกนที่จุดตอตางๆ บนโดเมน ทําไดดวยขั้นตอน

ดังตอไปนี้ 
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และ  ( )
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ρ
 (3.64) 

ข้ันตอนที่ 4  ในขั้นตอนนี้จะเปนการคํานวณหาตัวแปรอนุรักษจากสมการเชิงอนุพันธของ

การอนุรักษพลังงาน โดยมีข้ันตอนที่คลายกับข้ันตอนอื่นๆ ที่กลาวมา โดยเริ่มจากการประยุกต

ระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางเขากับสมการ  (3.38) แลวทําการประยุกตทฤษฎีของเกาส โดย

มีรายละเอียดดังนี้ 
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  (3.65) 

หลังจากประยุกตทฤษฎีของเกาสเขากับสมการ (3.65) จะได 
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เมื่อแทนสมการ (3.42) - (3.47) ลงในสมการ (3.66) จะกอใหเกิดสมการไฟไนตเอลิเมนตที่

สอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงานในรูปแบบของเมทริกซ โดยมีรายละเอียด

ดังตอไปนี้ 
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รายละเอียดของเมทริกซตางๆ ที่ใชในการคํานวณในแตละขั้นตอน ไดเขียนอยูใน

รูปแบบการของอินทิเกรตบนเอลิเมนตและการอินทิเกรตที่ขอบดังตอไปนี้ 
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⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

=
A ii

dA
x
N

x
N   (3.73) 

{ } ( ) dSnUuNR
S

jiju ∫=  (3.74) 

{ }usR { } ( )
∫ ∂

∂
=

S
k

j

ij dSn
x
Uu

N    (3.75) 

{ }psR { }∫ ∂
∂

=
S

k
i

dSn
x
pN      (3.76) 

{ }DR { }∫ +=
S

iii dSnUUN )( *
1Δθ   (3.77) 

{ }pR { }∫ ∂
∂

=
S

i
i

dSn
x
pN  (3.78) 

{ }eR { } ( )( )∫ +=
A

jj dAnpuN ρε      (3.79) 

{ }esR { } ( )( )
∫ ∂

+∂
=

S
k

j

j dSn
x

pu
N

ρε
     (3.80) 

ปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง โดยทั่วไปมักประกอบดวยคลื่นช็อก 

ซ่ึงลักษณะการกระจายตัวของตัวแปร ไมวาจะเปนความหนาแนน ความเร็ว หรือ พลังงานรวม จะ

เกิดการเปลี่ยนแปลงโดยฉับพลัน การใชเอลิเมนตขนาดใหญเกินไปในบริเวณของแนวคลื่นช็อก จะ
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กอใหเกิดการสั่น (oscillation) ของผลลัพธในบริเวณนั้น  ทั้งนี้เนื่องจากลักษณะการกระจาย

ภายในเอลิเมนตไมสามารถแทนผลลัพธที่เปลี่ยนแปลงโดยฉับพลันได ดังนั้นเพื่อลดการสั่นของ

ผลลัพธในเอกสารอางอิง [23] ไดเสนอวิธีเพิ่มความหนืดเทียม (artificial viscosity) เขากับ        

วิธีซีบีเอสดังนี้โดย 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Δ
− ++

t
UU nn

s
11

= [ ] [ ]{ }n

ee UKp
p

cV
hCM 231 ∇

+−  (3.81) 

โดยที่   1+n
sU  คือ ตัวแปรอนุรักษที่มีการแกการสั่นดวยการเพิ่มความหนืดเทียม 

 1+nU   คือ  ตัวแปรอนุรักษที่คํานวณไดในชวงเวลาที่  1+n  

 nU  คือ ตัวแปรอนุรักษที่เวลา  n  

 h  คือ ขนาดของเอลิเมนต 

 eC  คือ คาคงที่ของปริมาณความหนืดเทียม มีคาอยูระหวาง 0.0-2.0  

 V   คือ ความเร็วสัมบูรณ 

 c   คือ ความเร็วเสียง 

 p  คือ ความดันเฉลี่ยบนเอลิเมนต 

การคํานวณหาตัวแปรอนุรักษของการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง ดวยวิธีซี

บีเอสนั้นเปนการดําเนินกาวไปกับเวลา (time marching) โดยเปนการแกระบบสมการแบบชัดแจง 

(explicit)  ดังนั้นในระหวางการคํานวณผลลัพธอาจเกิดการลูออก (diverged) ไดหากเลือกใช

ชวงเวลา (time step) tΔ   ที่สูงเกินไป  จึงจําเปนตองมีขีดจํากัดของชวงเวลาที่ใชในการคํานวณ

โดยประเมินจาก ชวงเวลาวิกฤติ  (critical time step) [25] ดังตอไปนี้ 

Vc
htt crit +

=Δ=Δ
σσ   (3.82) 

โดยที่   σ  คือ คาตัวเลขเคอแรนท (Courant number) มีคาอยูระหวาง 0.0 ถึง 1.0 

 h   คือ ขนาดของเอลิเมนต 

 V  คือ ความเร็วสัมบูรณ 

 c  คือ ความเร็วเสียง 
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3.5  ไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซ 

 ไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซตางๆ สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบปดได ซึ่งจะทําใหสามารถ

นําไปประดิษฐเปนโปรแกรมคอมพิวเตอรไดตอเนื่อง โดยเริ่มจากการพิจารณาฟงกชันการ

ประมาณภายในเอลิเมนตของเอลิเมนตสามเหล่ียม ซึ่งมีลักษณะการกระจายแบบแผนเรียบ (flat 

plane) รูปที่ 3.4 แสดงเอลิเมนตสามเหล่ียมแบบสามจุดตอใดๆ ที่วางตัวอยูในพิกัด x-y  

 
รูปที ่3.4 เอลิเมนตสามเหล่ียมที่วางตัวอยูในพิกัด x-y 

ฟงกชันการประมาณภายในบนเอลิเมนตสามารถเขียนใหอยูในรูปของพิกัดไดดังตอไปนี้  

   ( )y,xNα  =  ( )ycxba
A ααα ++

2
1   3,2,1=α  (3.83) 

เมื่อ A แทนพื้นที่ของเอลิเมนตสามเหลี่ยมซึ่งคํานวณไดจากพิกัดของจุดตอทั้งสามไดดังนี ้

  A  =  ( ) ( ) ( )[ ]2131323212
1 yyxyyxyyx −+−+−  (3.84) 

คาสัมประสิทธิ์ ααα c,b,a ในสมการ (3.83) คํานวณไดจาก 

 23321 yxyx   a −=  321 yy   b −=  231 xx   c −=  

  31132 yxyx   a −=  132 yy   b −=  312 xx   c −=  (3.85) 

 12213 yxyx   a −=  213 yy   b −=  123 xx   c −=  

ดังนัน้คาอนุพนัธของฟงกชนัการประมาณภายในจากสมการ (3.83) คือ  

  
2A
b    

x
N αα =
∂
∂    และ 

2A
c    

y
N αα =
∂
∂   (3.86) 

 

 

x 

y 

2 

3 

1      

 

)y,x( 11

)y,x( 33

)y,x( 22
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พิจารณาเมทรกิซมวล  [ ]M จากสมการ (3.68) 

 [ ]M  =  { }⎣ ⎦∫
A

dANN  

  [ ]M  =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

211
121
112

12
A   (3.87) 

เมทริกซมวล [ ]M เปนเมทริกซมวลแบบแนบนัย (consistent mass matrix) ดังนั้นจะกอใหเกิด

ระบบสมการรวมซึ่งประกอบดวยแตละสมการยอยๆ มีความสัมพันธกัน ทําใหตองแกระบบสมการ

ขนาดใหญ ดังนั้นจึงดัดแปลงเมทริกซมวล [ ]M ใหอยูในรูปแบบรวมตัวที่จุดตอ (lumped mass 

matrix) [1] ดังตอไปนี้ 

  [ ]M  =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
010
001

3
A   (3.88) 

พิจารณาเมทรกิซ [ ]C  จากสมการ (3.69) 

 [ ]C   =  ⎣ ⎦∫ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

A j

dAN
x
N      

ซ่ึงเมื่อพิจารณาโดยละเอียดจะพบวา [ ]C  ประกอบไปดวย 

  [ ]xC  =  ⎣ ⎦∫ ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

A

dAN
x
N   (3.89) 

  [ ]xC  =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

333

222

111

6
1

bbb
bbb
bbb

  (3.90) 

และ  [ ]yC  =  ⎣ ⎦∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

A

dAN
y
N   (3.91) 

  [ ]yC  =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

333

222

111

6
1

ccc
ccc
ccc

  (3.92) 

พิจารณาเมทรกิซ [ ]usK  จากสมการ (3.70) 

  [ ]usK  =  ∫
⎥
⎥
⎦

⎥

⎢
⎢
⎣

⎢

∂
∂

⎭
⎬
⎫
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A jk

dA
x
N

x
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ซ่ึงเมื่อพิจารณาโดยละเอียดจะพบวา [ ]usK  ประกอบไปดวย 

  [ ]xxK  =  ∫ ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
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x
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x
N   (3.93) 

  [ ]xxK  =  
⎥
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322212
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4
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A
  (3.94) 

และ  [ ]xyK  =  ∫ ⎥
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∂

⎭
⎬
⎫
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  (3.96) 
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  (3.98) 

และ  [ ]yyK  =  ∫ ⎥
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  [ ]yyK  =  
⎥
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cccccc

A
  (3.100) 

พิจารณาเมทรกิซ [ ]psK จากสมการ (3.71) 

  [ ]psK  =  ∫ ⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
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x
N
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ซ่ึงเมทริกซ [ ]psK จะประกอบไปดวย [ ]xxK , [ ]xyK , [ ]yxK  และ [ ]yyK  ซึ่งมีรูปแบบเเหมอืนกับ
สมการ  (3.94), (3.96), (3.98) และ (3.100)  

พิจารณาเมทรกิซ [ ]D  จากสมการ (3.72) 

 [ ]D  =  ⎣ ⎦∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

A i

dAN
x
N  

ซ่ึงเมทริกซ [ ]D  จะประกอบไปดวย [ ]xD  และ [ ]yD  ซึ่งมีรูปแบบเเหมือนกับสมการ (3.90) และ (3.92)  
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พิจารณาเมทรกิซ [ ]K  จากสมการ (3.73) 

 [ ]K  =  ∫ ⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
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A ii

dA
x
N

x
N  

ซ่ึงเมทริกซ [ ]K จะประกอบไปดวย [ ]xxK  และ [ ]yyK ซ่ึงมรีปูแบบเเหมือนกับสมการ (3.94) และ 

(3.100) 

สําหรับเอลิเมนตเมทริกซที่เปนการอินทิเกรตที่ขอบ ใหพิจารณาเอลิเมนตที่อยูขอบของการไหลดัง

แสดงรายละเอียดในรูปที่ 3.5 โดยขั้นตอนเปนดังนี้ 

 
 

รูปที ่3.5 เอลิเมนตที่อยูที่ขอบของโดเมนการไหล 

พิจารณาเวกเตอร  { }uR จากสมการ (3.74) 
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 (3.101) 

  { }uR  =  
( )
( ) j
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ij n
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UuL
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21
12
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  (3.102) 

พิจารณาเวกเตอร  { }usR  จากสมการ (3.75) 

  { }usR  =  { } ( )
∫ ∂

∂

S
k

j

ij dSn
x
Uu

N   (3.103) 

1 

2 

3 

x 

y 

ĵnînn̂ yx +=  

ขอบโดเมนของการไหล 

L 
S 
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  (3.104) 
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  (3.105) 

พิจารณาเวกเตอร { }psR  จากสมการ (3.76)  
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  (3.107) 
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  (3.108) 

พิจารณาเวกเตอร { }DR จากสมการ (3.77) 

  { }DR  =  { }∫ Δ+
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i
*
ii dSn)UU(N 1θ   (3.109) 
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θ  (3.110) 
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  (3.111) 

 
พิจารณาเวกเตอร { }pR จากสมการ (3.78) 

  { }pR  =  { }∫ ∂
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pN     (3.112) 
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  (3.113) 
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  (3.114) 
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พิจารณาเวกเตอร { }eR จากสมการ (3.79) 
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jj dSnpuN ρε   (3.115) 
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 (3.116) 
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  (3.117) 

 
พิจารณาเวกเตอร { }esR จากสมการ (3.80) 
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  (3.120) 

 



บทที่  4 

โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการวิเคราะห 

ปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได 

บทนี้จะกลาวถึงรายละเอียดและขั้นตอนการคํานวณภายในโปรแกรม

คอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนใหสอดคลองกับสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ไดแสดงไวในบทที่ 3 โดย

โปรแกรมดังกลาวไดถูกเขียนขึ้นมาดวยภาษาฟอรแทรน 90 (FORTRAN 90)  

4.1  โปรแกรมคอมพิวเตอร 

โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได

ประกอบไปดวยโปรแกรมหลัก (main program) และ 6 โปรแกรมยอย (subroutines) โดยมี

ข้ันตอนการทํางานดังนี้ 

4.1.1 เริ่มตนการทํางานภายในโปรแกรมหลัก [MAIN PROGRAM] โดยจะ

เรียกโปรแกรมยอยแรก [INPUT] โดยการอานแฟมขอมูลนําเขาของ

ปญหาการไหล (input file) ซึ่งประกอบดวยจํานวนจุดตอทั้งหมด 

จํานวนเอลิเมนตทั้งหมด จํานวนขอบทั้งหมด คุณสมบัติตางๆ ของของ

ไหล จํานวนรอบในการคํานวณ พิกัดของจุดตอเงื่อนไขเริ่มตนของการ

ไหลในแตละจุดตอซึ่งไดแก คาความหนาแนน คาความเร็ว u ใน

แนวแกน x และ คาความเร็ว v ในแนวแกน y และคาพลังงานรวม 

หมายเลขจุดตอที่ประกอบกันข้ึนเปนเอลิเมนต และเงื่อนไขขอบเขตของ

ปญหา 

4.1.2 เรียกโปรแกรมยอย [PRELIM] เพื่อทําการคํานวณขอมูลเบื้องตนของ

ปญหา เชน ความสูงของเอลิเมนต คํานวณรูปรางและเมตริกซมวลแบบ

รวมที่จุดตอ ทิศทางโคซายนของเวกเตอรที่ตั้งฉากกับขอบของปญหา 

ขอมูลเกี่ยวกับขอบดานที่เปนผนัง เปนตน  

4.1.3 เรียกโปรแกรมยอย [TRANSFORM] เพื่อทําใหตัวแปรที่นําเขาที่อยูใน

รูปแบบตัวแปรพื้นฐานอยูในรูปแบบตัวแปรอนุรักษ 

4.1.4 เริ่มการคํานวณแบบทําซ้ําโดยเรียกโปรแกรมยอย [ITERATION] ซึ่ง

ภายในจะประกอบดวยโปรแกรมยอยที่เก่ียวของกับกระบวนการคํานวณ

ตั้งแตการคํานวณในขั้นตอนที่ 1 ถึง ข้ันตอนที่ 4 การประยุกตเงื่อนไข
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ขอบเขต การคํานวณความดัน เชน โปรแกรมยอย [STEP1], [STEP2],  

[STEP3] และ [STEP4]  เปนตน  

4.1.5 เรียกโปรแกรมยอย [BTRANSFORM] เพ่ือเปล่ียนตัวแปรที่อยูในรูปแบบ

อนุรักษกลับไปสูตัวแปรพื้นฐาน 

4.1.6 เรียกโปรแกรมยอย [OUTPUT] เพื่อพิมพคาผลลัพธที่คํานวณไดลงใน

แฟมขอมูลที่ตองการเพื่อนําไปใชแสดงผลตอไป 

4.2 รายละเอียดของโปรแกรม 

รายละเอียดของโปรแกรมแสดงไวในภาคผนวก ก 

4.3 ลักษณะของไฟลขอมูลที่โปรแกรมตองการ 

ลักษณะของขอมูลที่โปรแกรมตองการ สามารถแบงออกเปน 8 สวนยอยไดดังนี้ 

สวนที่ 1 ประโยคอธิบายกํากับลักษณะของไฟล 

 บรรทดัแรก ตัวเลขระบุจํานวนบรรทดัที่เปนตัวอักษร 

 บรรทดัตอไป ประโยคตาง ๆ ที่มีจํานวนบรรทดัเทาที่ระบไุว 

ตัวอยางเชน:    2 

  FINITE ELEMENT MODEL FOR MACH 2 WALL SHOCK 
  MODEL WITH 1642 TRIANGULAR ELEMENTS AND 862 NODES 

 

สวนที่ 2 ขนาดของรูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

บรรทดัแรก คําอธิบายถึงจํานวนเอลิเมนต จดุตอ เงื่อนไขขอบเขต  

บรรทดัที่สอง จํานวนเอลิเมนต จํานวนจดุตอ จํานวนเงื่อนไขขอบเขตของปญหา  

 

ตัวอยางเชน NELEM      NPOIN      NBOUN       

     1642        862        80          
 
สวนที่ 3 คณุสมบัติของของไหล 

บรรทดัแรก คําอธิบายคุณสมบัติของของไหลและคาคงที่ของความหนืดเทียม 

บรรทดัที่สอง คาอัตราสวนความรอนจําเพาะที่ความดนัและปริมาตรคงที ่

 

ตัวอยางเชน  GAMMA    CONSTANT 

      1.40  0.5 
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สวนที่ 4 จํานวนของการทําซ้ําและจํานวนครั้งที่จะแสดงคาการลูเขา 

บรรทดัแรก คําอธิบายจํานวนการทําซ้ํา จํานวนครัง้ที่แสดงผลการลูเขาบนหนาจอ

คอมพิวเตอร และชวงเวลาในการคํานวณ 

บรรทดัที่สอง จํานวนการทําซ้ํา จํานวนครัง้ที่แสดงผลการลูเขาบนหนาจอคอมพิวเตอร 

และชวงเวลาในการคํานวณ 

 

ตัวอยางเชน  NTIME      IWRITE     DTFIX 

     5000       100       0.0050 

 

สวนที่ 5 ขอมูลของจุดตอ 

 บรรทดัแรก คําอธิบายของขอมูลจุดตอ 

 บรรทดัตอไป หมายเลขจุดตอ พิกัดของจุดตอในแกน x และแกน y 

 

ตัวอยางเชน  NODAL COORDINATES ( X AND Y ) [   862]: 

          1        0.00000000        0.00000000 
          2        0.05000000        0.00000000 
          3        0.10000000        0.00000000 

 

สวนที่ 6 เงื่อนไขเริ่มตนของคาตัวแปรที่จดุ 

 บรรทดัแรก คําอธิบายของคาตัวแปรที่จดุตอ 

 บรรทดัตอไป  หมายเลขจุดตอ คาความหนาแนน คาความเร็ว u ในแนวแกน x และคา 

ความเร็ว v ในแนวแกน y และคาพลังงานรวม 

 

ตัวอยางเชน  ASSUME DENSITY U-VELOCITY V-VELOCITY T-ENER[  862]: 

1   0.100E+01   0.9848E+00   -0.173648E+00   0.946428E+00 
2   0.100E+01   0.9848E+00   -0.173648E+00   0.946428E+00 
3   0.100E+01   0.9848E+00   -0.173648E+00   0.946428E+00 

 
สวนที่ 7 ขอมูลของเอลิเมนต 

 บรรทดัแรก คําอธิบายขอมูลหมายเลขของจุดตอแตละเอลิเมนต 

 บรรทดัตอไป หมายเลขเอลิเมนต หมายเลขจุดตอทัง้สามของเอลิเมนต 
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ตัวอยางเชน  ELEMENT NODAL CONNECTIONS [  1642]: 

          1        19        20        81 
          2        81        20       151 
          3        19        81       155 

 
สวนที่ 8 ขอมูลหมายเลขเอลิเมนตและจดุตอทีท่างไหลเขา ไหลออก และผนัง 

 บรรทดัแรก คําอธิบายขอมูลหมายเลขของจุดตอ เอลิเมนตและเงื่อนไขขอบเขต 

บรรทัดตอไป หมายเลขจุดตอทั้งสองที่ขอบ หมายเลขเอลิเมนตของขอบนั้นและ

หมายเลขเงื่อนไขขอบเขตซึ่งกําหนดให 1 คือ ดานที่มีการไหลเขา, 2 คือ 

ดานที่เปนผนัง 4 คือ ดานที่มกีารความสมมาตร และ 5 คือ ดานของการ

ไหลออก   

 

ตัวอยางเชน    BOUNDARY CONDITIONS(1=IN,2=WALL,4=SYM,5=OUT)[80]: 

          42       43       20        1 
          43       44       21        1 
             41       42       25        1 
 

 
4.4 ลักษณะของแฟมขอมูลผลลัพธ 
 หลังจากโปแกรมคอมพิวเตอรไดทําการคํานวณส้ินสุดลง โปรแกรมจะใหพิมพชื่อ

แฟมขอมูลผลลัพธเพื่อบรรจุคาของความหนาแนน ความเร็วและพลังงานรวมที่คํานวณได โดย

แฟมขอมูลผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมมีลักษณะดังตอไปนี้ 

 

 บรรทดัแรก คําอธิบายผลลัพธ 

 บรรทดัตอไป หมายเลขจุดตอ คาความหนาแนน คาความเร็ว u ในแนวแกน x และ คา 

ความเร็ว v ในแนวแกน y และคาพลังงานรวม 

ตัวอยางเชน   
NODAL VALUES SOLUTIONS [   862]: 
 
NODE       RHO              U                 V               E     
  1   0.100000E+01     0.984808E+00     -0.138777E-15    0.946428E+00 
  2   0.119133E+01     0.938976E+00     -0.582447E-17    0.928602E+00 
  3   0.132134E+01     0.921427E+00     -0.262575E-17    0.932206E+00 

  . . . . . 
  
861   0.119133E+01     0.938976E+00     -0.582447E-17    0.928602E+00 
862   0.132134E+01     0.921427E+00     -0.262575E-17    0.932206E+00 



บทที่  5 

เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

ในปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียงโดยทั่วไปมักจะพบคลื่นช็อก (shock 

wave) ซึ่งมีการเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติของของไหลอยางฉับพลันผานแนวของคลื่นช็อก 

โดยเฉพาะอยางยิ่งการไหลความเร็วสูงภายใตสภาวะไมคงตัว จะเกิดการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกนี้ 

เพื่อใหไดผลลัพธที่มีความแมนยําสูงจําเปนตองใชเอลิเมนตขนาดเล็กวางตัวตามแนวการเคลื่อน

ตัวคล่ืนช็อก แตโดยทั่วไปแลวทิศทางและตําแหนงการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกไมสามารถทราบได

ลวงหนาทําใหการที่จะใหไดมาซึ่งผลลัพธที่มีความแมนยําสูงไดนั้น จําเปนตองใชเอลิเมนตที่มี

ขนาดเล็กทั่วทั้งโดเมน ทําใหตองใชเวลาในการคํานวณและหนวยความจําของเครื่องคอมพิวเตอร

มากขึ้นไปดวย 

ดังนั้นหากสามารถเลือกใชเอลิเมนตขนาดเล็กเฉพาะในบริเวณที่เหมาะสมได 

และเอลิเมนตขนาดเล็กปรับตัวไปตามเวลาเมื่อ คลื่นช็อกมีการเคลื่อนที่ไป ก็จะทําใหเวลาในการ

คํานวณลดลงและเพิ่มความแมนยําของผลลัพธข้ึนดวย ในบทนี้จะไดกลาวถึงหลักการของเทคนิค

การปรับขนาดเอลิเมนต (adaptive meshing technique) และขั้นตอนในการประยุกตเทคนิคการ

ปรับขนาดเอลิเมนตเขากับโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนตาง ๆ 

5.1 หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  คือ  การใชขอมูลของ

รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและผลลัพธที่มีอยู เพื่อปรับขนาดเอลิเมนตใหมีเอลิเมนตขนาดเล็กใน

บริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของเกรเดียนทของผลลัพธสูง และ เอลิเมนตขนาดใหญในบริเวณที่มี

การเปลี่ยนแปลงของเกรเดียนทของผลลัพธต่ํา โดยหลักการหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมตาม

ตําแหนงตางๆ อาศัยหลักการหาคาความเคนในแนวแกนหลัก (principle stress) ในวิชากล

ศาสตรของแข็ง (solid mechanics) คือ เริ่มจากการหาคาอนุพันธอันดับสองของคําตอบที่จะใช

เปนตัวบงชี้ในการปรับขนาดเอลิเมนต เชน ความหนาแนน ความดัน ความเร็ว เปนตน สําหรับการ

ไหลในสองมิติคาอนุพันธอันดับสองของผลลัพธมี 3 คาคือ 2

2

x∂
∂ φ , 2

2

y∂
∂ φ ,

yx∂∂
∂ φ2    ซึ่งสามารถเขียน

ใหอยูในรูปเมทริกซไดดังนี้ 
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โดยที่ φ  คือ ผลลัพธของปญหาที่ใชเปนตัวบงชี้ในการปรับขนาดเอลิเมนต 

คาอนุพันธอันดับสองทั้ง 3 คา จะนํามาคํานวณหาคาในแนวแกนหลักไดดังตอไปนี้ 
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ดังนั้นจะขอยกตัวอยางการหาคาอนุพันธอันดับสองของตัวบงชี้ที่ใชในการปรับขนาดเอลิเมนต ซึ่ง

ในที่นี้จะใหคาความหนาแนนที่ไดจากการคํานวณเปนตัวบงชี้ในการปรับขนาดเอลิเมนต  
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กระบวนการดังกลาวจะทําการคํานวณสําหรับทุกๆ จุดตอในจากนั้นจึงนําคา 2

2

X∂
∂ ρ  และ 2

2

Y∂
∂ ρ   

ของทุกๆ จุดตอมาเปรียบเทียบกันเพื่อหาคาอนุพันธอันดับสองที่มีคามากที่สุดของปญหาซึ่งแทน

ดวย maxλ  โดยที่  

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

∂
∂

= 2

2

2

2

Y
,

X
maxmax

ρρλ  (5.6) 

คา maxλ  ที่คํานวณไดจะถูกใชในการคํานวณเพื่อหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมตามตําแหนง

ตางๆ ดังตอไปนี้  

 maxminh
Y

h
X

h λρρ 2
2

2
2
22

2
2

1 =
∂
∂

=
∂
∂  (5.7) 

 

โดยที่ 1h  คือ ความยาวของเอลิเมนตในแนวแกนหลัก X และ 2h  คือ ความยาวของเอลิเมนตใน

แนวแกนหลัก Y ดังแสดงในรูปที่ 5.1 ดังนั้นหากกําหนดขนาดความยาวของเอลิเมนตที่มีขนาดเล็ก

ที่สุด minh  และขนาดความยาวของเอลิเมนตที่มีขนาดใหญที่สุด maxh ใหแลว คาความยาว 1h  

และ 2h  ที่เหมาะสมของเอลิเมนตอื่นๆ สําหรับรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตใหมจึงสามารถคํานวณได  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.1 การวางตัวของเอลิเมนตในแนวแกนหลัก X และ Y 

 

y 

x 
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X 
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จากสมการ (5.7) พบวาคา minh  มีความสําคัญอยางย่ิงในการปรับขนาดเอลิเมนต กลาวคือ หาก

กําหนดคา minh  ที่นอยเกินไปจะทําใหมีการแบงเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีจํานวนมากเกินไป ในทาง

กลับกันถาหากกําหนดคา minh  ที่มากเกินไปก็จะมีเอลิเมนตสามเหล่ียมจํานวนนอยเกินไป ซึ่งอาจ

สงผลตอความแมนยําในการคํานวณของผลลัพธ ดังนั้นการเลือกคา minh ที่เหมาะสมจึงเปนส่ิงที่

สําคัญมาก ในทางปฏิบัติยังไมมีวิธีใดที่สามารถบอกไดวาคา minh  ที่เหมาะสมควรมีคาเทาใด ทั้งนี้

ก็ข้ึนกับลักษณะของปญหาและประสบการณ   

คาอนุพันธอันดับสองของความหนาแนนทั้ง 3 คา ซึ่งคือ 2

2

x∂
∂ ρ , 2

2

y∂
∂ ρ , 

yx∂∂
∂ ρ2

 ที่

จุดตอตางๆ ในรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่มีอยูแลวสามารถคํานวณไดโดยใชขั้นตอนดังตอไปน้ี 

[26,27,28] สมมติตองการคํานวณหา 2

2

x∂
∂ ρ  สําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอ ซึ่งลักษณะ

การกระจายของความหนาแนนบนเอลิเมนตคือ  

 ( )eρ  = ⎣ ⎦{ }ρN    (5.8) 

ดังนัน้   
( )

x

e

∂
∂ρ  = { }ρ⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢
∂
∂

x
N    (5.9) 

ซ่ึงมีคาคงที่และรูคาสําหรับเอลิเมนตนั้น ในขณะเดียวกันหากมองโดเมนของการไหลในภาพรวม

แลวสมมติวา คาความชันของความหนาแนนบนเอลิเมนตนั้นมีลักษณะการกระจายแบบแผนเรียบ

ซ่ึงขึ้นอยูกับคาความชันของความหนาแนนที่จุดตอดังนี้  
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จากนั้นนําสมการ (5.10) ลบออกจากสมการ (5.9) แลวประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง

จะได 
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แทนคาสมการ (5.10) ลงในสมการ (5.11) จะได 
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โดยที่ [ ]M  คือ เมทริกซมวลแบบแนบนัยดังแสดงสมการ (3.87) สําหรับสมการ (5.13) เปน

สมการของแตละเอลิเมนต ดังนั้นจึงตองทําการคํานวณสําหรับทุกๆ เอลิเมนตแลวรวมขึ้นเปน

ระบบสมการใหญเพื่อหาคาความชันของความหนาแนนที่จุดตอ อนึ่งระบบสมการใหญสามารถแก

ไดงายขึ้นหากแปลงเมทริกซมวลแบบเต็มใหอยูในรูปของเมทริกซมวลแบบรวมที่จุดตอดังสมการ 

(3.88) 

 การคํานวณหาคาอนุพันธอันดับสองสามารถดําเนินไปในแนวทางเดียวกัน 

กลาวคือ หลังจากทราบคาอนุพันธอันดับหนึ่งที่จุดตอแลวสามารถคํานวณคาอนุพันธอันดับสองได

จาก 
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สมมติอนุพันธอันดับสองของความหนาแนนบนเอลิเมนตนัน้มีลักษณะการกระจายแบบแผนเรียบ

ซ่ึงขึ้นอยูกับคาอนุพันธอันดบัสองของความหนาแนนที่จดุตอดงันี้  
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จากนั้นคาอนพุันธอันดับสองของความหนาแนนที่จุดตอจึงคํานวณไดจาก 
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สําหรับข้ันตอนในการหาคา 2

2

y∂
∂ ρ , 

yx∂∂
∂ ρ2

สามารถคํานวณไดในทํานองเดียวกัน 

5.2 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

ในวิทยานิพนธนี้ไดใชโปรแกรม FEMESH ซึ่งไดพัฒนาขึ้นโดย อ.ดร.สุทธิศักดิ์ 

พงศธนาพาณิช [8] ในการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ โปรแกรม FEMESH เปนโปรแกรมที่

ทํางานในโหมดกราฟกสามารถที่จะสรางรูปแบบของปญหาและสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมไดทันที 

และยังสามารถสงตอขอมูลใหกับโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตอ่ืน ๆ เพื่อทําการวิเคราะหปญหาไดใน

หลายรูปแบบ รวมถึงการแสดงผลลัพธที่ เกิดขึ้นจากการคํานวณในรูปแบบกราฟกได โดย

ประสิทธิภาพและความถูกตองของโปรแกรม FEMESH ไดรับการตรวจสอบดวยปญหาใน

เอกสารอางอิง [29] 
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ภาพโดยรวมของโครงสรางการทํางานของโปรแกรม FEMESH สามารถที่จะแบง

ออกไดเปนสามสวนหลัก ๆ ดังนี้ 

1. สวนทํางานกอนการประมวลผล (Pre-processing) เปนสวนของโปรแกรมที่

ชวยในการสรางรูปรางของปญหาตางๆ เชน การวาดเสนตรง หรือเสนโคง การสรางเอลิเมนต

สามเหลี่ยม หรือการกําหนดเงื่อนไขที่ขอบ (boundary constraint) เปนตน งานหลักของสวน

ทํางานกอนการประมวลผล ก็คือ การทํางานดานคอมพิวเตอรชวยการออกแบบ (CAD) ซึ่ง

ประกอบดวยคําสั่งตาง ๆ มากมายที่ชวยในการสรางรูปทรงเรขาคณิต 

2. สวนการประมวลผล (Processing) ซึ่งหมายถึง สวนของโปรแกรมที่ทําการ

คํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาตาง ๆ 

3. สวนทํางานหลังการประมวลผล (Post-processing) เปนสวนของโปรแกรมที่

ชวยในการแสดงผลลัพธที่ไดจากการคํานวณในรูปแบบกราฟก เชน การแสดงเสนชั้น (contour) 

หรือการแสดงเวกเตอรของความเร็ว (velocity vector) เปนตน นอกจากนี้การประยุกตเทคนิคปรับ

ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive meshing technique) เขากับปญหาเพื่อตองการใหไดผล

ลัพธที่มีความแมนยํามากยิ่งขึ้น ก็จะเปนการทํางานในสวนนี้ดวยเชนกัน โดยจะนําผลลัพธที่ไดมา

ทําการคํานวณขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมและทําการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมข้ึนมาใหมอีก 

5.3 ประยุกตโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดภายใต
สภาวะไมอยูตัวกับเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

ข้ันตอนการประยุกตโปรแกรมคอมพิวเตอรเขากับโปรแกรม FEMESH เพื่อปรับ

ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ สามารถอธิบายไดดวยแผนภูมิการทํางานดังแสดงในรูปที่ 5.2 ซึ่งมี

รายละเอียดโดยสรุปดังตอไปนี้  

5.3.1 สรางรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตเริ่มตนดวยโปรแกรม FEMESH โดยรูปแบบ

ไฟไนตเอลิเมนตเริ่มตน โดยจะมีเอลิเมนตขนาดเล็กวางตัวอยูตามแนวของคลื่นช็อกตามแตปญหา

ที่กําลังพิจารณา  

5.3.2 นําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึน มาทําการวิเคราะหปญหาการไหล

ความเร็วสูงโดยใชรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่ไดจากขอ 5.3.1 ซึ่ง โปรแแกรมจะทําการคํานวณ

จนถึงชวงเวลาหนึ่ง adaptΔ  ก็จะหยุดเพื่อทําการปรับขนาดเอลิเมนต 
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รูปที ่5.2 แผนผังการทํางานของการประยุกตเทคนคิการปรับขนาดเอลเิมนตโดยอัตโนมตั ิ

5.3.3 นําผลลัพธที่คํานวณไดจากขอ 5.3.2 เขาโปรแกรม FEMESH เพื่อทําการ

ปรับขนาดเอลิเมนตโดยในขั้นตอนนี้จําเปนเลือกตัวชี้วัดในการปรับขนาดเอลิเมนตซึ่งในที่นี้ใชคา

ความหนาแนน หรือคาความดัน และกําหนดคาความยาวของเอลิเมนตที่มากที่สุด และคาความ

ยาวของเอลิเมนตที่นอยที่สุด ซึ่งจะไดรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่มีการเคลื่อนตัวของเอลิเมนตไป

ตามการเคลื่อนตัวของผลลัพธและผลลัพธที่ไดก็มีความแมนยําภายใตสภาวะไมอยูตัวดวย 

วิเคราะหปญหาดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร

โดยจะใหคํานวณถึงชวงเวลา adaptΔ  

นําผลลัพธจากโปรแกรมคอมพิวเตอรเขาโปรแกรม 

FEMESH เพื่อทําการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมตั ิ

ไดรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตใหมทีเ่วลา

ผานไป adaptΔ  

สรางรปูแบบไฟไนตเอลิเมนต 

เริ่มตนดวยโปรแกรม FEMESH 

การคํานวณถึงเวลาที่

ตองการ ? 

ไมใช 

ใช 

พิมพผลลัพธ และ

ส้ินสุดการวิเคราะห 
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5.3.4 ทําซ้ําข้ันตอนที่  5.3.2 และ 5.3.3 อีกครั้งจนไดผลลัพธที่เวลาที่ตองการจึง

หยุดการคํานวณ 

5.4  ลักษณะของแฟมขอมูลนําเขาโปรแกรม FEMESH  

ลักษณะของแฟมขอมูลนําเขาโปรแกรม FEMESH เพื่อปรับขนาดเอลิเมนต

สําหรับปญหาการไหลความเร็วสูงประกอบดวย 2 สวน ดังตอไปนี้ 

สวนที่ 1 สวนคําสั่ง (command section) ประกอบดวยขอมูลตางๆ เพื่อให

โปรแกรม FEMESH ตรวจสอบแฟมขอมูลที่นําเขามามีความสอดคลองกับรูปแบบไฟไนตเอลิเมนต

ที่สรางขึ้น ตัวอยางเชน 

  OUT_FILE_VERSION=1.0 
  TITLE=FINITE ELEMENT MODEL FOR SHOCK TUBE PROBLEM 
  SUBTITLE= 
  DATE=20-JAN-08  12:39:52 
  SOL=15 
  PROBLEMID=15822203 
  SOLVERSTART=20-JAN-08 12:39:52 
  SOLVEREND=20-JAN-08 12:41:13 
  REMESH_HMIN=0.001 
  REMESH_HMAX=0.1 
  END=CMD 

สวนที่ 2 สวนผลลัพธ (solution section) ประกอบดวยคาผลลัพธที่คํานวณไดใน

แตละจุดตอซึ่งประกอบดวย หมายเลขจุดตอ คาความหนาแนน ความเร็ว u และ v  คาพลังงาน

รวม คาความดันและขนาดเอลิเมนต ตัวอยางเชน 
 
NODAL VALUES SOLUTIONS [  862]: 
  
NODE     RHO           U          V           E          P        H 
1 0.1000E+01  0.9848E+00  0.000E+00  0.9464E+00  0.1785E+00  0.00E+00 
2 0.1253E+01  0.9252E+00  0.000E+00  0.9240E+00  0.2486E+00  0.00E+00 
3 0.1409E+01  0.9090E+00  0.000E+00  0.9290E+00  0.2908E+00  0.00E+00 
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บทที่ 6 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร                            
และการวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัว 

ในบทนี้จะนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนมาใชวิเคราะหปญหาการไหล

ความเร็วสูงแบบตาง ๆ โดยในชวงแรกของบท จะวิเคราะหปญหาตาง ๆที่มีผลเฉลยแมนตรงเพ่ือ

ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม ซึ่งจะใชเอลิเมนตขนาดสม่ําเสมอวางตัวอยางเปนระเบียบทั่ว

ทั้งโดเมนของปญหา โดยจะทําการวิเคราะหปญหาทั้งหมด 3 ปญหา ซึ่งไดแก 

1. ปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

2. ปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

3. ปญหาคลื่นช็อกส่ีเหลี่ยม 

ตอจากนั้นจะทําการวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัวที่

มีความซับซอนขึ้นโดยประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตเขาไปดวย โดยในการวิเคราะห

ปญหาตางๆนั้นจะพบวาเอลิเมนตขนาดเล็กจะเคลื่อนตัวไปตามการเคลื่อนที่ของคลื่นช็อกเพื่อจับ

การเปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นอยางฉับพลันของผลลัพธที่เกิดขามคล่ืนช็อกนั้น โดยปญหาการไหล

ความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัวที่วิเคราะหรวมกับประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย

อัตโนมัติ ไดแก 

1. ปญหาคลื่นช็อกในทอ 

2. ปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

3. ปญหาคลื่นช็อกส่ีเหลี่ยม 

4. ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o 

5. ปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 2 เทาในชองแคบที่มีพื้นเอียงมุม 10o 

6. ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับ 

7. ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศ 

8. ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้นราบ 
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6.1 ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร 

6.1.1 ปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

ปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ [17] เปนปญหาพื้นฐานที่นิยมใชในการตรวจสอบ

ความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่คํานวณปญหาการไหลความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยู

ตัว เนื่องจากสามารถหาผลเฉลยแมนตรงที่เวลาตางๆ ได นอกจากนี้ยังเปนปญหาที่สามารถทํา

การทดลองในหองปฏิบัติการไดโดยตรง รูปแบบของปญหาไดแสดงในรูปที่ 6.1คือ  ในขณะที่เวลา

เปนศูนยจะกําหนดใหของไหลที่อยูภายในทอถูกแบงออกเปนสองดานโดยแผนกั้น(diaphragm) 

ตรงกึ่งกลางของทอ และใหของไหลทั้งสองดานมีคุณสมบัติเริ่มตนที่แตกตางกัน เชน คาความ

หนาแนน คาความดัน  เปนตน โดยในที่นี้จะกําหนดใหของไหลทางดานซายมือเปนดานที่มีความ

ดันสูงกวา (high pressure zone) และมีคุณสมบัติเริ่มตนเปนดังนี้ =ρ 1.0, =u 0.0, =v 0.0, 

=ε 2.5 สวนคุณสมบัติเริ่มตนของของไหลทางดานขวามือซึ่งมีความดันต่ํากวา (low pressure 

zone) เปนดังนี้ =ρ 0.125, =u 0.0, =v 0.0, =ε 2.0 เมื่อมีการยกแผนกั้นออกทันทีทันใด ผล

ของความแตกตางกันของคุณสมบัติของของไหลทั้งสองดานจะทําใหเกิดคลื่นช็อกวิ่งไปทางดาน

ขวามือ และ คลื่นการขยายตัวว่ิงไปดานซายมือ 

 

 

 

 

รูปที ่6.1 ปญหาการเกิดคลืน่ช็อกในทอ 

ในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐจะเริ่มจาก

การสรางเอลิเมนตสม่ําเสมอขนาด 0.0025 ซึ่งจะทําใหไดจํานวนจุดตอจํานวน 16,442 จุดตอและ

จํานวนเอลิเมนตจํานวน 32,001 เอลิเมนต เพื่อแสดงใหเห็นถึงความถูกตองของโปรแกรม

คอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึน ในรูปที่ 6.2 – 6.9 เปนเสนชั้นของคาความหนาแนน คาความดัน และ 

คาความเร็วในแนวแกน x และกราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลพัธที่ไดจากการคํานวณ

เชิงตัวเลขที่เวลา 0.05, 0.10, 0.15 และ 0.20 ตามลําดับ โดยผลลัพธที่คํานวณไดมีความ

สอดคลองกันเปนอยางดีกับผลเฉลยแมนตรง แตผลลัพธที่ไดขามแนวของช็อกอาจจะไดผลลัพธที่

ไมแมนยํามากนั้นทั้งนี้เพราะวาเอลิเมนตที่อยูตามแนวช็อกมีขนาดใหญ 

  

High pressure zone Low pressure zone 

Diaphragm Expansion wave Shock wave 

0.1 

0.5 0.5 
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(ก) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ข) เสนชั้นของความดัน 

 
(ค) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

รูปที่ 6.2 เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน และเสนชั้นของคาความเร็วใน

แนวแกน x ที่เวลา t = 0.05 ของปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

 

 
(ก) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ข) เสนชั้นของความดัน 

 
(ค) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

รูปที ่6.3 เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดันและเสนชั้นของคาความเร็วใน

แนวแกน x ที่เวลา t = 0.10 ของปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 
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(ก) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ข) เสนชั้นของความดัน 

 
(ค) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

รูปที ่6.4 เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดันและเสนชั้นของคาความเร็วใน

แนวแกน x ที่เวลา t = 0.15 ของปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

 

 
(ก) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ข) เสนชั้นของความดัน 

 
(ค) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

รูปที ่6.5 เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดันและเสนชั้นของคาความเร็วใน

แนวแกน x ที่เวลา t = 0.20 ของปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 
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รูปที ่6.6 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลพัธที่ไดจากการคํานวณเชงิตวัเลขของคา

ความหนาแนน เสนชัน้ของคาความดนัและเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x  

ที่เวลา t = 0.05 ของปญหาการเกิดคล่ืนชอ็กในทอ 

ρ

x

p

x

u

x

(ข) ความดัน 

(ก) ความหนาแนน 

(ค) ความเร็ว 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 
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รูปที ่6.7 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลพัธที่ไดจากการคํานวณเชงิตวัเลขของคา

ความหนาแนน เสนชัน้ของคาความดนัและเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x  

ที่เวลา t = 0.10 ของปญหาการเกิดคล่ืนชอ็กในทอ 

ρ

x

p

x

u

x

(ข) ความดัน 

(ก) ความหนาแนน 

(ค) ความเร็ว 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 
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รูปที ่6.8 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลพัธที่ไดจากการคํานวณเชิงตวัเลขของคา

ความหนาแนน เสนชัน้ของคาความดนัและเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x  

ที่เวลา t = 0.15 ของปญหาการเกิดคล่ืนชอ็กในทอ 

ρ

x

p

x

u

x

(ข) ความดัน 

(ก) ความหนาแนน 

(ค) ความเร็ว 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 
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รูปที ่6.9 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลพัธที่ไดจากการคํานวณเชงิตวัเลขของคา

ความหนาแนน เสนชัน้ของคาความดนัและเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x  

ที่เวลา t = 0.20 ของปญหาการเกิดคล่ืนชอ็กในทอ 

ρ

x

p

x

u

x

(ข) ความดัน 

(ก) ความหนาแนน 

(ค) ความเร็ว 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 
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6.1.2 ปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

ปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ [18] เปนปญหาพื้นฐานอีกปญหา

หนึ่งที่นิยมใชในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่คํานวณปญหาการไหล

ความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัว เนื่องการกําหนดสภาวะเริ่มตนใหกับของไหลทั้งสองขางที่

แตกตางกันจะกอใหเกิดความดันบริเวณก่ึงกลางโดเมนมีคานอยมากๆ จึงเปนปญหาที่นิยมใชใน

การทดสอบความแข็งแรง (robustness) ของระเบียบวิธีเชิงตัวเลข โดยที่รูปแบบของปญหานี้ได

แสดงในรูปที่ 6.10 และจะกําหนดใหของไหลทางดานซายมือมีคุณสมบัติเริ่มตนเปนดังนี้ =ρ 1.0, 

=u  -2.0, =v  0.0, =ε  3.0 สวนคุณสมบัติเริ่มตนของของไหลทางดานขวามือเปนดังนี้ 

=ρ 1.0, =u  2.0, =v  0.0, =ε  3.0 เมื่อมีการยกแผนก้ันออกทันทีทันใดจะทําใหเกิดคลื่นการ

ขยายตัวว่ิงไปทางดานซายและขวา และบริเวณกึ่งกลางจะมีสภาวะเปนสุญญากาศ 

 

 

 

 

รูปที ่6.10 ปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

ในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐจะเริ่มจาก

การสรางเอลิเมนตสม่ําเสมอขนาด 0.0025 ซึ่งจะทําใหไดจํานวนจุดตอจํานวน 16,442 จุดตอและ

จํานวนเอลิเมนตจํานวน 32,001 เอลิเมนต เพื่อแสดงใหเห็นถึงความถูกตองของโปรแกรม

คอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึน ในรูปที่ 6.11 – 6.13 เปนเสนชั้นของคาความหนาแนนและคาความดัน 

ที่เวลา 0.05, 0.10, และ 0.15 ตามลําดับ  

ในรูปที่ 6.14 - 6.16 เปนกราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณของคา

ความหนาแนน และคาความดัน ที่เวลา 0.05, 0.10, และ0.15 กับผลเฉลยแมนตรงโดยผลลัพธที่

ไดมีความสอดคลองกันเปนอยางดีแสดงใหเห็นถึงความมีเสถียรภาพของระเบียบวิธีการแยกดวย

คุณลักษณะในการวิเคราะหการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดภายใตสภาวะไมอยูตัว 

 

 

 Diaphragm Expansion wave 
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Expansion wave 
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(ก) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ข) เสนชั้นของความดัน 

รูปที ่6.11 เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดันที่เวลา t = 0.05  

สําหรับปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 
(ก) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ข) เสนชั้นของความดัน 

รูปที ่6.12 เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดันที่เวลา t = 0.10 

สําหรับปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 
(ก) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ข) เสนชั้นของความดัน 

รูปที ่6.13 เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดันที่เวลา t = 0.15  

สําหรับปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 
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รูปที ่6.14 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลพัธที่ไดจากการคํานวณเชงิตวัเลขของ 

คาความหนาแนน เสนชัน้ของคาความดนั ที่เวลา t = 0.05  

สําหรับปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

 

 

 

 

(ก) ความหนาแนน 

ρ

x

p

x

(ข) ความดัน 

ผลเฉลยแมนตรง 
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ผลเฉลยแมนตรง 
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รูปที ่6.15 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลพัธที่ไดจากการคํานวณเชงิตวัเลขของ 

คาความหนาแนน เสนชัน้ของคาความดนั ที่เวลา t = 0.10 

สําหรับปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

 

 

 

(ก) ความหนาแนน 

ρ

x

p

x

(ข) ความดัน 

ผลเฉลยแมนตรง 
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ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 
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รูปที ่6.16 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลพัธที่ไดจากการคํานวณเชงิตวัเลขของ 

คาความหนาแนน เสนชัน้ของคาความดนั ที่เวลา t = 0.15  

สําหรับปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

 

 

 
 

(ก) ความหนาแนน 
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(ข) ความดัน 
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 6.1.3  ปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม 

ปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม [30] เปนปญหาการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกในสองมิติ

อันเกิดจากความแตกตางของการกําหนดเงื่อนไขเริ่มตนของของไหลภายในโดนเมน โดยที่จะเกิด

คลื่นช็อกจากทั้งส่ีดานและคลื่นช็อกดังกลาวก็จะเคล่ือนตัวมากระทบกันเกิดเปนปรากฏการณการ

กระทบกันของคลื่นช็อก (shock-shock interaction) ซึ่งเปนปรากฏการณที่มีความซับซอน ใน

ปญหานี้เปนอีกปญหาหนึ่งที่สามารถหาผลเฉลยแมนตรงไดในชวงที่คล่ืนช็อกเคลื่อนที่เขาหากัน

กอนที่จะกระทบกัน โดยรูปแบบของปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียมนี้ไดแสดงในรูปที่ 6.17  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.17 ปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม 

 

การกําหนดคุณสมบัติเริ่มตนใหกับของไหลเปนดังตอไปนี้ =ρ 0.125, =u 0.0, 

=v 0.0, =ε 0.5 ที่ตําแหนง 0.25 ≤≤ x 0.75 และ 0.25 ≤≤ y 0.75 สําหรับในบริเวณอื่นๆ 

กําหนดให =ρ 1.0, =u 0.0, =v 0.0, =ε 0.625 สําหรับเงื่อนไขขอบเขตกําหนดใหตลอดขอบ

ทั้ง 4 ดานของโดเมนเปนขอบของการไหลออกดวยความเร็วสูงกวาเสียง 

ในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐจะเริ่มจาก

การสรางเอลิเมนตสม่ําเสมอขนาด 0.0025 ซึ่งจะทําใหไดจํานวนจุดตอจํานวน 160,802 จุดตอ

และจํานวนเอลิเมนตจํานวน 320,001 เอลิเมนต โดยในรูปที่ 6.18 – 6.20 เปนเสนชั้นของคาความ

หนาแนนท่ีไดจากการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึน เพื่อแสดงใหเห็นถึงความ

ถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึน ในรูปที่ 6.21 – 6.23 เปนกราฟเปรียบเทียบผล
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High pressure zone 

Low pressure 
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เฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลขที่ตําแหนงความสูง y = 0.5 ตลอด

แนวแกน x ที่เวลา 0.10 และ 0.20 ตามลําดับ โดยผลลัพธที่คํานวณไดมีความสอดคลองกับผล

เฉลยแมนตรง สําหรับเนื้อหาในสวนตอไปจะเปนการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย

อัตโนมัติเขากับโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนเพื่อวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูง

ภายใตสภาวะไมอยูตัว เพื่อใหเกิดความแมนยําของผลลัพธทุกๆ ชวงเวลาที่คํานวณ 

 

 
  t= 0.02 t= 0.04 

 
 t= 0.06 t= 0.08 

 
 t= 0.10 t= 0.12 

รูปที ่6.18 เสนช้ันของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.02-0.12 สําหรับปญหาคลืน่ช็อกสี่เหล่ียม 
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 t= 0.14 t= 0.16 

 
 t= 0.18 t= 0.20 

 
 t= 0.22 t= 0.24 

 
t= 0.26 t= 0.28 

รูปที ่6.19 เสนช้ันของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.14-0.28 สําหรับปญหาคลืน่ช็อกสี่เหล่ียม 
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 t= 0.30 t= 0.32 

 
 t= 0.34 t= 0.36 

 
 t= 0.38 t= 0.40 

รูปที ่6.20 เสนช้ันของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.30-0.40 สําหรับปญหาคลืน่ช็อกสี่เหล่ียม 
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รูปที ่6.21 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเชงิตวัเลขของคา

ความหนาแนน คาความดนัที่ตําแหนง y = 0.5 และ ทีเ่วลา t = 0.10  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม 
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รูปที ่6.22 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเชงิตวัเลขของคา

ความหนาแนน คาความดนัที่ตําแหนง y = 0.5 และ ทีเ่วลา t = 0.20 

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม 
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(ก) ความหนาแนน 
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6.2 การวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัวรวมกับเทคนิคการ
ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

หลังจากไดทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐ

ข้ึนจนเกิดความมั่นใจแลวจะไดประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขาไปเพื่อใช

วิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัวโดยจะกอใหเกิดผลลัพธที่มีความ

แมนยําในทุกชวงเวลาที่ทําการคํานวณ โดยปญหาที่ทําการวิเคราะหชวงแรกจะเปนปญหา

เดียวกับที่ไดทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรเพ่ือจะแสดงใหเห็นความ

แมนยําที่เพ่ิมข้ึนในแตละชวงเวลาที่ทําการคํานวณ ตอจากนั้นจะเปนการวิเคราะหปญหาการไหล

ความเร็วสูงภายใตสภาวะอยูตัวที่มีความซับซอนข้ึน 

6.2.1 ปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

รูปแบบของปญหานี้จะเหมือนกับที่ไดทําการวิเคราะหไวในหัวขอที่ 6.1.1 แตจะ

ทําการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขาไปดวย [29,31] ในระหวางการ

วิเคราะหการไหลดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร โดยรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและผลลัพธที่ไดจากการ

คํานวณทั้ง  เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของความดันและเสนชั้นของคาความเร็วใน

แนวแกน x ในชวงเวลาตาง ๆ ไดแสดงไวในรูปที่ 6.23 - 6.28 จากรูปดังกลาวจะพบวาในขณะที่ทํา

การวิเคราะหปญหาการไหลจะมีเอลิเมนตขนาดเล็กเคลื่อนตัวไปตามการเคลื่อนที่ของคล่ืนช็อก

และคลื่นการขยายตัว เพื่อจับการเปลี่ยนแปลงที่เกิดข้ึนในทุก ๆ ชวงเวลาและกอใหเกิดผลลัพธที่มี

ความแมนยํามากขึ้นในทุกๆชวงเวลา 

ในรูปที่ 6.29 – 6.32 เปนกราฟที่เปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณโดยใช

เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติและการใชเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กและวางตัวสม่ําเสมอ

ทั่วทั้งโดเมน ผลลัพธที่ไดพบวาการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะทําใหไดผล

ลัพธที่มีความแมนยํามากขึ้นในทุก ๆ ชวงเวลาที่ทําการคํานวณ โดยจํานวนเอลิเมนตที่ใชในการ

คํานวณในชวงแรก ๆ ของการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตจะมีจํานวนที่นอยกวาการใชเอลิ

เมนตที่มีขนาดเล็กทั่วทั้งโดเมน และจะมีจํานวนเพิ่มข้ึนจนมีจํานวนใกลเคียงกับการใชเอลิเมนตที่

มีขนาดเล็กทั่วทั้งโดเมน แตขนาดเอลิเมนตของการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ

จะมีขนาดที่เล็กกวา 
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(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

 
(ง) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

 

รูปที ่6.23 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนช้ันของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.00 สําหรับปญหาการเกิดคลืน่ช็อกในทอ 
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(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

 
(ง) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

 

รูปที ่6.24 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.05 สําหรับปญหาการเกิดคลืน่ช็อกในทอ  
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(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

 
(ง) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

 

รูปที ่6.25 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

 

 

 

 

 

 

 



78 

 
(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

 
(ง) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

 

รูปที ่6.26 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.15 สําหรับปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 
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(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

 
(ง) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

 

รูปที ่6.27 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x  ที่เวลา t = 0.20 สําหรับปญหาการเกิดคลืน่ช็อกในทอ 
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(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

 
(ง) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

 

รูปที ่6.28 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x  ที่เวลา t = 0.25 สําหรับปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



81 

0.0

0.5

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
 

0.0

0.5

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
 

0.0

0.5

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
 

 

รูปที ่6.29 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ คาความหนาแนน คาความ

ดันและคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.05 สําหรับปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

(ค) ความเร็ว 

(ก) ความหนาแนน 

ρ

x

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 

(ข) ความดัน 

p

u

x

x
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รูปที ่6.30 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของคาความหนาแนน คาความ

ดันและคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

(ค) ความเร็ว 

(ก) ความหนาแนน 

ρ

x

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 

(ข) ความดัน 

p

u

x

x
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รูปที ่6.31 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของคาความหนาแนน คาความ

ดันและคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.15 สําหรับปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

(ค) ความเร็ว 

(ก) ความหนาแนน 

ρ

x

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 

ผลเฉลยแมนตรง 
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(ข) ความดัน 
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รูปที ่6.32 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของคาความหนาแนน คาความ

ดันและคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.20 สําหรับปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

(ค) ความเร็ว 

(ก) ความหนาแนน 

ρ

x

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 

(ข) ความดัน 

p

u

x

x
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6.2.2 ปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

รูปแบบของปญหานี้จะเหมือนกับที่ไดทําการวิเคราะหไวในหัวขอที่ 6.1.2 ในรูปที่ 

6.33-6.36 ไดแสดงรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับเปล่ียนไปตามเวลาและผลลัพธที่ไดจากการ

คํานวณทั้ง เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของความดัน จากรูปดังกลาวจะพบวาเอลิเมนต

ขนาดเล็กเคลื่อนตัวไปตามการเคลื่อนที่ของคลื่นการขยายตัว เพื่อจับการเปลี่ยนแปลงที่เกิดข้ึนใน

ทุกๆชวงเวลาและกอใหเกิดผลลัพธที่มีความแมนยํามากขึ้นในทุกๆชวงเวลา 

ในรูปที่ 6.37 – 6.39 เปนกราฟที่เปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณโดยใช

เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติและการใชเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กและวางตัวสม่ําเสมอ

ทั่วทั้งโดเมน ผลลัพธที่ไดพบวาการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะทําใหไดผล

ลัพธที่มีความแมนยํามากขึ้นในทุกๆ ชวงเวลาที่ทําการคํานวณ โดยจํานวนเอลิเมนตที่ใชในการ

คํานวณในชวงแรกๆของการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตจะมีจํานวนที่นอยกวาการใชเอลิ

เมนตที่มีขนาดเล็กทั่วทั้งโดเมน และจะมีจํานวนเพิ่มข้ึนจนมีจํานวนใกลเคียงกับการใชเอลิเมนตที่

มีขนาดเล็กทั่วทั้งโดเมน แตขนาดเอลิเมนตของการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ

จะมีขนาดที่เล็กกวา 

 
(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

 

รูปที ่6.33 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x  ที่เวลา t = 0.00 สําหรับปญหาคลืน่การกระจาย

แบบสมมาตรในทอ 
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(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

รูปที ่6.34 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x  ที่เวลา t = 0.05 สําหรับปญหาคลืน่การกระจาย

แบบสมมาตรในทอ 

 
(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

รูปที ่6.35 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหาคลืน่การกระจาย 

แบบสมมาตรในทอ 
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(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

รูปที ่6.36 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x  ที่เวลา t = 0.15สําหรับปญหาคลื่นการกระจาย 

แบบสมมาตรในทอ 
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รูปที ่6.37 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ 

คาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.05 สําหรับปญหาคลื่นการกระจาย 

แบบสมมาตรในทอ 

 

 

 

 

(ก) ความหนาแนน 

ρ

x

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 

(ข) ความดัน 

p

x

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 
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รูปที ่6.38 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ 

คาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหาคลื่นการกระจาย 

แบบสมมาตรในทอ 

 

(ก) ความหนาแนน 

ρ

x

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 

(ข) ความดัน 

p
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ผลเฉลยแมนตรง 
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รูปที ่6.39กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ 

คาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.15 สําหรับปญหาคลื่นการกระจาย 

แบบสมมาตรในทอ 

 

 

 

 

(ก) ความหนาแนน 

ρ
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ผลเฉลยแมนตรง 
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(ข) ความดัน 
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6.2.3 ปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม 

รูปแบบของปญหานี้จะเหมือนกับที่ไดทําการวิเคราะหไวในหัวขอที่ 6.1.3 แตจะ

ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขาไปดวย โดยในรูปที่ 6.40-6.43 จะแสดง

รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่เอลิเมนตจะเคลื่อนตัวไปตามการเคลื่อนที่ของคลื่นช็อกและเสนชั้นของ

ความหนาแนนที่สอดคลองกัน ที่เวลาตางๆ จากรูปเสนชั้นของความหนาแนนจะพบวาการ

วิเคราะหปญหานี้ดวยการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัตินั้นจะไดผลลัพธของคลื่น

ช็อกที่มีความคมชัดกวาแตใชจํานวนเอลิเมนตที่นอยกวา ซึ่งอาจจะเสียเวลาในการปรับขนาดเอลิ

เมนตในระหวางการคํานวณไปบาง แตผลลัพธที่มีความแมนยํามากขึ้นในทุกๆชวงเวลา 

ในรูปที่ 6.44 – 6.45 เปนกราฟที่เปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณโดยใช

เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติและการใชเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กและวางตัวสม่ําเสมอ

ทั่วทั้งโดเมน ผลลัพธที่ไดพบวาการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะทําใหไดผล

ลัพธที่มีความแมนยํามากขึ้นในทุกๆ ชวงเวลาที่ทําการคํานวณ โดยจํานวนเอลิเมนตที่ใชในการ

คํานวณในชวงแรกๆของการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตจะมีจํานวนที่นอยกวาการใชเอลิ

เมนตที่มีขนาดเล็กทั่วทั้งโดเมน และจะมีจํานวนเพิ่มข้ึนจนมีจํานวนใกลเคียงกับการใชเอลิเมนตที่

มขีนาดเล็กทั่วทั้งโดเมน แตขนาดเอลิเมนตของการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ

จะมีขนาดที่เล็กกวา 
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 t = 0.00 

  
t = 0.04 

  
t = 0.08 

 

รูปที ่6.40 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนช้ันของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.00-0.08  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม 
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t = 0.12 

  
t = 0.16 

  
t = 0.20 

 

รูปที ่6.41 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนช้ันของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.12-0.20  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม 
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t = 0.24 

  
t = 0.28 

  
t = 0.32 

 

รูปที ่6.42 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนช้ันของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.24-0.32  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม 
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t = 0.36 

  
t = 0.40 

 

รูปที ่6.43 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.36-0.40  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม 
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รูปที ่6.44 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ 

คาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหาคลื่นชอ็กสี่เหลี่ยม 
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(ข) ความดัน 

(ก) ความหนาแนน 
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รูปที ่6.45 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ 

คาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.20 สําหรับปญหาคลื่นชอ็กสี่เหลี่ยม 

 

 

 

 

 

ρ

x

p

x

(ข) ความดัน 

(ก) ความหนาแนน 

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 
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6.2.4 ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o 

 ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o (Diffraction of a 

Mach 2 shock over a 90o corner) [32,33,34] ไดถูกแสดงในรูปที่ 6.46 โดยกําหนดใหคลื่นช็อก

ตั้งฉาก (normal shock) หมายเลขมัค 2 เคลื่อนที่จากดานซายมายังดานขวามือ และเมื่อคลื่นช็อก

ตั้งฉากเคลื่อนที่ผานมุมหักลงดานลาง 90 องศา ก็จะเกิดการกระจายของคลื่นช็อกตั้งฉากตรงมุม

หัก และเกิดการเปลี่ยนรูปของคลื่นช็อกตั้งฉาก เนื่องจากเมื่อคลื่นช็อกเคลื่อนที่ผานมุมหักลง

ดานลาง 90 องศา ก็จะเกิดการกระจายของคลื่นช็อกตั้งฉากตรงมุมหัก โดยเกิดการเปลี่ยนรูปของ

คล่ืนช็อกตั้งฉาก ซึ่งกอใหเกิดคล่ืนช็อก คล่ืนขยาย ผิวสัมผัสไมตอเนื่องและการหมุนตัวของเสน

สตรีม (streamline) จนเกิดปรากฏการณวอเท็กซ (vortex)  

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.46 ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o 

ในรูปที่ 6.47-6.48 แสดงรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของความหนาแนนที่ไดจากการ

คํานวณที่เวลาตาง ๆ กัน เมื่อพิจาราณารูปตาง ๆ จะเห็นวา การประยุกตเทคนิคปรับขนาดเอลิ

เมนตเขากับปญหาการไหลความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัว สามารถจับการเคลื่อนตัวของคลื่น

ช็อกตกกระทบเคลื่อนที่มาจากทางดานขวาและลงมาทางดานลางของโดเมนไดอยางชัดเจน  

 

0.2 

1.6 

1.0 

Ms = 2 

1.0 
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    t = 0.0 

    t = 0.1 

   t = 0.2 

    t = 0.3 

 

รูปที ่6.47 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.0-0.3 สําหรับ

ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o 
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   t = 0.4 

   t = 0.5 

   t=0.6 

 

รูปที ่6.48 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.4-0.6 สําหรับ

ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o 
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6.2.5  ปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 2.0 เทาในชองแคบที่มีพื้นเอียงมุม 10o 
  

 ลักษณะของปญหาคือมีของไหลความเร็วสูงกวาเสียง 2.0 เทา ผานเขามา

ทางดานซายมือ และไหลผานชองที่มีพื้นเอียงทํามุม 10o กับแนวราบ [31] การหักมุมอยางฉับพลัน

กอใหเกิดคลื่นช็อคเอียงพุงขึ้นไปกระทบผนังดานบนและสะทอนกลับลงมาดานลาง คล่ืนช็อกที่

สะทอนกลับลงมาจะกระทบผนังดานลางอีกครั้งและสะทอนสูผนังดานบนกอนที่จะไหลออก

ทางดานขวามือของปญหา บริเวณจุดหักมุมที่สองของปญหาจะเกิดคลื่นการขยายตัวพุงไปกระทบ

กับคล่ืนช็อกที่เกิดจากการสะทอนทางดานหลัง ทําใหการไหลดานหลังจุดหักมุมมีความซับซอนข้ึน 

รูปแบบของปญหานี้ไดแสดงไวในรูปที่ 6.49 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.49 ปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 2.0 เทาในชองแคบที่มีพื้นเอียงมมุ 10o 

 

 การวิเคราะหปญหาการไหลนี้เริ่มดวยการสรางรูปรางของปญหาและแบงโดเมน

ของปญหาออกเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาดคอนขางสม่ําเสมอ แลวทําการประยุกตเทคนิค

การปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหาในระหวางการวิเคราะหการไหล ในรูปที่ 6.50-

6.51 จะพบวาเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตทําใหผลลัพธที่ไดมีความแมนยํามากขึ้นในทุก

ชวงเวลา โดยสังเกตจากเอลิเมนตขนาดเล็กจํานวนมากวางตัวตามแนวคลื่นช็อกทําใหความหนา

ของคลื่นช็อกลดลง ในขณะเดียวกันมีการกระจุกตัวของเอลิเมนตที่จุดหักมุมที่สองทําใหคลื่นการ

ขยายตัวเปนเสนตรงและรวมกันเปนจุดเดียวที่จุดหักมุมนี้ ในตารางที่ 6.1 เปนการเปรียบเทียบของ

ผลลัพธที่ไดจากคํานวณในรูปแบบของหมายเลขมัคที่จุดตางๆ บนโดเมน พบวามีผลลัพธที่ไดมี

ความสอดคลองผลเฉลยแมนตรงและระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมในเอกสารอางอิง [35] 

 

 

Shock wave 
M = 2.0 
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t=0.1 

   
t=1.0 

  
t=2.0 

  
t=3.0 

   
t=4.0 

  
t=5.0 

  
t=6.0 

   
t=7.0 

รูปที่ 6.50 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนช้ันของคาความหนาแนนที่เวลา t=0.1-7.0 สําหรับ

ปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 2.0 เทาในชองแคบที่มีพื้นเอียงมุม 10o 
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t =8.0 

  
t=9.0 

  
t=10.0 

  
t=11.0 

   
t=12.0 

 

รูปที ่6.51 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t=8.0 – 12.0 สําหรบั

ปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 2.0 เทาในชองแคบที่มีพื้นเอียงมุม 10o 

 

ตารางที่ 6.1 การเปรียบเทียบคาหมายเลขมัคที่ตําแหนงตางๆ ของปญหาการไหลความเร็วสูงกวา

เสียง 2.0 เทาในชองแคบทีม่ีพื้นเอียงมุม 10o 

 

ตําแหนง 
Analytical 

Mach number 

CBS  

(% difference) 

Ref . [35] 

(% difference) 

   1 2.00 2.000 (0.0) 2.000 (0.0) 

   2 1.65 1.641 (0.5) 1.639 (0.7) 

   3 1.30 1.310 (0.8) 1.287 (1.0) 

   4 2.00 1.985 (0.8) 1.985 (0.8) 
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 6.2.6  ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับ 

ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับ (Mach 2 shock 

reflection over a wedge) [34,36] เปนปญหาที่กําหนดใหคลื่นช็อกตั้งฉาก (normal shock) 

หมายเลขมัค 2 เคลื่อนที่จากดานซายมายังดานขวามือดังแสดงในรูปที่ 6.52 ปญหานี้มักใชเปน

ปญหาที่ทดสอบประสิทธิภาพของระเบียบเชิงตัวเลขและเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย

อัตโนมัติเนื่องจากเปนปญหาที่มีความซับซอนและเกิดปรากฏการณคลื่นช็อกที่มีพฤติกรรม

แตกตางกันมาก  และถาหากระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชในการแกปญหาไมมีประสิทธิภาพ ก็จะไม

สามารถจับคล่ืนช็อกตาง ๆ ของปญหาไดอยางถูกตอง 

 

 

รปูที่ 6.52 ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับ 

ในรูปที่ 6.53-6.54 แสดงรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับตัวไปตามเวลาและเสนชัน้

ของความหนาแนนที่ไดจากการคํานวณที่เวลาตาง ๆ กัน จากรูปจะพบวาเอลิเมนตขนาดเล็กจะ

เคล่ือนตัวไปตามการเคลื่อนที่ของคลื่นช็อกตกกระทบที่มีลักษณะเปนเสนตรงและเอลิเมนตขนาด

เล็กจะวางตัวตามแนวของคลื่นช็อกสะทอนกลับที่มีลักษณะเปนสวนโคงขณะเดียวกันตรงจุดที่

คลื่นช็อกตกกระทบสัมผัสกับพื้นจะมีเอลิเมนตวางตัวกันอยางหนาแนนตลอดเวลาเพื่อที่จะจับการ

เปลี่ยนแปลงของการไหลที่มีความซับซอนตรงจุดนี้ใหไดซึ่งจะปรากฏในรูปแบบของกานมัคที่จะตั้ง

ฉากกับพื้นตลอดเวลา  

1.0

46
o
 

0.25 0.75 

Ms=2.0 
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t=0.00000 

t=0.00015 

t=0.00030 

t=0.00045 

 

รูปที ่6.53 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.00000-0.00045 

สําหรับปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนงัยกระดับ 
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t=0.00060 

t=0.00075 

t=0.00090 

 

รูปที ่6.54 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.00060-0.00090 

สําหรับปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนงัยกระดับ 
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6.2.7 ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศ 

ปญหาของการระเบิดในอากาศ [8,37,38] เปนปญหาที่มีลักษณะเคลื่อนตัวของ

คลื่นช็อกแผกระจายออกเปนวงกลมจากการกําหนดเงื่อนไขเริ่มตนใหกับของไหลใหมีความ

แตกตางกันรูปแบบของปญหาไดถูกแสดงไวในรูปที่ 6.55 

 

 

รูปที ่6.55 ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศ 

 สําหรับเงื่อนไขเริ่มตนสําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศ เปนดังนี้

กําหนดให ρ = 2, u = 0, v = 0 และ ε = 18.75 ที่ r = 22 yx + < 0.13 และ กําหนดให ρ = 1, u = 

0, v = 0 และ ε = 2.5. ที่ตําแหนงอ่ืนๆ เมื่อทําการคํานวณจะพบวาเกิดการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อก

ในรูปแบบของวงกลมออกจากศูนยกลางการระเบิดสวนของไหลบริเวณดานหลังของคลื่นช็อกก็จะ

มีการเปลี่ยนแปลงแบบคอยเปนคอยไป สําหรับการวิเคราะหปญหานี้ จะเริ่มตนดวยการสรางเอลิ

เมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาดคอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  และประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาด

เอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหาจนไดผลลัพธที่มีความแมนยําในชวงเวลาเริ่มตนเสียกอน 

จากนั้นจึงเริ่มวิเคราะหการไหลและปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติควบคูกันไปพรอมๆกัน ในรูป

ที่ 6.56 – 6.58 แสดงรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของความหนาแนนพบจะมีวาเอลิเมนต

ขนาดเล็กวางตัวตามแนวของคลื่นช็อกเปนวงกลมอยางชัดเจนและเอลิเมนตขนาดเล็กเหลานี้จะ

เคล่ือนตัวออกจากออกจากศูนยกลางการระเบิด ซึ่งทําใหไดผลลัพธที่มีความแมนยําในทุก

ชวงเวลาที่คํานวณ ในปญหานี้ไดทําการเปรียบเทียบผลลัพธที่เวลา t = 0.13 กับผลการคํานวณ

เชิงตัวเลขในเอกสารอางอิง [38] โดยไดแสดงไวในรูปที่ 6.59 ซึ่งจะพบวาผลลัพธที่ไดจากการ

ประยุกตรวมกันของระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะและเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย

อัตโนมัติควบคูกันใหผลลัพธที่ดีกวาโดยดูจากความชันของคลื่นช็อก 

Low pressure zone 

1.0 

1.0 

Shock wave 
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pressure 
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t=0.00 

 

   
t=0.02 

 

   
t=0.04 

 

รูปที่ 6.56 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.00-0.04  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศ 
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t=0.06 

 

   
t=0.08 

  

   
t=0.10 

 

รูปที่ 6.57 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.06-0.10  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศ 
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t=0.11 

 

   
t=0.12 

 

   
t=0.13 

 

รูปที่ 6.58 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.11-0.13  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศ 
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รูปที ่6.59 กราฟเปรียบเทียบคาความหนาแนน ที่ตําแหนง y=0 ที่เวลา t = 0.13  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศ 

 

 6.2.8 ปญหาคลื่นชอ็กจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้นราบ 

ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้นราบ [37] ดังในรูปที่ 6.60  

จะมีลักษณะคลายกับปญหาที่ผานมาแตจะกําหนดใหพื้นดานลางเปนผนัง  เพื่อศึกษา

ปรากฏการณการตกกระทบของคลื่นช็อก  สําหรับเงื่อนไขเริ่มตนสําหรับการไหลก็จะเหมือนกับ

ปญหาที่ผานมา คือ 

 

รูปที ่6.60 ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศตกกระทบพื้นราบ 

Low pressure zone 
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Ref [38] 

CBS 
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 กําหนดให ρ = 2, u = 0, v = 0 และ ε = 18.75 ที่ r = 22 yx + < 0.13 และ 

กําหนดให ρ = 1, u = 0, v = 0 และ ε = 2.5. ที่ตําแหนงอื่นๆ การวิเคราะหจะเริ่มตนดวยการสราง

เอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาดคอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  และประยุกตระเบียบวิธีปรับ

ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหาเพื่อใชเกิดความแมนยําของผลลัพธในชวงเวลาเริ่มตน

จากนั้นคอยวิเคราะหการไหลควบคูไปกับการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ โดยในรูปที่ 6.61-

6.63 แสดงรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของความหนาแนนที่สอดคลองกันที่เวลาตางๆ จาก

รูปดังกลาวจะพบวาคลื่นช็อกโคงเคลื่อนตัวออกจากศูนยกลางการระเบิด และเมื่อตกกระทบกับ

พ้ืนราบ ก็จะเกิดการสะทอนกลับของคลื่นช็อกและการกระทบกันของคล่ืนช็อกสะทอนและคลื่น

ช็อกโคงซึ่งกอใหเกิดเปนปรากฏการณการไหลที่มีความซับซอนมาก การประยุกตเทคนิคการปรับ

ขนาดเอลิเมนตรวมไปกับการวิเคราะหการไหลความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัวดวยโปแกรม

คอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนสามารถจับการเปลี่ยนแปลงและจับสภาวะการไหลที่มีความซับซอนได 

 

 
t=0.00 

 
t=0.02 

รูปที่ 6.61 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.00-0.02  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศตกกระทบพื้นราบ 
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t=0.04 

 
t=0.06 

 
t=0.08 

 
t=0.10 

รูปที่ 6.62 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.04-0.10  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศตกกระทบพื้นราบ 
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t=0.12 

 
t=0.14 

 
t=0.16 

 
t=0.18 

รูปที่ 6.63 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.12-0.18  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศตกกระทบพื้นราบ 
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t=0.20 

 
t=0.22 

 
t=0.24 

รูปที่ 6.64 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.20-0.24  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศตกกระทบพื้นราบ 
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บทที่  7 

บทสรุป ปญหาที่พบและขอเสนอแนะ 

 การวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดภายใตสภาวะไมอยูตัว โดย

ใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตและระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะและการประยุกตเทคนิคการ

ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ สามารถสรุปประเด็นสําคัญ ตลอดจนปญหาที่พบและ

ขอเสนอแนะสําหรับการวิจัยในอนาคต ดังตอไปนี้ 

7.1 บทสรุป 

วิทยานิพนธนี้ไดทําการศึกษาปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดโดยไร

ความหนืดใน 2 มิติ ภายใตสภาวะไมอยูตัว ซึ่งถูกควบคุมโดยระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนา

เวียร-สโตกส และสมการสถานะของกาซในอุดมคติ โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยสมการ

ไฟไนตเอลิเมนตที่ประดิษฐข้ึนไดเลือกใชระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ(Characteristic-

Based Split algorithm) หรือที่นิยมเรียกกันโดยยอวาวิธีซีบีเอส (CBS algorithm) โดยวิธีซีบีเอส

ไดถูกนํามาประยุกตใชกับปญหาการไหลในหลายๆ รูปแบบ วิทยานิพนธไดนําวิธีการนี้มา

ประยุกตใชกับปญหาการไหลความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัว และเพ่ือปรับปรุงผลลัพธใหมี

ความถูกตองมากขึ้นในทุกๆ ชวงเวลาที่ทําการวิเคราะห จึงไดนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต

โดยอัตโนมัติมาใชรวมดวย เนื้อหาของวิทยานิพนธไดอธิบายการทํางานอยางเปนขั้นเปนตอน เริ่ม

ตั้งแตการกลาวถึงที่มาและความสําคัญของวิทยานิพนธ ซึ่งไดชี้ใหเห็นความจําเปนในการหา

ผลลัพธโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข ตลอดจนงานวิจัยในอดีตที่งานมา ดังแสดงไวในบทที่ 1 

ในบทที่ 2 เปนเนื้อหาเกี่ยวกับระบบสมการเชิงอนุพันธที่อธิบายหลักความจรงิของ

การไหลซึ่งประกอบดวยสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวล สมการเชิงอนุพันธยอยของ

การอนุรักษโมเมนตัม และสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน ตอจากนั้นจึงเปนการ

อธิบายเก่ียวกับเงื่อนไขขอบเขตสําหรับปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได ในสวนของบทที่ 3 

ไดแสดงถึงขั้นตอนโดยทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต และอธิบายถึงภาพรวมของวิธีการ

แยกดวยคุณลักษณะ แลวดําเนินการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับระบบสมการ

เชิงอนุพันธยอยโดยใชวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ หลังจากไดสมการไฟไนตเอลิเมนตแลว จึงทํา

การประดิษฐรายละเอียดของไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซทั้งหมดที่เก่ียวของตอไป 
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ตอจากนั้นจึงเปนการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกับสมการไฟ

ไนตเอลิเมนต โดยรายละเอียดขั้นตอนการทํางาน ลักษณะแฟมขอมูลนําเขา และแฟมขอมูล

ผลลัพธ ไดแสดงไวในบทที่ 4  

ในบทที่ 5 ผลลัพธที่ไดมีความสอดคลองกัน เนื่องจากในปญหาการไหลความเร็ว

สูงแบบอัดตัวไดโดยสวนใหญจะมีการเปลี่ยนแปลงสภาวะการไหลอยางฉับพลันผานแนวคลื่นช็อก

โดยเฉพาะอยางย่ิง เมื่อปญหาการไหลอยูในสภาวะไมอยูตัวจะเกิดการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อก

ตางๆ  การที่จะใหไดมาซึ่งผลลัพธที่มีความแมนยําสูง จําเปนตองใชเอลิเมนตขนาดเล็กๆ วางตัว

ตามแนวคลื่นช็อกเพื่อจับการเปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นอยางฉับพลันใหได  แตการใชเอลิเมนตขนาด

เล็กทั่วทั้งโดเมนของปญหาจะทําใหสิ้นเปลืองหนวยความจําของคอมพิวเตอร จึงไดนําเทคนิคการ

ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขามาประยุกตใชรวมดวย โดยจะประยุกตเทคนิคการปรับขนาด

เอลิเมนตโดยอัตโนมัติควบคูกันไปกับการวิเคราะหการไหลซึ่งจะทําใหผลลัพธที่ไดมีความถูกตอง

มากย่ิงขึ้นโดยไมจําเปนตองใชเอลิเมนตขนาดเล็กจํานวนมากทั่วทั้งโดเมน  เนื้อหาในบทที่ 6 เปน

ตัวอยางการวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงในรูปแบบตางๆ โดยเริ่มการตรวจสอบความ

ถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง เชน ปญหาคลื่น

ช็อกในทอจากนั้นจึงประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตควบคูกับการวิเคราะหการไหลเพื่อดู

ความแมนยําของผลลัพธที่เพิ่มขึ้นมา และนํากระบวนการทั้งสองไปประยุกตกับปญหาที่มีความ

ซับซอนมายิ่งข้ึนเชน ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o  ปญหาคลื่น

ช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบ

พ้ืนราบ เปนตน จากผลการคํานวณพบวาวิธีซีบีเอสสามารถวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูง

ภายใตสภาวะไมอยูตัว และการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติควบคูไปกับการ

วิเคราะหการไหลจะทําใหไดผลลัพธที่มคีวามแมนยํามากขึ้นในทุกชวงเวลา จากตัวอยางที่ไดแสดง

และจากงานวิจัยที่ผานมาตางๆ ไดแสดงใหเห็นถึงประสิทธิภาพของระเบียบวิธีซีบีเอสในการ

วิเคราะหปญหาการไหลในรูปแบบตางๆ ซึ่งถือเปนขอดีของระเบียบวิธีนี้ อยางไรก็ตามระเบียบวิธนีี้

ก็ยังมีขอดวยอยูบางในเรื่องของการสั่นของผลลัพธที่ไดจากการคํานวนในบริเวณที่มีความเร็วต่ํา ๆ  

ซ่ึงจะตองศึกษาวิจัยเพื่อแกไขกันตอไป 

 

7.2 ปญหาท่ีพบในขณะทําวิทยานิพนธ 

สําหรับปญหาที่พบในขณะดําเนินการวิจัย สามารถสรุปเปนขอๆ มีดังนี้  
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7.2.1  ปญหาการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ จําเปนตองมี

การกําหนด คาพารามิเตอรบางตัว เชน การเลือกคา minh , maxh  กลาวคือ ในชวงเริ่มตนของการ

คํานวณจําเปนตองปรับขนาดเอลิเมนตใหมีความถูกตองของผลลัพธกอนซ่ึงหากในตอนเริ่มตนใช

คาดังกลาวไมเหมาะสม เชน minh นอยเกินไปแลว เมื่อวิเคราะหปญหาการไหลไปไดสักระยะ จะ

ทําใหเกิดจํานวนเอลิเมนตเพิ่มข้ึนอยางมากซึ่งจะสงผลตอเวลาที่ใชในการคํานวณมากทีเดียว หรือ

หากเลือก minh มีคามากเกินไปเมื่อทําการคํานวณไปไดสักระยะแลวจะไมสามารถจับการเคลื่อน

ตัวของคลื่นช็อกได ซึ่งการเลือก minh , maxh ในตอนเริ่มตนนี้ข้ึนอยูกับประสบการณของผูทําการ

วิเคราะหเปนหลัก  

7.2.2  การเลือกชวงเวลาที่เหมาะสมในการปรับขนาดเอลิเมนต ในงานวิจัยนี้จะมีการ

ปรับขนาดเอลิเมนตควบคูไปกับการวิเคราะหการไหลซึ่งจะทําใหมีเอลิเมนตขนาดเล็กเคลื่อนตัวไป

พรอมกับการเคลื่อนตัวของผลลัพธเมื่อเวลาเปล่ียนแปลงไป หากเลือกชวงเวลาในปรับขนาดเอลิ

เมนตไมเหมาะสม เชน เลือกชวงเวลาดังกลาวมากไปจะทําใหไมสามารถจับการเคลื่อนตัวของ

คล่ืนช็อกไดแตถาเลือกชวงเวลาดังกลาวนอยไปจะทําใหตองเสียเวลาในการปรับขนาดเอลิเมนต

หลายๆครั้งมากขึ้น 

7.2.3 ปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได มักมีการเปลี่ยนแปลงของสภาวะการ

ไหลอยางฉับพลันผานแนวคลื่นช็อค ซึ่งอาจเกิดการสั่นของผลลัพธในบริเวณใกลแนวคลื่นช็อคได

จึงตองมีการเพิ่มความหนืดเทียมเขาไปเพื่อลดการสั่น โดยจําเปนตองมีการกําหนดคาคงที่ ซึ่ง

หมายถึงปริมาณของความหนืดเทียมที่เพ่ิมเขาไปใหกับปญหา ซึ่งถาเลือกไมเหมาะสมจะทําให

ความแมนยําของผลลัพธที่ไดลดลง หรืออาจจะเกิดการลูออกได 

 

7.3 ขอเสนอแนะสําหรับงานวจิัยในอนาคต 

 ในงานวิทยานิพนธนี้เปนการศึกษาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดภายใตสภาวะ

ไมอยูตัวแบบไรความหนืดเทานั้น หากทําการเพิ่มพจนที่ความหนืดลงไปในสมการไฟไนตเอลิเมนต 

ก็จะทําใหการวิเคราะหการไหลจะมีความใกลเคียงกับสภาวะที่เกิดจริงในธรรมชาติมากยิ่งขึ้น และ

จากปญหาสุดทายของการวิเคราะหคือ ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้น

ราบ ถาหากไปทําการวิเคราะหปฏิสัมพันธกับโครงสรางวาผลการระเบิดจะกอใหเกิดผลกระทบ

อยางไรตอโครงสรางดวยจะกอใหเกิดเปนองคความรูใหมข้ึนมา 
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ภาคผนวก ก 
รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร สําหรับวิเคราะหการไหลความเร็วสูง 

  
 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับวิเคราะหการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได ที่ไดประดิษฐข้ึน

ดังที่ไดกลาวไวในบทที่ 4 มีรายละเอียดดังนี้ 

 
! Bismi Allahi alrrahmani alrraheemi ! 
! In the name of Allah, Most Gracious, Most Merciful 
! Praise be to Allah, the Cherisher and Sustainer of the world;  
! Most Gracious, Most Merciful;  
! Master of the Day of Judgment.  
! Thee do we worship, and Thine aid we seek.  
! Show us the straight way,  
! The way of those on whom Thou hast bestowed Thy Grace, those whose (portion) is not 
wrath, 
! and who go not astray. 
 
Program CBS_HIFLOW 
  

use variable 
 implicit none 
 open(unit=12, file='femesh_sol.out', status='unknown', action='write') 
 open(unit=13, file='error_av.eav'  , status='unknown', action='write') 
 open(unit=15, file='error_mx.emx'  , status='unknown', action='write') 
 open(unit=16, file='transient.his' , status='unknown', action='write') 
 OPEN(UNIT=20, FILE='CHECK1.OUT',STATUS='UNKNOWN',action='write') 
 call input 
 call prelim 
 call transform 
 call iteration 
 call btransform 
 call output 
 
End program CBS_HIFLOW 
 
Module variable 
  
implicit none 
 character(len=20) :: name1, name2, name3, text 
 character(len=1) :: hthou, tthou, thou, hun, dec, unit 
 integer(2) :: stday, stmonth, styear 
 integer(2) :: sthour, stminute, stsecond, sthund
 integer(2) :: enday, enmonth, enyear 
 integer(2)  :: enhour, enminute, ensecond, enhund  
 
! define size by (npoin,x) 
  

integer(4), allocatable, dimension(:,:) :: matcon 
 
! define size by (nelem,x)  
  

integer(4), allocatable, dimension(:,:) :: intma    !
 integer(4), allocatable, dimension(:,:) :: ielsi 
 
! define size by (nboun,x)  
  

integer(4), allocatable, dimension(:,:) :: iside      
 integer(4), allocatable, dimension(:,:) :: iwpoin 
 
! define size by (npoin) 
 
 integer(4), allocatable, dimension(:)        :: ihelp 
 integer(4), allocatable, dimension(:) :: ncmax, number 
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! define size by (x) 
 
 integer(4), dimension(4) :: icount 
 integer(4)                       :: npoin, nelem, nboun, nwall 
 integer(4) :: ip, ie, ib, ia, ic, iw 
 integer(4) :: i, j, k, kkk 
 integer(4) :: na, nb, nc, nd, ne, nf, nz, leng 
 integer(4)                        :: ntime, istep, ilots, iwrite 
 integer(4) :: itime, intime, nstep, niter, nwrite 
 integer(4)                        :: iopt, inpt, opvis, index, idum 
 integer(4) :: ifinal, nsmoo, opshock, num 
 
! define size by (npoin,x) 
 
 real(8), allocatable, dimension(:,:)   :: unkno, unkn1 
 real(8), allocatable, dimension(:,:)   :: rhs0, rhs1, rhs2 
 real(8), allocatable, dimension(:,:) :: coord    
      
! define size by (nelem,x)  
  
 real(8), allocatable, dimension(:,:)  :: geome    
! real(8), allocatable, dimension(:,:) :: fxsec, fysec 
 
! define size by (nboun,x)  
 
 real(8), allocatable, dimension(:,:)   :: rside 
 real(8), allocatable, dimension(:,:) :: wnor    
     
! define size by (npoin) 
 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: dmmat    
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: pres, pres1, temp, temp1 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: sound, amach, absv 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: deltp 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: alen 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: pswe, dum1, dum2 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: dpdxp, dpdyp, delun 
 real(8), allocatable, dimension(:) :: pnew, vnorm, rhonew, vmod, soundnew 
 
! define size by (nelem) 
 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: delte 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: sigxx, sigyy, sigxy 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: dtdx, dtdy, dpdx, dpdy  
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: dfx, dfy 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: dfe 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: uav, vav, dudxe, dvdye 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: dspdx, dspdy, dspdn 
  
! define size by (x) 
 
 real(8), dimension(5) :: cinf1, cinf2 
 real(8), dimension(4) :: ha, hb, sumer, sumsq 
 real(8), dimension(3) :: conin 
 real(8), dimension(2) :: theta 
 real(8)                                :: gamma, gamma1    
 real(8) :: dtfix, timt, rtime 
 real(8)                                :: csafe, csmoo 
 real(8) :: dt, diff, cder 
 real(8) :: adel1, adel2, adel3, adel4 
 real(8) :: shockcon, tk, amul 
 real(8) :: cpoin, ttemp, lines 
 
End module variable 
 
Subroutine input 
 
 use  variable 
 
      implicit none 
 
 call gettim(sthour, stminute, stsecond, sthund) 
 
 write(*,*)"Bismi Allahi Alrrahmani Alrraheemi" 
 write(*,*)"In the name of Allah, Most Gracious, Most Merciful" 
 write(*,*)"Praise be to Allah, the Cherisher and Sustainer of the world;"  
 write(*,*)"Most Gracious, Most Merciful;"  
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 write(*,*)"Master of the Day of Judgment."  
 write(*,*)"Thee do we worship, and Thine aid we seek."  
 write(*,*)"Show us the straight way,"  

write(*,*)"The way of those on whom Thou hast bestowed Thy Grace, those whose 
(portion)" 

 write(*,*)"is not wrath, and who go not astray." 
 
 1  write(*,10) 
 10 format(//, ' Please enter the input file name:',/) 
 read(*, '(A)', err = 1) name1 
 
 open(unit=11, file=name1, status='old', action='read', err = 1) 
    

read(11,*) lines 
       DO  i = 1,lines 
        read(11,*) TEXT 
       ENDDO !i 
 

read(11,*) text 
 read(11,*) nelem, npoin, nboun 
  
 write(*,20) 
    20 format(/,' Enter option for transient calculation :',//,5x,'1.) steady state 
',/,5x,'2.) transient') 
 read(*,*) index 
  
 IF (index == 2) THEN 
   
  write(*,25) 
  25 format(/,' Please enter number of time step for write output files 
:') 
  read(*,*)nwrite 
 
 ENDIF  
  
 write(*,30) 
 30 format(/,' THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF :') 
 write(*,40)npoin 
 40 format('    NUMBER OF NODES       = ', I6) 
     write(*,50)nelem   
        50 format('    NUMBER OF ELEMENTS    = ', I6)   
     write(*,60)nboun 
        60 format('    NUMBER OF BOUNDARIES  = ', I6)   
 
! READING SPECIFIC HEAT RATIO (GAMMA) AND CONSTANT 
 
 READ(11,*) text 
     READ(11,*) gamma, shockcon 
 gamma1 = gamma - 1.0d+00 

opshock = 1 
     csmoo = 0.001 

nsmoo = 1 
theta(1) = 0.5 
theta(2) = 0.5 
ilots  =  -1 
opshock = 1 

 
! *** READING NO.OF STEPS TO BE RUN, NO.OF STEPS RAN SO FAR,  
! *** FIXED TIME STEP VALUE 
 
     READ(11,*) text 
     READ(11,*) ntime, iwrite, dtfix  
 
! *** allocate size of each array.... 
 
! allocate (npoin,x) 
 
 allocate(matcon(npoin,20))  
 allocate(unkno(npoin,4), unkn1(npoin,4)) 
 allocate(rhs0(npoin,4), rhs1(npoin,4), rhs2(npoin,4)) 
 allocate(coord(npoin,2)) 
 
! allocate (nelem,x) 
 
 allocate(intma(nelem,3), ielsi(nelem,2)) 
 allocate(geome(nelem,7)) 

allocate(fxsec(nelem,4), fysec(nelem,4)) 
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! allocate (nboun,x) 
 
 allocate(iside(nboun,4), rside(nboun,4)) 
 allocate(iwpoin(nboun,3), wnor(nboun,2))  
 
! allocate (npoin) 
 
 allocate(ihelp(npoin), ncmax(npoin), number(npoin)) 
 allocate(dmmat(npoin)) 
 allocate(pres(npoin), pres1(npoin), temp(npoin), temp1(npoin)) 
 allocate(sound(npoin), amach(npoin), absv(npoin)) 
 allocate(deltp(npoin), alen(npoin), pswe(npoin), dum1(npoin), dum2(npoin)) 
 allocate(dpdxp(npoin), dpdyp(npoin), delun(npoin)) 
 allocate(pnew(npoin), vnorm(npoin), rhonew(npoin), vmod(npoin),soundnew(npoin)) 
 
! allocate (nelem) 
 
 allocate(delte(nelem)) 
 allocate(sigxx(nelem), sigyy(nelem), sigxy(nelem)) 
 allocate(dtdx(nelem), dtdy(nelem), dpdx(nelem), dpdy(nelem))  
 allocate(dfx(nelem), dfy(nelem)) 
 allocate(dfe(nelem)) 
 allocate(uav(nelem), vav(nelem), dudxe(nelem), dvdye(nelem))  
 allocate(dspdx(nelem), dspdy(nelem), dspdn(nelem)) 
 
! *** READING THE COORDINATES OF THE NODAL POINTS 
 
 READ(11,*) text 
 
  DO ip = 1, npoin 
 
   READ(11,*) i, (coord(ip,j),j = 1,2) 
   IF(i.ne.ip) THEN 
    WRITE(*,70) I 
       70 FORMAT(/,'NODE NO.', I6,' IN DATA FILE IS MISSING') 
    STOP 
   ENDIF 
  ENDDO !ip 
 
! *** READING THE UNKNOWNS(RHO,U1,U2 AND E) 
 
 READ(11,*) text 
 
  DO ip = 1, npoin 
 
   READ(11,*) i, (unkno(ip,j),j = 1,4) 
   IF(i.ne.ip)THEN  
    WRITE(*,80) I 
       80 FORMAT(/,'NODE NO.', I6,' IN DATA FILE IS MISSING') 
    STOP 
   ENDIF  
  ENDDO !ip 
    
! *** READING ELEMENT CONNECTIVITY 
 
 READ(11,*) text 
 
  DO ie = 1, nelem 
   READ(11,*) i, (intma(ie,j),j = 1,3) 
   IF(i.ne.ie) THEN 
     WRITE(*,90) I 
       90 FORMAT(/,'ELEMENT NO.', I6,' IN DATA FILE IS MISSING') 
    STOP 
   ENDIF  
  ENDDO !ie 
 
! *** READING THE BOUNDARY SIDES INFORMATION 
 
 READ(11,*) text 
  
  DO ib = 1, nboun 
   READ(11,*) i, (iside(ib,j),j = 1,4) 
  ENDDO !ib 
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! *** CALCULATING PRESSURE, SPEED OF SOUND, TEMPERATURE  
 
  DO ip = 1, npoin 
 
   pres(ip)  = gamma1*unkno(ip,1)*(unkno(ip,4) - 
0.5d+00*(unkno(ip,2)**2 + unkno(ip,3)**2)) 
  
   temp(ip)  = (unkno(ip,4) - 0.5d+00*(unkno(ip,2)**2 + 
unkno(ip,3)**2)) 
  ENDDO !IP 
  
    CLOSE(11) 
   
End subroutine input 
 
! TRANSFORM PRIMATIVE VARIABLES INTO CONSERVATIVE VARIABLES 
 
Subroutine transform 
 
 use variable 
 
 implicit none 
 
 DO ip = 1, npoin  
  DO ia = 2,4  
   unkno(ip,ia) = unkno(ip,1)*unkno(ip,ia) 
  ENDDO !ia 
 ENDDO !ip 
 
END subroutine transform 
 
Subroutine prelim 
 
 use variable 
 
 implicit none 
 
 integer(4), dimension(npoin)   :: iflag 
 integer(4) :: ii, jj, kk 
 integer(4) :: ik, ikp, ik1, ik2, ikp1, ikp2 
 integer(4) :: ipb1, ipb2, in, nn, mm 
 integer(4) :: ib1, ib2, itrail 
 real(8) :: x1, x2, x3, y1, y2, y3 
 real(8) :: b1, b2, b3, c1, c2, c3 
 real(8) :: area, area2, ar2, ar3 
 real(8) :: anx, any, height 
 real(8) :: dx, dy, rleng 
 real(8) :: anx1, any1, ach, anor  
 
! marking the elements with one or two or no boundary sides 
  
 ielsi = 0  
 DO ib = 1, nboun 
         ie = iside(ib,3) 
         IF(ielsi(ie,1).eq.0) ielsi(ie,1) = ib 
         IF(ielsi(ie,1).ne.ib) ielsi(ie,2) = ib 
    ENDDO !i 
 
! finding points surriund points 
 
 IF(ilots /= -1) then 
  DO ip = 1, npoin 
   iflag = 0 
   ncmax(ip) = 0 
   DO ie = 1, nelem 
    DO ik = 1, 3 
     ikp = intma(ie,ik) 
     IF(ikp.eq.ip) THEN 
      ik1 = ik + 1 
      IF (ik1.gt.3) ik1 = ik1 - 3 
      ikp1 = intma(ie, ik1) 
      ik2 = ik1 + 1 
      IF(ik2.gt.3) ik2 = ik2 - 3 
      ikp2 = intma(ie,ik2) 
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      IF(iflag(ikp1).ne.1) THEN 
       iflag(ikp1) = 1 
       ncmax(ip) = ncmax(ip) + 1 
       matcon(ip,ncmax(ip)) = ikp1 
      ENDIF 
      IF(iflag(ikp2).ne.1) THEN 
       iflag(ikp2) = 1 
       ncmax(ip) = ncmax(ip) + 1 
       matcon(ip,ncmax(ip)) = ikp2 
      ENDIF 
     ENDIF 
    ENDDO !ik 
   ENDDO !ie 
  ENDDO !ip 
 ENDIF 
 
! computing [dNi/dX] = bi/2A, [dNi/dY] = ci/2A, Area of element   
  
 DO ie = 1, nelem 
  ii = intma(ie,1) 
  jj = intma(ie,2) 
  kk = intma(ie,3) 
  x1 = coord(ii,1) 
  x2 = coord(jj,1) 
  x3 = coord(kk,1) 
  y1 = coord(ii,2) 
  y2 = coord(jj,2) 
  y3 = coord(kk,2) 
  b1 = y2 - y3 
  b2 = y3 - y1 
  b3 = y1 - y2 
  c1 = x3 - x2 
  c2 = x1 - x3 
  c3 = x2 - x1 
  area = 0.5d+00*(x2*(y3-y1) + x1*(y2-y3) + x3*(y1-y2)) 
  area2 = 2.0d+00*area  
  geome(ie,1) = b1/area2 
  geome(ie,2) = b2/area2 
  geome(ie,3) = b3/area2 
  geome(ie,4) = c1/area2 
  geome(ie,5) = c2/area2 
  geome(ie,6) = c3/area2 
  geome(ie,7) = area2 
 ENDDO !ie 
 
! computing the shortest characteristic height for all nodes 
 
 alen = 1.0d+06 
        DO ie = 1, nelem 
  DO i = 1, 3 
   ip  = intma(ie,i) 
   anx = geome(ie,i) 
   any = geome(ie,i+3) 
   height = 1.0/dsqrt(anx*anx + any*any) 
   alen(ip) = dmin1( alen(ip),height ) 
  ENDDO !i   

ENDDO !ie  
 
! computing inverse lumped mass matrix 
 
 dmmat = 0.0d+00 
 DO ie = 1, nelem 
         ar2 = geome(ie,7) 
         ar3 = ar2/6.0d+00 
         DO i = 1, 3 
   ip = intma(ie,i) 
   dmmat(ip) = dmmat(ip) + ar3 
         ENDDO !i 
  ENDDO !ie 
 
     DO ip = 1, npoin 
  dmmat(ip) = 1.0d+00/dmmat(ip) 
 ENDDO !ip 
 
! computing direction cosine and lenght of boundary 
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 rside = 0.0d+00 
 
 DO ib = 1, nboun 
         ipb1 = iside(ib,1) 
         ipb2 = iside(ib,2) 
         dx = coord(ipb2,1) - coord(ipb1,1) 
         dy = coord(ipb2,2) - coord(ipb1,2) 
         rleng = dsqrt(dx*dx+dy*dy) 
         rside(ib,1) = dy/rleng 
         rside(ib,2) = -dx/rleng 
         rside(ib,3) =  rleng 
 ENDDO !ib  
 
! computing normal vector of node on wall boundary  
 
 ihelp = 0 
 iwpoin = 0 
 DO in = 1, 2 
  DO ib = 1, nboun 
   IF(iside(ib,4)==2) THEN 
    nn = iside(ib,in) 
    mm = ihelp(nn) 
    IF(mm == 0) THEN 
     nwall = nwall + 1 
     iwpoin(nwall,1) = nn 
     iwpoin(nwall,2) = ib 
     ihelp(nn) = nwall 
    ELSE 
     iwpoin(mm,3) = ib 
    ENDIF 
   ENDIF 
  ENDDO !ib 
 ENDDO !in 
      
 DO iw = 1, nwall 
  ib1 = iwpoin(iw,2) 
         ib2 = iwpoin(iw,3) 
         anx1 = rside(ib1,3)*rside(ib1,1) 
         any1 = rside(ib1,3)*rside(ib1,2) 
        IF(ib2 /= 0) THEN 
   anx1 = anx1 + rside(ib2,3)*rside(ib2,1) 
   any1 = any1 + rside(ib2,3)*rside(ib2,2) 
   ach  = rside(ib1,1)*rside(ib2,1) + rside(ib1,2)*rside(ib2,2) 
   IF(ach < -0.2) THEN 
    itrail = IW 
    WRITE(*,*) iwpoin(iw,1),' IS TRAILING EDGE' 
    wnor(iw,1) = 0.0D+00 
    wnor(iw,2) = 0.0D+00 
    GO TO 300 
   ENDIF 
        ENDIF 
         anor = DSQRT(anx1*anx1 + any1*any1) 
         anx1 = anx1/anor 
         any1 = any1/anor 
         wnor(iw,1) = anx1 
         wnor(iw,2) = any1 
  300 CONTINUE 
 ENDDO !IW 
 
End subroutine prelim 
 
 
Subroutine iteration 
 
 use variable 
 
 implicit none 
 
 write(*,10) 
 write(13,10) 
 write(15,10)  
 10 format(/,4X,'ITERATION NO.',5X,'DEL-RHO',7X,'DEL RHO-U',5X,'DEL RHO-
V',5X,'DEL RHO-E',/) 
 
 nstep = istep + 1 
     istep = ntime + istep 
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     DO itime = nstep, istep 
 
  intime = itime - nstep + 1 
 
! storing variable  
   
  DO ia = 1, 4 
   DO ip = 1, npoin 
    unkn1(ip,ia) = unkno(ip,ia) 
   ENDDO !ip 
  ENDDO !ia 
 
! storing pressure and temperature 
 
  DO ip = 1, npoin 
   pres1(ip) = pres(ip) 
   temp1(ip) = temp(ip) 
  ENDDO !ip 
  call critime 
  call step1 
  call step2 
  call step3 
  call step4 
 
! apply boundary conditions 
   
  call bound 
  call getpres 
 
! residual smooting technique 
 
  call rsmoo 
 
! apply boundary conditions  
 
  call bound 
  call getpres 
 
! show error on monitor 
 
  kkk = mod(itime, iwrite) 
  IF(kkk.eq.0.or.itime.eq.istep.or.intime.eq.1)THEN 
   cpoin = 1.0d+00/float(npoin) 
   DO ia = 1, 4  
    ha(ia) = 0.0d+00 
    hb(ia) = 0.0d+00 
    icount(ia) = 1 
   ENDDO !IA 
           DO ip = 1, npoin 
    adel1 = unkno(ip,1) - unkn1(ip,1) 
    adel2 = unkno(ip,2) - unkn1(ip,2) 
    adel3 = unkno(ip,3) - unkn1(ip,3) 
    adel4 = unkno(ip,4) - unkn1(ip,4) 
              cder = dabs(adel1) 
    hb(1) = hb(1) + cder 
    IF(cder >=ha(1)) THEN 
     icount(1) = ip 
     ha(1) = cder 
    ENDIF 
    cder = dabs(adel2) 
    hb(2) = hb(2) + cder 
    IF(cder >=ha(2)) THEN 
     icount(2) = ip 
     ha(2) = cder 
    ENDIF 
    cder = dabs(adel3) 
    hb(3) = hb(3) + cder 
    IF(cder >=ha(3)) THEN 
     icount(3) = ip 
     ha(3) = cder 
    ENDIF 
             cder = dabs(adel4) 
    hb(4) = hb(4) + cder 
    IF(cder >=ha(4)) THEN 
     icount(4) = ip 
     ha(4) = cder 
    ENDIF  



 132

             ENDDO !IP      
 
   hb(1) = hb(1)*cpoin 
   hb(2) = hb(2)*cpoin 
   hb(3) = hb(3)*cpoin 
   hb(4) = hb(4)*cpoin 
 
! writing average error into error_av.eav 
   
   write(13,95)  itime, (hb(ia),ia = 1, 4)   
                     
! writing maximum error into error_mx.emx 
 
   write(15,95)  itime, (ha(ia),ia = 1, 4)  
   write(15,100) (icount(ia),ia = 1, 4) 
  95  format(i6,2x,4e16.8) 
                100  format(8x,4i15)   
   ENDIF 
 
! computing summation square of error for first iteration  
 
  IF(itime == nstep) THEN 
   DO ia = 1, 4 
    sumer(ia) = 0.0d+00 
    DO ip = 1, npoin 
     diff = unkno(ip,ia) - unkn1(ip,ia) 
     sumer(ia) = sumer(ia) + diff*diff 
    ENDDO !ip   
    sumer(ia) = dsqrt(sumer(ia)) 
   ENDDO !ia  
  ENDIF 
 
! computing summation square of error for each iteration  
 
  DO ia = 1, 4 
   sumsq(ia) = 0.0d+00 
    DO ip = 1, npoin 
     diff = unkno(ip,ia) - unkn1(ip,ia) 
     sumsq(ia) = sumsq(ia) + diff*diff 
    ENDDO !ip 
   sumsq(ia) = dsqrt(sumsq(ia)) 
  ENDDO !ia 
 
! showing summation square of error for each iteration  
 
  kkk = mod(itime,iwrite) 
  IF(kkk.eq.0.or.itime.eq.istep.or.intime.eq.1)THEN   
   write(*,105)itime, (sumsq(ia), ia = 1, 4) 
   105 format(4x,i6,10x,e12.6,3(2x,e12.6)) 
  ENDIF 
 
! *** CHECK ERROR IN EVERY TIME ITERATION WITH FIRST TIME ITERATION 
 
  ifinal = 0 
  DO ia = 1, 4 
   IF(sumsq(ia).lt.sumer(ia)*1.0e-8) ifinal = ifinal + 1 
  ENDDO !ia 
  IF(ifinal == 4) THEN 
   write(*,110)itime, (sumsq(ia),ia = 1, 4) 
   110 format(I8,4(2X,E12.6))  
   GOTO 2000 
  ENDIF  
 
! *** WRITING OUTPUT FILES FOR TRANSIENT PROBLEM 
 
  IF(index == 2)THEN 
   idum = mod(itime,nwrite) 
   IF(idum == 0.or.intime == 1)THEN 
    num   = itime 
    na    = int(num/100000) 
    hthou = char(na+48) 
    num   = num - na*100000 
    nb    = int(num/10000) 
    tthou = char(nb+48) 
    num  = num - nb*10000 
    nc   = int(num/1000) 
    thou = char(nc+48) 



 133

    num  = num - nc*1000 
    nd   = int(num/100) 
    hun  = char(nd+48) 
    num  = num - nd*100 
    ne   = int(num/10) 
    dec  = char(ne+48) 
    nf   = mod(num,10) 
    unit = char(nf+48) 
    leng = len_trim(name1) - 4 
  
 open(unit=17,file=name1(1:leng)//'_'//hthou//tthou//thou//hun//dec//unit//'.plt
',status='unknown')     
    call outtr 
 write(16,*)name1(1:leng),'_',hthou,tthou,thou,hun,dec,unit,'   time elapsed ' 
,rtime, ' sec '     
   ENDIF 
  ENDIF 
 
! *** check time elapsed  
 
  ttemp = 1.0d+06 
  DO ip = 1, npoin 
   ttemp = min(ttemp, deltp(ip)) 
  ENDDO !IP 
  timt = timt + ttemp 
 ENDDO !itime 
 
2000 continue 
 
End subroutine iteration 
 
Subroutine critime 
  use variable 
  implicit none 
 integer(4) :: ik, ikk, ip1, ip2, ip3 
 real(8) :: uvel, vvel, cmax, vmax, tcri, pecl 
 real(8) :: dtsml, dtbig 
 
! ilots = -1 , transient accurate option 
  

IF(ilots.le.-1) THEN 
  deltp = dtfix 
  delte = 2.0d+00*dtfix 
         return 

ENDIF 
 
! ilots = 1 , steady state option 
 
     DO ip = 1, npoin 
         uvel = unkno(ip,2)/unkno(ip,1) 
         vvel = unkno(ip,3)/unkno(ip,1)  
         vmod(ip) = dsqrt( uvel*uvel + vvel*vvel ) 

ENDDO !ip 
 
! average properties around each nodes 
     
 DO ip = 1, npoin 
  deltp(ip)  = 1.0d+06 
          vnorm(ip)  = 0.0d+00 
         pnew(ip)   = 0.0d+00 
         rhonew(ip) = 0.0d+00 
  soundnew(ip) = 0.0d+00 
        DO ik = 1, ncmax(ip) 
  ikk = matcon(ip,ik) 
  vnorm(ip) = vnorm(ip) + vmod(ikk) 
  pnew(ip) = pnew(ip) + pres(ikk) 
  rhonew(ip) = rhonew(ip) + unkno(ikk,1) 
        ENDDO !ik 
        vnorm(ip) = vnorm(ip)/ncmax(ip) 
        pnew(ip) = pnew(ip)/ncmax(ip) 
        rhonew(ip) = rhonew(ip)/ncmax(ip) 
        soundnew(ip) = dsqrt(gamma*pnew(ip)/rhonew(ip)) 
 ENDDO !ip 
 
 DO ie = 1, nelem 
  ip1 = intma(ie,1) 
  ip2 = intma(ie,2) 
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  ip3 = intma(ie,3) 
  cmax = max(soundnew(ip1),soundnew(ip2),soundnew(ip3) ) 
  vmax = max(vnorm(ip1),vnorm(ip2),vnorm(ip3) ) 
  vmax = vmax + cmax 
  tcri = (alen(ip1)/vmax) 
  deltp(ip1) = min(tcri,deltp(ip1)) 
  tcri = (alen(ip2)/vmax) 
  deltp(ip2) = min(tcri,deltp(ip2)) 
  tcri = (alen(ip3)/vmax) 
  deltp(ip3) = min(tcri,deltp(ip3)) 
 ENDDO !ie 
   
! calculating external time step (tp) and internal time step (te) 
  
 DO ip = 1, npoin 
         deltp(ip) = csafe*deltp(ip) 
     ENDDO !ip 
 DO ie = 1, nelem 
         ip1 = intma(ie,1) 
         ip2 = intma(ie,2) 
         ip3 = intma(ie,3) 
         delte(ie) = (deltp(ip1)+deltp(ip2)+deltp(ip3))/3.0d+00 
     ENDDO !ie 
 
End subroutine critime 
 
Subroutine step1 
  
 use variable 
 
 implicit none 
 
 DO ia = 1, 4 
  DO ip = 1, npoin 
   rhs0(ip,ia)  = 0.0d+00 
   rhs1(ip,ia)  = 0.0d+00 
   rhs2(ip,ia)  = 0.0d+00 
  ENDDO !ip 
 ENDDO !ia 
 call advect 
 call shockcap 
! *** update the solution. 
  
 DO ip = 1, npoin 
        unkno(ip,2) = unkno(ip,2) + deltp(ip)*dmmat(ip)*( rhs0(ip,2) + rhs1(ip,2) + 
rhs2(ip,2) )  
        unkno(ip,3) = unkno(ip,3) + deltp(ip)*dmmat(ip)*( rhs0(ip,3) + rhs1(ip,3) + 
rhs2(ip,3) )  
 ENDDO !ip 
 
End subroutine step1 
 
Subroutine advect 
 
 use variable 
 
 implicit none 
 
 integer(4) :: ii, jj, kk 
 integer(4) :: ipb1, ipb2, ieb 
 real(8) :: b1, b2, b3, c1, c2, c3 
 real(8) :: u1, u2, u3, v1, v2, v3 
 real(8) :: fxx, fyx, fxy, fyy 
 real(8) :: dfxx, dfyx, dfxy, dfyy 
 real(8) :: anx, any, aleng, rnx, rny, rleng 
 real(8) :: ub1, ub2, vb1, vb2 
 real(8) :: fxxb1, fxxb2, fyyb1, fyyb2 
 
! advection over element 
 
 DO ie = 1, nelem 
  ii = intma(ie,1) 
  jj = intma(ie,2) 
  kk = intma(ie,3) 
  b1 = geome(ie,1)*geome(ie,7) 
  b2 = geome(ie,2)*geome(ie,7) 
  b3 = geome(ie,3)*geome(ie,7) 
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  c1 = geome(ie,4)*geome(ie,7) 
  c2 = geome(ie,5)*geome(ie,7) 
  c3 = geome(ie,6)*geome(ie,7) 
  u1 = unkno(ii,2)/unkno(ii,1) 
  u2 = unkno(jj,2)/unkno(jj,1) 
  u3 = unkno(kk,2)/unkno(kk,1) 
  v1 = unkno(ii,3)/unkno(ii,1) 
  v2 = unkno(jj,3)/unkno(jj,1) 
  v3 = unkno(kk,3)/unkno(kk,1) 
  dpdx(ie) = geome(ie,1)*pres(ii) + geome(ie,2)*pres(jj) + 
geome(ie,3)*pres(kk) !dp/dx 
  dpdy(ie) = geome(ie,4)*pres(ii) + geome(ie,5)*pres(jj) + 
geome(ie,6)*pres(kk) !dp/dy 
  fxx = u1*unkno(ii,2) + u2*unkno(jj,2) + u3*unkno(kk,2)  
  fyx = v1*unkno(ii,2) + v2*unkno(jj,2) + v3*unkno(kk,2)  
  fxy = u1*unkno(ii,3) + u2*unkno(jj,3) + u3*unkno(kk,3)  
  fyy = v1*unkno(ii,3) + v2*unkno(jj,3) + v3*unkno(kk,3)  
      
  dfxx = geome(ie,1)*u1*unkno(ii,2) + geome(ie,2)*u2*unkno(jj,2) + 
geome(ie,3)*u3*unkno(kk,2) !d(uUx)/dx 
  dfyx = geome(ie,4)*v1*unkno(ii,2) + geome(ie,5)*v2*unkno(jj,2) + 
geome(ie,6)*v3*unkno(kk,2) !d(vUx)/dy  
  dfxy = geome(ie,1)*u1*unkno(ii,3) + geome(ie,2)*u2*unkno(jj,3) + 
geome(ie,3)*u3*unkno(kk,3) !d(uUy)/dx 
  dfyy = geome(ie,4)*v1*unkno(ii,3) + geome(ie,5)*v2*unkno(jj,3) + 
geome(ie,6)*v3*unkno(kk,3) !d(vUy)/dy 
 
  dfx(ie) = dfxx + dfyx   ! d(uUx)/dx + d(vUx)/dy 
  dfy(ie) = dfxy + dfyy   ! d(uUy)/dx + d(vUy)/dy 
   
  uav(ie) = ((unkno(ii,2) + unkno(jj,2) + 
unkno(kk,2))/3.0d+00)/((unkno(ii,1) + unkno(jj,1) + unkno(kk,1))/3.0d+00) 
  vav(ie) = ((unkno(ii,3) + unkno(jj,3) + 
unkno(kk,3))/3.0d+00)/((unkno(ii,1) + unkno(jj,1) + unkno(kk,1))/3.0d+00) 
 
 

rhs2(ii,2) = rhs2(ii,2) + (1.0d+00/6.0d+00)*(b1*fxx + c1*fyx)   
-(0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b1*dfx(ie)  

 -(0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c1*dfx(ie)   
 -(0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b1*(1.0d+00 - 
theta(2))*dpdx(ie)      
 - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c1*(1.0d+00 - 
theta(2))*dpdx(ie) 

   
  rhs2(jj,2) = rhs2(jj,2) + (1.0d+00/6.0d+00)*(b2*fxx + c2*fyx) 
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b2*dfx(ie)  
    - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c2*dfx(ie)   
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b2*(1.0d+00 –  

theta(2))*dpdx(ie) 
- (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c2*(1.0d+00 - 

theta(2))*dpdx(ie) 
   
  rhs2(kk,2) = rhs2(kk,2) + (1.0d+00/6.0d+00)*(b3*fxx + c3*fyx) 
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b3*dfx(ie)  
    - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c3*dfx(ie)   
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b3*(1.0d+00 –  

theta(2))*dpdx(ie)       
- (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c3*(1.0d+00 - 

theta(2))*dpdx(ie) 
 
  rhs2(ii,3) = rhs2(ii,3) + (1.0d+00/6.0d+00)*(b1*fxy + c1*fyy) 
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b1*dfy(ie)  
    - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c1*dfy(ie)   
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b1*(1.0d+00 –  

theta(2))*dpdy(ie)      
 - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c1*(1.0d+00 - 
theta(2))*dpdy(ie) 

 
  rhs2(jj,3) = rhs2(jj,3) + (1.0d+00/6.0d+00)*(b2*fxy + c2*fyy) 
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b2*dfy(ie)  
    - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c2*dfy(ie)   
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b2*(1.0d+00 –  

theta(2))*dpdy(ie)      
 - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c2*(1.0d+00 - 
theta(2))*dpdy(ie) 
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  rhs2(kk,3) = rhs2(kk,3) + (1.0d+00/6.0d+00)*(b3*fxy + c3*fyy) 
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b3*dfy(ie)  
    - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c3*dfy(ie)   
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b3*(1.0d+00 –  

theta(2))*dpdy(ie)      
 - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c3*(1.0d+00 - 
theta(2))*dpdy(ie)       

 ENDDO !ie 
 
! advection over boundary 
  
 DO ib = 1, nboun 
 
  ipb1  = iside(ib,1) 
  ipb2  = iside(ib,2) 
  ieb   = iside(ib,3) 
 
  rnx   = rside(ib,1) 
  rny   = rside(ib,2) 
  rleng = rside(ib,3)*(1.0d+00/6.0d+00) 
 
  aleng = rside(ib,3) 
  anx   = (1.0d+00/6.0d+00)*aleng*rnx 
  any   = (1.0d+00/6.0d+00)*aleng*rny 
 
  ub1   = unkno(ipb1,2)/unkno(ipb1,1) 
  ub2   = unkno(ipb2,2)/unkno(ipb2,1) 
  vb1   = unkno(ipb1,3)/unkno(ipb1,1) 
  vb2   = unkno(ipb2,3)/unkno(ipb2,1) 
 
  fxxb1 = unkno(ipb1,2)*(ub1*rnx + vb1*rny)*rleng 
  fxxb2 = unkno(ipb2,2)*(ub2*rnx + vb2*rny)*rleng 
  fyyb1 = unkno(ipb1,3)*(ub1*rnx + vb1*rny)*rleng 
  fyyb2 = unkno(ipb2,3)*(ub2*rnx + vb2*rny)*rleng 
 
 
  rhs2(ipb1,2) = rhs2(ipb1,2) - 2.0d+00*fxxb1 - fxxb2   
   + 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*dfx(ieb)   
   + 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ieb)
      + 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*dfx(ieb)   
   + 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ieb)
  
  rhs2(ipb2,2) = rhs2(ipb2,2) - fxxb1 - 2.0d+00*fxxb2                                 
      + 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*dfx(ieb)   
   + 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ieb)
   + 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*dfx(ieb)   
   + 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ieb)
  
  rhs2(ipb1,3) = rhs2(ipb1,3) - 2.0d+00*fyyb1 - fyyb2   
   + 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*dfy(ieb)    
   + 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ieb)
   + 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*dfy(ieb)   
   + 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ieb) 
 
  rhs2(ipb2,3) = rhs2(ipb2,3) - fyyb1 - 2.0d+00*fyyb2   
   + 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*dfy(ieb)    
   + 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ieb)
      + 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*dfy(ieb)   
   + 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ieb) 
 ENDDO !ib  
 
End subroutine advect 
 
Subroutine shockcap 
  
 use variable 
 
 implicit none 
 
 integer(4) :: ii, jj, kk, ipb1, ipb2, ieb 
 
 real(8) :: b1, b2, b3, c1, c2, c3 
 real(8) :: r1, r2, r3, ux1, ux2, ux3, uy1, uy2, uy3, e1, e2, e3 
 real(8) :: u1, u2, u3, v1, v2, v3, vn1, vn2, vn3, p1, p2, p3 
 real(8) :: p11, p22, p33, pb1, pb2, xps, xpd 
 real(8)               :: const 
 real(8) :: drdx, drdy, duxdx, duxdy, duydx, duydy, dedx, dedy 
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 real(8) :: cmax, vmax, velmax, pbar, hbar 
 real(8) :: u11,u12,u13,u14,u21,u22,u23,u24,u31,u32  
     real(8) :: u33,u34,u211,u212,u213,u214,u311,u312,u313,u314 
     real(8) :: u231,u232,u233,u234,dxm1,dxm2,dxm3,eix1,eix2  
     real(8) :: eix3,cf12,cf13,cf23,d11,d12,d13,d14,d21,d22  
     real(8) :: d23,d24,d31,d32,d33,d34 
 
! Pressure switch method #index 1 
 
 IF(opshock ==1) THEN 
  DO ip = 1, npoin 
   pswe(ip)  = 0.0d+00 
   delun(ip) = 0.0d+00 
   number(ip)= 0  
  ENDDO !ip 
  DO ie = 1, nelem 
   ii = intma(ie,1) 
   jj = intma(ie,2) 
   kk = intma(ie,3) 
   p1 = pres(ii) 
   p2 = pres(jj) 
   p3 = pres(kk) 
   pbar = pres(ii) + pres(jj) + pres(kk) 
   p11 = (3.0d+00*p1 - pbar) 
   p22 = (3.0d+00*p2 - pbar) 
   p33 = (3.0d+00*p3 - pbar) 
   pswe(ii) = pswe(ii) + p11 
   pswe(jj) = pswe(jj) + p22 
   pswe(kk) = pswe(kk) + p33 
   delun(ii) = delun(ii) + dabs(p1-p3) + dabs(p1-p2) 
   delun(jj) = delun(jj) + dabs(p2-p3) + dabs(p1-p2) 
   delun(kk) = delun(kk) + dabs(p1-p3) + dabs(p3-p2) 
   number(ii) = number(ii) + 2 
   number(jj) = number(jj) + 2 
   number(kk) = number(kk) + 2 
  ENDDO !ie 
  DO ib = 1, nboun 
   ipb1 = iside(ib,1) 
   ipb2 = iside(ib,2) 
   ieb  = iside(ib,3) 
   pb1  = pres(ipb1) 
   pb2  = pres(ipb2) 
   xps  = pb1 + pb2 
   xpd  = pb1 - pb2 
   number(ipb1) = number(ipb1) + 1 
   number(ipb2) = number(ipb2) + 1 
   pswe(ipb1) = pswe(ipb1) + xpd 
   pswe(ipb2) = pswe(ipb2) - xpd 
   delun(ipb1) = delun(ipb1) + dabs(pb1-pb2)  
   delun(ipb2) = delun(ipb2) + dabs(pb1-pb2)  
  ENDDO !ib 
  DO ip = 1, npoin 
   if(delun(ip) <= 0.1*pres(ip)) delun(ip) = pres(ip) 
   ENDDO !ip 
  DO ip = 1, npoin 
   pswe(ip) = shockcon*dabs(pswe(ip))/delun(ip) 
  ENDDO !ip 
  DO ie = 1, nelem 
   ii = intma(ie,1) 
   jj = intma(ie,2) 
   kk = intma(ie,3) 
   u11 = unkno(ii,1) 
   u12 = unkno(ii,2) 
   u13 = unkno(ii,3) 
   u14 = unkno(ii,4) + pres(ii) 
   u21 = unkno(jj,1) 
   u22 = unkno(jj,2) 
   u23 = unkno(jj,3) 
   u24 = unkno(jj,4) + pres(jj) 
   u31 = unkno(kk,1) 
   u32 = unkno(kk,2) 
   u33 = unkno(kk,3) 
   u34 = unkno(kk,4) + pres(kk) 
   u211 = (u21 - u11) 
   u212 = (u22 - u12) 
   u213 = (u23 - u13) 
   u214 = (u24 - u14) 
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   u311 = (u31 - u11) 
   u312 = (u32 - u12) 
   u313 = (u33 - u13) 
   u314 = (u34 - u14) 
   u231 = (u21 - u31) 
   u232 = (u22 - u32) 
   u233 = (u23 - u33) 
   u234 = (u24 - u34) 
   dxm1 = (1.0d+00/24.0d+00)*csafe*geome(ie,7)/delte(ie) 
   dxm2 = (1.0d+00/24.0d+00)*csafe*geome(ie,7)/delte(ie) 
   dxm3 = (1.0d+00/24.0d+00)*csafe*geome(ie,7)/delte(ie) 
   eix1 =  min(dxm1,dxm2) 
   eix2 =  min(dxm1,dxm3) 
   eix3 =  min(dxm3,dxm2) 
   cf12 =  eix1*max(pswe(ii),pswe(jj)) 
   cf13 =  eix2*max(pswe(ii),pswe(kk)) 
   cf23 =  eix3*max(pswe(kk),pswe(jj)) 
          u211 =  cf12*u211 
   u212 =  cf12*u212 
   u213 =  cf12*u213 
   u214 =  cf12*u214 
   u311 =  cf13*u311 
   u312 =  cf13*u312 
   u313 =  cf13*u313 
   u314 =  cf13*u314 
   u231 =  cf23*u231 
   u232 =  cf23*u232 
   u233 =  cf23*u233 
   u234 =  cf23*u234 
   d11  =  (u211+u311) 
   d12  =  (u212+u312) 
   d13  =  (u213+u313) 
   d14  =  (u214+u314) 
   d21  = -(u231+u211) 
   d22  = -(u232+u212) 
   d23  = -(u233+u213) 
   d24  = -(u234+u214) 
   d31  =  (u231-u311) 
   d32  =  (u232-u312) 
   d33  =  (u233-u313) 
   d34  =  (u234-u314) 
   rhs1(ii,1) = rhs1(ii,1) + d11 
   rhs1(ii,2) = rhs1(ii,2) + d12 
   rhs1(ii,3) = rhs1(ii,3) + d13 
   rhs1(ii,4) = rhs1(ii,4) + d14 
   rhs1(jj,1) = rhs1(jj,1) + d21 
   rhs1(jj,2) = rhs1(jj,2) + d22 
   rhs1(jj,3) = rhs1(jj,3) + d23 
   rhs1(jj,4) = rhs1(jj,4) + d24 
   rhs1(kk,1) = rhs1(kk,1) + d31 
   rhs1(kk,2) = rhs1(kk,2) + d32 
   rhs1(kk,3) = rhs1(kk,3) + d33 
   rhs1(kk,4) = rhs1(kk,4) + d34 
       enddo !ie   
 ENDIF 
 
! Second gradient of pressure method #index 3 
 
 IF(opshock == 3) THEN 
  do ip = 1, npoin 
   dpdxp(ip) = 0.0 
   dpdyp(ip) = 0.0 
  enddo !ip 
  do ie = 1, nelem 
   ii = intma(ie,1) 
   jj = intma(ie,2) 
   kk = intma(ie,3) 
   dpdxp(ii) = dpdxp(ii) + (1.0d+00/6.0d+00)*geome(ie,7)*dpdx(ie) 
   dpdxp(jj) = dpdxp(jj) + (1.0d+00/6.0d+00)*geome(ie,7)*dpdx(ie) 
   dpdxp(kk) = dpdxp(kk) + (1.0d+00/6.0d+00)*geome(ie,7)*dpdx(ie) 
   dpdyp(ii) = dpdyp(ii) + (1.0d+00/6.0d+00)*geome(ie,7)*dpdy(ie) 
   dpdyp(jj) = dpdyp(jj) + (1.0d+00/6.0d+00)*geome(ie,7)*dpdy(ie) 
   dpdyp(kk) = dpdyp(kk) + (1.0d+00/6.0d+00)*geome(ie,7)*dpdy(ie) 
  enddo !ie 
  do ip = 1, npoin 
   dpdxp(ip) = dmmat(ip)*dpdxp(ip) 
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   dpdyp(ip) = dmmat(ip)*dpdyp(ip) 
  enddo !ip     
  do ie = 1, nelem 
          ii = intma(ie,1) 
   jj = intma(ie,2) 
   kk = intma(ie,3) 
   dspdx(ie) = geome(ie,1)*dpdxp(ii) + geome(ie,2)*dpdxp(jj) + 
geome(ie,3)*dpdxp(kk) 
          dspdy(ie) = geome(ie,4)*dpdyp(ii) + geome(ie,5)*dpdyp(jj) + 
geome(ie,6)*dpdyp(kk) 
          dspdn(ie) = dsqrt(dspdx(ie)**2 + dspdy(ie)**2) 
        enddo !ie 
               do ie = 1, nelem 
   ii = intma(ie,1) 
   jj = intma(ie,2) 
   kk = intma(ie,3) 
   b1 = geome(ie,1)*geome(ie,7) 
   b2 = geome(ie,2)*geome(ie,7) 
   b3 = geome(ie,3)*geome(ie,7) 
   c1 = geome(ie,4)*geome(ie,7) 
   c2 = geome(ie,5)*geome(ie,7) 
   c3 = geome(ie,6)*geome(ie,7) 
   r1 = unkno(ii,1) 
   r2 = unkno(jj,1) 
   r3 = unkno(kk,1) 
   ux1 = unkno(ii,2) 
   ux2 = unkno(jj,2) 
   ux3 = unkno(kk,2) 
   uy1 = unkno(ii,3) 
   uy2 = unkno(jj,3) 
   uy3 = unkno(kk,3) 
   e1 = unkno(ii,4) + pres(ii) 
   e2 = unkno(jj,4) + pres(jj) 
   e3 = unkno(kk,4) + pres(kk) 
   u1 = unkno(ii,2)/unkno(ii,1) 
   u2 = unkno(jj,2)/unkno(jj,1) 
   u3 = unkno(kk,2)/unkno(kk,1) 
   v1 = unkno(ii,3)/unkno(ii,1) 
   v2 = unkno(jj,3)/unkno(jj,1) 
   v3 = unkno(kk,3)/unkno(kk,1) 
   vn1 = dsqrt(u1*u1 + v1*v1) 
   vn2 = dsqrt(u2*u2 + v2*v2) 
   vn3 = dsqrt(u3*u3 + v3*v3) 
   cmax = dmax1(sound(ii), sound(jj), sound(kk)) 
   vmax = dmax1(vn1, vn2, vn3) 
   velmax = vmax + cmax 
   pbar = (pres(ii) + pres(jj) + pres(kk))/3.0d+00 
   hbar = (alen(ii) + alen(jj) + alen(kk))/3.0d+00 
   const = shockcon*(hbar**3)*velmax*dspdn(ie)/pbar 
   drdx = geome(ie,1)*r1 + geome(ie,2)*r2 + geome(ie,3)*r3 
   drdy = geome(ie,4)*r1 + geome(ie,5)*r2 + geome(ie,6)*r3  
   duxdx = geome(ie,1)*ux1 + geome(ie,2)*ux2 + geome(ie,3)*ux3 
   duxdy = geome(ie,4)*ux1 + geome(ie,5)*ux2 + geome(ie,6)*ux3 
   duydx = geome(ie,1)*uy1 + geome(ie,2)*uy2 + geome(ie,3)*uy3 
   duydy = geome(ie,4)*uy1 + geome(ie,5)*uy2 + geome(ie,6)*uy3 
   dedx = geome(ie,1)*e1 + geome(ie,2)*e2 + geome(ie,3)*e3 
   dedy = geome(ie,4)*e1 + geome(ie,5)*e2 + geome(ie,6)*e3  
   rhs1(ii,1) = rhs1(ii,1) - const*(b1*drdx + c1*drdy) 
            rhs1(jj,1) = rhs1(jj,1) - const*(b2*drdx + c2*drdy) 
   rhs1(kk,1) = rhs1(kk,1) - const*(b3*drdx + c3*drdy) 
   rhs1(ii,2) = rhs1(ii,2) - const*(b1*duxdx + c1*duxdy) 
              rhs1(jj,2) = rhs1(jj,2) - const*(b2*duxdx + c2*duxdy) 
   rhs1(kk,2) = rhs1(kk,2) - const*(b3*duxdx + c3*duxdy) 
   rhs1(ii,3) = rhs1(ii,3) - const*(b1*duydx + c1*duydy) 
              rhs1(jj,3) = rhs1(jj,3) - const*(b2*duydx + c2*duydy) 
   rhs1(kk,3) = rhs1(kk,3) - const*(b3*duydx + c3*duydy) 
   rhs1(ii,4) = rhs1(ii,4) - const*(b1*dedx + c1*dedy) 
              rhs1(jj,4) = rhs1(jj,4) - const*(b2*dedx + c2*dedy) 
   rhs1(kk,4) = rhs1(kk,4) - const*(b3*dedx + c3*dedy) 
   ENDDO !ie 
  
 ENDIF 
 
End subroutine shockcap 
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Subroutine step2 
  
 use variable 
 
 implicit none 
 
 integer(4)  :: ii, jj, kk 
 integer(4)  :: ipb1, ipb2, ieb 
 real(8)  :: b1, b2, b3, c1, c2, c3 
 real(8)  :: uxx, uyy 
 real(8)  :: anx, any, aleng, rnx, rny, rleng 
 real(8)  :: unknob1, unknob2, unkn1b1, unkn1b2, ub1, ub2  
 
! Continuity equation over element 
 
 DO ia = 1, 4 
  DO ip = 1, npoin 
   rhs2(ip,ia)  = 0.0d+00 
  ENDDO !ip 
 ENDDO !ia 
 DO ie = 1, nelem 
  ii = intma(ie,1) 
  jj = intma(ie,2) 
  kk = intma(ie,3) 
  b1 = geome(ie,1)*geome(ie,7) 
  b2 = geome(ie,2)*geome(ie,7) 
  b3 = geome(ie,3)*geome(ie,7) 
  c1 = geome(ie,4)*geome(ie,7) 
  c2 = geome(ie,5)*geome(ie,7) 
  c3 = geome(ie,6)*geome(ie,7) 
  uxx = theta(1)*(unkno(ii,2) + unkno(jj,2) + unkno(kk,2))                 
+ (1.0d+00 - theta(1))*(unkn1(ii,2) + unkn1(jj,2) + unkn1(kk,2)) 
  uyy = theta(1)*(unkno(ii,3) + unkno(jj,3) + unkno(kk,3))                  
+ (1.0d+00 - theta(1))*(unkn1(ii,3) + unkn1(jj,3) + unkn1(kk,3))       
  rhs2(ii,1) = rhs2(ii,1) + (1.0d+00/6.0d+00)*(b1*uxx + c1*uyy)            
- 0.5d+00*delte(ie)*theta(1)*b1*dpdx(ie) - 0.5d+00*delte(ie)*theta(1)*c1*dpdy(ie)  
  rhs2(jj,1) = rhs2(jj,1) + (1.0d+00/6.0d+00)*(b2*uxx + c2*uyy)            
- 0.5d+00*delte(ie)*theta(1)*b2*dpdx(ie) - 0.5d+00*delte(ie)*theta(1)*c2*dpdy(ie)  
  rhs2(kk,1) = rhs2(kk,1) + (1.0d+00/6.0d+00)*(b3*uxx + c3*uyy)          
- 0.5d+00*delte(ie)*theta(1)*b3*dpdx(ie) - 0.5d+00*delte(ie)*theta(1)*c3*dpdy(ie)   
 ENDDO !ie 
 
! Continuity equation over boundary 
  
 DO ib = 1, nboun 
  ipb1  = iside(ib,1) 
  ipb2  = iside(ib,2) 
  ieb   = iside(ib,3) 
  rnx   = rside(ib,1) 
  rny   = rside(ib,2) 
  rleng = rside(ib,3)*(1.0d+00/6.0d+00) 
  aleng = rside(ib,3) 
  anx   = (1.0d+00/6.0d+00)*aleng*rnx 
  any   = (1.0d+00/6.0d+00)*aleng*rny 
  unknob1 = theta(1)*(unkno(ipb1,2)*rnx + unkno(ipb1,3)*rny) 
  unknob2 = theta(1)*(unkno(ipb2,2)*rnx + unkno(ipb2,3)*rny) 
  unkn1b1 = (1.0d+00 - theta(1))*(unkn1(ipb1,2)*rnx + unkn1(ipb1,3)*rny) 
  unkn1b2 = (1.0d+00 - theta(1))*(unkn1(ipb2,2)*rnx + unkn1(ipb2,3)*rny) 
  ub1 = 2.0d+00*unkn1b1*rleng 
  ub2 = 2.0d+00*unkn1b2*rleng 
  rhs2(ipb1,1) = rhs2(ipb1,1) - 2.0d+00*ub1 - ub2   
  rhs2(ipb2,1) = rhs2(ipb2,1) - ub1 - 2.0d+00*ub2     
 ENDDO !ib 
 
! *** update the solution. 
 
 DO ip = 1, npoin 
              unkno(ip,1) = unkno(ip,1) + deltp(ip)*dmmat(ip)*(rhs1(ip,1) +rhs2(ip,1)) 
        ENDDO !ip 
 
End subroutine step2 
 
Subroutine step3 
  
 use variable 
 
 implicit none 
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 integer(4) :: ii, jj, kk 
 integer(4) :: ipb1, ipb2, ieb 
 real(8) :: b1, b2, b3, c1, c2, c3 
 real(8) :: pelem 
 real(8) :: anx, any, aleng 
 real(8) :: pbx1, pbx2, pby1, pby2 
  
 DO ip = 1, npoin 
  rhs2(ip,2)  = 0.0d+00 
  rhs2(ip,3)  = 0.0d+00 
 ENDDO !ip 
 
! Correction momentum equations over element 
 
 DO ie = 1, nelem 
  ii = intma(ie,1) 
  jj = intma(ie,2) 
  kk = intma(ie,3) 
  b1 = geome(ie,1)*geome(ie,7) 
  b2 = geome(ie,2)*geome(ie,7) 
  b3 = geome(ie,3)*geome(ie,7) 
  c1 = geome(ie,4)*geome(ie,7) 
  c2 = geome(ie,5)*geome(ie,7) 
  c3 = geome(ie,6)*geome(ie,7) 
     pelem = pres(ii) + pres(jj) + pres(kk) 

 rhs2(ii,2) = rhs2(ii,2) + (1.0d+00/6.0d+00)*b1*pelem                            
- (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b1*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ie)

 - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c1*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ie) 
  rhs2(jj,2) = rhs2(jj,2) + (1.0d+00/6.0d+00)*b2*pelem                          
   - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b2*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ie)
   - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c2*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ie) 
  rhs2(kk,2) = rhs2(kk,2) + (1.0d+00/6.0d+00)*b3*pelem                                
   - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b3*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ie)
   - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c3*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ie) 
 
  rhs2(ii,3) = rhs2(ii,3) + (1.0d+00/6.0d+00)*c1*pelem   
   - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b1*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ie)
   - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c1*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ie) 
   
  rhs2(jj,3) = rhs2(jj,3) + (1.0d+00/6.0d+00)*c2*pelem   
   - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b2*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ie)
   - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c2*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ie) 
 
  rhs2(kk,3) = rhs2(kk,3) + (1.0d+00/6.0d+00)*c3*pelem   
   - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b3*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ie)
    - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c3*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ie)  
 ENDDO !ie 
 
! Correction momentum equations over boundary 
 
 DO ib = 1, nboun 
  ipb1  = iside(ib,1) 
  ipb2  = iside(ib,2) 
  ieb   = iside(ib,3) 
  anx   = rside(ib,1) 
  any   = rside(ib,2) 
  aleng = rside(ib,3) 
  pbx1 = (1.0d+00/6.0d+00)*pres(ipb1)*aleng*anx 
  pbx2 = (1.0d+00/6.0d+00)*pres(ipb2)*aleng*anx 
  pby1 = (1.0d+00/6.0d+00)*pres(ipb1)*aleng*any 
  pby2 = (1.0d+00/6.0d+00)*pres(ipb2)*aleng*any 
  rhs2(ipb1,2) = rhs2(ipb1,2) - 2.0d+00*pbx1 - pbx2 
+ 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*(1.0d+00-theta(2))*dpdx(ieb)*(1.0d+00/6.0d+00)*aleng    
+ 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*(1.0d+00-theta(2))*dpdx(ieb)*(1.0d+00/6.0d+00)*aleng 
  rhs2(ipb2,2) = rhs2(ipb2,2) - pbx1 - 2.0d+00*pbx2& 
+ 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*(1.0d+00-theta(2))*dpdx(ieb)*(1.0d+00/6.0d+00)*aleng    
+ 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*(1.0d+00-theta(2))*dpdx(ieb)*(1.0d+00/6.0d+00)*aleng 
  rhs2(ipb1,3) = rhs2(ipb1,3) - 2.0d+00*pby1 - pby2                               
+ 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*(1.0d+00-theta(2))*dpdy(ieb)*(1.0d+00/6.0d+00)*aleng     
+ 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*(1.0d+00-theta(2))*dpdy(ieb)*(1.0d+00/6.0d+00)*aleng
  
 
  rhs2(ipb2,3) = rhs2(ipb2,3) - pby1 - 2.0d+00*pby2& 
+ 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*(1.0d+00-theta(2))*dpdy(ieb)*(1.0d+00/6.0d+00)*aleng    
+ 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*(1.0d+00-theta(2))*dpdy(ieb)*(1.0d+00/6.0d+00)*aleng
 ENDDO !ib 
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! *** update the solution. 
 
 DO ip = 1, npoin 
 
         unkno(ip,2) = unkno(ip,2) + deltp(ip)*dmmat(ip)*(rhs2(ip,2))  
         unkno(ip,3) = unkno(ip,3) + deltp(ip)*dmmat(ip)*(rhs2(ip,3)) 
 ENDDO !ip 
 
End subroutine step3 
 
Subroutine step4 
  
 use variable 
 
 implicit none 
 
 DO ip = 1, npoin 

rhs0(ip,4)  = 0.0d+00 
  rhs2(ip,4)  = 0.0d+00 
 ENDDO !ip 
  
 call eneradv 
 
! *** update the solution. 
  
 DO ip = 1, npoin 
        unkno(ip,4) = unkno(ip,4) + deltp(ip)*dmmat(ip)*(rhs0(ip,4) + rhs1(ip,4) + 
rhs2(ip,4))  
 ENDDO !ip 
 
End subroutine step4 
 
Subroutine eneradv 
  
 use variable 
 
 implicit none 
 
 integer(4) :: ii, jj, kk 
 integer(4) :: ipb1, ipb2, ieb 
 real(8) :: b1, b2, b3, c1, c2, c3 
 real(8) :: u1, u2, u3, v1, v2, v3 
 real(8) :: h1, h2, h3 
 real(8) :: fex, fey, dfex, dfey 
 real(8) :: anx, any, aleng, rnx, rny, rleng 
 real(8) :: ub1, ub2, vb1, vb2 
 real(8) :: hpb1, hpb2 
 real(8) :: feb1, feb2 
 
! Energy over element 
  
 DO ie = 1, nelem 
   
  ii = intma(ie,1) 
  jj = intma(ie,2) 
  kk = intma(ie,3) 
  b1 = geome(ie,1)*geome(ie,7) 
  b2 = geome(ie,2)*geome(ie,7) 
  b3 = geome(ie,3)*geome(ie,7) 
  c1 = geome(ie,4)*geome(ie,7) 
  c2 = geome(ie,5)*geome(ie,7) 
  c3 = geome(ie,6)*geome(ie,7) 
  u1 = unkn1(ii,2)/unkn1(ii,1) 
  u2 = unkn1(jj,2)/unkn1(jj,1) 
  u3 = unkn1(kk,2)/unkn1(kk,1) 
  v1 = unkn1(ii,3)/unkn1(ii,1) 
  v2 = unkn1(jj,3)/unkn1(jj,1) 
  v3 = unkn1(kk,3)/unkn1(kk,1) 
  h1 = unkno(ii,4) + pres(ii) 
  h2 = unkno(jj,4) + pres(jj) 
  h3 = unkno(kk,4) + pres(kk) 
    
  fex = u1*h1 + u2*h2 + u3*h3 
  fey = v1*h1 + v2*h2 + v3*h3 
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  dfex = geome(ie,1)*u1*h1 + geome(ie,2)*u2*h2 + geome(ie,3)*u3*h3 
  dfey = geome(ie,4)*v1*h1 + geome(ie,5)*v2*h2 + geome(ie,6)*v3*h3 
  dfe(ie) = dfex + dfey        
  rhs2(ii,4) =  rhs2(ii,4) + (1.0d+00/6.0d+00)*b1*fex + 
(1.0d+00/6.0d+00)*c1*fey - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b1*dfe(ie) - 
(0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c1*dfe(ie) 
  rhs2(jj,4) =   rhs2(jj,4) + (1.0d+00/6.0d+00)*b2*fex + 
(1.0d+00/6.0d+00)*c2*fey - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b2*dfe(ie) - 
(0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c2*dfe(ie) 
  rhs2(kk,4) =   rhs2(kk,4) + (1.0d+00/6.0d+00)*b3*fex + 
(1.0d+00/6.0d+00)*c3*fey - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b3*dfe(ie) - 
(0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c3*dfe(ie) 
 ENDDO !ie  
  
! Energy over boundary 
  
 DO ib = 1, nboun 
 
  ipb1  = iside(ib,1) 
  ipb2  = iside(ib,2) 
  ieb   = iside(ib,3) 
  rnx   = rside(ib,1) 
  rny   = rside(ib,2) 
  rleng = rside(ib,3)*(1.0d+00/6.0d+00) 
  aleng = rside(ib,3) 
  anx   = (1.0d+00/6.0d+00)*aleng*rnx 
  any   = (1.0d+00/6.0d+00)*aleng*rny 
  ub1   = unkn1(ipb1,2)/unkn1(ipb1,1) 
  ub2   = unkn1(ipb2,2)/unkn1(ipb2,1) 
  vb1   = unkn1(ipb1,3)/unkn1(ipb1,1) 
  vb2   = unkn1(ipb2,3)/unkn1(ipb2,1) 
  hpb1  = unkno(ipb1,4) + pres(ipb1) 
  hpb2  = unkno(ipb2,4) + pres(ipb2) 
  feb1  = (ub1*hpb1*rnx + vb1*hpb1*rny)*rleng 
  feb2  = (ub2*hpb2*rnx + vb2*hpb2*rny)*rleng 
  rhs2(ipb1,4) = rhs2(ipb1,4) - 2.0d+00*feb1 - feb2 + 
1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*dfe(ieb)+ 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*dfe(ieb) 
  rhs2(ipb2,4) = rhs2(ipb2,4) - feb1 - 2.0d+00*feb2 + 
1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*dfe(ieb)+ 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*dfe(ieb) 
 ENDDO !ib 
 
End subroutine eneradv 
 
Subroutine bound 
  
 use variable 
 
 implicit none 
 
 integer(4) :: in, rho, u, v, toe, ine 
 
 real(8)              :: anx, any, fn, rn, us 
 
! supersonic inflow # 1 
 DO ib = 1, nboun  
  DO in = 1, 2 
   ip = iside(ib,in) 
   IF(iside(ib,4) == 1) THEN 
    unkno(ip,1) = unkn1(ip,1) 
    unkno(ip,2) = unkn1(ip,2) 
    unkno(ip,3) = unkn1(ip,3) 
    unkno(ip,4) = unkn1(ip,4) 
          ENDIF 
  ENDDO !IN 
 ENDDO !IS 
! symetry # 4 
 DO ib = 1, nboun 
  IF(iside(ib,4) == 4) THEN 
   anx = rside(ib,1) 
   any = rside(ib,2) 
   DO in = 1, 2 
    ip = iside(ib,in) 
    us = -unkno(ip,2)*any + unkno(ip,3)*anx 
    unkno(ip,2) = -us*any 
    unkno(ip,3) =  us*anx 
   ENDDO !in  
  ENDIF 
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 ENDDO !ib 
 
! inviscid wall # 2 
  
  DO iw = 1, nwall 
   ip = iwpoin(iw,1) 
   anx = wnor(iw,1) 
   any = wnor(iw,2) 
   fn = unkn1(ip,2)*anx + unkn1(ip,3)*any 
   rn = unkno(ip,2)*anx + unkno(ip,3)*any 
   rn = rn - fn 
   fn = 0.1d+00*fn 
   unkno(ip,2) = unkno(ip,2) - (rn+fn)*anx 
   unkno(ip,3) = unkno(ip,3) - (rn+fn)*any 
  ENDDO !iw 

   
End subroutine bound 
 
Subroutine getpres 
  
 use variable 
 
 implicit none 
 
 real(8) :: rho, uvel, vvel, te, temp2, aux, aux0 
 
 DO ip = 1, npoin  
  pres(ip) = gamma1*( unkno(ip,4) - 0.5d+00*(unkno(ip,2)**2 + 
unkno(ip,3)**2 )/unkno(ip,1)) 
  temp(ip) = gamma*(unkno(ip,4) - 0.5d+00*(unkno(ip,2)**2 + 
unkno(ip,3)**2 )/unkno(ip,1) )/unkno(ip,1) 
  
 ENDDO !IP 
 
End subroutine getpres 
 
Subroutine outtr 
 
 use variable 
 
 implicit none 
 
 real(8) :: rho, u, v, toe, ine, p, absov, asound, temper, ama 
 
 write(*,5) itime 
    5  format(/,'writing output file for iteration number :', i6) 
 
 rtime = float(itime)*dtfix 
 
 write(*,6)rtime 
    6  format(/,'time  elasped ',f18.10,'  SEC',/)    
 
! HEADER FILE TECPLOT  
     write (17,10)  
    10 format('VARIABLES = "X-COOR","Y-
COOR","NODE","RHO","U","V","T_E","P","I_E","MACH","ABSV","TEMP"') 
     write (17,15) npoin, nelem 
    15 format('ZONE N=',I6,',E=',I6,',F=FEPOINT,ET=TRIANGLE') 
 
! WRITE OUT FILE FOR TIME ITERATION  
     DO  ip = 1, npoin 
  rho = unkno(ip,1) 
  u   = unkno(ip,2)/rho 
  v   = unkno(ip,3)/rho 
  toe  = unkno(ip,4)/rho 
  p   = pres(ip) 
  asound = dsqrt(gamma*p/rho) 
         ine  = p/(rho*gamma1) 
      absov = dsqrt(u**2 + v**2) 
      ama = absov/asound 
  temper = ine/cv 
! TECPLOT 
  write(17,30)(coord(ip,j), j = 1, 2), ip, rho, u, v, toe, p, ine, ama, 
absov, temper 
  30 format(2e16.6,I6,9e16.6) 
       enddo !ip 
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 DO ie = 1, nelem 
  write(17,40) (intma(ie,j), j = 1, 3) 
  40 format(3i7) 
 ENDDO !IE 
 
 END  
 
! TRANSFORM CONSERVATION VARIABLES INTO PRIMATIVE VARIABLES 
 
Subroutine btransform 
 
 use variable 
 
 implicit none 
 
 DO ip = 1, npoin 
  DO ia = 2,4 
   unkno(ip,ia) = unkno(ip,ia)/unkno(ip,1) 
  ENDDO !ia 
 ENDDO !ip 
 
END subroutine btransform 
 
Subroutine output 
  
 use variable 
 
 implicit none 
 
 real(8) :: hmin 
 real(8) :: rho, u, v, toe, ine, p, absov, asound, temper, ama 
 
 hmin = 0.0d+00 
 write(12,1)npoin 
    1  format('  NODAL VALUES SOLUTIONS [',I6,']:') 
 write(12,2) 
    2  format(/,'  NODE     RHO      U       V       E        P         H') 
 DO ip = 1,npoin 
  write(12,3)ip, unkno(ip,1), unkno(ip,2), unkno(ip,3), unkno(ip,4), 
pres(ip), hmin 
    3   format(x,i6,7x,6(5x,e16.6)) 
     ENDDO !IP 
 
! writing output file for open by tecplot9 
 
    300 write(*,305) 
    305 format(/,'Please enter the output file name for plot by tecplot :',/) 
 read(*, '(A)', err = 300) name2  
 open(unit=17, file=name2, status='unknown', action='write', err = 300) 
 write(17,310) 
    310 format('VARIABLES = "X-CO","Y-
CO","NODE","RHO","U","V","T_E","P","I_E","MACH","ABSV","TEMP"') 
     write(17,315) npoin, nelem 
    315 format('ZONE N=',I6,',E=',I6,',F=FEPOINT,ET=TRIANGLE')    
 DO ip = 1, npoin 
  rho = unkno(ip,1) 
  u   = unkno(ip,2) 
  v   = unkno(ip,3) 
  toe = unkno(ip,4) 
  p   = pres(ip) 
  asound = dsqrt(gamma*p/rho) 
         ine  = p/(rho*gamma1) 
      absov = dsqrt(u**2 + v**2) 
      ama = absov/asound 
  write(17,320) (coord(ip,j),j=1,2), ip, (unkno(ip,k),k=1,4), p, ine, 
ama, absov, temper 
 320  format(2e16.8,i6,9e16.6)     
 ENDDO !ip 
 
 DO ie = 1, nelem 
   
  write(17,325) (intma(ie,j),j=1,3) 
 325 format(3i7) 
 
 ENDDO !ie    
  
End subroutine output 
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