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บทท่ี 1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความสาํคัญและทีม่า 
  

หุนยนตโคบอท (Cobot) คือหุนยนตที่ถูกพัฒนาเพ่ือทํางานรวมกับมนษุยอยางปลอดภยั ดวย
หลักการแบบพาสซีฟ (Passive) ซึ่งอาศัยการปรับอัตราทด (Transmission ratio) ระหวางขอตอโดย
ใชซีวีที (CVT: Continuous Variable Transmission) โคบอทจึงสามารถกําหนดทิศทางการเคล่ือนที่
ของปลายแขนกลได ความแตกตางระหวางหุนยนตโคบอท และหุนยนตทั่วไปแสดงดังรูปที่ 1.1 

 
 
 ในปจจุบันงานวิจัยหุนยนตโคบอทแบงตามลักษณะของซีวีทีได 2 ประเภท ประเภทแรกเปน
หุนยนตโคบอทที่ใชชุดควบคุมความสัมพันธของแตละขอตอดวยซีวีทีประเภทลอ ซึง่สามารถปรบัอตัรา
ทดความเร็วเชิงเสน ตัวอยางของโคบอทชนิดนี้เชน หุนยนต Unicycle Cobot [1], หุนยนต Scooter 
Cobot [2], Extreme Joystick [3] เปนตน หุนยนตโคบอทประเภทที่สองจะใชชุดควบคุม
ความสัมพันธของแตละขอตอดวยซีวีทีประเภททรงกลม ซึ่งสามารถปรับอัตราทดความเร็วเชิงมุม เชน 
หุนยนต 3R Cobot [4], หุนยนต Gantry Cobot at Ford [5] เปนตน 

งานวิจัยนี้เปนการพัฒนาจลนศาสตรและระบบควบคุมของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิซึง่
ใชซีวีทีประเภทลอจํานวน 3 ชุดมาประยุกตใชรวมกับทรงกลม ซีวีทีจะควบคุมความสัมพันธของแกน
หมุนทั้งสาม โรล, ฟตช และยอว (roll, pitch and yaw) ของทรงกลม สวนบนของทรงกลมถูกติดตั้ง
ดวยแขนกล 3 ขอตอ มีพ้ืนที่ทํางานแบบเชิงเสน 3 มิติบนพิกัดคารทีเซียน X, Y และ Z หลักการทํางาน

รูปที่ 1.1 ความแตกตางระหวางหุนยนตทัว่ไปและหุนยนตโคบอท 
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และจลนศาสตรของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติจะมีลักษณะเฉพาะและซับซอน ไมสามารถใช
วิธีการและทฤษฏีทางหุนยนตทั่วไปหาไดโดยตรง งานวิจัยนี้เปนการพัฒนาจลนศาสตรและ
แบบจําลองทางคณิตศาสตรของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ และพัฒนาระบบควบคุมข้ึนมาเพ่ือให
หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติสามารถทํางานได 
 
1.2 วัตถุประสงคของการวิจยั 
 

1) ศึกษาจลนศาสตรและรูปแบบตางๆของหุนยนตโคบอท 
2) พัฒนาจลนศาสตรสําหรับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
3) เพ่ือพัฒนาแบบจาํลองทางคณติศาสตรสาํหรบัหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิ
4) เพ่ือพัฒนาระบบควบคุมหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 

 
1.3 ขอบเขตของงานวจัิย 
 

1) ศึกษารูปแบบตางๆของหุนยนตโคบอท รวมทั้งจลนศาสตรของหุนยนตโคบอท 
2) พัฒนาจลนศาสตรของโคบอทแขนกลสามมิติ และทดสอบโดยการจําลองในคอมพิวเตอรและ

ทดสอบกับหุนยนตจริง  
3) ออกแบบระบบควบคุมใหหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติและทดสอบโดยการจําลองใน

คอมพิวเตอร 
4) ทดสอบระบบควบคุมกับหุนยนตจริง 
5) ทดสอบพฤติกรรมของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติตามเสนทางการเคล่ือนทีต่างๆ ทีก่าํหนด 

 
1.4 ประโยชนท่ีไดรบัจากงานวิจยั 
 

1) จลนศาสตรของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ  
2) ระบบควบคุมสําหรบัหุนยนตโคบอทแขนกลสามมติิ 
3) แบบจาํลองทางคณติศาสตรของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
4) ใชเปนตนแบบในการวจิัยเทคโนโลยีทางดานการปฏสัิมพันธระหวางมนษุยและหุนยนต 



บทท่ี 2 
 

หุนยนตโคบอทและงานวิจัยท่ีเก่ียวของ 
  

มนุษยมีความสามารถหลากหลาย มีมือที่ใชกับอุปกรณตางๆไดอยางคลองตัวและมี
ประสิทธิภาพ มีประสาทสัมผัสที่ดี สามารถแยกแยะความแตกตาง แกปญหาเฉพาะหนาและตัดสินใจ
ไดดี ดวยเหตุนี้จึงมีมนุษยในการประกอบชิ้นงานของผลิตภัณฑตางๆ แมวาเทคโนโลยีดานหุนยนตจะ
สามารถทํางานดานตางๆไดดีกวามนุษยก็ตาม งานบางลักษณะที่มีความซับซอนในการประกอบ 
มนุษยสามารถทําไดเร็วและดีกวา อยางไรก็ตามมนุษยมีความสามารถจํากัดหลายหลายประการเชน 
ไมสามารถยกหรือเคล่ือนยายวัตถุที่มีขนาดหรือน้ําหนักมากๆได ดี และถาทําจะเกิดความลา ยงัผลให
ประสิทธิภาพถดถอยและอาจเกิดการบาดเจ็บได  

ลักษณะงานหลายหลายประเภทตองการขอดีของมนุษยและหุนยนตรวมกัน ปจจุบันมีการ
พัฒนางานวิจัยดานการทาํงานรวมกันระหวางมนุษยและหุนยนต ประเด็นสําคัญทีน่กัวจิยั และวศิวกร
ผูออกแบบหุนยนตตองคํานึงถึงเปนอันดับแรกก็คือความปลอดภัย จึงมีนักวิจัยจํานวนมากพยายาม
พัฒนาหุนยนตที่มีความปลอดภัยตอมนุษยเสมอ  

 

รูปที่ 2.1 การใชไมบรรทัดสรางไกดการเคล่ือนที ่
 

หุนยนตโคบอท (Cobot: Collaborative Robot) คือหุนยนตระบบเปนพาสซีฟอยางสมบูรณ 
หุนยนตโคบอทจะไมสรางแรง และเคล่ือนที่ตัวมันเองได หุนยนตโคบอททํางานเสมือนกับตัวชวยนํา

กระดาษ 
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ทาง (Virtual guidance) ใหผูใชไปยังเสนทางที่กําหนด เปรียบเสมือนการใชดินสอขีดเสนตรงโดย
อาศัยไมบรรทัดดังรูปที่ 2.1 ไมบรรทัดชวยใหการขีดเสนตรงมีคุณภาพทีดี่ ในทาํนองเดยีวกนัหุนยนตโค
บอทก็สามารถโปรแกรมสรางไกดหลายมิติใหมนษุยในลักษณะเสนทาง หรือพ้ืนผิวแบบตางๆ ตัวอยาง
การใชงานเชน นําไปใชในงานประกอบรถยนต [5] หุนยนตโคบอทจะชวยใหการประกอบมีความ
แมนยําขึ้น ใชเวลาทํางานนอยลง และของเสียลดจํานวนลง 

 
รูปที่ 2.2 การประกอบรถยนตโดยใชหุนยนตโคบอท 

 
อุปกรณทางดานแฮปติกส (Haptic Interface) โดยทั่วไปไวใชสรางสภาวะจําลองตางๆ แตใน

บางกรณีอุปกรณทางดานแฮปติกสอาจจะทําใหเกิดปญหาข้ึน เชน ในกรณกีารสรางกําแพงเสมือนให
มีความแข็งมากๆ (high stiffness) มอเตอรจะตองมีขนาดใหญ และตองใชอัตราขยายในการควบคุม
สูง เพ่ือที่จะสรางแรงตานไดเพียงพอ มีผลใหเกิดความไมเสถียรขึ้นไดงาย ดังนั้นจึงตองใชความ
ระมัดระวังเม่ือนํามาใชงานรวมกับมนุษย  

ความแตกตางระหวางหุนยนตโคบอทกับอุปกรณแฮปติกสทั่วไปก็คือหุนยนตโคบอทไมไดใช
แรงตรง (Direct force) จากตัวขับดัน (Actuator) เพ่ือตานการเคลื่อนที่ของมนุษยเหมือนกับอุปกรณ
แฮปติกสทั่วไป แตหุนยนตโคบอทจะใชอุปกรณปรับเปล่ียนอัตราทดแบบตอเนื่อง หรือซีวีที (CVT: 
Continuous Variable Transmission) ในการควบคุมความสัมพันธระหวางขอตอ จึงเห็นไดวาการ
เคล่ือนปลายแขนกลของหุนยนตโคบอทจะตองอาศัยแรงกระทําจากมนุษย โดยที่หุนยนตโคบอทจะ
บังคับทิศทางการเคล่ือนที่ 
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2.1 อุปกรณปรับเปลีย่นอัตราทดแบบตอเน่ืองท่ีใชในหุนยนตโคบอท 
  

อุปกรณสงถายกําลัง (Transmission) คืออุปกรณที่ทําหนาที่สงถายกําลังระหวางขอตอ 
อัตราสวนของอัตราเร็วระหวางดานขาเขา (Input) และดานขาออก (Output) เรียกวา อัตราทด 
(Transmission Ratio) อุปกรณสงถายกําลังไดมีการพัฒนามานานกวารอยป โดยสวนใหญถูก
ออกแบบมาใหมีอัตราทดคงที่เชน เกียรทดในเครื่องจักร อยางไรก็ตามมีงานหลายประเภททีต่องการใช
อัตราทดที่ปรับไดเชน การเปล่ียนความเร็วโดยเปล่ียนเกียรของรถยนต ซึ่งอัตราทดที่ปรับจะเปนแบบ
ข้ันบันไดไมตอเนื่อง โดยมากมักจํากัดอยูที่ 4-6 อัตราทด (การเปล่ียนเกียรในรถยนตทั้งแบบอัตโนมัติ 
และแบบธรรมดาก็จะเปล่ียนแบบข้ันบันไดเชนกัน เชนการเปลี่ยนจากเกียร 1 ไปเปนเกียร 2 เปนตน) 

อุปกรณปรับเปล่ียนอัตราทดแบบตอเนื่อง หรือที่เรียกวา ซีวีที (Continuous Variable 
Transmission) เปนอุปกรณที่สามารถปรับเปลี่ยนอัตราทดไดอยางตอเนื่อง ซีวีทีสวนมากมีขอจํากัด
อยูที่อัตราทดที่ไดจากการปรับเปลี่ยนจะมีชวงจํากัด และไมสามารถใหอัตราทดที่เปนลบได ในการ
พัฒนาหุนยนตโคบอทซึ่งตองใชซีวีทีที่มีคุณสมบัติพิเศษ สามารถปรับอัตราทดในชวง −∞ ถึง∞ อยาง
ตอเนื่อง ปจจุบันในการพัฒนาหุนยนตโคบอทไดมีการนําซีวีทีมาใชเพียง 2 ประเภท คือ ซีวีทีประเภท
ลอ และซีวีทีประเภททรงกลม 
 

2.1.1 ซีวีทีประเภทลอ 

 

ซีวีทีประเภทลอ คืออุปกรณทีใชปรับอัตราทดของ “ความเร็วเชงิเสน” ไดอยางตอเนือ่ง 
เปนซีวีทีที่ใชลอ (Wheel) เปนกลไกหลักในการสรางความสัมพันธระหวางขอตอเชิงเสนดัง
แสดงในรูปที ่2.3.ก ลอเปนอุปกรณปรับเปล่ียนอัตราทดแบบตอเนื่องเชิงเสนที่มนุษยมองขาม
มาชานาน รูปที่ 2.3.ข แสดงหลักการทํางานโดยกําหนดใหลอกําลังเคล่ือนที่อยูบนพ้ืนระนาบ 
X-Y ดวยความเร็ว V ในทิศทางการเคล่ือนที่α ซึ่งเทียบกับแกน X จะไดสวนประกอบความเรว็ 

xV  บนแกน X และความเร็ว yV  บนแกน Y ความสัมพันธของอัตราทดของความเร็วเชิงเสนทั้ง
สองกําหนดไดดังนี้ 

 

 อัตราทด tan y

x

V
V

α= =  (2.1) 
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อัคราทดสมการที่ (2.1) สามารถมีคาเปนลบได และจะมีคาอัตราทดอยูในชวง −∞

ถึง∞สามารถปรับคาอัตราทดดวยการหมุนเพ่ือเปลี่ยนมุมเลี้ยว α ของลอ 

 

 
รูปที่ 2.3 สวนประกอบ และหลักการทาํงานของซวีทีีประเภทลอ 

 

ลอนั้นเปนกลไกที่งายตอการใชงานในป 1995 Wannasuphoprasit [1] ไดนําเอาลอ
ไปใชในการออกแบบสรางอุปกรณแฮปติกสที่ทําใหเปนระบบแพสซิฟอยางสมบูรณไดเปนครัง้
แรกและตอมาไดถูกพัฒนาขึ้นเปนองคประกอบสําคัญของหุนยนตโคบอท 
 
2.1.2 ซีวีทีประเภททรงกลม 

 
รูปที่ 2.4 หลักการทํางานของซวีทีีประเภททรงกลม [4] 

 

d

d

2

1

α
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 ซีวีทีประเภททรงกลมถูกพัฒนาข้ึนโดย Moore [4] เม่ือป 1997 เกิดจากการนํา
อุปกรณปรับอัตราทดแบบตอเนื่องแบบลอมาประยุกตเขากับลูกทรงกลมดังรูปที่ 2.4 ซีวีที
ประเภทนี้ประกอบไปดวยทรงกลมจํานวนหนึ่งลูก ลอชุดปรับอัตราทด (Steering Rollers) ที่
ใชเพ่ือเปล่ียนอัตราทด และลอชุดขับ (Driving Roller) ที่ตอกับเพลาขาเขาและเพลาขาออก
จากภายนอก โดยทรงกลมไมสามารถเคล่ือนที่ไดแตจะสามารถหมุนรอบแกนหมุนที่ผานจุด
ศูนยกลางของตนเองไดเทานั้น ลอทั้งสองชุดจะสัมผัสกับผิวของทรงกลม และเม่ือลากเสนจาก
แกนเล้ียวของลอจะผานจุดศูนยกลางของทรงกลมเสมอ ลอทั้ง 4 ถูกจัดวางในลักษณะสมดุล
คลายทรงเหล่ียม 4 หนา (Tetrahedral) ทําใหทรงกลมวางอยูกับที่ ดังแสดงในรูปที ่2.5 
 

 
รูปที่ 2.5 ลอทั้งสองชุดของซวีีทีประเภททรงกลม 

 
แกนหมุนของทรงกลมจะถูกกําหนดตําแหนงดวยมุมเล้ียวของลอปรับอัตราทด จาก

หลักการที่แกนหมุนของทรงกลมจะขนานไปกับแกนหมุนของลอปรับอัตราทดเสมอ ดังนั้นถา
ลอปรับอัตราทดถูกหมุน ตําแหนงแกนหมุนของทรงกลมก็จะเปล่ียนไป มีผลทําใหระยะ 1d

และ 2d  (ระยะระหวางแกนหมุนของทรงกลมกับจุดสัมผัสของลอขับอินพุตและลอขับเอาทพุต
ตามรูป 2.4 ข.) เปลี่ยนไป ซึ่งทําใหอัตราสวนของความเร็วเชิงมุมที่ลอขับอินพุตและเอาทพุต
เปล่ียนแปลงไปเชนกันดวยอัตรา 2 1 2 1d dω ω = เราเรียกอุปกรณปรับเปล่ียนอัตราทดของ
ความเร็วเชิงมุมรูปแบบนี้วาซีวีทีทรงกลม (Spherical CVT) สามารถแสดงความสัมพันธของ
อัตราทดที่เปนฟงกชันของมุมการปรับอัตราทดไดดังนี้ 

 

 2

1

sin 2 cos
sin 2 cos

ω α α
ω α α

−
=

+
 (2.2) 

 

 Y 

X 

ลอขับ 

 
ลอปรับอัตราทด  

Z 

X 
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ในสมการ (2.2) จะแสดงใหเห็นวาอัตราทดมีคาอยูในชวง −∞ ถึง∞  แสดงในรูปที่ 2.6 

 
รูปที่ 2.6 ความสัมพันธของอัตราทดกับมุมปรบัอตัราทด (α ) 

 
2.2 การเชื่อมตอซีวีที 

 
ในหุนยนตโคบอทที่มีหลายมิติการเคล่ือนที่ จํานวนของซีวีทีตองมีมากข้ึน เพื่อสราง

ความสัมพันธระหวางขอตอตางๆ  ในการเชื่อมตอซีวีทีจํานวนมากกวาหนึ่งชุดเขากับขอตอของ
หุนยนตโคบอท โดยหลักการพื้นฐานแลวสามารถทําได 2 วิธี ดังนี้ 

 
การเชื่อมตอซีวีทีแบบอนุกรม  

วิธีการเชื่อมตอซีวีทีแบบอนุกรม แสดงดังรูปที่ 2.7 แตละซีวีทีจะสามารถควบคุม
ความสัมพันธของการเคล่ือนที่ระหวางขอตอดวยดวยอัตราทดโดยตรง ขอดีของวิธีการ
เชื่อมตอแบบอนุกรมคือใชซีวีทีจํานวนนอยกวาจํานวนของขอตอ 
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รูปที่ 2.7 วธีิการเชือ่มตอซวีีทีแบบอนุกรม 

 
การเชื่อมตอซีวีทีแบบขนาน  

การเชื่อมตอซีวีทีแบบขนานใชซีวีทีหนึ่งชุดตอเชื่อมตอหนึง่ขอตอ ซึง่ทกุซวีทีจีะกาํหนด
อัตราทดระหวางขอตอของหุนยนตโคบอทกับขอตอรวม (Common Joint) ดังรูปที่ 2.8 ขอ
ไดเปรียบคือชวยปองกันไมใหอัตราทดที่ซีวีทีสรางขึ้นมีคามากเกินไป เชน ในกรณขีองหุนยนต
โคบอทที่มีหลายขอตอและถูกออกแบบใหซีวีทีถูกตอกันแบบอนุกรม ถาขอตอใดขอตอหนึ่งมี
ความเร็วเชิงมุมมีคานอยมากจนเกือบเปนศูนยจะทําใหซีวีทีในขอตอนัน้ตองสรางอตัราทดทีมี่
คาเขาใกลอนันต ซึ่งในความเปนจริงซีวีทีแบบทรงกลมจะไมสามารถสรางอัตราทดไดสูงถึง
ขนาดนั้น ถึงแมวาทางทฤษฎีจะสามารถทําไดก็ตาม  

 
รูปที่ 2.8 วิธีการเชือ่มตอซวีีทีแบบขนาน 

 

ซีวีที 1 
ขอตอ 1 

ขอตอ 2 
ขอตอ 3 

กานตอ 2 

กานตอ 1 

กานตอ 3 

ซีวีที 2 ซีวีที 3 

ซีวีที 2 

 
ซีวีที 1

ขอตอ 1 

ขอตอ 2 
ขอตอ 3 

กานตอ 3 
กานตอ 2 

กานตอ 1 
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สําหรับการตอซีวีทีแบบขนานยังสามารถเพ่ิมกําลังจากตัวขับ (Actuator) เขาไปใน
ระบบของหุนยนตโคบอทเพ่ือชดเชยแรงเสียดทาน หรือชวยการเคล่ือนที่ ได  
 

2.3 หุนยนตโคบอทแบบตางๆ 
 
2.3.1 หุนยนตโคบอทแบบลอเดยีว (Unicycle Cobot) 
 
 หุนยนตโคบอทแบบลอเดียวเปนหุนยนตโคบอทตัวแรกในโลกที่ถูกสรางขึ้น มีพ้ืนที่ใช
งาน (Work space) อยูบนพื้นระนาบแบบคารทีเชี่ยนเชิงเสน X และ Y เนื่องจากลักษณะของ
หุนยนตมีเพียงลอเดียวดังรูปที่ 2.9 จึงจําเปนที่จะตองมีรางเพ่ือใหพยุงตัวอยูได หุนยนตโค
บอทตัวนี้มีหลักการที่งายตอการทําความเขาใจ ปจจุบันมีการนาํไปพัฒนาตอยอดเปนหุนยนต
โคบอทอีกหลายรูปแบบ 

 
รูปที่ 2.9 หุนยนตโคบอทแบบลอเดียว[1] 

 
2.3.2 หุนยนตโคบอทสกตูเตอร (Scooter Cobot) 
 
 สกูตเตอรเปนหุนยนตโคบอทที่สรางขึ้นโดย Wannasuphoprasit และคณะ [2] ถูก
ออกแบบใหนําไปประยุกตใชในงานจริง มีลอจํานวน 3 ลอ สามารถต้ังอยูไดดวยตัวมันเองดัง
รูปที่ 2.10 มีพ้ืนที่ใชงานใน 3 มิติ X, Y และ θ  หุนยนตโคบอทสกูตเตอรประกอบไปดวย
มอเตอรตัวเล็ก 3 ตัว มีหนาที่ควบคุมมุมเลี้ยวของลอทั้งสาม ตัวรับรูแรง 1 ตัวอยูตรงจุด
กึ่งกลางของสกูตเตอรมีหนาที่วัดแรงที่เกิดจากผูใช 
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รูปที่ 2.10 หุนยนตโคบอทสกูตเตอร [2] 

 
 โหมดการทํางานของสกูตเตอรจะมีสองโหมดการทํางานทั้ง การทํางานแบบอิสระ 
(Virtual Caster) และการทํางานแบบกําแพงเสมือน (Virtual Wall) 
 การทํางานแบบอิสระ ผูใชจะเคล่ือนหุนยนตโคบอทสกูตเตอรไดอยางอิสระในพืน้ทีใ่ช
งาน X, Y และ θ  มอเตอรทั้งสามตัวจะควบคุมมุมเลี้ยวของลอใหสัมพันธกับแรง และทิศ
ทางการเคล่ือนที่ของผูใช 
 การทํางานแบบกําแพงเสมือนจะเกิดขึ้นเม่ือผูใชเคล่ือนหุนยนตโคบอทสกูตเตอรไป
ชนกับกําแพงเสมือนที่ไดโปรแกรมไว หุนยนตโคบอทสกูตเตอรก็จะเคลื่อนที่ไถลไปตามกาํแพง 
ดวยการปรับทิศทางของลอทั้งสามไปตามทิศทางของกําแพงเสมือน 
 หลักการของหุนยนตโคบอทสกูตเตอรถูกนําไปพัฒนาใชงานในโรงงานประกอบ
รถยนตของ ‘General Motor’ โดยนําไปประกอบประตูเขากับตัวถังของรถยนต ซึง่จะทาํใหเกดิ
ความสะดวกสบายในการทํางานเปนอยางมาก  
 

 
รูปที่ 2.11 การประกอบประตูรถยนตดวยสกูตเตอร [5] 
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2.3.3 หุนยนตโคบอทสามแกนหมุน (3R Cobot) 

 
รูปที่ 2.12 หุนยนตโคบอทสามแกนหมุน [4] 

 
 หุนยนตโคบอทสามแกนหมุน (3R Cobot) ถูกออกแบบโดย Moore   และคณะ [4] 
ลักษณะเปนแขนกลแบบขนาน (parallelogram arm) มีพ้ืนที่ใชงานแบบเชิงเสน 3 มิติ X, Y 
และ Z และมีกานตอจํานวน 5 กาน ตอกันในลักษณะขนาน ที่ปลายดานตรงขามกับปลาย
แขนกลมีการถวงดุลเพ่ือชดเชยแรงโนมถวง (Counter-balanced) หุนยนตโคบอทสามแกน
หมุนใชซีวีทีประเภททรงกลมดังรูป 2.13  
 

 
รูปที่ 2.13 ซวีีททีรงกลมทีอ่อกแบบไวสําหรบัหุนยนตโคบอทสามแกนหมุน [4] 

 
คุณลักษณะพิเศษอีกอยางหนึ่งของหุนยนตโคบอทสามแกนหมุน คือลักษณะการตอ

เครือขายของซีวีทีเปนแบบขนาน ดังรูป 2.14 ซึ่งสามารถใสกําลังงานจากภายนอกผานทาง
แกนหมุนรวม ( 0ω ) ทําใหมีลักษณะแบบแอ็คทีฟ (Active) สามารถชดเชยแรงเสียดทานใน
ระบบได 
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รูปที่ 2.14 การตอเครอืขายของอุปกรณปรับเปล่ียนอตัราทดแบบตอเนื่องแบบขนาน  

  
2.3.4 หุนยนตโคบอทแบบราง (Rail Cobot) 
  

หุนยนตโคบอทตัวนี้เปนอีกตัวหนึ่งที่ไดนําไปใชในอุตสาหกรรม แสดงในรูป 2.15 ได
ติดตั้งอยูที่ Ford Motor Company’s Advanced Manufacturing Technology Division มี
พ้ืนที่ใชงานในระนาบและมี 2 มิติ คลายกับหุนยนตโคบอทลอเดียว 
 หุนยนตโคบอทแบบรางใชซีวีทีประเภททรงกลม 2 ตัวมาตอกันแบบขนานกัน และมี
การเพ่ิมกําลังเขาไปในระบบอีกดวย จึงทําใหสามารถผอนแรงแกผูใชเม่ือเคล่ือนที่สิ่งของ
น้ําหนักมาก  
 กําลังงานภายนอกที่ใสเพ่ิมเพียงเพ่ือทีจ่ะเอาชนะแรงเสียดทานตามธรรมชาตทิีเ่กดิใน
สายพานและระบบรางเทานั้น ดังนั้นกําลังงานของมอเตอรจึงใชเพียงแค 200 วัตต ก็สามารถ
ที่จะยกของมวลน้ําหนัก 150 กก. เริ่มเคล่ือนที่จากหยุดนิ่งจนมีความเร็ว 2 m/s โดยไมจําเปน
ที่มนุษยตองออกแรงมาก การเปล่ียนทิศทางมวลแบบ 90 องศา รัศมี 30 ซม. ดวยความเร็ว 2 
m/s ทําไดงายดวยวิธีการสรางกําแพงเสมือนของหุนยนตโคบอท เม่ือเรานําไปเปรยีบเทยีบกบั
วิธีการหุนยนตเดิมที่ใชกําลังงานจากมอเตอรทั้งหมดเพ่ือใหมวลเคล่ือนที ่ซึ่งจะตองใชมอเตอร
ที่มีกําลังงานประมาณ 4,000 วัตต จะเห็นไดวาหุนยนตโคบอทปลอดภัยกวาเปนอยางมาก 

2ω1ω

0ω

3ω  
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รูปที่ 2.15 หุนยนตโคบอทแบบราง [5] 

 
 
2.3.5 หุนยนตโคบอทกานควบคุม (Joystick Cobot) 
  

หุนยนตโคบอทกานควบคุมเปนลักษณะการประยุกตอีกรูปแบบหนึ่ง โดยใชซีวีที
ประเภทลอจํานวน 3 ชุด ซึ่งถูกตรึงติดกับฐาน เพ่ือควบคุมการหมุนของทรงกลม โรล, ฟตช 
และ ยอว (Roll, Pitch, Yaw) ลอทั้งสามจะถูกจัดวางใหแกนมุมเล้ียวต้ังฉากกับผิวของทรง
กลมเสมอ และเม่ือจัดวางดังรูป 2.16 ทรงกลมจะสามารถวางอยูดานบนของลอ โดยไม
เคล่ือนได ดังนั้นดวยการควบคุมมุมเล้ียวของลอก็สามารถบังคับการหมุนของทรงกลม 

 
รูปที่ 2.16 หุนยนตโคบอทกานควบคุม [3] 

ก. ลักษณะโครงสรางของ
โคบอทแบบราง 

ข. ภาพดานบนของโคบอทแบบราง ค. ชุดซีวีทีที่ใชในโคบอท
แบบราง 
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2.3.6 หุนยนตโคบอทปรับรูป 
  

หุนยนตโคบอทปรับรูปเปนหุนยนตโคบอทตัวแรกและตัวเดียวที่สามารถปรับเปลี่ยน
รูปรางตัวเองได ลักษณะคลายกับหุนยนตโคบอทสกูตเตอร ดังรูปที่ 2.17 ถูกพัฒนาโดยนาย
ศุภพน จันทรพัฒน และคณะ [7] หองปฏิบัติการสหวิทยาการมนุษยและหุนยนต จฬุาลงกรณ
มหาวิทยาลัย 

 
รูปที่ 2.17 หุนยนตโคบอทปรับรูป [7] 

 
หุนยนตโคบอทปรับรูปมีหลักการทํางานโดยอาศัยการปรับความสัมพันธระหวางขอ

ตอดวยซีวีทีประเภทลอจํานวน 3 ชุด มีพ้ืนที่ใชงาน 3 มิติ X, Y และ θ  จะมีโหมดการทํางาน
เพ่ิมจากปกติของหุนยนตโคบอทก็คือ โหมดการปรบัรูปรางหุนยนตโคบอท การขยายรางแสดง
ดังรูปที่ 2.18 
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รูปที่ 2.18 การปรบัรูปของหุนยนตโคบอท [7] 

 
2.3.7 หุนยนตโคบอทแขนกลหาเหลี่ยม (Pantograph Cobot) 

 
หุนยนตโคบอทแขนกลหาเหล่ียมใชซีวีทีประเภททรงกลมมาประยุกตเขากับแขนกล

หากานตอที่มีพื้นที่ใชงานบนระนาบ 2 มิติ การสรางความสัมพันธระหวางขอตออาศัยการ
เชื่อมตอซีวีทีจํานวน 2 ชุดขนานกัน ทําใหสามารถเพ่ิมกําลังงานจากภายนอกเขาไปในระบบ
ได หุนยนตโคบอทแขนกลหาเหลี่ยมแสดงไดดังรูปที่ 2.19 ถูกพัฒนาโดยหองปฏิบัติการ       
สหวิทยาการมนุษยและหุนยนต จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย [8] 

รูปที่ 2.19 หุนยนตโคบอทแขนกลหาเหล่ียม [8] 
 

 

ปลายแขนกล 

โมดูลฐาน 

แขนเช่ือมโมดูล 

โมดูลลอ 
ก. ลักษณะปกติ ข. ขณะกําลังขยายโมดูลออก 
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2.3.8 หุนยนตโคบอท 6 องศาอิสระ (6 DOF Cobot) 
 
หุนยนตโคบอท 6 องศาอิสระถูกพัฒนาข้ึนโดย Eric L. Faulring [9] เปนหุนยนตโค

บอทที่มีมิติของพ้ืนที่การทํางานมากที่สุดถึง 6 มิติ อาศัยกลไกแบบขนาน 6 กานตอ แตละกาน
จะถูกตอเขากับซีวีทีประเภทลอชุดหนึ่ง  และลอถูกออกแบบใหวางอยูบนพื้นผิวของ
ทรงกระบอก 

 

 
รูปที่ 2.20 หุนยนตโคบอท 6 องศาอิสระ [9] 

 
ลอของหุนยนตโคบอทนี้ทําจากโลหะ สามารถใสแรงกดต้ังฉากไดสูงมาก แรงเสียด

ทานดานขางของลอกับพ้ืนทรงกระบอกจึงมากตามไปดวย หุนยนตโคบอทนี้เม่ือนํามาใชงาน
จึงเกิดการไถลนอยมาก 

  
 



บทท่ี 3 
 

ตนแบบหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
 

หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ (3D Cobot) มีลักษณะของกลไกแบบแขนกล 3 ขอตอ มีพื้นที่
ใชงานเชิงเสน 3 มิติ บนพิกัดคารทีเซียน  X, Y และ Z หลักการทํางานจะอาศัยซีวีทีประเภทลอจํานวน 
3 ชุด นํามาตอขนานกัน เพ่ือบังคับการหมุนของทรงกลม และใชแขนกลแปลงการเคลื่อนที่เชิงมุมของ
ทรงกลมเปนการเคล่ือนที่เชิงเสน  

 
3.1 แนวความคิด 
 
 พิจารณารูปที่ 3.1 ดานซาย หุนยนตโคบอทสกูตเตอร ซึ่งมีลอสามชุดถูกยึดติดกันดวย
โครงสรางแบบสามเหล่ียม สามารถควบคุมทิศทางการเคล่ือนที่โดยอาศัยการปรับมุมเล้ียวของลอทั้ง
สาม เม่ือพิจารณาหุนยนตโคบอทสกูตเตอรซึ่งวางอยูบนพ้ืนโลก หากจิตนาการวาโลกมีขนาดเล็กลง
จนมีขนาดประมาณเทาลูกโบวลิ่ง ในสวนของลอทั้งสามกําหนดใหมีขนาดเทาเดิม และจดัวางแกนของ
มุมเล้ียวใหต้ังฉากกับพ้ืนผิวของลูกทรงกลมเชนเดิม ดังนั้นเม่ือกําหนดใหลอทั้งสามถูกตรึงใหอยูกับที่
ดังรูปที่ 3.1 ดานขวา การหมุนของทรงกลมสามารถควบคุมไดโดยอาศัยการปรับมุมเล้ียวของลอทั้ง
สาม ดวยหลักการประยุกตหุนยนตโคบอทสกูตเตอรเชนนี้ จึงเปนที่มาของแนวความคิดเบื้องตนของ
หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ  
  

หุนยนตโคบอทสกูตเตอร 
ซีวทีีของหุนยนตโคบอท

แขนกลสามมิติ 

รูปที่ 3.1 แนวความคิดหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิ
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หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติถูกออกแบบใหมีความเหมาะสมกับการใชงานรวมกันกับ

มนุษย กลาวคือโครงสรางและกลไกของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติจะตองมีความเฉ่ือย (Mass 
Inertia) นอยในชุดแขนกล ระบบสงกําลัง และชุดจับยึดแขนกล เพื่อใหมนุษยมีความสบายในการใช
งานและรับภาระเนื่องจากน้ําหนักของอุปกรณนอยที่สุด การออกแบบยังตองคํานึงถึงความปลอดภัย
ของมนุษยในการใชงานอุปกรณ และตองมีโครงสรางรวมถึงกลไกตางๆที่ใชงบประมาณไมสูงมากนัก 

หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติมีสวนประกอบ และกลไกตางๆที่สําคัญดังนี้ ชุดแขนกลและ
การสงกําลัง ชุดจับยึดแขนกล และชุดอุปกรณปรับเปล่ียนอัตราทดแบบตอเนื่องเชิงเสนกับทรงกลมดัง
จะกลาวตอไป 

 
3.2 ชุดอุปกรณปรับเปลี่ยนอัตราทดแบบตอเน่ืองเชิงเสนกับทรงกลม 

 

เม่ือพิจารณาซีวีทีประเภทลอชุดหนึ่งนํามาสัมผัสทรงกลม โดยใหแกนเล้ียววางทับกับแกน X 
ในลักษณะดังรูปที ่3.2 ก. สมมุติใหทรงกลมถูกตรึงจุดศูนยกลางใหสามารถหมุนรอบแกนหมุนใดๆ แต
ไมสามารถเคล่ือนตําแหนงจุดศูนยกลางได ดวยลักษณะเชนนี้พ้ืนผิวของทรงกลมจะถูกแรงเสียดทาน
ดานขางของลอบังคับการเคล่ือนที่ไว ทําใหแกนหมุนของทรงกลมเกิดขึ้นไดเฉพาะบนระนาบที่วางตัว
อยูบนแกนหมุนของลอ และจุดศูนยกลางของทรงกลมดังรูปที่ 3.2 ก. เทานั้น ระนาบนี้ถูกต้ังชื่อวา 
ระนาบแกนหมุน (Axis of rotation plane) อยางไรก็ตามลอเพียงหนึ่งลูกก็ยังไมสามารถบังคับแกน
หมุนที่แนนอนใหเกิดข้ึนได      

รูปที่ 3.2 แกนหมุนและระนาบแกนหมุนของทรงกลมที่เกดิจากลอ 

ระนาบแกนหมุน 

     Y 

 
   X 

 

    Z 

     Y 

 

   X 

 

    Z 
แกนหมุนของทรงกลม 

 

ก. ข.
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การบังคับใหทรงกลมมีแกนหมุนที่แนนอนจึงตองมีลออยางนอยสองลูก เพื่อเพิ่มระนาบแกน

หมุนใหเกิดการตัดกันจนเปนแกนหมุนดังรูปที ่3.2 ข. อยางไรก็ตามถาหากใชจํานวนของลอเพียงแค
สองชุด จะมีบางตําแหนงของมุมเล้ียวที่ระนาบทั้งคูวางตัวซอนทับกันอยางสมบูรณ ซึ่งทําใหเกิดผล
เหมือนมีลอเพียงแคชุดเดียว ดังนั้นเพื่อแกปญหานี้และทําใหงายตอการจัดวางทรงกลมใหมีความ
เสถียร จะพบวาจํานวนลอที่เหมาะสมคือสามชุด เมื่อควบคุมตําแหนงของมุมเล้ียวแตละลอใหถูกตอง 
ระนาบแกนหมุนทั้งสามจะตัดกันเปนเสนตรงเสมอ ดวยเหตุนี้จึงออกแบบใหหุนยนตโคบอทแขนกล
สามมิติใชซีวีทีประเภทลอจํานวน 3 ชุด วางในลักษณะแกนเล้ียวแตละลอทํามุมกัน 90 องศาตอกนัดงั
แสดงในรูปที ่3.3  

 
ตําแหนงการจัดวางของซีวีทีประเภทลอทั้ง 3 ชุดจะยึดติดกับฐานของหุนยนต ซึ่งมีรูปราง

คลายสามเหล่ียมปรามิด ดานบนของลอจะวางไวดวยทรงกลมดังรูปที่ 3.4 

 
รูปที่ 3.4 การจัดวางฐาน และทรงกลม 

ทรงกลม 
 

ฐาน 
 

รูปที่ 3.3 ซีวีทปีระเภทลอจํานวน 3 ชุด ถูกจดัวางทาํมุมกนั 90 องศา 

แกนเลี้ยวของแตละลอทํามุมกัน 90 องศา 

ซีวีทีประเภทลอทั้งสามชุด 
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ทรงกลมจะถูกสรางจากลูกโบวลิ่ง ที่ดานบนของทรงกลมจะเจาะชองโดยที่มีเพลาซึ่งติดต้ังไว

กับทรงกลมยื่นข้ึนมา ดานในของชองใสสปริงเพ่ือเพ่ิมแรงกดใหทรงกลมแนบติดกับลอตลอดเวลา 
ปลายดานบนของเพลายึดติดดวยพูเล พูเลนี้เปนชนิดสําหรับสายเคเบิลเพ่ือสงกําลังไปที่ขอตอของ
แขนกลซึ่งจะกลาวตอไป 

 
3.3 ชุดแขนกล ชุดจับยึด และระบบสงกําลัง 

 

แขนกลของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติดังรูปที่ 3.6 มีจํานวนสามขอตอตามจํานวนมติิการ
เคล่ือนที่ของทรงกลม สองขอตอแรกเปนขอตอแบบยูนิเวอแซล ซึ่งเคล่ือนที่ไปพรอมกับการหมุนแบบ
โรล (Roll) และพิตช (Pitch) ของทรงกลม จึงไมจําเปนตองอาศัยการสงกําลังเพ่ิมเติม ขอตอที่สามของ
แขนกลมีลักษณะเปนแบบขอศอก (Elbow Joint) โดยมีแกนหมุนซึ่งขนานกับขอตอที่สองตลอดเวลา 
แตเนื่องจากตําแหนงแกนหมุนของขอตอที่ 3 อยูหางจากทรงกลม จึงตองเพ่ิมระบบสงกําลังจากการ
หมุนแบบยอว (Yaw) ของทรงกลมสูขอตอที่สาม สําหรับกานตอที่อยูระหวางขอตอที่ 1 และขอตอที่ 2 
มีขนาดความยาวเปนศูนย และเพ่ือความสะดวกเราจึงกําหนดใหกานตอที่อยูระหวางขอตอที่ 2 และ
ขอตอที่ 3 คือกานตอที่ 1 และกานตอที่อยูระหวางขอตอที่ 3 และปลายแขนกลคือกานตอที่ 2 

รูปที่ 3.5 การออกแบบชองภายในทรงกลม 

สปริง ชอง 

ลูกปน
เชิงเสน 

เพลา  พูเลสําหรับ
สายเคเบิล  

แรงสปริงชวยใหทรงกลมแนบติดกับ
ลอเสมอ 
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รูปที่ 3.6 กลไกแขนกลสามขอตอ 

 
 กลไกแขนกลติดตั้งเขากับลูกปนเชิงเสนบริเวณเพลาซึ่งถูกตรึงติดกับทรงกลมดังรูปที่ 3.5 เม่ือ
พิจารณาทรงกลมและแขนกลในตอนนี้จะพบวาชุดกลไกทั้งสองถูกวางเอาบนลอโดยไมมีแรงกด ซึ่ง
อาจจะสามารถหลุดออกมาได จึงตองออกแบบชุดจับยึดเพ่ือยึดใหทรงกลมไมสามารถเคล่ือนหลุด
ออกมาจากลอและฐานของหุนยนต และตองไมขัดขวางการหมุนของทรงกลมในลักษณะตางๆ 
หลังจากที่ไดศึกษาพบวากลไกแบบหลายขอตอที่สามารถเคล่ือนที่แบบทรงกลม หรือที่เรียกวา ขอตอ
แบบซีเอ็มเอ็ส (Concentric Multilink Spherical: CMS) ดังรูปที่ 3.7 ถูกพัฒนาโดย Gregory 
J.Hamlin และ A. C. Sanderson [10] มีความเหมาะสมที่จะนํามาใชงาน 
 

ขอตอที ่1 

ขอตอที ่3 

ขอตอที ่2 

ปลายแขนกล 

รูปที่ 3.7 กลไกหลายขอตอแบบซีเอม็เอ็ส [10] 
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ปลายดานหนึ่งของขอตอแบบซีเอ็มเอ็สจะถูกตรึงไวกับฐาน อีกดานถูกติดตั้งเขากับกานตอ
แรกของแขนกล ซึ่งชุดกลไกนี้ยังชวยใหปลายแขนกลของหุนยนตโคบอทมีความแข็งแรงข้ึนอีกดวย 

เม่ือประกอบชุดแขนกล ชุดจับยึด และระบบสงกําลังเขากับฐานของหุนยนตจะมีลักษณะดัง
รูปที่ 3.8  

 
 การสงกําลังจากการหมุนแบบยอว (Yaw) ของทรงกลมสูขอตอที่สามถูกออกแบบใหกลไก
ระบบสงกําลังเปนแบบเคเบิลและพูเล สําหรับพูเลตัวแรกจะติดตั้งอยูบริเวณดานบนของทรงกลม และ
พูเลอีกตัวหนึ่งจะติดตั้งอยูกับขอตอที่สาม โดยมีพูเลอีกคูหนึ่งทําหนาที่เปล่ียนทิศทางสายเคเบิลดังรูป
ที่ 3.9  

 

รูปที่ 3.8 ชุดแขนกล ชดุจับยึด และระบบสงกาํลังที่ตอเขากับฐานของหุนยนต 

ทิศทางการเคล่ือนที่
ของพูเล 
 สายเคเบิล 

รูปที่ 3.9 ระบบสงกาํลังแบบเคเบิลและพูเล 
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 แบบจําลองของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติอยางสมบูรณแสดงดังรูปที่ 3.10 มีลักษณะ
แบบ 3 ขอตอ ความยาวของกานตอแรก และกานตอที่สองมีขนาด 400.0 มม. และ 250.0 มม. 
ตามลําดับ ปลายแขนสามารถเคล่ือนที่แบบเชิงเสนคารทีเซี่ยน 3 มิติ (X, Y, Z) 

 
รูปที่ 3.11 ถึงรูปที่ 3.13 แสดงการเคล่ือนที่ของปลายแขนกลที่สอดคลองกับการหมุนของทรง

กลมรอบแกนตางๆ ซึ่งยังแสดงใหเห็นการทํางานของชุดจับยึดที่เคล่ือนที่ไปพรอมกับแขนกลอีกดวย 
 

 
 
 

รูปที่ 3.10 แบบจาํลองของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติอยางสมบรูณ 

ซีวีที 1 

ซีวีที 3 ซีวีที 2 

ทรงกลม 

เซ็นเซอรวัดแรง 

กลไกแขนกล 
ขอตอซีเอ็มเอส 

รูปที่ 3.11 การเคลือ่นที่ปลายแขนกลที่สอดคลองกับการหมุนแบบโรล 

ลักษณะการหมุนของ
ทรงกลมที่สัมพันธกับ
การเคลื่อนที่ปลาย

แขนกล 



 25 

 
3.4 ตนแบบและโครงสราง 
 

รายละเอียดของการออกแบบทั้งหมดขางตน เม่ือถูกจัดสรางและนํามาประกอบเขาดวยกันก็
จะไดหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติตนแบบดังรูปที่ 3.15 ซึ่งปลายแขนของหุนยนตโคบอทมีพ้ืนที่ใช
งานเชิงเสนบนพิกัด X, Y และ Z 
  โครงสรางสวนใหญจะถูกสรางจากวัสดุอลูมิเนียมสามารถนําไฟฟาได จึงนําชิ้นสวนที่ทําจาก
อลูมิเนียมทั้งหมดชุบผิวอะโนไดสเพ่ือใหอลูมิเนียมไมสามารถนําไฟฟาได และยังทําใหผิวมีความแข็ง
ข้ึนอีกดวย การออกแบบและจัดสรางโครงสรางและกลไกตางๆของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติยัง
คํานึงถึงงบประมาณไมใหสูงมากนัก โดยพยายามใชชิ้นสวนมาตรฐานในทองตลาดใหมากที่สุด และ
ชิ้นสวนที่ตองข้ึนรูปจะพยายามใหมีรูปทรงงายๆนํามาประกอบกัน 
 

รูปที่ 3.12 การเคล่ือนทีป่ลายแขนกลที่สอดคลองกับการหมุนแบบพิตช 

ลักษณะการหมุนของ
ทรงกลมที่สัมพันธกับ
การเคลื่อนทีป่ลาย

แขนกล 

รูปที่ 3.13 การเคลือ่นที่ปลายแขนกลที่สอดคลองกับการหมุนแบบยอว 

ลักษณะการหมุนของ
ทรงกลมที่สัมพันธกับ
การเคลื่อนที่ปลาย
แขนกล 
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รูปที่ 3.15 ตนแบบหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิ
 

รูปที่ 3.14 (ก) ระบบสงกาํลังแบบเคเบิล และพูเล, (ข) ขอตอแบบซีเอ็มเอ็ส 
(ก) (ข) 



บทท่ี 4 
 

จลนศาสตรสําหรบัหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
 

หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติเปนหุนยนตที่มีลักษณะของโครงสรางและกลไกที่มีเอกลักษณ
เชิงกายภาพ ดังนั้นจึงตองมีการพัฒนาจลนศาสตรเฉพาะสําหรับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ  สวน
แรกจะอธิบายความสัมพันธของกลไกและระบบสงกําลัง และนิยามถึงปริภูมิ (Space) ตางๆของ
หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ จากนั้นจะวิเคราะหหาความสัมพันธระหวางปริภูมิที่อยูติดกัน 
จนกระทั่งไดแบบจําลองทางจลนศาสตรของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
 
4.1 การนิยามปริภูมิสําหรับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 

 
หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติมีระบบสงกําลังต้ังแตการเคล่ือนที่ของปลายแขนกลไปจนถึง

การปรับอัตราทดของซีวีทหีลายระบบ จึงทําใหหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติมีหลายปริภูมิ (Space) 
การแปลงรูป (Mapping) จากปริภูมิหนึ่งไปสูอีกปริภูมิสามารถหาไดดวยสมการทางคณิตศาสตร ซึ่ง
ความสัมพันธและนิยามของแตละปริภูมิแสดงไดดังตอไปนี้ 

 
ปริภูมิตําแหนงปลาย (Configuration Space: TC ) 
 

ปริภูมิตําแหนงปลายจะแสดงการเคล่ือนที่ของปลายแขนกล มีลักษณะการเคล่ือนที่
เปนเชิงเสน 3 องศาอิสระดังรูปที่ 4.1 ปริภูมิตําแหนงปลายเปนปริภูมิที่สําคัญของหุนยนตโค
บอท เนื่องจากเปนปริภูมิที่ทํางานรวมกับมนุษย  
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รูปที่ 4.1 การเคล่ือนที่ของปรภิูมิตําแหนงปลาย 

 
ปริภูมิตําแหนงปลายใชกรอบอางอิงฐานดังรูปที่ 4.1 มีลักษณะเปนกรอบคารทีเซียน 

X-Y-Z จุดกําเนิดอยูที่จุดศูนยกลางของทรงกลม แกน X ชี้ไปที่ดานหนาของหุนยนต แกน Z ชี้
ข้ึนดานบน และแกน Y จะชี้เปนไปตามกฎมือขวา ดังนั้นจึงสามารถนิยามเวกเตอรตําแหนง
ปลายแขนกลไดดังนี้ 

 
 [ ]TR x y z=

v  (4.1) 
 
เม่ือ  R

v  คือเวกเตอรตําแหนงปลายแขนกล 
 , ,x y z คือสวนประกอบตําแหนงปลายแขนกลในแกน X, Y และ Z ตามลําดับ 

 
หลักการทํางานของหุนยนตโคบอทจะอาศัยการสรางความสัมพันธระหวางขอตอ

แบบนอนโฮโลโนมิคดวยซีวีที เพื่อบังคับทิศทางปลายแขนกล การวิเคราะหการทํางานของ
หุนยนตโคบอทจึงนิยมแทนการเคล่ือนที่ในแตละปริภูมิดวยรูปแบบของเวกเตอรสัมผัส 
(Tangent Vector: T̂ ) และเวกเตอรเคอเวเจอร (Curvature Vector: ˆkN )  

กรอบการเคลื่อนที่
ฐาน (Base frame) 

 

เสนทางเคลื่อนที่ของ
ปลายแขนกล 
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เวกเตอรสัมผัส T̂  เปนเวกเตอรขนาดหนึ่งหนวย และมีทิศทางเดียวกับเวกเตอร
ความเร็วเสมอ เวกเตอรสัมผัสทั่วไปถูกนิยามตามสมการดังนี้ 

 

 ˆ dR VT
ds V

= =
v v

v  (4.2) 

 
เม่ือ R

v  คือเวกเตอรตําแหนง 
s  คือระยะการเคล่ือนที่ 
V
v  คือเวกเตอรความเร็ว 

 
เวกเตอรเคอเวเจอร ˆkN  มีสององคประกอบคือ คาเคอรเวเจอร ( k ) หรือคาความโคง

ของการเคล่ือนที่ มีคาเทากับสวนกลับของรัศมีการเคล่ือนที่ และเวกเตอรต้ังฉาก ( N̂ ) มี
ทิศทางชี้ไปสูจุดศูนยกลางของการเคล่ือนที่ และยังมีขนาดเทากับ 1 หนวยเสมอ เวกเตอรเคอ
เวเจอรโดยทั่วไปถูกนิยามตามสมการดังนี้ 

 

 ˆˆ dTkN
ds

=  (4.3) 
 

ปริภูมิขอตอ (Joint Space: JC ) 
 

ปริภูมิขอตอแสดงการเคล่ือนที่แตละขอตอของกลไกแขนกลดังรูปที่ 4.2 การเคล่ือนที่
ในปริภูมิขอตอของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติสามารถวัดคาไดจากเอ็นโคดเดอร 
(Encoder) ซึ่งถูกติดตั้งในขอตอแขนกลทั้งสาม 
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รูปที่ 4.2 นิยามตัวแปรของปรภิมูิขอตอ 

 
ทุกขอตอของแขนกลเปนขอตอแบบหมุน ดังนั้นตําแหนงในปริภูมิขอตอจะเปนตวัแปร

พิกัดเชิงมุม 1θ , 2θ  และ 3θ  แตเพ่ือความสะดวกในการวิเคราะหการเคลื่อนที่ในปริภูมิขอตอ
จึงไดนิยามเวกเตอรตําแหนงของขอตอข้ึน โดยนํามุมแตละขอตอมาคูณดวยคาความยาวคงที่
เพ่ือทําใหมีหนวยเหมือนกับตัวแปรในปริภูมิอื่น และไมใหคุณลักษณะของตัวแปรเปล่ียนจึง
กําหนดใหมีคาเทากับหนึ่งหนวย ดังนั้นจะได 

 
 [ ]1 2 3

T
J J J JR l l lθ θ θ=

v  (4.4) 
 
เม่ือ  JR

v  คือเวกเตอรตําแหนงของขอตอ 
 1 2 3, ,θ θ θ  คือตําแหนงของขอตอ 1, ขอตอ 2 และขอตอ 3 ตามลําดับ 
 Jl  คือคาคงที่หนึ่งหนวยความยาว 

 
จากเวกเตอรตําแหนงของขอตอทําใหสามารถนิยามกรอบการเคล่ือนที่ (The Joint 

Frame) โดยที่แตละแกนการเคล่ือนที่ประกอบไปดวย 1Jl θ , 2Jl θ  และ 3Jl θ ซึ่งตั้งฉากกัน 
สามารถแสดงกรอบการเคลื่อนที่ของปริภูมิขอตอไดดังรูปที่ 3 
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รูปที่ 4.3 กรอบการเคลือ่นที่ของปรภิมิูขอตอ 

 
ตําแหนงมุมของขอตอมีความสัมพันธกับตําแหนงปลายแขนกล ในรูปแบบฟงกชั่น

ของเวกเตอรขอตอ ( ( )JR L R=
v v ) ดังนี้ 

 

 
( )
( )
( )

2 2 3 1 2

2 1 2 3 1 1 2

2 1 2 3 1 1 2

cos sin
sin sin sin cos
cos sin cos cos

x L L
R y L L

z L L

θ θ θ
θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ

+ −  
  = = + +  
   + +   

v  (4.5) 

 
เม่ือ  1 2,L L  คือขนาดความยาวของกานตอที่ 1 และกานตอที่ 2 ตามลําดับ 
 

และเวกเตอรตําแหนงของขอตอสามารถแสดงในรูปแบบฟงกชั่นของเวกเตอร
ตําแหนงปลายแขนกล ( ( )J JR L R=

v v ) ดังนี้  
 

 
( )

( )
( )

1
2 2 2

2

3 2 2
2 2

tan 2 ,

2 tan 2 ,

2 tan 2 ,

J

J J J

J

A y zl
R l l A x a x b a b

l
A L L c c

θ
θ
θ

 
     = = ⋅ − ± + − +        ⋅ ± −  

v  (4.6) 

 
เม่ือ  2 2a y z= + , ( )2 2 2 2 2

1 2
1

1
2

b x y z L L
L

= + + + − ,  

( )2 2 2 2 2
1 2

1

1
2

c x y z L L
L

= + + − −  

 

เสนทางเคลื่อนที่ของขอตอ 
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เวกเตอรสัมผัสในปริภูมิตําแหนงปลาย (T̂ ) สามารถแปลงใหเปนเวกเตอรสัมผัสใน
ปริภูมิขอตอ ( ĴT ) ดังนี้ 
 

 ˆˆ
ˆ

J
J

J

TT
T

=
J
J

 (4.7) 

 
เม่ือ JJ  คือจาโคเบียนหาไดจาก 
 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

J

x y z

x y z

x y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

J  

 
 
เวกเตอรเคอเวเจอรในปริภูมิตําแหนงปลาย ( ˆkN ) สามารถแปลงใหเปนเวกเตอร   

เคอเวเจอรในปริภูมิขอตอ ( ˆ
J Jk N ) ดังนี้ 

 

 
1

22

3

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ

T J
J J T

J J J J

J J

T T
k N T T kN

T

   −    = +  
    

HI
H J

J H
 (4.8) 

 
เม่ือ 1JH , 2JH , 3JH  คือเฮลสเซี่ยน (Hessians) สามารถหาไดจาก 

 
2 2 2

1 1 1
2

2 2 2
1 1 1

1 2

2 2 2
1 1 1

2

J

x x y x z

y x y y z

z x z y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

H  



 33 

 
2 2 2

2 2 2
2

2 2 2
2 2 2

2 2

2 2 2
2 2 2

2

J

x x y x z

y x y y z

z x z y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

H  

 
2 2 2

3 3 3
2

2 2 2
3 3 3

3 2

2 2 2
3 3 3

2

J

x x y x z

y x y y z

z x z y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

H  

 
ปริภูมิการเคลื่อนท่ีทรงกลม (Spherical Space: SpC ) 
 

การเคล่ือนที่ของทรงกลมมีลักษณะหมุนไดอยางอิสระ ปริภูมิการเคล่ือนที่ของทรง
กลมจึงมี 3 มิติ ใชกรอบฐานอางอิง  

ความสัมพันธของปริภูมิขอตอกับปริภูมิการเคล่ือนที่ทรงกลม จะไดจากการหา
สวนประกอบยอยเวกเตอรความเร็วแตละขอตอของแขนกลซึ่งอางอิงกับกรอบฐาน ดังนั้นใน
อันดับแรกพิจารณาการหมุนขอตอแรก ( 1θ ) ของแขนกล จะมีการสงกําลังสูการหมุนของทรง
กลมรอบ X−  ตามกฎมือขวาดังรูปที่ 4.4 
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รูปที่ 4.4 ลักษณะของการเคล่ือนที่ 1θ&  บนกรอบฐาน 
 
จากรูปที่ 4.4 จะได 
 
 1Bxω θ= − &  (4.9) 
 
เม่ือ Bxω  คือความเรว็เชิงมุมในทิศทางตามแกน X  ของทรงกลมเทียบกับกรอบฐาน 
พิจารณาการหมุนขอตอที่สอง ( 2θ ) จะมีลักษณะดังรูปที่ 4.5 

รูปที่ 4.5 ลักษณะของการเคล่ือนที่ 2θ&  บนกรอบฐาน 
 
จากรูปที่ 4.5 จะได 
 

 ( )1 2cosByω θ θ= − &  (4.10) 

X  
Y  

Z  

1z  

1θ  

2θ&  2z  Z ′  

1θ  

Y ′  

X ′  

แกนหมุนขอตอ 2 
 

X  Y  

Z  
1z  

1θ&  

แกนหมุนขอตอ 1 
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 ( )1 2sinBzω θ θ= &  (4.11) 

 
เม่ือ Byω  คือความเร็วเชิงมุมในทิศทางตามแกน Y  ของทรงกลมเทียบกับกรอบฐาน 

Bzω  คือความเร็วเชิงมุมในทิศทางตามแกน Z  ของทรงกลมเทียบกับกรอบฐาน 

รูปที่ 4.6 ลักษณะของการเคล่ือนที่ 3θ&  บนกรอบฐาน 
 

พิจารณาการสงกําลังขอตอที่สาม ( 3θ ) ของปริภูมิขอตอ ซึ่งสงผานระบบสงกําลัง
แบบเคเบิลสูทรงกลมรอบแกน 2x ′′  ดังรูปที่ 4.6 โดยมีอัตราทดเทากับ ρ−  ดังนั้นจะไดสมการ
ดังนี้ 
 

 ( )( )2 3sinBxω θ ρθ= − − &  (4.12) 
 

 ( )( )( )2 1 3cos sinByω θ θ ρθ= − &  (4.13) 
 

 ( )( )( )2 1 3cos cosBzω θ θ ρθ= − &  (4.14) 
 
จากสมการ (4.9) ถึงสมการ (4.14) เราจะไดเวกเตอรความเร็วเชิงมุมของทรงกลม ( Bωv ) ดังนี้ 
 

 
( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 2 3

1 2 2 1 3

1 2 2 1 3

sin
cos cos sin

sin cos cos

Bx

B By

Bz

ω θ ρ θ θ
ω ω θ θ ρ θ θ θ

ω θ θ ρ θ θ θ

 − + 
  = = − −  
   −   

& &
v & &

& &
 (4.15) 

X  
Y  

Z  

3ρθ− &  

2z  
Z ′  

2θ  

,Y Y′ ′′  

X ′  

3z  Z ′′  

2θ  
X ′′  

แกนหมุนขอตอ 3 
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เวกเตอรความเร็วเชิงมุมของทรงกลม ( Bωv ) สามารถแสดงลักษณะและสวนประกอบ

บนกรอบฐานไดดังรูปที ่4.7 

รูปที่ 4.7 เวกเตอรความเรว็เชิงมุมของทรงกลม ( Bωv ) 
 

ในทํานองเดียวกับปริภูมิของขอตอจะได เวกเตอรสัมผัสและเวกเตอรเคอเวเจอรได
โดยอาศัยสมการดังนี้ 
 

 ˆˆ ˆ,   B B
B B B

S S

dR dTT k N
dS dS

= =
v

 (4.16) 

 
เม่ือ B̂T  คือ เวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยบนปริภูมิการเคล่ือนที่ของลูกทรงกลม ซึ่งอางอิงอยู
บนกรอบฐาน 

SS  คือ ระยะทางการเคล่ือนที่ของลูกทรงกลม 
ˆ

B Bk N  คือ เวกเตอรเคอเวเจอร 
ทําใหจะได 
 

 ˆˆ
ˆ

B J
B

B J

TT
T

=
J
J

 (4.17) 

 
เม่ือ B

B
J

L
R

∂
=

∂
J v  ซึ่งก็คือจาโคเบียนของทรงกลมจะได 

 

Y  

X  

Z  
Bωv  

Bxω  

Byω  
Bzω  
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

Bx Bx Bx

By By By
B

Bz Bz Bz

θ θ θ
θ θ θ
θ θ θ
θ θ θ
θ θ θ
θ θ θ

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂  

J  (4.18) 

 
และเนื่องจากสมการ (4.15) สามารถนํามาจัดรูปใหมไดดังนี้ 
 

 
2 1

1 1 2 2

1 1 2 3

1 0 sin
0 cos sin cos
0 sin cos cos

Bx

By

Bz

ω ρ θ θ
ω θ ρ θ θ θ
ω θ ρ θ θ θ

 −   
    = − −     
    −     

&
&
&

 (4.19) 

 
ดังนั้นจะไดจาโคเบียนที่ใชแปลงเวกเตอรสัมผัสจากขอตอแขนกลไปสูทรงกลมดังนี ้
 

 
2

1 1 2

1 1 2

1 0 sin
0 cos sin cos
0 sin cos cos

B

ρ θ
θ ρ θ θ

θ ρ θ θ

− 
 = − − 
 − 

J  (4.20) 

 
เวกเตอรเคอเวเจอรจะสามารถหาไดจากสมการดังนี้ 
 

 
ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ

T
B B TB B

B B J J B J J
S JB J

T TTk N T T k N
S RT

 −  ∂ ∂ = = + ∂ ∂ 

I J J
J

v  (4.21) 

 
เม่ือ B

B
JR

∂
=

∂
J Hv  คือ เฮลสเซี่ยนบนปริภูมิทรงกลม และเชนเดียวกับบนปริภูมิขอตอทําให   

เฮลสเซี่ยนของปริภูมินี้มี 3 ชุดดังนี้ 
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2 2 2

2
1 1 2 1 3

2 2 2

2
2 1 2 2 3

2 2 2

2
3 1 3 2 3

Bx Bx Bx

Bx Bx Bx
Bx

Bx Bx Bx

θ θ θ
θ θ θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

H  (4.22) 

 

 

2 2 2

2
1 1 2 1 3

2 2 2

2
2 1 2 2 3

2 2 2

2
3 1 3 2 3

By By By

By By By
By

By By By

θ θ θ
θ θ θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ =
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

H  (4.23) 

 

 

2 2 2

2
1 1 2 1 3

2 2 2

2
2 1 2 2 3

2 2 2

2
3 1 3 2 3

Bz Bz Bz

Bz Bz Bz
Bz

Bz Bz Bz

θ θ θ
θ θ θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

H  (4.24) 

 
สวนประกอบตางๆบนเมตริกซสามารถแสดงไดดังนี ้
 

 
2

0 0 0
0 0 0
0 cos 0

Bx

ρ θ

 
 =  
  

H  (4.25) 

 

 1

1 2 1 2

0 0 0
sin 0 0

cos cos sin sin 0
By θ

ρ θ θ ρ θ θ

 
 =  
 − 

H  (4.26) 
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 1

1 2 1 2

0 0 0
cos 0 0

sin cos cos sin 0
Bz θ

ρ θ θ ρ θ θ

 
 =  
  

H  (4.27) 

 
ปริภูมิการจับคู (Coupling Space: iΣ )  
 

ปริภูมิการจับคู คือการเคล่ือนที่ของพ้ืนผิวทรงกลมสัมพัทธกับลอ ความเร็วพื้นผิวทั้ง
สองทิศทางจะถูกปรับอัตราทดดวยซีวีที ดังนั้นในปริภูมินี้จึงมีเพียง 2 มิติดังรูปที่ 4.8  

 
รูปที่ 4.8 ปริภมิูการจบัคูของซวีีทปีระเภทลอ 

 
จากลักษณะการจัดวางซีวีทีทั้งสามในโครงสรางของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 

ซึ่งจะถูกติดต้ังกับฐานที่อยูกับที่ ดังนั้นกรอบอางอิงในปริภูมิการจับคูจึงเปนกรอบหยุดนิ่ง
ทั้งหมด และกรอบเหลานี้ถูกนิยามตามโครงสรางของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 

พื้นผิวทรงกลม 

กรอบการเคลื่อนที่เชิง
เสนของปริภูมิการจับคู 

ซีวีทีประเภทลอ 
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รูปที่ 4.9 กรอบอางอิงการเคล่ือนที่ฐาน 

 
กําหนดใหซีวีทีเรียงลําดับเริ่มจากชุดที ่1 จะอยูดานหลังของหุนยนตและนับวนตาม

กฎมือขวารอบแกน Z ของกรอบฐานจนถึงชุดที ่3 ตามรูปที่ 4.9 เมือ่ลากเสนจากจดุศูนยกลาง
ทรงกลมไปสูตําแหนงที่ลอทั้งสามสัมผัสกับทรงกลม จะไดเสนตรงสามเสนซึ่งต้ังฉากกนั กรอบ
ทั้งสามที่ใชอธิบายการปรับอัตราทดของแตละซีวีทีจะซอนทับเสนตรงทั้งสาม โดยที่แกน z 
ของแตละกรอบจะชี้ไปที่ซีวีทีชุดนั้นๆ ดังรูปที่ 4.10 

 
รูปที่ 4.10 กรอบอางองิของแตชุดซวีที ี

 
จากลักษณะของกรอบอางอิงซีวีทีทั้งสามกับกรอบฐาน ทําใหมีความสัมพันธตาม

เมตริกซการหมุน (Rotation Matrix) ดังนี้ 
 

Z
 

Y  X  
1cvtx  

1cvty  1cvtz  
CVT 1  

Z
 

Y  X  
2cvty  

2cvtz  2cvtx  

 CVT 2 

Z
 

Y  X  
3cvtz  

3cvtx  3cvty  

 CVT 3 

ชดุซวีีททีี่ 1 ชดุซวีีททีี่ 2 ชดุซวีีททีี่ 3 

X  
Y  

Z  

ซีวีทีชุดที่ 1 
ซีวีทีชุดที่ 2 

ซีวีทีชุดที่ 3 
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 1

1 1 1
6 2 3

1 1 1
6 2 3
2 10
3 3

cvt
B

 
− 

 
 

= − − 
 
 
 − −
  

R  (4.28) 

 

 2

2 10
3 3

1 1 1
6 2 3

1 1 1
6 2 3

cvt
B

 
− − 

 
 

= − 
 
 

− − 
 

R  (4.29) 

 

 3

1 1 1
6 2 3
2 10
3 3

1 1 1
6 2 3

cvt
B

 − − 
 
 

= − − 
 
 

− 
 

R  (4.30) 

 
หรืออาจจะเขียนในรูปแบบของสัญลักษณดังนี ้

 

 
1 1 1

 
2 2 2

3 3 3

cvt i
B

i

a b c
a b c
a b c

 
 =  
  

R  (4.31) 

 
เม่ือ  cvt i

B R  คือ เมตรกิซการหมนุของกรอบอางองิซวีีทชีุดที่ i 
 

การวิเคราะหการหมุนของทรงกลมจะเปนไปตามหลักการในหนังสือ “Classical 
Mechanics”, Goldstein, Poole & Safko เปนหลัก การหมุนของทรงกลมจึงถูกพิจารณาให
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เปนการหมุนแบบนอยมาก (Infinitesimal Rotations) ซึ่งก็คือสมมุติฐานการหมุนของวัตถุ
รอบแกนใดๆที่มีนอยมาก ทําใหสามารถแทนมุมการหมุนดวยเวกเตอรได 

ปริมาณที่สําคัญในการหมุนอยางหนึ่งก็คือความเร็วเชิงมุม เม่ือถูกอางอิงบนกรอบ
อางอิงฐาน จะแสดงไดดังสมการ 

 

 
ˆ
ˆ
ˆ

Bx B

B By B

Bz B

i
j

k

ω ω
ω ω ω

ω ω

 ⋅ 
  = = ⋅  
   ⋅   

v
v v

v
 (4.32) 

 
เม่ือ  Bωv  คือความเรว็เชิงมุมทีอ่างองิกับกรอบฐาน 
 ,  ,  Bx By Bzω ω ω  คือสวนประกอบของเวกเตอรความเร็วเชิงมุม Bωv  ในทิศทาง X, Y, Z 
ของกรอบฐานตามลําดับ 
จากสมการ B Bd dtω θ=

vv จะสามารถหาเวกเตอรมุมบดิของทรงกลมไดดังนี ้
 

 B Bd dtθ ω=
v v  (4.33) 

 

 
Bx Bx

B By By

Bz Bz

d dt
d d dt

d dt

θ ω
θ θ ω

θ ω

   
   = =   
      

v  (4.34) 

 
เม่ือ Bdθ

v  คือเวกเตอรมุมบิดของทรงกลม ทีอ่างอิงกับกรอบอางอิงฐาน 
 ,  ,  Bx By Bzd d dθ θ θ  คือสวนประกอบของเวกเตอรมุมของทรงกลมที่เปล่ียนไป Bdθ

v  
ในทิศทาง X, Y, Z ตามลําดับ 
 

ทําการเปล่ียนการอางอิงเวกเตอรมุมบิดของทรงกลมจากกรอบอางอิงฐานไปสูกรอบ
อางอิงของชุดซีวีที โดยใชเมตริกซการหมุน (Rotation Matrix) ตามสมการที่ 4.31 จะไดดังนี้ 
 

  
 

cvt i
cvt i B Bd dθ θ= R
v v  (4.35) 
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หรอื 
 

 
   

   

   

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

B cvt i B cvt i B cvt ixi Bx

yi B cvt i B cvt i B cvt i By

zi BzB cvt i B cvt i B cvt i

i i j i k id d
d i j j j k j d
d di k j k k k

θ θ
θ θ
θ θ

 ⋅ ⋅ ⋅       = ⋅ ⋅ ⋅        ⋅ ⋅ ⋅     

  

 

 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

Bx

By

Bzi

a b c d
a b c d
a b c d

θ
θ
θ

   
   =    
      

  

 

 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

xi Bx By Bz

yi Bx By Bz

zi Bx By Bz i

d a d b d c d
d a d b d c d
d a d b d c d

θ θ θ θ
θ θ θ θ
θ θ θ θ

 + + 
   = + +  
   + +   

 (4.36) 

 
เม่ือ  cvt idθ

v  คือเวกเตอรมุมบดิของทรงกลม ที่อางอิงกับกรอบอางอิงซวีีทชีุดที่ i  
,  ,  xi yi zid d dθ θ θ  คือสวนประกอบของเวกเตอรมุมของทรงกลมที่เปล่ียนไป  cvt idθ

v  
ในทิศทาง X, Y, Z ตามลําดับ 
 

เนื่องจากซีวีทีที่นํามาใชเปนซีวีทีประเภทลอ ซึ่งเปนซีวีทีที่สรางความสัมพันธระหวาง
ความเร็วแบบเชิงเสน การหมุนของทรงกลมจึงถูกแปลงเปนการเคล่ือนที่เชิงเสนตามหลักการ
ของการหมุนแบบนอยมาก (Infinitesimal Rotations) ในกรณีทั่วไปสามารถหาไดจากรูปที ่
4.11  
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รูปที่ 4.11 ความสัมพันธแบบการหมุนแบบนอยมาก (Infinitesimal Rotations) 

 
ตามรูปที่ 4.11 นํามาเขียนเปนสมการไดดังนี้ 
 

 ( )ˆdr d r n r d= Ω × = × Φ
vv v v  (4.37) 

 
เม่ือ d dtωΩ =

v v  หรอืก็คอืเวกเตอรมุมบดิที่เปล่ียนไปในชวงเวลา dt  
 rv  คือเวกเตอรบอกตําแหนง 

 
นําสมการที่ 4.37 มาหารทั้งสองดานของสมการดวย dt  ก็จะไดสมการความสัมพนัธ

ระหวางความเรว็เชิงเสนและความเรว็เชิงมุมดังนี ้
 

 v rω= ×vv v  (4.38) 
 
เม่ือ ωv  คือความเรว็เชิงมุม 

 
 

n̂d dΦ = Ω
v  

dΦ  
drv  

rv  r′v  
θ  
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รูปที่ 4.12 แผนภาพการเคล่ือนที่ (Kinematics Diagram) ของทรงกลมและลอ 
 

กลับมาพิจารณาที่การเคลื่อนที่ของลอและทรงกลม เมื่อนํามาวาดแผนภาพการ
เคล่ือนที่ของลออางอิงบนกรอบอางอิงไดดังรูปที่ 4.12 เวกเตอร cvt idrv  คือการขจัดบนผิวทรง
กลมที่เคล่ือนที่ไปในชวงเวลา dt  เวกเตอร cvt iwv  คือเวกเตอรแสดงตําแหนงลอของซีวีทีชุดที่ i 
สัมผัสกับผิวทรงกลม ดังนั้นแตละ cvt iwv  แสดงไดดังนี้ 
 

 [ ]1 0 0 T
cvt ball i

w r=v  (4.39) 
 

 [ ]2 0 0 T
cvt ball i

w r=v  (4.40) 
 

 [ ]3 0 0 T
cvt ball i

w r=v  (4.41) 
 
เม่ือ ballr  คือคารศัมีของทรงกลม, ตัวหอย i คือสิง่ที่บอกวาเทียบอยูบนกรอบซวีทีไีหน 
 
 
 

cvt idrv  

ˆ
cvt i ball cvt iw r k=v  

cvt idθ
v  
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ดังนั้นจากสมการที่ 4.37 
 

 
0
0

xi

cvt i cvt i cvt i yi

zi ball

d
dr d w d

d r

θ
θ θ

θ

   
   = × = ×   
      

vv v  (4.42) 

 
สามารถนําสมการมาจดัใหอยูในรูปของเมทรกิซดังนี ้
 

 
0 0

0 0
0 0

i zi yi

cvt i i zi xi

yi xi ball

dx d d
dr dy d d

d d r

θ θ
θ θ
θ θ

 −   
    = = −    
    −    

v  (4.43) 

 

 
0 0

i ball yi

i ball xi

dx r d
dy r d

θ
θ

   
   = −   
      

 (4.44) 

 
นําสมการที่ 4.36 แทนในสมการที ่4.44 จะได 
 

 ( )2 2 2i ball Bx By Bz i
dx r a d b d c dθ θ θ= + +  (4.45) 

 
 ( )1 1 1i ball Bx By Bz i

dy r a d b d c dθ θ θ= − + +  (4.46) 
 

แตเนื่องจากทฤษฎตีางๆของซวีีทปีระเภทลอถกูพัฒนามาจากลอเคล่ือนทีอ่ยูบนพ้ืน
ระนาบที่ถกูตรงึ ดังนัน้สมการที่ 4.45 และ 4.46 จึงถูกคูณดวย 1−  ซึ่งจะได 
 

 ( )
( )

2 2 2

1 1 1

ball Bx By Bzwi i
wi

wi ball Bx By Bz i

r a d b d c ddx
dr

dy r a d b d c d

θ θ θ

θ θ θ

 − + +   = =   + +   

v  (4.47) 
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 เวกเตอรสัมผัสในปริภูมิการจับคู ( ŵit ) ของแตละชุดซีวีท ีหาไดจากของจาโคเบียนใน
ปริภูมิการจับคู ( wij ) และเวกเตอรสัมผัสในปริภูมิการเคล่ือนที่ทรงกลม ( B̂T ) เปนไปตาม
สมการ 
 

 ˆ
ˆ

ˆ
wi B

wi
wi B

Tt
T

=
j
j

 (4.48) 

 
เม่ือ wi

wi
B

r
θ

∂
=

∂
j

v
v  คือจาโคเบยีนในปรภิมิูการจบัคูของซวีทีีชุดที่ i สามารถหาไดจาก 

 

 
wi wi wi

Bx By Bzwi
wi

wi wi wiB

Bx By Bz

x x x
r

y y y
θ θ θ

θ
θ θ θ

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂∂  = =
 ∂ ∂ ∂∂
 ∂ ∂ ∂  

j
v
v  (4.49) 

 
ดังนั้นจากสมการที่ 4.47 จะได 
 

 2 2 2

1 1 1
wi ball

wi

a b c
r

a b c
− − − 

=  
 

j  (4.50) 

 
 เวกเตอรเคอเวเจอรในปรภิูมิการจบัคู ( ˆwi wik n ) ของแตละชุดซวีีที หาไดจากสมการ 
 

 
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ

ˆ

T
wi wi Twi wi

wi wi B B wi B B
wi Bwi B

t ttk n T T k N
s T θ

 −  ∂ ∂ = = + ∂ ∂ 

I j j
j

v  (4.51) 

 
แตจากสมการที่ 4.47 ซึ่งทาํให wi

Bθ
∂

=
∂

j 0v  ดังนั้นสมการที่ 4.51 จะลดรูปไดดังนี ้

 

 
ˆ ˆ

ˆˆ
ˆ

T
wi wi

wi wi wi B B
wi B

t t
k n k N

T

 −   =  
I

j
j

 (4.52) 
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1

wik
 

idφ  

ids  

ปริภูมิการปรับอัตราทด (Steering Space: iΦ ) 
 

ปริภูมิการปรับอัตราทด คือการปรับอัตราทดดวยการปรับมุมเลี้ยวของลอ เพ่ือให
ปลายแขนกลเคล่ือนที่ตามทิศทางที่กําหนด สําหรับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติซึ่งใชซีวีที
ประเภทลอดังรูปที่ 4.8 จะแบงปริภูมิการปรับอัตราทดออกเปน 3 ปริภูมิยอยเชนเดียวกับ
จํานวนปริภูมิการจับคู 

อัตราทดของชุดซีวีทีข้ึนอยูกับมุมที่ลอแตละลอ มุมนี้ถูกเรียกวามุมเลี้ยว (Steering 
Angle:φ ) มีความสัมพันธดังนี้ 
 
 ( )tanwi

i i
wi

yTr
x

φ= =
&
&

 (4.53) 

 
เม่ือ iTr  คืออัตราทดที่ไดจากซีวีทีประเภทลอ 

iφ  คือมุมปรับอัตราทดของซีวีทีชุดที่ i 
 ,wi wix y& &  คือสวนประกอบของความเร็วบนแกน x และ y ปริภูมิการจับคูที่ i 

 

รูปที่ 4.13 ความสัมพันธของตัวแปรในปรภิูมิของมุมปรับอตัราทด 
 

การควบคุมมอเตอรในหุนยนตโคบอทเราจะใชการควบคุมความเร็วเชิงมุมของ
มอเตอร ซึ่งรูปที่ 4.13 แสดงความสัมพันธของมุมปรับอัตราทด ( iφ ) ระยะทางทีล่อเคล่ือนทีไ่ป
( ids ) และคาความโคง( wik ) ดังนั้นจะไดสมการตอไปนี้ 

 
 i i

wi
i i

d d dtk
ds dt ds
φ φ

= =  (4.54) 
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จะได 
 
 1, 2, 3i i wiu k iφ = =&  (4.55) 

 
4.2 สรุปแบบจําลองทางจลนศาสตรของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิ(3D Cobot Model) 
 

ความสัมพันธของทั้ง 5 ปริภูมิสามารถแสดงเปนแผนผังแบบจําลองทางจลนศาสตรของ
หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ (3D Cobot Model) ไดดังรูปที่ 4.14 โดยที่ระบบแบบจําลองมี 4 ขอมลู
ขาเขา (Input) ของปลายแขนกล คือ ตําแหนง ( R

v ), อัตราเร็ว (U ), เวกเตอรสัมผัส (T̂ ), เวกเตอรเคอ
เวเจอร ( ˆkN ) และมีอัตราเร็วของมุมปรับอัตราทด ( iφ& ) ทั้ง 3 ของชุดซีวีทีเปนขอมูลขาออก (Output)  

 

รูปที่ 4.14 แผนผังแบบจาํลองทางจลนศาสตรของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมติิ (3D Cobot Model) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3D Cobot Model
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ปริภูมิ ปลายแขนกล ขอตอ ทรงกลม การจับคู 

1, 2, 3i =  
ปรับอัตราทด 

1, 2, 3i =  
เวกเตอร
ตําแหนง R

v
 JR

v  Bdθ
v

 wirv  iφ  

สมาชิกของ
เวกเตอร
ตําแหนง 

, ,x y z  1 2 3, ,l l lθ θ θ  , ,Bx By Bzd d dθ θ θ  ,wi wix y  - 

ความเร็ว V
v  Jθ

v&  Bωv  wirv&  iφ&  
เวกเตอร
สัมผัส T̂  ĴT  B̂T  ŵit  - 

เวกเตอรเคอ
เวเจอร ˆkN  ˆ

J Jk N  ˆ
B Bk N  ˆwi wik n  - 

จาโคเบียน
เมตริกซ 

- JJ  BJ  Bj  - 

เฮสเซียน
เมตริกซ 

- 1 2 3, ,J J JH H H  , ,Bx By BzH H H  - - 

ตารางที่ 4.1 สรปุสัญลักษณและตัวแปรทั้ง 5 ปริภูมิ 
 



บทท่ี 5 
 

ระบบควบคุมของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
 
การเคล่ือนปลายแขนกลไปตามเสนทางคําส่ัง โดยใชเพียงแคจลนศาสตร ตามปกติแลวจะเกดิ

ความผิดพลาดทั้งตําแหนง และทิศทางขึ้น ซึ่งระบบควบคุมของหุนยนตโคบอทสามารถชวยลดความ
ผิดพลาดได สวนแรกของบทนี้อธิบายถึงระบบควบคุมของหุนยนตโคบอททั่วไป เม่ือนํามาจําลองการ
ทํางานของระบบควบคุมรวมกับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ จะสามารถลดความผิดพลาด และ
ปลายแขนกลสามารถเคล่ือนตามเสนทางคําส่ังไดดี แตเม่ือวิเคราะหรายละเอียด พบวาในหลาย
ตําแหนงของการเคล่ือนที่จะไมสามารถเคลื่อนปลายแขนกลไดอยางไหลล่ืน  

หัวขอถัดมาจะอธิบายวิธีการควบคุมเพื่อหลีกเล่ียงปญหาที่เกิดข้ึน โดยใชระบบควบคุมที่
อาศัยเวกเตอรสัมผัสเปนหลัก ซึ่งเม่ือนํามาจําลองการทํางานก็ยังใหผลที่ดี 
 
5.1 ระบบควบคุมของหุนยนตโคบอทท่ัวไป 

 
การควบคุมหุนยนตโคบอทโดยทั่วไปจะใชวิธีกําหนดเสนทาง แลวจึงควบคุมใหหุนยนตโค

บอทวิ่งตาม ระบบควบคุมมีเปาหมายเพ่ือลดความผิดพลาดของตําแหนง และทิศทางใหมีนอยที่สุด 

รูปที่ 5.1 ความผิดพลาดที่ข้ึนกับปลายแขนกลของหุนยนตโคบอท 
 

เม่ือปลายแขนกลของหุนยนตโคบอทเคลื่อนที่เปนระยะทาง s  ตามรูปที่ 5.1 จะเห็นวาปลาย
แขนเคล่ือนหางออกมาจากเสนทางคําส่ัง ทําใหเกิดความผิดพลาดของตําแหนง ( PR R R∆ = −

v v v ) และ
ความผิดพลาดของทิศทาง ( ˆ ˆ

P̂T T T∆ = − ) การควบคุมหุนยนตโคบอทจะชวยเล้ียวปลายแขนกลเขา

R
v

 

T̂  
( )P̂T s  

ˆkN  

( )PR s
v  

เสนทาง
เดินจริง 

เสนทาง
เดินคําสั่ง 
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ไปสูเสนทางคําสั่ง จึงตองคํานวณหาตําแหนงบนเสนทางคําส่ังใหมที่ปลายแขนกลจะเล้ียวเขาสู
ตําแหนงบนเสนทางคําส่ังนั้น การคํานวณหาตําแหนงดังกลาวสามารถหาไดดวยการคํานวณหาคา
ระยะทางบนเสนทางที่ตองการ ps  ซึ่งหาไดจากคาความผิดพลาดของระยะทาง ( Ps s− ) สามารถ
ประมาณเปน ( )( ) ( )ˆ

P PR R s T s− ⋅
v v  ดังนั้นจะได 

 
 ( )( ) ( )ˆ

P P Ps s R R s T s= + − ⋅
v v  (5.1) 

 
การควบคุมหุนยนตโคบอทเพ่ือใหเคล่ือนที่ราบเรียบ สามารถทาํไดดวยการคํานวณหาจดุหมุน

ชั่วขณะ (Instantaneous Center of Rotation) เวกเตอรเคอเวเจอร ( ˆkN ) ซึ่งมีทิศทางจากปลายแขน
กลชี้ไปสูจุดหมุนชั่วขณะ และมีขนาดเทากับคาความโคงของการเคล่ือนที่จึงถูกนํามาใชเพื่อควบคุม
หุนยนตโคบอท ดังนั้นเม่ือปลายแขนกลเคล่ือนออกนอกเสนทางเล็กนอย ระบบควบคุมจะสามารถนํา
ความผิดพลาดทั้งสองชดเชยเขาไปในระบบตามสมการ 
 
 ( )ˆ ˆ ˆ

c c R Tk N kN G R G T= − ∆ + ∆
v  (5.2) 

 
เม่ือ ˆ

c ck N  คือเวกเตอรเคอเวเจอรที่เปนสัญญาณควบคุม 
 RG  คือคาเกนควบคุมตาํแหนง 
 TG  คือคาเกนควบคุมทิศทาง 
 
 จากสมการที่ 5.1 และ 5.2 เม่ือนํามาใชเปนระบบควบคุมหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
แสดงไดดังแผนภาพรูปที่ 5.2 หุนยนตโคบอทตัวนี้มีเซนเซอรวัดตําแหนงของขอตอแขนกลทั้งสาม 
( 1 2 3, ,JR θ θ θ∈

v ) จากนัน้จะถูกนําไปคํานวณเพือ่หาตําแหนง ความเร็ว เวกเตอรสัมผัส และระยะทางที่
เคล่ือนที่ไปของปลายแขนกล เพ่ือเขาสูระบบควบคุมหุนยนตโคบอท นําเวกเตอร ˆ

c ck N ปอนเขาสู
แบบจําลองการเคลื่อนที่ของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ ก็จะไดความเร็วเชิงมุมที่ใชในการส่ังให
มอเตอรของชุดซีวีทีทั้งสามทํางาน 
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U
R
v

T̂

TG RG

sPR
v

P̂T

ˆ
P Pk N

( )
( )

( )

ˆ

ˆ

P P

P P

P P P

R s

T s

k N s

•

•

•

v

( ) ˆ
P P Ps s R R T= + − ⋅

v v
Ps

1 2 3, ,θ θ θ+
+

+

−−

1 2 3, ,φ φ φ& & &

ˆ
c ck N

−
−

 
รูปที่ 5.2 ระบบควบคุมแบบทัว่ไปหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ  

 
5.2 การจําลองการเคลื่อนท่ีดวยระบบควบคุมของหุนยนตโคบอทแบบท่ัวไป 

 
ในเบื้องตนสามารถตรวจสอบหลักการระบบควบคุมของหุนยนตโคบอทแบบทั่วไป ดวย

วิธีจําลองการเคลื่อนที่ของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติตามสมการจลนศาสตรตางๆที่แสดงในบทที่ 
4  
 ทําการจําลองการเคลื่อนทีป่ลายแขนกลของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติดวยเสนทางคําสัง่
เปนแบบวงกลมในระนาบ X-Y ตามสมการ  
 

100 cos 200
100

100 sin
100

400

p

p
p

s

s
R

  
⋅ +    

  
= ⋅  

  
  

v  
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 ตําแหนงเริ่มตนของปลายแขนกลอยูที่ [ ]250 0 400 TR =
v  และเม่ือกําหนดใหระบบ

ควบคุมตามรูป 5.2 มีคาเกน RG  เทากับ 0.002 และเกน TG  เทากับ 0.03 จะไดผลการจําลองปลาย
แขนกลดังรูปที่ 5.3 

 
รูปที่ 5.3 จําลองการเคล่ือนทีป่ลายแขนกลดวยระบบควบคุมหุนยนตโคบอทแบบทัว่ไป 

 
 และจะไดมุมปรับอัตราทดของลอทั้งสามดังนี้ 

 
รูปที่ 5.4 มุมปรับอัตราทดของซวีีททีั้งสาม 

Start 
     +    Reference Path 
           Simulation Path 
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 จากการจําลองการเคล่ือนที่ของระบบนี้ เม่ือทําการวิเคราะหดวยการคํานวณหาแกนหมุนที่
เกิดขึ้นจากลอแตละคู สามารถหาไดจากการตัดกันของระนาบแกนหมุนในแตละลอ ในการวิเคราะห
แกนหมุนจะถูกแทนดวยเวกเตอรหนึ่งหนวยทีมี่ทิศทางเดียวกับแกนหมุนที่เกิดจากลอคูนัน้ๆ  แกนหมุน
ที่เกิดจากลอชุดที่ 1 และชุดที่ 2 จะเปนไปตามสมการ 
 

 ( )1 2 1 2 1 2
12 2 2 2

1 2 1

cos cos sin cos 2sin sin1
6 cos cos sin

xA
φ φ φ φ φ φ

φ φ φ

− −
= −

+
 (5.3) 

  

 ( )2 1 1
12 2 2 2

1 2 1

cos cos sin1
2 cos cos sin

yA
φ φ φ

φ φ φ

+
=

+
 (5.4) 

  

 ( )1 2 1 2 1 2
12 2 2 2

1 2 1

cos cos sin cos sin sin1
3 cos cos sin

zA
φ φ φ φ φ φ

φ φ φ

− +
=

+
 (5.5) 

  
เม่ือ  12xA , 12 yA , 12zA  คือสวนประกอบของเวกเตอรแกนหมุนในทศิทาง X, Y. และ Z ตามลําดับ 

ที่เกิดจากลอชุดที่ 1 และลอชุดที่ 2 
 

แกนหมุนที่เกิดจากลอชุดที ่2 และชุดที่ 3 จะเปนไปตามสมการ 
 

 ( ) ( ) ( )( )2 3 2 3 2 3
23 2 2 2

2 3 2

sin sin cos1
6 cos cos sin

xA
φ φ φ φ φ φ

φ φ φ

+ + − + −
= −

+
 (5.6) 

  

 ( )2 3
23 2 2 2

2 3 2

cos1
2 cos cos sin

yA
φ φ

φ φ φ

+
= −

+
 (5.7) 

  

 

 ( ) ( ) ( )( )2 3 2 3 2 3
23 2 2 2

2 3 2

2cos sin sin1
2 3 cos cos sin

zA
φ φ φ φ φ φ

φ φ φ

− − + − −
=

+
 (5.8) 
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เม่ือ  23xA , 23yA , 23zA  คือสวนประกอบของเวกเตอรแกนหมนุในทิศทาง X, Y. และ Z ตามลําดบั 
ที่เกิดจากลอชุดที่ 2 และลอชุดที่ 3 
 
แกนหมุนที่เกิดจากลอชุดที ่3 และชุดที่ 1 จะเปนไปตามสมการ 

 

 ( )1 3 1 3 1 3
31 2 2 2

1 3 3

2cos cos cos sin sin sin1
6 cos cos sin

xA
φ φ φ φ φ φ

φ φ φ

+ −
=

+
 (5.9) 

  

 ( )3 1 1
31 2 2 2

1 3 3

sin cos sin1
2 cos cos sin

yA
φ φ φ

φ φ φ

+
= −

+
 (5.10) 

 

 ( )1 3 1 3 1 3
31 2 2 2

1 3 3

cos cos cos sin sin sin1
3 cos cos sin

zA
φ φ φ φ φ φ

φ φ φ

− +
=

+
 (5.11) 

  
เม่ือ  31xA , 31yA , 31zA  คือสวนประกอบของเวกเตอรแกนหมุนในทศิทาง X, Y. และ Z ตามลําดับ 

ที่เกิดจากลอชุดที่ 3 และลอชุดที่ 1 
 
เนื่องจากเวกเตอรแกนหมุนทั้งสามเปนปริมาณเวกเตอรในสามมิติซึ่งยากตอการวิเคราะหจึง

ทําการลดรูปลงดวยความจริงที่วา เม่ือแกนหมุนทั้งสามซอนทับกัน เวกเตอรแกนหมุนทั้งสามตองมี
สวนประกอบของเวกเตอรที่เทากัน ดังนั้นจึงทําการจัดรูปสมการใหม และจะไดสมการดังนี้ 
 
 1 2 31 tan tan tanφ φ φ− =  (5.12) 
  

สมการ (5.12) แสดงใหเห็นวา แกนหมุนของทรงกลมจะซอนทับกลายเปนแกนเดียวกัน ผล
คูณของคา tan iφ  ในแตละลอตองมีคาเทากับ 1−  เพื่อความสะดวกจึงทําการปรับปรุงสมการอีกครั้ง 
โดยกําหนดใหดานขวาของสมการ (5.12) มีคาเทากับตัวชี้วัดการซอนทับกันของแกนหมุน (Axis 
checking index : aci  ) จะไดสมการ  
 
 1 2 3tan tan tanaci φ φ φ=  (5.13) 
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โดยขอต้ังชื่อสมการ (5.13) วา สมการตรวจสอบแกนหมุน 

 กลับมาที่การจําลองการเคลื่อนที่โดยใชสมการ (5.13) เม่ือวิเคราะหมุมปรับอัตราทดทั้งสาม 
จะไดดังรูป  
  

 
รูปที่ 5.5 สมการตรวจสอบแกนหมุนของการจาํลองการเคล่ือนที่ดวยระบบควบคุมหุนยนตโคบอทแบบ

ทั่วไป 
 
 จากรูปที่ 5.5 จะพบวาคาสวนใหญของตัวชี้วัดการซอนทับกันของแกนหมุนมีคาประมาณ
เทากับ -1 ซึ่งแสดงใหเห็นวา สวนใหญของการจําลองแกนหมุนจะซอนทับกัน ปลายแขนกลสามารถ
เคล่ือนที่ไดอยางสะดวก แต ณ บางเวลาคาตัวชี้วัดไมไดมีคาเทากับ -1 หมายความวาแกนหมุนทัง้สาม
ไมไดซอนทับกัน  

จากการวิเคราะหพบวาปญหาเกิดข้ึนจาก ระนาบแกนหมุนสองระนาบถูกหมุนมาจนเกือบจะ
ขนานกัน และ/หรือ ขนานกัน (ระนาบแกนหมุนของลอคูใดๆซอนทับกัน) จุดที่ตัดกันของทั้งสองระนาบ
มีความไวสูงมากสามารถเกิดความผิดพลาดไดงาย และในกรณีของระนาบหมุนขนานกันจุดที่ตัดกัน
ของทั้งสองระนาบจะมีจุดตัดจํานวนนับไมถวน กรณีเชนนี้เกิดข้ึนการเปล่ียนแปลงของมุมเพียง
เล็กนอยทําใหคําตอบทางคณิตศาสตรที่คํานวนแกนหมุนที่เกิดจากการตัดกันของระนาบทั้งสอง
เปล่ียนไปอยางรวดเร็ว  
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กรณีเชนนี้ถาหากวาแกนหมุนทั้งสามยังอยูใกลกันทรงกลมจะหมุนไดอยางฝดๆ รอบแกนหมุน
ที่เกิดในบริเวณหนึ่งไมสามารถทํานายตําแหนงแกนหมุนที่แนนอนได และถาหากวาแกนหมุนทั้งสาม
ยังอยูไกลจากกันทรงกลมจะไมสามารถหมุนได  

  
 
5.3 ระบบควบคุมสาํหรบัหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิ

 
ผูวิจัยจึงไดปรับปรุงระบบควบคุมใหเหมาะกับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ โดยจะนํา

สมการควบคุม (5.2) มาประยุกตใชงานรวมกับหลักการทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลขของสมการ 
ˆ ˆkN dT ds= ดังนั้นระบบควบคุมจะถูกปรับปรุงเปน 

 
 ( )ˆ ˆ ˆ ˆ

c p R TT T kN G R G T U t = + − ∆ + ∆ 
v

V  (5.14) 
 
เม่ือ ĉT  คือเวกเตอรทศิทางที่เปนสัญญาณควบคุม 
 U  คืออัตราเรว็ของปลายแขนกล 
 tV  คือชวงเวลาอตัราการสุม (Sampling rate) สําหรบักรณีในงานวจิยันี้กาํหนดใหเทากับ 
0.001 วินาท ี
 

เม่ือระบบควบคุมถูกเปล่ียนมาควบคุมดวยเวกเตอรทิศทาง จลนศาสตรที่ใชสําหรบัหุนยนตโค
บอทแขนกลสามมิติจึงถูกปรับเปล่ียนมาใชตามแผนผังรูปที่ 5.6 

รูปที่ 5.6 แผนผังแบบจาํลองทางคณิตศาสตรดวยเวกเตอรทิศทางของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิ
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และระบบควบคุมจะถูกเปล่ียนมาใชตามแผนผังรูปที่ 5.7 

รูปที่ 5.7 แผนผังการควบคุมดวยเวกเตอรทิศทางของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
 
5.4 การจําลองการเคลื่อนท่ีดวยระบบควบคุมสาํหรบัหุนยนตโคบอทแขนกลสามมติ ิ
 

ทําการจําลองการเคลื่อนที่ระบบควบคุมสําหรับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติอีกครั้ง โดยใช
เสนทางการเคล่ือนที่ และจุดเริ่มตนของปลายแขนกลเชนเดียวกับการจําลองในหัวขอ 5.2 ซึ่งจะไดดัง
รูปที่ 5.8 

 
รูปที่ 5.8 จําลองการเคลือ่นที่ปลายแขนกลดวยระบบควบคุมแบบเวกเตอรทศิทาง 
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และมุมลอปรับอัตราทดคือ 

 
รูปที่ 5.9 มุมปรับอัตราทดของซวีีททีั้งสาม 

 
ใชสมการ (5.13) มาวเิคราะหมุมปรับอัตราทดทัง้สาม จะไดดังรปู 

 
รูปที่ 5.10 สมการตรวจสอบแกนหมุนของการจาํลองการเคล่ือนที่ดวยระบบควบคุมแบบเวกเตอร

ทิศทาง 
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รูปที่ 5.10 แสดงใหเห็นการตัดกันของแกนหมุนตลอดเวลา ยกเวนอยูที่ ณ ตําแหนงหนึ่ง ซึ่ง
เม่ือนํามาเปรียบเทียบกับรูปที ่5.5จะเห็นวาระบบควบคุมแบบเวกเตอรทิศทางทําใหแกนหมุนทั้งสาม
ของทรงกลมเกิดการตัดกันไดดีกวากันมาก  

 
 



บทท่ี 6 
 

การทดลองการเคลื่อนท่ีปลายแขนกลตามเสนทางเดินของหุนยนตโคบอทแขนกล
สามมิติ 

 
 ในการทดลองจะใชจลนศาสตรและระบบควบคุมที่ออกแบบไวในบทกอนหนา มาทดสอบ
รวมกับมนุษยดวยเสนทางคําส่ังแบบวงกลม โดยแบงออกเปนสองการทดลอง  
 

 
6.1 วัตถุประสงคของการทดลอง 
 

1. เพ่ือตรวจสอบความถูกตองของแบบจําลองทางจลนศาสตรหุนยนต  
2. การทดลองจะใชเสนทางเดินคําส่ังแบบวงกลม ซึ่งจะใหทิศทางการเคลือ่นที่อยางตอเนือ่ง

ครบต้ังแต 0o ถึง 360o  และยังชวยใหผูทดลองสามารถเคล่ือนที่ปลายแขนกลไปไดเรื่อยๆ 
ไมส้ินสุด 

3. เพ่ือทดสอบความสามารถของระบบควบคุม 
 
 

 

รูปที่ 6.1 ผูทดลองกาํลังเคล่ือนปลายแขนกลขณะทดลอง 



 63 

6.2 ข้ันตอนการทดลอง 
 

การทดลองจะถูกแบงออกเปนสองการทดลอง การทดลองแรกจะนําไปเปรียบเทียบกับการ
จําลองการเคล่ือนที่ในบทที่ 6 ซึ่งใชระบบควบคุมแบบเวกเตอรทิศทาง การทดลองทีส่องจะทดสอบการ
ทํางานเสนทางเดินวงกลมในระนาบ Y-Z มีข้ันตอนหลักของทั้งสองการทดลองดังนี้ 

 
1. กําหนดตําแหนงเริ่มตน (home) ใหกับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ โดยการเสียบสลัก

กําหนดตําแหนงเขาไปในทุกขอตอ  
2. เปดระบบปฏิบัติการคิวเอ็นเอ็กซ (QNX) และโปรแกรมโฟรตรอน (Photon Application 

Builder) 
3. คอมไพล และเริ่มโปรแกรมที่ใชทดลอง 
4. ดึงสลักออกจากหุนยนตโคบอททุกตัว 
5. เปดสวิทชสั่งงานสําหรับระบบควบคุมมอเตอร 
6. ผูทดลองเคล่ือนที่ปลายแขนกล 
7. เก็บ และบันทึกคาการทดลอง 
8. วิเคราะหผลการทดลอง โดยใชโปรแกรมแมตแล็ป (MATLAB) 

 
6.3 การทดลองท่ี 1 

 
เสนทางเดินคําส่ังในการทดลองแรกจะเปนเสนทางเดินแบบวงกลมมีขนาดของรัศมีเทากับ 

100.0 มม. อยูบนระนาบ X-Y ตามสมการ 
 

 

100 cos 200
100

100 sin
100

400

p

p
p

s

s
R

  
⋅ +    

  
= ⋅  

  
  

v  (6.1) 
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ตําแหนงเริ่มตนของปลายแขนกลอยูที่ [ ]250 0 400 TR =
v  และเม่ือกําหนดใหระบบ

ควบคุมแบบเวกเตอรทิศทางตามรูปที่ 5.7 มีคาเกน RG  เทากับ 0.09 และเกน TG  เทากับ 0.00 จะ
ไดผลการทดลองการเคล่ือนที่ปลายแขนกลดังรูปที่ 6.2 

 
รูปที่ 6.2 การเคล่ือนที่ปลายแขนกลในการทดลองที่ 1 

 
 คาความผิดพลาดของตําแหนงปลายแขนกลที่เคล่ือนที่จริง เมื่อเทียบกับเสนทางคําส่ังแสดง
ในรูปที ่6.3  

 
รูปที่ 6.3 ความผิดพลาดของการเคล่ือนทีป่ลายแขนกลในการทดลองที่ 1 

Start 
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 คําส่ังมุมปรับอัตราทดของลอทั้งสาม และมุมตําแหนงจริงที่มอเตอรทํางานแสดงในรูปที่ 6.4 

 
รูปที่ 6.4 มุมปรับอัตราทดของลอทั้งสามในการทดลองที่ 1 

 
แกนหมุนของทรงกลมที่เกิดเนื่องจากลอทั้งสามสามารถตรวจสอบการตัดกันของแกนหมุนได

ตามสมการ (5.13) ซึ่งจะไดตามรูปที่ 6.5 
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รูปที่ 6.5 กราฟตรวจสอบแกนหมุนของการทดลองที่ 1 โดยใชตําแหนงของมุมลอทีอ่านคาไดจริงจาก

อุปกรณตรวจวัดมุมของทั้งสามลอ 
 
6.4 การทดลองท่ี 2 

 
เสนทางเดินคําส่ังในการทดลองแรกจะเปนเสนทางเดินแบบวงกลมมีขนาดของรัศมีเทากับ 

100.0 มม. อยูบนระนาบ Y-Z ตามสมการ 
 

 

250

100 cos
100

100 sin 320
100

p
p

p

s
R

s

 
   = ⋅    
 

  ⋅ +    

v  (6.2) 

 
ตําแหนงเริ่มตนของปลายแขนกลอยูที่ [ ]250 0 400 TR =

v  และเม่ือกําหนดใหระบบ
ควบคุมแบบเวกเตอรทิศทางตามรูปที่ 5.7 มีคาเกน RG  เทากับ 0.09 และเกน TG  เทากับ 0.00 จะ
ไดผลการทดลองการเคล่ือนที่ปลายแขนกลดังรูปที่ 6.6 
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รูปที่ 6.6 การเคล่ือนที่ปลายแขนกลในการทดลองที่ 2 

 
 คาความผิดพลาดของตําแหนงปลายแขนกลที่เคล่ือนที่จริง เมื่อเทียบกับเสนทางคําส่ังแสดง
ในรูปที ่6.7  

 
รูปที่ 6.7 ความผิดพลาดของการเคล่ือนทีป่ลายแขนกลในการทดลองที ่2 

Start 
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 คําส่ังมุมปรับอัตราทดของลอทั้งสาม และมุมตําแหนงจริงที่มอเตอรทํางานแสดงในรูปที ่6.8 

 
รูปที่ 6.8 มุมปรับอัตราทดของลอทั้งสามในการทดลองที่ 2 

 
แกนหมุนของทรงกลมที่เกิดเนื่องจากลอทั้งสามสามารถตรวจสอบการตัดกันของแกนหมุนไดตาม
สมการ (5.13) ซึ่งจะไดตามรูปที่ 6.9 
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รูปที่ 6.9 กราฟตรวจสอบแกนหมุนของการทดลองที่ 2 โดยใชตําแหนงของมุมลอทีอ่านคาไดจริงจาก

อุปกรณตรวจวัดมุมของทั้งสามลอ 
 
6.5 วิเคราะหผลการทดลอง 

 
การทดลองทั้งสองในบทที่ 6 มีเสนทางคําส่ังแบบวงกลมในระนาบตางๆ การทดลองแรกมี

เสนทางคําส่ังอยูบนระนาบ X-Y ตําแหนงเริ่มตนของปลายแขนกลถูกกําหนดใหอยูหางจากเสนทาง
คําส่ัง 50.0 มม. ในการทดลองผูทดลองจะเคล่ือนปลายแขนกลตามทิศทางทีก่าํหนดจากระบบควบคุม 
รูปที่ 6.3 ซึ่งแสดงความผิดพลาดของการเคลื่อนที่ปลายแขนกลในการทดลองที่ 1 จะเห็นวาผูทดลอง
เริ่มขยับปลายแขนกล ณ วินาทีที่ 4 นับจากเปดเครื่อง จากนั้นระบบควบคุมจะบังคับปลายแขนกล
เคล่ือนเขาสูเสนทางคําส่ังในวินาทีที่ 8 สําหรับระบบควบคุมนี้สามารถทําใหความผดิพลาดมีคาในชวง 
0.0 มม. ถึง 20.0 มม. 

การทดลองที่ 2 มีเสนทางคําสั่งอยูในระนาบ Y-Z ตําแหนงเริ่มตนของปลายแขนกลถูก
กําหนดใหอยูหางจากเสนทางคําสั่ง 20.0 มม. ในการทดลองผูทดลองจะเปนผูเคล่ือนปลายแขนกล
ตามทิศทางที่กําหนดจากระบบควบคุม รูปที่ 6.7 ซึ่งแสดงความผิดพลาดของการเคลื่อนที่ปลายแขน
กลในการทดลองที่ 2 จะเห็นวาผูทดลองเริ่มขยับปลายแขนกล ณ วินาทีที่ 4 นบัจากเปดเครือ่ง จากนัน้
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ระบบควบคุมจะบังคับปลายแขนกลเคล่ือนเขาสูเสนทางคําส่ังในวินาทีที่ 5 สําหรับระบบควบคุมนี้
สามารถทําใหความผิดพลาดมีคาในชวง 3.0 มม. ถึง 11.0 มม. 
 พิจารณาการตรวจสอบการตัดกันของแกนหมุนตามสมการ (5.13) ของทัง้สองการทดลองโดย
การนํามุมปรับอัตราทดจริงที่ไดจากการอานคาจากอุปกรณตรวจวัดตําแหนงมุมของมอเตอรแสดงได
ตามรูป 6.5 และรูป 6.9 พบวาแกนหมุนทั้งสามของมอเตอรเม่ือเริ่มทําการทดลองประมาณเวลาวนิาที
ที่ 4 เปนตนไป แกนหมุนจะตัดกันเกือบตลอดเวลา 
 
6.6 สรุปผลการทดลอง 

 
ผลการทดลองการเคล่ือนที่ปลายแขนกลของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติตามเสนทางคําสัง่ 

จะเห็นวาระบบควบคุมสามารถบังคับใหปลายแขนกลสามารถเคล่ือนเขาสูเสนทางคําส่ังได แตก็ยัง
เกิดความผิดพลาดในการทํางานบางเล็กนอย (ความผิดพลาดประมาณ 10.0 มม.) 

ในการทดลองผูทําการทดลองพบวาสามารถเคล่ือนปลายแขนกลไดอยางไหลลื่น ไมรูสึกการ
เคล่ือนที่ที่ติดขัดแตอยางไร ซึ่งเปนผลที่สอดคลองกับการตรวจสอบการตัดกันของแกนหมุนตาม
สมการ (5.13) 



บทท่ี 7 
 

สรุปผลงานวิจัย 
 

7.1 สรุปงานวิจยั 
 
งานวิจัยที่เกี่ยวกับหุนยนตโคบอทในปจจุบันสวนใหญจะมีความแตกตางกันทางกลไก 

และพื้นที่ใชงาน เชน หุนยนตโคบอทลอเดียว, หุนยนตโคบอทสกูตเตอร, หุนยนตโคบอทสามแกน
หมุน, หุนยนตโคบอทแบบราง และหุนยนตโคบอทปรับรูปเปนตน สําหรับหุนยนตโคบอทแขนกล
สามมิตใินงานวิจัยนี้ก็มีลักษณะทางกายภาพที่แตกตางจากหุนยนตโคบอทขางตน 

หุนยนตโคบอทแขนกลสามมติิถกูออกแบบใหมรีะบบแบบพาสซฟี สามารถทาํงานรวมกบั
มนุษยอยางปลอดภัย ปลายแขนกลเคล่ือนที่ในพื้นที่ใชงานแบบคารทีเชียนเชิงเสน X, Y และ Z 
โดยใชซีวีทีประเภทลอสามชุดมาบังคับแกนหมุนทั้งสาม โรล, ฟตช และยอว (roll, pitch and yaw) 
ของทรงกลม สวนบนของทรงกลมถูกติดตั้งดวยแขนกล 3 ขอตอ ที่ 2 ขอตอแรกจะตรึงติดกับทรง
กลมโดยตรง ขอตอที่ 3 ถูกสงกําลังจากแกนยอวของทรงกลมดวยสายเคเบิล ผูใชกส็ามารถเคล่ือน
ปลายของกลไกแขนกลจากการบังคับทิศทางดวยซีวีที ในชวงแรกผูวิจัยไดปรับปรุงบางสวนของ
หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติดังนี้ 

 
• สายเคเบิลสงกําลังถูกเปล่ียนจากเคเบิลสเตนเลสแบบมีปลอกพลาสติกหุม เปน
เคเบิล สเตนเลสที่ไมมีปลอกหุม ซึ่งมีความทนทานมากกวา 

• ปรับปรุงพู เลชุดเปล่ียนทิศทางสายเคเบิล ทําใหเคเบิลไมเกิดการเสียดสีกันจน
เสียหาย 

• เพิ่มความแข็งแรงใหเพลาแกนกลางดานในของทรงกลม ดวยการข้ึนรูปชุดฐานเพลา 
และเพลาเปนชิ้นเดียวกัน 

  
จลนศาสตรของหุนยนตโคบอทจะแสดงถึง เวกเตอรตําแหนง เวกเตอรสัมผัส และเวกเตอร

เคอเวเจอร ซึ่งเมื่อผูใชเคล่ือนปลายแขนกล ปริมาณเวกเตอรทั้งสามกจ็ะถกูแปลงไปในแตละปรภิมู ิ
โดยที่ปริภูมิจะถูกแบงลําดับความสัมพันธเชิงกายภาพของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติเปนหา
ปริภูม ิประกอบดวย ปริภูมิตําแหนงปลาย ปริภูมิขอตอ ปริภูมิการเคล่ือนที่ทรงกลม  ปริภูมิการ
จับคู และ ปริภูมิการปรับอัตราทด ในการแปลงปริมาณเวกเตอรทั้งสามจากปริภูมิหนึ่งไปสูอีก
ปริภูมิหนึ่ง โดยปกติจะมีเปาหมายเพื่อหาคาเคอเวเจอรในปริภูมิการจับคู เพื่อนําไปคํานวณหา
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อัตราทดในปริภูมิการปรับอัตราทด แตดวยขอจํากัดบางประการของหุนยนตโคบอทแขนกลสาม
มิติ เมื่อมาวิเคราะหลงรายละเอียดพบวาในหลายชวงของเสนทางคําส่ัง มุมปรับอัตราทดของซีวีที
ทั้งสามอยูในตําแหนงที่ไมทําใหทรงกลมเกิดแกนหมุนชั่วขณะ ทรงกลมจึงไมสามารถหมุนได
ตามปกติ ซึ่งสงผลไปถึงการเคล่ือนที่ของปลายแขนกล งานวิจัยฉบับนี้จึงนําเสนอความสัมพันธ
ระหวางปริภูมิแบบเวกเตอรสัมผัส โดยนําเวกเตอรสัมผัสในปริภูมิสุดทายไปคํานวณหาอัตราทด
ของแตละซีวีที  

ระบบควบคุมที่ใชจึงตองเปล่ียนใหสอดคลองกับจลนศาสตรแบบเวกเตอรสัมผัส โดย
ประยุกตสมการควบคุมหุนยนตโคบอทแบบปกติ ดวยการเปล่ียนเวกเตอรเคอเวเจอรของระบบ
ควบคุมแบบปกติ ใหเปนเวกเตอรสัมผัสควบคุม แลวจึงสงไปคํานวณตอในจลนศาสตร เพื่อใหได
มุมปรับอัตราทด เมื่อนําวิธีควบคุมแบบเวกเตอรสัมผัสไปจําลองการทํางาน ปลายแขนกลที่มี
จุดเริ่มตนอยูหางจากเสนทางคําส่ังก็สามารถที่จะเคล่ือนที่เล้ียวเขาสูเสนทางคําส่ัง และเคล่ือนไป
ตามเสนทางที่ถูกตองได 
 ในการทดลองผูวิจัยพยายามจะใชเสนทางคําส่ังที่มีทิศทางการเคล่ือนที่ครอบคลุม และ
สามารถที่จะใหการเคล่ือนที่มีความตอเนื่องตอบสนองระยะทางการเคล่ือนที่ที่ไมจํากัด ดังนั้น
เสนทางคําส่ังที่เหมาะสมจึงเปนแบบวงกลม โดยผูวิจัยไดเลือกรัศมีของวงกลมขนาด 100.0 มม. 
การทดลองแรกอยูในระนาบ X-Y การทดลองที่สองอยูในระนาบ Y-Z ซึ่งทั้งสองการทดลอง
จุดเริ่มตนของปลายแขนกลจะอยูหางจากเสนทางคําส่ัง ระบบควบคุมถูกกําหนดใหคาเกน
ตําแหนงมีคาเทากับ 0.09 เมื่อผูใชเริ่มทดลองขยับปลายแขน พบวาระบบควบคุมสามารถเล้ียว
ปลายแขนกลเขาสูเสนทางคําส่ังได จากนั้นปลายแขนกลจะเคล่ือนโดยมีความผิดพลาดของ
ตําแหนงอยูในชวง 0 ถึง 20.0 มม. ในการทดลองเคล่ือนปลายแขนกลสามารถเคล่ือนที่ไดเรียบล่ืน 
และตอเนื่อง 

 
7.2 ขอเสนอแนะสาํหรับงานวิจยัในอนาคต 

 
การเพิ่มประสิทธิภาพในการเคล่ือนที่ของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติเปนหัวขอ

งานวิจัยที่นาสนใจควรศึกษา และวิจัยเพิ่มเติม อาจจะสามารถทําโดยการปรับปรุงโครงสราง และ
กลไกใหดีข้ึน หรือใชวิธปีรับปรุงระบบควบคุมหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิซึ่งผูวิจัยคิดวาจะทํา
ใหลดความผิดพลาดของการเคล่ือนที่ปลายแขนกล  

การนําหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติไปประยุกตใชในงานตางๆก็เปนส่ิงที่นาศึกษาความ
เปนไปได เชน การติดตั้งเครื่องมือดานการเจาะ หรือกัดไวที่ปลายแขน แลวนําไปข้ึนรูปวัสดุแบบ
งายๆ การติดตั้งดินสอไวปลายแขนเพื่อศึกษาไกดเสนทางเดินแบบตางๆ 
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งานวิจัยในอนาคตอีกดานที่นาสนใจคือ การศึกษา และวิเคราะหพลศาสตรของทุกกลไก
ในหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิ

การศึกษาดานแรงเสียดทานระหวางลอและทรงกลม การเพิ่มแรงเสียดทานดานขาง แต
ตองทําใหแรงเสียดทานของการบิดมุมเล้ียวของลอใหนอยลง การศึกษาดานวัสดทุีจ่ะนาํมาทาํเปน
ลอ และทรงกลม งานวิจัยเหลานี้ลวนเปนส่ิงที่นาศึกษา และวิจัยเพิ่มเติม 
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ภาคผนวก ก. 
 

จลนศาสตรแบบไปขางหนา และแบบยอนกลับ 
 

ก.1 จลนศาสตรแบบไปขางหนา (Forward kinematics) 
 
 จลนศาสตรแบบไปขางหนาเราจะหาโดยอาศัยทฤษฏี Denavit-Hartenberg notation ตาม
แบบอยางในหนังสือ “Introduction to Robotics mechanics and control, 2nd” ของ John J. Craig 
ดังนั้นจากในบทที่ผานมาที่ไดกลาวถึงรายละเอียดกลไกของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ ทําใหเรา
สามารถที่กําหนดกรอบใหกับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติไดดังแสดงในรูปที ่ก.1 

รูปที่ ก.1 การกาํหนดกรอบการเคล่ือนที่ของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิ
 
 เม่ือทําการกําหนดกรอบการเคลื่อนทีต่างๆใหกับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติแลว จากนั้น
จะสามารถกําหนดตัวแปรของขอตอ (Link parameters) ไดดังตารางตอไปนี้ 
 
 
 

1L  

2L  

BX  
BY  BZ  

0 1 2, ,x x x  
0 1,y y  

0 1 2, ,z z y  

2z  

3z  

3x  
3y  

TZ  
TX  

TY  
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ตารางที่ ก.1 ตัวแปรของขอตอของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
i  1−iα  1−ia  id  iθ  
1 0  0  0  1θ  
2 °90  0  0  2θ  
3 0  1L  0  3θ  

 
และจาก 1i

i
− T  หรือ เมตริกซการแปลงพิกัดการเคล่ือนที ่ (Transformations matrix) แบบ

ทั่วไป ของกรอบ i  เทียบกับกรอบ 1i −   ซึ่งก็คือ 
 

 
1

1 1 1 11

1 1 1 1

0

0 0 0 1

i i i

i i i i i i ii
i

i i i i i i i

c s a
s c c c s s d
s s c s c c d

θ θ
θ α θ α α α
θ α θ α α α

−

− − − −−

− − − −

− 
 − − =
 
 
 

T  (ก.1) 

 
เม่ือ cosi icθ θ= , sini isθ θ= , 1 1cosi icα α− −=  และ 1 1sini isα α− −=  
 

จากนั้นจะสามารถหาเมตริกซการแปลงพิกัดการเคล่ือนที่ของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
ไดโดยนําตัวแปรของขอตอที่ไดกําหนดขึ้นในตารางที่ ก.1 ไปแทนในเมตริกซการแปลงพิกัดการ
เคล่ือนที่แบบทั่วไปสมการ  (ก.1) จะได 
 

 
1 1

1 10
1

0 0
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

c s
s c
θ θ
θ θ

− 
 
 =
 
 
 

T  (ก.2) 

 

 
2 2

1
2

2 2

0 0
0 0 1 0

0 0
0 0 0 1

c s

s c

θ θ

θ θ

− 
 − =
 
 
 

T  (ก.3) 
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3 3 1

3 32
3

0
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

c s L
s c
θ θ
θ θ

− 
 
 =
 
 
 

T  (ก.4) 

 
เราสามารถที่จะหาเมตริกซการแปลงพิกัดการเคล่ือนที่ของกรอบ 3 เทียบกับกรอบ 0 ไดจาก

สมการ 0 0 1 2
3 1 2 3=T T T T  สามารถที่จะหาไดดังนี้ 

 

 
1 2 1 2 1

1 2 1 2 10 0 1
2 1 2

2 2

0
0

0 0
0 0 0 1

c c c s s
s c s s c
s c

− 
 − − = =
 
 
 

T T T  (ก.5) 

 

 
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 1 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 1 1 20 0 2
3 2 3

2 3 2 3 2 3 2 3 1 20
0 0 0 1

c c c c s s c c s c s c s L c c
s c c s s s s c s s s c c L s c

s c c s s s c c L s

− − − 
 − − − − = =
 + − +
 
 

T T T  (ก.6) 

 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 2 3 2 3 1 2 3 2 3 1 1 1 2

0 1 2 3 2 3 1 2 3 2 3 1 1 1 2
3

2 3 2 3 2 3 2 3 1 20
0 0 0 1

c c c s s c c s s c s L c c
s c c s s s c s s c c L s c

s c c s s s c c L s

 − − + 
 − − + − =
 + − +
 
 

T  (ก.7) 

 
เม่ือ cosi ic θ= , sini is θ=  , 1, 2,3i =  
 
สมการ (ก.7) สามารถนาํมาจัดรูปใหมไดดังนี ้
 

 
1 23 1 23 1 1 1 2

1 23 1 23 1 1 1 20
3

23 23 1 20
0 0 0 1

c c c s s L c c
s c s s c L s c
s c L s

− 
 − − =
 
 
 

T  (ก.8) 
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เม่ือ 23 2 3 2 3c c c s s= − , 23 2 3 2 3s c s s c= +  
 

แตที่เราสนใจจะหาจริงๆก็คือ เมตริกซการแปลงพิกัดการเคล่ือนที่ของทูลกรอบ (Tool 
frame,{ }T ) เทียบกับกรอบฐาน (Base frame,{ }B ) สามารถที่จะหาไดจากสมการ 0 3

0 3
B B
T T=T T T T  

โดยที่ 0
B T , 3

TT  จะหาไดจากการกําหนดกรอบในรูปที ่ก.1 สามารถแสดงไดดังนี้ 
 

 23

1 0 0 0
0 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

T

L
 
 − =
 
 
 

T  (ก.9) 

 

 0

0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1

B

− 
 
 =
 
 
 

T  (ก.10) 

 
จากสมการ (ก.9) และ (ก.10) สามารถที่จะหา B

TT  ไดดังนี้ 
 

 
1 23 1 23 1 1 1 2

1 23 1 23 1 1 1 2 2

23 23 1 2

0 0 1 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

B
T

c c c s s L c c
s c s s c L s c L
s c L s

− −     
     − − −     =
     
     
     

T  (ก.11) 

 

 
23 23 1 2

1 23 1 23 1 1 1 2 2

1 23 1 23 1 1 1 2

0 1 0 0 0
0 1 0
0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1

B
T

s c L s
s c s s c L s c L
c c c s s L c c

− − −   
   − − −   =
   −
   
   

T  (ก.12) 

 
เพราะฉะนั้นจะได 
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23 23 2 23 1 2

1 23 1 23 1 2 1 23 1 1 2

1 23 1 23 1 2 1 23 1 1 2

0

0 0 0 1

B
T

s c L c L s
s c s s c L s s L s c
c c c s s L c s L c c

− − − 
 − − + =
 − +
 
 

T  (ก.13) 

 
 จากสมการ (ก.13) ซึ่งก็คือ เมตริกซการแปลงพิกัดการเคล่ือนที่ของทูลกรอบเทียบกับกรอบ
ฐาน ทําใหไดจลนศาสตรแบบไปขางหนา (Forward kinematics) ดังนี้ 
 

 ( )
( )
( )
( )

2 2 3 1 2

2 1 2 3 1 1 2

2 1 2 3 1 1 2

cos sin
sin sin sin cos
cos sin cos cos

x L L
R y L L

z L L

θ θ θ
θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

+ −  
  = = + +  
   + +   

v  (ก.14) 

 
เม่ือ ( )R θ

v  คือ เวกเตอรบอกตําแหนงปลายแขนของหุนยนตเทียบกับกรอบฐาน 
, ,x y z  คือ ตําแหนงที่ปลายแขนของหุนยนตเทียบกับกรอบฐาน 

 1 2,L L  คือ คือขนาดความยาวของกานที่ 1 (Link 1) และกานที่ 2 (Link 2) ตามลําดับ 
 1 2,θ θ  คือ มุมของขอตอที่มีลักษณะแบบขอตอทรงกลม (roll and pitch) 
 3θ  คือ มุมของขอตอที่มีลักษณะแบบขอศอก (elbow joint) 
 
ก.2 จลนศาสตรแบบยอนกลับ (Inverse kinematics) 
 
 สมการจลนศาสตรแบบยอนกลับ (Inverse kinematics) ของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
จะสามารถที่จะหาไดโดยการแกสมการจลนศาสตรแบบไปขางหนาในสมการที่ (ก.14) ในอันดับแรก
จะสามารถหา 1θ โดยการนํา y และ z มาหารกันจะได 
 
 1

1
1

sin tan
cos

y
z

θ
θ

θ
= =  (ก.15) 

 
ซึ่งก็คือ 
 
 ( )1 tan 2 ,A y zθ =  (ก.16) 
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นําสมการ x และ y มาจัดรูปใหมจะได 
 
 ( )2 2 3 1 2cos sinL x Lθ θ θ+ = +  (ก.17) 
 
 ( )2 2 3 1 2

1

sin cos
sin

yL Lθ θ θ
θ

+ = −  (ก.18) 

 
จากสมการ (ก.15) จะได 
 
 1 2 2

sin y
z y

θ =
+

 (ก.19) 

จากนัน้นาํสมการ (ก.19) ไปแทนในสมการ (ก.18)  
 
 ( ) 2 2

2 2 3 1 2sin cosL z y Lθ θ θ+ = + −  (ก.20) 
 
นําสมการ (ก.17) และสมการ (ก.20) มายกกําลังสองแลวนํามาบวกกันจะได 
 
 ( ) ( )222 2 2

2 1 2 1 2sin cosL x L z y Lθ θ= + + + −  (ก.21) 
 
ซึ่ง 
 
 ( )2 2 2 2

1 2 1 2 1 2sin 2 sin sinx L x xL Lθ θ θ+ = + +  (ก.22) 
 
 ( ) ( )

2
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2cos 2 cos cosz y L z y L z y Lθ θ θ+ − = + − + +  (ก.23) 
 
ทําใหสมการ (ก.21) สามารถจัดใหมไดดังนี้ 
 
 ( )2 2 2 2 2 2 2

2 1 1 2 1 22 sin 2 cosL L z y x L x L z yθ θ− = + + + − +  (ก.24) 
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นํามาจัดสมการใหมจะได 
 
 ( )2 2 2 2 2 2 2

2 2 1 2
1

1cos sin
2

y z x x y z L L
L

θ θ+ − = + + + −  (ก.25) 

 
นําสมการ (ก.25) มาเขียนใหมใหงายดังนี ้
 
 2 2cos sina b cθ θ+ =  (ก.26) 
 
เม่ือ 2 2a y z= + , b x= − , ( )2 2 2 2 2

1 2
1

1
2

c x y z L L
L

= + + + −  

เราสามารถแปลง 2cosθ , 2sinθ  ใหอยูในรูปของ 2tan
2

θ  ไดจาก 
 
 tan

2
u θ

=  (ก.27) 
 

 
2

2 2

1 2cos ,sin
1 1

u u
u u

θ θ−= =
+ +

 (ก.28) 
 
จะได 
 
 ( ) ( ) ( )2 21 2 1a u b u c u− + = +  (ก.29) 
 
 ( ) ( ) ( )2 22a au bu c cu− + = +  (ก.30) 
 
 2 2 2a c cu au bu= + + −  (ก.31) 
 
 ( ) ( )2 2 0a c u bu c a+ − + − =  (ก.32) 
 

 ( )
( )

2 ( )b b a c c a
u

a c
± − + −

=
+

 (ก.33) 
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 ( )
( )

2 2 2b b c a
u

a c

± − −
=

+
 (ก.34) 

 

 
2 2 2

2tan
2

b a b c
a c

θ ± + −=
+

 (ก.35) 
 
ดังนั้นจะได 
 
 ( )2 2 2

2 2 tan 2 ,A b a b c a cθ = ⋅ ± + − +  (ก.36) 
 
เม่ือ 2 2a y z= + , b x= − , ( )2 2 2 2 2

1 2
1

1
2

c x y z L L
L

= + + + −  

จากสมการ (ก.17) และสมการ (ก.20) สามารถที่จะนํามาเขียนใหมไดดังนี ้
 
 ( )2 2 3 1 2cos sinx L Lθ θ θ= + −  (ก.37) 
 
 ( )2 2

2 2 3 1 2sin cosz y L Lθ θ θ+ = + +  (ก.38) 
 
นําสมการ (ก.37) และสมการ (ก.38) มายกกําลังสองแลวนํามาบวกกันจะได 
 
 ( )( ) ( )( )2 22 2 2

2 2 3 1 2 2 2 3 1 2cos sin sin cosx y z L L L Lθ θ θ θ θ θ+ + = + − + + +  (ก.39) 
 

 ( )( ) ( )
( )

2 2 2
2 2 3 1 2 1 2 1 2 2 2 3

2 2
2 2 3

cos sin sin 2 sin cos

                                                cos

L L L L L

L

θ θ θ θ θ θ θ

θ θ

+ − = − +

+ +
 (ก.40) 

 

 ( )( ) ( )
( )

2 2 2
2 2 3 1 2 1 2 1 2 2 2 3

2 2
2 2 3

sin cos cos 2 cos sin

                                                sin

L L L L L

L

θ θ θ θ θ θ θ

θ θ

+ + = + +

+ +
 (ก.41) 
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 ( ) ( )( )2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 2 3 2 2 32 cos sin sin cosx y z L L L L θ θ θ θ θ θ+ + = + + + − +  (ก.42) 

 
และจาก ( )sin sin cos cos sinA B A B A B− = −  จะได 
 
 2 2 2 2 2

1 2 1 2 32 sinx y z L L L L θ+ + = + +  (ก.43) 
 
เม่ือ 2

2sin
1

u
u

θ =
+

, tan
2

u θ
=  จะได 

 
 2 2 2 2 2

1 2 1 2 2

22
1

ux y z L L L L
u

+ + = + +
+

 (ก.44) 
 
 ( )( )2 2 2 2 2 2

1 2 1 21 4x y z L L u L L u+ + − − + =  (ก.45) 
 
 ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 24 0x y z L L u L L u x y z L L+ + − − − + + + − − =  (ก.46) 
 
เพราะฉะนั้น 
 

 ( ) ( )
( )

22 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2
1 2

4 4 4

2

L L L L x y z L L
u

x y z L L

± − + + − −
=

+ + − −
 (ก.47) 

 

 ( )
( )

22 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 23

2 2 2 2 2
1 2

2 4
tan

2

L L L L x y z L L
u

x y z L L
θ ± − + + − −

= =
+ + − −

 (ก.48) 

 

 
( )

( )

22 2 2 2 2 2
2 2 1 22

13

2 2 2 2 2
1 2

1

1
4

tan 12
2

L L x y z L L
L

x y z L L
L

θ
± − + + − −

=
+ + − −

 (ก.49) 

 
ดังนั้นจะได 
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 ( )2 2

3 2 22 tan 2 ,A L L d dθ = ⋅ ± −  (ก.50) 
 
เม่ือ ( )2 2 2 2 2

1 2
1

1
2

d x y z L L
L

= + + − −  

 
 ดังนั้นจากสมการ (ก.16) สมการ (ก.36) และสมการ (ก.50) ทําใหไดสมการจลนศาสตรแบบ
ยอนกลับ (Inverse kinematics) ดังนี้ 
 

 ( )
( )

( )
( )

1
2 2 2

2

3 2 2
2 2

tan 2 ,

2 tan 2 ,

2 tan 2 ,

J

A y z

R r A b a b c a c

A L L d d

θ
θ
θ

 
     = = ⋅ ± + − +        ⋅ ± −  

v  (ก.51) 

 
เม่ือ ( )JR r

v  คือ เวกเตอรบนสเปซของขอตอ (Joint space)  
2 2a y z= + , b x= − , ( )2 2 2 2 2

1 2
1

1
2

c x y z L L
L

= + + + − , 

( )2 2 2 2 2
1 2

1

1
2

d x y z L L
L

= + + − −  
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ภาคผนวก ข. 
 

เมตรกิซจาโคเบียน และเมตรกิซเฮลสเซี่ยนของปริภูมิขอตอ 
 
ข.1 เมตริกซจาโคเบียน 
 

จากสมการการหาเวกเตอรเวกเตอรสัมผัสในปริภูมิขอตอ ( ĴT ) ดังสมการ 
 

 ˆ J J
J

J J

dR L dR dsT
ds R ds ds

∂
= =

∂

v v
v  (ข.1) 

 
ซึ่งเทอม JL R∂ ∂

v  คือจาโคเบียนเมตริกซ จะสามารถแสดงโดยใชสัญลักษณ J  ทําให
สามารถเขียน ĴT  ไดใหมดังนี ้
 

 ˆˆ
ˆJ

TT
T

=
J
J

 (ข.2) 

 
เม่ือ 
 

 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

x y z

x y z

x y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

J  (ข.3) 

 

และจาก 1
2 2 2 2

1tan
1

u vu uv vu uv
v v u vu

v

−

 
 ′ ′ ′ ′ ′  − −    = =      +      +  

  

 จะได 
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 1 0
x
θ∂

=
∂

 (ข.4) 
 
 1

2 2 2

z z
y y z a
θ∂

= =
∂ +

 (ข.5) 

 
 1

2 2 2

y y
z y z a
θ∂ − −

= =
∂ +

 (ข.6) 

 
จาก 1

2

1cos
1

u u
u

− −′ ′  =  −
 จะได 

 

 2
2 2 22

1

1

c rr c ax x
x r x ac

r

θ
∂ ∂ − ∂ −  ∂ ∂= −   ∂ +   −    

 (ข.7) 

 
1

c x
x L

∂
=

∂
 (ข.8) 

 
 ( )

2 2 2

1 2
2

r xx
x rx y z

∂
= =

∂ + +
 (ข.9) 

 
นําสมการ (ข.8) และ (ข.9) ไปแทนในสมการ (ข.7) จะได 
 

 2 1
2 22 2

2

1
rx cx

L r a
x r rr c

r

θ
 

 − ∂ −    = −    ∂  −  
  

 

 (ข.10) 

 

 
2

1
3 22 2

1

xr L xcr a
L r rr c
−−= ⋅ −

−
 (ข.11) 

 

 
2

2 1
22 2 2

1

L xc xr a
x rL r r c
θ∂ −

= −
∂ −

 (ข.12) 
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สามารถหา 2

y
θ∂
∂

 ไดโดย 

 

 2
2 2 22 2

c r ar c x
r y y y

y r x ar c
θ

∂ ∂ ∂   − −    ∂ − ∂ ∂ ∂   = ⋅ − ∂ +   −        

 (ข.13) 

 
 

1

c y
y L

∂
=

∂
 (ข.14) 

 
 ( )

2 2 2

1 2
2

r yy
y rx y z

∂
= =

∂ + +
 (ข.15) 

 
 ( )

2 2

1 2
2

a yy
y ay z

∂
= =

∂ +
 (ข.16) 

 
นําสมการ (ข.14), (ข.15) และ (ข.16) แทนลงในสมการ (ข.13) จะได 
 

 2 1
2 22 2

ry cy xy
L rr a

y r rr c
θ

   −   ∂ −   = +
∂  −

 
 

 (ข.17) 

 

 

2
1

1
2 22 2

yr L yc
L rr xy
r arr c

 −
 −  = +
 −
 
 

 (ข.18) 

 

 
2

1
3 22 2

1

yr L ycr xy
L r arr c

 −−
= + 

−  
 (ข.19) 
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2

2 1
22 2 2

1

L yc yr xy
y arL r r c
θ∂ −

= +
∂ −

 (ข.20) 

 
สามารถหา 2

z
θ∂
∂

 ไดโดย 
 

 2
2 2 22 2

c r ar c xr z z z
z r x ar c

θ
∂ ∂ ∂   − −    ∂ − ∂ ∂ ∂= ⋅ −    ∂ +−     

   

 (ข.21) 

 
 

1

,  ,  c z r z a z
z L z r z a

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
 (ข.22) 

 
นําสมการ (ข.22) ไปแทนในสมการ (ข.21) จะได 
 

 2 1
2 22 2

zr zc xz
L rr a

z r rr c
θ

   −   ∂ −   = ⋅ +
∂  −

  

 (ข.23) 

 

 
2

1
3 22 2

1

zr L zcr xz
L r arr c

   −−  = ⋅ +     
 −   

 (ข.24) 

 

 
2

2 1
22 2 2

1

L zc zr xz
z arL r r c

θ∂ −
= +

∂ −
 (ข.25) 

 
จาก ( )1

2

1sin
1

u u
u

− ′ ′=
−

 จะได 

 

 3
2

2

2

1

1

d
x x Ld

L

θ  ∂ ∂
= ⋅  ∂ ∂   

−  
 

 (ข.26) 
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2 1 2

d x
x L L L

 ∂ = ∂  
 (ข.27) 

 

 3
2 2

1 22
2

2

1 x
x L LL d

L

θ

 
 

 ∂  =   ∂ −   
  

 (ข.28) 

 

 2
2 2

1 22

L x
L LL d

   
 = ⋅  −   

 (ข.29) 

 
 3

2 2
1 2

x
x L L d
θ∂

=
∂ −

 (ข.30) 

 
สามารถหา 3

y
θ∂
∂

 ไดโดย 

 

 3 2
2 2

22

L d
y y LL d
θ  ∂ ∂= ⋅  ∂ ∂−  

 (ข.31) 

 

 
2 1 2

d y
y L L L

 ∂ = ∂  
 (ข.32) 

 
 3

2 2
1 2

y
y L L d
θ∂

=
∂ −

 (ข.33) 

 
สามารถหา 3

z
θ∂
∂

 ไดโดย 
 

 3 2
2 2

22

L d
z z LL d
θ  ∂ ∂= ⋅  ∂ ∂−  

 (ข.34) 
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2 1 2

d z
z L L L

 ∂ = ∂  
 (ข.35) 

 
 3

2 2
1 2

z
z L L d
θ∂

=
∂ −

 (ข.36) 

 
 
 
 
 
ข.2 เมตริกซเฮลสเซ่ียน 
 

 ในการเปลี่ยนรูปเปนเวกเตอรเคอเวเจอรของสมการ ˆˆ J
J J

J

dTk N
ds

=  สามารถหาไดจาก

ความสัมพันธของเวกเตอร 
 

 XA
X

=
vv
v  (ข.37) 

 
แลวคาอนุพันธของเวกเตอรนี้คือ 
 

 [ ]T XA AA X
′

′ = −I
vv v v v  (ข.38) 

 
เม่ือ A

v  , X
v  เปนเวกเตอรใดๆ และ A′

v , X ′
v จะเปนอนุพันธของเวกเตอรนั้นๆ ดังนั้นจากสมการ (ข.38) 

สมการ (ข.37) และ สมการ (ข.2) จะได 
 

 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ

T
J J T

J J

T T
k N T T kN

RT

 − ∂  = + ∂ 

I J J
J

v  (ข.39) 
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เทรมของ 
R

∂
∂

Jv  ก็คือเทอมเมตริกซเฮลสเซี่ยน (Hessians, JH  ) ในหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติเทอม
ของเมตริกซเฮลสเซี่ยนจะมี 3 ชุด สามารถแสดงไดดังนี้ 
 

 

2 2 2
1 1 1

2

2 2 2
1 1 1

1 2

2 2 2
1 1 1

2

J

x x y x z

y x y y z

z x z y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

H  (ข.40) 

 

 

2 2 2
2 2 2

2

2 2 2
2 2 2

2 2

2 2 2
2 2 2

2

J

x x y x z

y x y y z

z x z y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

H  (ข.41) 

 

 

2 2 2
3 3 3

2

2 2 2
3 3 3

3 2

2 2 2
3 3 3

2

J

x x y x z

y x y y z

z x z y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

H  (ข.42) 

 
จากสมการ (ข.40) จะได 
 

 
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
2 0

x x y y x x z z x
θ θ θ θ θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (ข.43) 

 

 

2

2
1

2 2 4 4

2
az
yz yz

y y a a a
θ

 ∂− ∂∂ ∂ −   = = = ∂ ∂  
 (ข.44) 
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2

2
2 2 2 2 2 2

1 1
2 4 4 4

2
aa zz a z y zz

y z z y z a a a a
θ θ

∂−∂ ∂ ∂ − −  ∂= = = = = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 (ข.45) 

 

 

2

2
1

2 2 4 4

2
ay
zy yz

z z a a a
θ

 ∂
 ∂∂ ∂ −   = = = ∂ ∂  

 (ข.46) 

 
สมการ (ข.41) จะสามารถหาสมาชิกไดโดย 

เม่ือ 
2

2 1
22 2 2

1

L xc xr a
x rL r r c
θ∂ −

= −
∂ −

 และจาก 2

u vu uv
v v

′ ′ ′−  = 
 

 จะแสดงการหาไดดังนี้ 

 

 ( )
2

2 2
1 1 1

c rL xc xr L c L x r x
x x x

∂ ∂ ∂
− = + − −

∂ ∂ ∂
 (ข.47) 

 

 2 2
1 1

1

2xL c L x r x
L

 
= + − − 

 
 (ข.48) 

 
 ( )2 2 2

1 1L xc xr L c x r
x

∂
− = − −

∂
 (ข.49) 

 

 ( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1

rL r r c L r c L r r c
x x x

∂ ∂ ∂− = − + −
∂ ∂ ∂

 (ข.50) 
 

 ( )
2

2 2 2 21
1 2 2

2
2

L rL x r c r c
xr c

∂= − + −
∂−

 (ข.51) 

 

 
2

2 2 1
1 2 2

1

2 2 2
2

L r xL x r c x c
Lr c

  
= − + −   −   

 (ข.52) 

 

 
2

2 2 1
1 2 2

1

2 1L xr cL x r c
Lr c

 
= − + − 

−  
 (ข.53) 
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 ( ) ( )2 2 2
1 1

2 2

2L x r c xr L c

r c

− + −
=

−
 (ข.54) 

 

 ( )
2 2 2

2 2 2 1 1
1 2 2

3 2L xr L xc xr cL r r c
x r c

− −∂ − =
∂ −

 (ข.55) 

 

 ( )
2

2
1 1

c rL xc xr L x x xy
y y y

∂ ∂ ∂− = − = −
∂ ∂ ∂

 (ข.56) 

 

 ( )
2

2
1 1

c rL xc xr L x x xz
z z z

∂ ∂ ∂
− = − = −

∂ ∂ ∂
 (ข.57) 

 

 ( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2 21
1 1 2 2

2
2

L rL r r c L y r c r c
y yr c

∂ ∂− = − + −
∂ ∂−

 (ข.58) 

 

 
2

2 2 1
1 2 2

1

22 2
2

L r cyL y r c y
Lr c

 
= − + − 

−  
 (ข.59) 

 

 ( )
2 2 2

2 2 2 1 1
1 2 2

3 2L yr L yc yr cL r r c
y r c

− −∂ − =
∂ −

 (ข.60) 

 

 ( )
2 2 2

2 2 2 1 1
1 2 2

3 2L zr L zc zr cL r r c
z r c

− −∂ − =
∂ −

 (ข.61) 

 

จากสมการ 
2

2 1
22 2 2

1

L yc yr xy
y arL r r c
θ∂ −

= +
∂ −

 จะได 

 

 ( )
2

2 2
1 1 1

c rL yc yr L c L y r y
y y y

∂ ∂ ∂− = + − −
∂ ∂ ∂

 (ข.62) 

 
 2 2 2

1 2L c y r y= + − −  (ข.63) 
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 ( )2 2 2

1 1L yc yr L c y r
y

∂
− = − −

∂
 (ข.64) 

 

 ( )
2

2
1 1

c rL yc yr L y y yz
z z z

∂ ∂ ∂− = − = −
∂ ∂ ∂

 (ข.65) 
 

 ( )
2 2

2 2 2a r yrar r a ya
y y y a

∂ ∂ ∂= + = +
∂ ∂ ∂

 (ข.66) 

 

 ( )
2 2

2 2 2a r zrar r a za
z z z a

∂ ∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂
 (ข.67) 

 

จากสมการ 
2

2 1
22 2 2

1

L zc zr xz
z arL r r c

θ∂ −
= +

∂ −
 จะได 

 

 ( )
2

2 2 2 2
1 1 1 1

c rL zc zr L c L z r z L c z r
z z z

∂ ∂ ∂− = + − − = − −
∂ ∂ ∂

 (ข.68) 
 
สมการ (ข.42) จะสามารถหาสมาชิกไดโดย 
เม่ือ 3

2 2
1 2

x
x L L d
θ∂

=
∂ −

 จะแสดงการหาไดโดย 

 

 ( ) ( )2
2 2 1

1 2 2 2
22

dLL L d
x xL d

∂ −∂ − =
∂ ∂−

 (ข.69) 

 
 1

2 2
12

2
2

L d x
LL d

−
= ⋅

−
 (ข.70) 

 
 ( )2 2

1 2 2 2
2

xdL L d
x L d

∂ −
− =

∂ −
 (ข.71) 
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 ( )2 2 1
1 2 2 2 2 2

12 2

L d y ydL L d
y LL d L d

−∂ −
− = ⋅ =

∂ − −
 (ข.72) 

 
 ( )2 2 1

1 2 2 2 2 2
12 2

L d z zdL L d
z LL d L d

−∂ −
− = ⋅ =

∂ − −
 (ข.73) 

 

และจาก 2

u vu uv
v v

′ ′ ′−  = 
 

 จะได 

 

 ( )

2
2 2

1 2 2 22
23

2 2 2 2
1 2

x dL L d
L d

x L L d
θ

− +
−∂

=
∂ −

 (ข.74) 

 

 ( )
( )

2 2 2
1 2

3
2 2 2 2

1 2

L L d x d

L L d

− +
=

−
 (ข.75) 

 

 
( )

( )
2 22 2

23 3
2 2 22 2

1 21 2

ydx
L dx

x y y x y L L dL L d
θ θ

 − −
   −∂ ∂ ∂   = = =

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ −− 
 (ข.76) 

 
 

( )
3

2 2 2 2
1 2

xyd

L L d
=

−
 (ข.77) 

 

 
( )

( )
2 22 2

23 3
2 2 22 2

1 21 2

zdx
L dx

x z z x z L L dL L d
θ θ

 − −
   −∂ ∂ ∂   = = =

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ −− 
 (ข.78) 

 
 

( )
3

2 2 2 2
1 2

xzd

L L d
=

−
 (ข.79) 
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( )

( )

2 2
1 2 2 22

23
2 2 2 22 2

1 21 2

ydL L d y
L dy

y y L L dL L d
θ

 − − −
   −∂ ∂   = =

 ∂ ∂ −− 
 (ข.80) 

 

 ( )
( )

2 2 2
1 2

3
2 2 2 2

1 2

L L d y d

L L d

− +
=

−
 (ข.81) 

 

 
( )

( )
2 22 2

23 3
2 2 22 2

1 21 2

zdy
L dy

y z z y z L L dL L d
θ θ

 − −
   −∂ ∂ ∂   = = =

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ −− 
 (ข.82) 

 
 

( )
3

2 2 2 2
1 2

yzd

L L d
=

−
 (ข.83) 

 

 
( )

( )

2 2
1 2 2 22

23
2 2 2 22 2

1 21 2

zdL L d z
L dz

z z L L dL L d
θ

 − − −
   −∂ ∂   = =

 ∂ ∂ −− 
 (ข.84) 

 

 ( )
( )

2 2 2
1 2

3
2 2 2 2

1 2

L L d z d

L L d

− +
=

−
 (ข.85) 



 101 

ภาคผนวก ค. 
 

สมการการการเคล่ือนท่ีของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
  

สมการการเคล่ือนที่ (Equation of motion) ของกลไกทั่วๆ ไป สามารถหาไดโดยอาศัยกฎขอที่
สองของนิวตัน หรือในกลไกที่ซับซอนจะนิยมหาโดยวิธีพลังงานตามสมการลากรานจ (Lagrangian 
Formulation) ดังนั้นสมการการเคล่ือนที่สําหรับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติก็จะหาโดยวิธีการนี้ 
 
ค.1 สมการลากรานจ 
 ฟงกชันของลากรานจ (Lagrangian function: L ) ถูกนิยามจากความแตกตางระหวาง
พลังงานจลน ( K ) และพลังงานศักย (U ) ของทั้งระบบกลไกดังนี้ 
 
 L K U= −  (ค.1) 
 
 สมการการเคล่ือนทีรู่ปแบบหนึ่งสามารถแสดงไดในเทอมของสมการลากรานจ (Goldstein, 
1980) ซึ่งก็คือ 
 

 i
i i

d L L Q
dt q q

∂ ∂  − = ∂ ∂ &
,       1,2,...,i n=  (ค.2) 

 
เม่ือ  iq  คือตัวแปรพิกัดวางนยัทัว่ไป (Generalized coordinate) 
 Q  คือแรงภายนอกที่กระทาํตอระบบ (Generalized force) 
 ตัวหอย i  คือตําแหนงของพิกดัวางนัยทัว่ไป 
 
 จากลักษณะกลไกแขนกลของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติจะมีพิกัดวางนัยทั่วไป 3 ตัวแปร
ซึ่งก็คือ มุมทั้งสามขอตอของแขนกล ( 1 2 3: , ,JR θ θ θ

v ) 
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ค.2 พลังงานจลน 
 พลังงานจลนรวมของกานตอ i (Link i ) เปนผลรวมของพลังงานจลนที่เกิดจากความเร็วเชิง
เสน และที่เกิดจากความเร็วเชิงมุมที่จุดศูนยกลางมวลของกานตอ i ดังนี้ 
 
 1 1

2 2
T T

i ci i ci i i iK v m v ω ω= + Iv vv v  (ค.3) 
 
เม่ือ civv  คือเวกเตอรความเร็วเชิงเสนที่จุดศูนยกลางมวลของกานตอ i  
 im  คือมวลของกานตอ i  
 iωv  คือเวกเตอรความเร็วเชิงมุมของกานตอ i  
 iI  คือเมตริกซความเฉ่ือยของโมเมนตที่จุดศูนยกลางมวลของกานตอ iบนกรอบอางอิงฐาน 
 
 ความเร็วเชิงเสน และความเร็วเชิงมุมที่จุดศูนยกลางมวลของแตละกานตอของหุนยนต มี
ความสัมพันธกับความเร็วของแตละขอตอของหุนยนต ตามทฤษฏีของการเคลื่อนที่แบบชั่วขณะของ
สกรู (Theory of instantaneous screw motion) ในรูปแบบของสมการเมตริกซ 
 
 ci li JR θ= J

vv &&  (ค.4) 
 
เม่ือ  

ci
ci

i

v
R

ω
 

=  
 

vv& v , vi
li

iω

 
=  

 

J
J

J
 และ 

1

2

3

J

θ
θ θ

θ

 
 =  
  

&
v& &

&
 

 
liJ  คือเมตริกซที่ใชเพ่ือแปลงความเร็วขอตอเปนความเร็วเชิงเสนและความเร็วเชิงมุมของจุด

ศูนยกลางมวลในแตละกานตอ มี viJ และ iωJ เปนเมตริกซสวนประกอบยอย ซึ่ง liJ ถูกเรียกวาเมตริกซ
จาโคเบียนของกานตอ (Link Jacobian matrix) และในทํานองเดียวกัน viJ และ iωJ เรียกวาเมตริกซ
สวนประกอบยอยจาโคเบียนของกานตอ (Link Jacobian submatrices) 
 เม่ือกําหนดให j

viJ และ j
iωJ คือเวกเตอรหลักที่ j ของ viJ และ iωJ ตามลําดับ ดังนั้นจากทฤษฏี

ของการเคล่ือนที่แบบชั่วขณะของสกรกูับขอตอแบบหมุนก็จะได 
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 ˆj j

vi j ciz p∗= ×J v ,    j i≤  (ค.5) 
 
 ˆj

i jzω =J ,    j i≤  (ค.6) 
 
เม่ือ  j

cip∗v  คือเวกเตอรทีอ่างอิงบนกรอบอางองิฐาน และชีจ้ากจุดศูนยกลางของขอตอ j   (Origin 
of Joint j ) ไปสูจุดศูนยกลางมวลของกานตอ i  
 ˆ jz  คือเวกเตอรขนาดหนึ่งหนวยอางอิงกบักรอบอางองิฐาน ชีใ้นทิศทางเดยีวกับแกนหมุนของ
ขอตอ j    
 
 ดังนั้นจะเห็นไดวา viJ และ iωJ เปนเมตริกซที่เปล่ียนแปลงตามรูปรางของระบบกลไก เมตริกซ 

viJ และ iωJ สามารถเขียนไดดังสมการ 
 
 1 2, ,..., , , ,...,j

vi vi vi vi =  J J J J 0 0 0  (ค.7) 
 
 1 2, ,..., , , ,...,j

i i i iω ω ω ω =  J J J J 0 0 0  (ค.8) 
 
 กลับมาพิจารณาที่พลังงานจลน สําหรับกรณีของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิตใินกานตอแรก
จะมีพลังงานจลนเปนไปตามสมการ 
 
 1 1 1 1 1 1 1

1 1
2 2

T T
c cK v m v ω ω= + Iv vv v  (ค.9) 

 
และพลังงานจลนของกานตอที่สอง ซึ่งขอตอของกานตอนีจ้ะมีการตอชดุสงผานกาํลงัดวยสาย

เคเบิลกับทรงกลม โดยมีอัตราทด ρ  ดังนั้นสมการพลังงานจลนของขอตอที่สองจะเปนดังนี้ 
 
 2 2 2 2 2 2 2 3 3

1 1 1
2 2 2

T T T
c c Bj B BjK v m v ω ω ω ω= + +I Iv v v vv v  (ค.10) 

 
เม่ือ  BI  คือเมตริกซความเฉ่ือยของโมเมนตที่จุดศูนยกลางมวลของทรงกลม 
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 3Bjωv  คือเวกเตอรความเร็วเชิงมุมที่ขอตอที่ 3 สงผานชุดสงผานกําลังมาที่ทรงกลม 
 
 พิจารณาชิ้นสวนที่ เคล่ือนไหวทั้งหมดของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ จะพบวามี
สวนประกอบที่ทําใหเกิดพลังงานจลนทั้งหมดสามระบบ ระบบแรกคือสวนของแขนกลทั้งสองกานตอ
และการหมุนของทรงกลมมีพลังงานจลนดังสมการ (ค.9) และ (ค.10) ระบบที่สองคือการเคล่ือนที่ของ
ชุดซีวีทีทั้งสาม ซึ่งมีมวลนอยมากเม่ือเทียบกับมวลของแขนกลจึงทําการละทิ้งพลังงานจลนในระบบนี ้
ระบบที่สามคือกลไกของชุดจับยึด (CMS Joint) ซึ่งในที่นี้ก็จะถือวามีมวลนอยมากเม่ือเทียบกับมวล
ของแขนกลเชนกัน ดังนัน้สมการพลังจลนทัง้หมดของระบบจะเปนไปตามผลรวมของพลังงานจลนของ
ทั้งสองกานตอตามสมการ (ค.9) และ (ค.10)  

สมการพลังงานสามารถจัดรูปแบบใหเปนฟงกชันของความเร็วเชิงมุมของขอตอทั้งสาม โดย
นําสมการ (ค.4) ไปแทนคาในสมการ (ค.9) และ (ค.10) จะได 
 
 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

1
2

T T T T T T
J v v v v C B C JK m mω ω ω ωθ θ = + + + + J J J I J J J J I J J I J

v v& &  (ค.11) 
 
เม่ือ CJ  คือเมตรกิซจาโคเบียนตามความสัมพันธ 3Bj C Jω θ= J

vv &  ซึ่งเมตรกิซ CJ  มีคาตามระบบ
การสงกาํลังของพูเลที่มีอตัราทดเทากับ ρ  ดังนั้นจะได 
 

0 0 0
0 0 0
0 0

C

ρ

 
 =  
  

J  

 
และเมตรกิซความเฉ่ือยของโมเมนตที่จุดศูนยกลางมวลของทรงกลม BI คือ 
 

0 0
0 0
0 0

bx

B by

by

I
I

I

 
 =  
  

I  

 
 เทอมในวงเล็บของสมการ (ค.11) โดยทั่วไปจะถูกนิยามวาคือ เมตริกซความเฉ่ือยของทั้ง
ระบบ (Manipulator inertia matrix: M ) 
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เมตริกซสวนประกอบยอยจาโคเบียนของแตละกานตอสามารถหาไดตามสมการ (ค.5) ถงึ (ค.
6) และจากเมตริกซการแปลงพิกัดการเคล่ือนที่ (Transformation matrix) ในภาคผนวกจะได 
 

 
1 2

1 2
1 1 1 1 2

1 1 2

c c

a s
p p a s c

a c c

∗ ∗

− 
 = =  
  

v v  (ค.12) 

 

 
2 23

3
2 2 1 23

2 1 23

c

a c
p a s s

a c s

∗

 
 =  
  

v  (ค.13) 

 

 
2 23 1 2

1 2
2 2 2 1 23 1 1 2

2 1 23 1 1 2

c c

a c L s
p p a s s L s c

a c s L c c

∗ ∗

− 
 = = + 
 + 

v v  (ค.14) 

 
และเวกเตอร ˆ jz  คือ 
 

 1

1
ˆ 0

0
z

− 
 =  
  

 (ค.15) 

 

 2 3 1

1

0
ˆ ˆz z c

s

 
 = = − 
  

 (ค.16) 

 
เม่ือ  1L  คือความยาวของกานตอที่ 1 
 2L  คือความยาวของกานตอที่ 2 

1a  คือระยะจากขอตอที่ 2 ถึงจุดศูนยกลางมวลของกานตอที ่1 
2a  คือระยะจากขอตอที ่3 ถึงจดุศูนยกลางมวลของกานตอที ่2 

 1 1sins θ= , 1 1cosc θ= , 2 2sins θ= , 2 2cosc θ= , ( )23 2 3sins θ θ= + , 
( )23 2 3cosc θ θ= +  
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จะได 
 

 
1 2 1 2

1 1
1 1 1 1 1 2 1 1 2

1 1 2 1 1 2

1 0 0 0
ˆ 0 0 0 1

0 0 1 0
v c

a s a s
z p a s c a s c

a c c a c c

∗

− − −       
       = × = × =       
       −      

J v  (ค.17) 

 

 1 1 2

1 1 2

0
a c c
a s c

 
 =  
 − 

 (ค.18) 

 

 
1 1 1 2

2 2
1 2 1 1 1 1 2

1 1 1 2

0
ˆ 0 0

0 0
v c

s c a s
z p s a s c

c a c c

∗

− − −   
   = × =    
      

J v  (ค.19) 

 

 
1 2

1 1 2

1 1 2

a c
a s s
a c s

− 
 = − 
 − 

 (ค.20) 

 

 
2 23 1 2

1 1
2 1 2 2 1 23 1 1 2

2 1 23 1 1 2

0 0 0
ˆ 0 0 1

0 1 0
v c

a c L s
z p a s s L s c

a c s L c c

∗

−   
   = × = +   
   − +   

J v  (ค.21) 

 

 2 1 23 1 1 2

2 1 23 1 1 2

0
a c s L c c
a s s L s c

 
 = + 
 − − 

 (ค.22) 

 

 
1 1 2 23 1 2

2 2
2 2 2 1 2 1 23 1 1 2

1 2 1 23 1 1 2

0
ˆ 0 0

0 0
v c

s c a c L s
z p s a s s L s c

c a c s L c c

∗

− − −   
   = × = +   
   +   

J v  (ค.23) 
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2 23 1 2

2 1 23 1 1 2

2 1 23 1 1 2

a s L c
a s c L s s
a c c L c s

− − 
 = − 
 − 

 (ค.24) 

 

 
1 1 2 23

3 3
2 3 2 1 2 1 23

1 2 1 23

0
ˆ 0 0

0 0
v c

s c a c
z p s a s s

c a c s

∗

− −   
   = × =    
      

J v  (ค.25) 

 

 
2 23

2 1 23

2 1 23

a s
a s c
a c c

− 
 =  
  

 (ค.26) 

 
 จากสมการ (ค.17) ถึง (ค.26) นําไปแทนคาในสมการ (ค.7) จะได 

 

 
1 2

1 1 1 2 1 1 2

1 1 2 1 1 2

0 0
0
0

v

a c
a c c a s s
a s c a c s

− 
 = − 
 − − 

J  (ค.27) 

 
และ 

 

 
2 23 1 2 2 23

2 2 1 23 1 1 2 2 1 23 1 1 2 2 1 23

2 1 23 1 1 2 2 1 23 1 1 2 2 1 23

0

v

a s L c a s
a c s L c c a s c L s s a s c
a s s L s c a c c L c s a c c

− − − 
 = + − 
 − − − 

J  (ค.28) 

 
 จากสมการ (ค.15) และสมการ (ค.16) นาํไปแทนคาในสมการ (ค.8) จะได 

 

 1 1

1

1 0 0
0 0
0 0

c
s

ω

− 
 = − 
  

J  (ค.29) 

 



 108 

 2 1 1

1 1

1 0 0
0
0

c c
s s

ω

− 
 = − − 
  

J  (ค.30) 

 
 กําหนดใหเมตริกซความเฉ่ือยของโมเมนตที่จุดศูนยกลางมวลบนแกนหลัก (Principal 
inertia: PiI ) ของแตละกานตอ ( 1PI , 2PI ) คือ  

 

 
1

1 1

1

0 0
0 0
0 0

x

P y

z

I
I

I

 
 =  
  

I  (ค.31) 

 

 
2

2 2

2

0 0
0 0
0 0

x

P y

z

I
I

I

 
 =  
  

I  (ค.32) 

 
เม่ือ , ,xi yi ziI I I  คือความเฉ่ือยของโมเมนตจุดศูนยกลางมวลของกานตอ i  ที่หมุนรอบแกนของ
กานตอ , ,x y z  ตามลําดับ, 1, 2i =  
 
 แตเนื่องจากในสมการ (ค.11) เปนการพิจารณาพลังงานจลน ณ จุดศูนยกลางมวลอางอิงอยู
บนกรอบอางอิงฐาน ดังนั้นเมตริกซความเฉ่ือยของโมเมนตที่จุดศูนยกลางมวลของแตละกานตอ 1 บน
กรอบอางอิงฐานจะหาไดจาก 

 
 ( )1 1 1 1

TB B
l P l=I RI R  (ค.33) 

 
เม่ือ 1

B
l R  คือเมตริกซการหมุน (Rotation matrix) ของกรอบที่ตรึงกับกานตอ 1 อางอิงกับกรอบ

อางอิงฐาน 
 

 
2 2

1 1 2 1 2 1

1 2 1 2 1

0
B
l

s c
s c s s c
c c c s s

− − 
 = − − 
 − 

R  (ค.34) 
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และจากสมการ (ค.33) และสมการ (ค.34) จะได 
 

 
( ) ( )

( )
( )

2 2
1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1

x y y x y x

y x x y z x y z

y x x y z x y z

I s I c I I s s c I I c s c

I I s s c I s c I s s I c I s c c I s c s I s c

I I c s c I s c c I s c s I s c I c c I c s I s

 + − −
 

= − + + + − 
 − + − + +  

I  

  (ค.35) 
 
และเมตริกซความเฉ่ือยของโมเมนตที่จุดศูนยกลางมวลของแตละกานตอ 2 อางอิงอยูบนกรอบอางอิง
ฐานสามารถหาไดจาก 

 
 ( )2 2 2 2

TB B
l P l=I RI R  (ค.36) 

 
เม่ือ 2

B
l R  คือเมตริกซการหมุน (Rotation matrix) ของกรอบที่ตรึงกับกานตอ 2 อางอิงกับกรอบ

อางอิงฐาน 
 

 
23 23

2 1 23 1 23 1

1 23 1 23 1

0
B

l

s c
s c s s c
c c c s s

− − 
 = − − 
 − 

R  (ค.37) 

 
และจากสมการ (ค.36) และสมการ (ค.37) จะได 

 

 
( ) ( )

( )
( )

2 2
2 23 2 23 2 2 1 23 23 2 2 1 23 23

2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 1 23 23 2 1 23 2 1 23 2 1 2 1 1 23 2 1 1 23 2 1 1

2 2 2 2 2 2 2
2 2 1 23 23 2 1 1 23 2 1 1 23 2 1 1 2 1 23 2 1 23 2 1

x y y x y x

y x x y z x y z

y x x y z x y z

I s I c I I s s c I I c s c

I I s s c I s c I s s I c I s c c I s c s I s c

I I c s c I s c c I s c s I s c I c c I c s I s

 + − −


= − + + + −

− + − + +

I





 
 

 

  (ค.38) 
 
นําสมการ (ค.27) ถึง (ค.30) สมการ (ค.35), (ค.38) แทนคาลงในสมการ (ค.11) จะไดเมตริกซความ
เฉ่ือยของทั้งระบบ (Manipulator inertia matrix: M ) คือ 
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( )

( )
( )

( )

22 2 2 2 2 2
1 1 2 1 2 1 2 2 2 23 1 2 2 23 2 23

2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 2 3 1

2 2 2 1 3 2

2 2 2 1 3 2
2 2

2 2 2

0
0

0

2

0

x y x y

z z

z

z

z bz

m a c I s I c m a s L c I s I c

m a I I m a L a s L
m a a L s I

m a a L s I
m a I Iρ

 + + + + + +


= 


+ + + + +
+ +


+ + 
+ + 

M L

L   

  (ค.39) 
 

ค.3 พลังงานศักย 
ดังที่ไดกลาวแลววาแขนกลของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติมีพ้ืนที่ทํางาน (Workspace) 

แบบคารทีเซี่ยนเชิงเสนในสามมิติ (X, Y และ Z) ดังนัน้หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติจึงตองนาํผลของ
พลังงานศักยมาพิจารณาดวย สมการพลังงานศักยของทั้งระบบคือ 

 

 
2

1

T
i ci

i
U m g p

=

= −∑ v v      (ค.40) 

 
เม่ือ gv  คือเวกเตอรความเรงจากแรงโนมถวงโลก ( [ ]0 0 T

cg g= −v ), cg  คือคาคงที่ 9.81 
m/s2 

cipv  คือเวกเตอรตําแหนงจุดศูนยกลางมวลของกานตอ i  อางอิงอยูบนกรอบอางอิงฐาน  
 
ค.4 แรงภายนอก 

หุนยนตโคบอทเปนหุนยนตที่มีลักษณะเฉพาะ คุณสมบัติที่สําคัญอยางหนึ่งก็คือมอเตอรของ
ระบบมีไวเพียงเพ่ือเปล่ียนอัตราทดของชุดซีวีทีเทานั้น ดังนั้นแรงภายนอกตามสมการของลากรานจที่
นํามาพิจารณาก็คือ แรงที่เกิดจากมนุษยที่ตําแหนงปลายแขนกลเทานั้น 

 
 T

h hx hy hzF F F F=   
v

     (ค.41) 
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เม่ือ hF
v  คือแรงกระทําที่ปลายแขนกลเนื่องจากมนุษย สามารถวัดคาไดโดยตรงจากอุปกรณ

ตรวจวัดแรงซึ่งติดตั้งไวที่ปลายแขนกล 
 
ค.5 สมการการเคลื่อนที ่

สมการของลากรานจในสมการที่ (ค.2) สามารถจัดใหอยูในรูปแบบของสมการการเคล่ือนที่
ทั่วไปตามหนังสือ “Robot Analysis: The Mechanics of Serial and Parallel Manipulators” ของผู
แตงชื่อ “Lung-Wen Tsai” ดังสมการ 

 
 f f fq V G Q+ + =M

v vvv&&      (ค.42) 
 
เม่ือ M  คือเมตริกซความเฉ่ือยของระบบ ในกรณีของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติก็คือสมการ 
(ค.39) 

1 2 3
T

f f f fV V V V=   
v  คือเวกเตอรแรงของความเร็วคูควบ (Velocity coupling force 

vector)  
1 2 3

T
f f f fG G G G=   

v  คือเวกเตอรแรงที่เกิดจากแรงโนมถวงโลก (Gravitational force 
vector)  

1 2 3
T

f f f fQ Q Q Q=   
v  คือเวกเตอรโมเมนตที่เกิดจากแรงภายนอกตามนิยามของสมการ

ของลากรานจ 
 
เวกเตอรแรงของความเร็วคูควบ fV

v  ของหุนยนตทั่วไปจะไดจากเมตริกซความเฉ่ือยของระบบ
ตามสมการ 

 

 
3 3

1 1

1
2

ij jk
fi j k

j k k i

M M
V q q

q q= =

∂ ∂ 
= − ∂ ∂ 

∑∑ & &      (ค.43) 

 
ในกรณีของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติจะได 
 

 
3 3

1
1

1 1 1

1
2

j jk
f j k

j k k

M M
V q q

q q= =

∂ ∂ 
= − ∂ ∂ 

∑∑ & &      (ค.44) 
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3 3

2
2

1 1 2

1
2

j jk
f j k

j k k

M M
V q q

q q= =

∂ ∂ 
= − ∂ ∂ 

∑∑ & &      (ค.45) 

 

 
3 3

3
3

1 1 3

1
2

j jk
f j k

j k k

M M
V q q

q q= =

∂ ∂ 
= − ∂ ∂ 

∑∑ & &      (ค.46) 

 
 ดังนั้นนําสมการ (ค.39) ในแตละเทอมมาหาคาอนุพันธยอยเทอมแรกคือ 11M  จะได 

 
 11

1

0M
θ

∂
=

∂
     (ค.47) 

 
 ( ) ( ) ( )( )211

2 2 1 1 1 1 23 23 2 2 2 2 23 1 2 2 23 1 2
2

2 2 2x y x y
M c s I I m a c s I I m a s L c a c L s
θ

∂
= − − + − + + −

∂
      

  (ค.48) 
 

 ( ) ( )11
23 23 2 2 2 2 23 2 23 1 2

3

2 2x y
M c s I I m a c a s L c
θ

∂
= − + +

∂
     (ค.49) 

 
 มาหาคาอนุพันธยอยเทอม 22M  จะได 

 
 22

1

0M
θ

∂
=

∂
     (ค.50) 

 
 22

2

0M
θ

∂
=

∂
     (ค.51) 

 
 22

2 1 2 3
3

2M m L a c
θ

∂
=

∂
     (ค.52) 

 
มาหาคาอนุพันธยอยเทอม 23M และ 32M  จะได 
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 23 32

1 1

0M M
θ θ

∂ ∂
= =

∂ ∂
     (ค.53) 

 
 23 32

2 2

0M M
θ θ

∂ ∂
= =

∂ ∂
     (ค.54) 

 
 23 32

2 1 2 3
3 3

M M m L a c
θ θ

∂ ∂
= =

∂ ∂
     (ค.55) 

 
มาหาคาอนุพันธยอยเทอม 33M  จะได 
 

 33

1

0M
θ

∂
=

∂
     (ค.56) 

 
 33

2

0M
θ

∂
=

∂
     (ค.57) 

 
 33

3

0M
θ

∂
=

∂
     (ค.58) 

 
จากแรงของความเร็วคูควบ 1fV  สมการ (ค.44) เม่ือทําการตัดพจนที่มีคาเทากับศูนยออกจะ

ได 
 

 11 11
1 1 2 1 3

2 3
f

M MV θ θ θ θ
θ θ

∂ ∂
= +

∂ ∂
& & & &      (ค.59) 

 
และ 2fV  ในสมการ (ค.45) คือ 

 
 2 22311 22

2 1 2 3 3
2 3 3

1
2f

MM MV θ θ θ θ
θ θ θ

∂∂ ∂
= − + +

∂ ∂ ∂
& & & &      (ค.60) 

 
และ 3fV  ในสมการ (ค.46) คือ 
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 2 211 22

3 1 2
3 3

1 1
2 2f

M MV θ θ
θ θ

∂ ∂
= − −

∂ ∂
& &      (ค.61) 

 
แทนคาสมการ (ค.48) (ค.49) (ค.52) (ค.55) ลงในสมการ (ค.59) ถึง (ค.61) จะได 
 

 ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2
1 2 2 1 1 1 1 23 23 2 2 2 2 23 1 2 2 23 1 2 1 2

23 23 2 2 2 2 23 2 23 1 2 1 3

2 2 2

2 2

f x y x y

x y

V c s I I m a c s I I m a s L c a c L s

c s I I m a c a s L c

θ θ

θ θ

 = − − + − + + − 
+ − + +  

& &

& &
     

  (ค.62) 
 

 ( ) ( ) ( )( )
[ ] [ ]

2 2
2 2 2 1 1 1 1 23 23 2 2 2 2 23 1 2 2 23 1 2 1

2
2 1 2 3 2 3 2 1 2 3 32

f x y x yV c s I I m a c s I I m a s L c a c L s

m L a c m L a c

θ

θ θ θ

 = − − − + − + + − 
+ +

&

& & &
     

  (ค.63) 
 

 ( ) ( ) [ ]2 2
3 23 23 2 2 2 2 23 2 23 1 2 1 2 1 2 3 2f x yV c s I I m a c a s L c m L a cθ θ= − − + + −  

& &      (ค.64) 
 
เวกเตอรแรงที่เกิดจากแรงโนมถวงโลก fG

v  (Gravitational force vector) หาไดจากสมการ 
 

 
2

1

T i
fi j vj

j
G m g

=

= −∑ Jv      (ค.65) 

 
ในกรณีของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติจะได 
 

 ( )1 1
1 1 1 2 2

T T
f v vG m g m g= − +J Jv v      (ค.66) 

 
 ( )2 2

2 1 1 2 2
T T

f v vG m g m g= − +J Jv v      (ค.67) 
 

 ( )3 3
3 1 1 2 2

T T
f v vG m g m g= − +J Jv v      (ค.68) 
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ทําการแทนคาจากสมการ (ค.27) และ (ค.28) จะได 
 

 [ ] [ ]1 1 1 1 2 2 2 1 23 1 1 2

1 1 2 2 1 23 1 1 2

0 0
0 0 0 0f c cG m g a c c m g a c s L c c

a s c a s s L s c

    
    = − − + − +    
    − − −    

     (ค.69) 

 
 ( )1 1 1 1 2 2 2 1 23 1 1 2f c cG m g a s c m g a s s L s c= − − +      (ค.70) 
 
และ 2fG  คือ 

 

 [ ] [ ]
1 2 2 23 1 2

2 1 1 1 2 2 2 1 23 1 1 2

1 1 2 2 1 23 1 1 2

0 0 0 0f c c

a c a s L c
G m g a s s m g a s c L s s

a c s a c c L c s

 − − −    
    = − − − + − −    
    − −    

     (ค.71) 

 
 ( )2 1 1 1 2 2 2 1 23 1 1 2f c cG m g a c s m g a c c L c s= − + −      (ค.72) 
 
และ 3fG  คือ 

 

 [ ] [ ]
2 23

3 1 2 2 1 23

2 1 23

0
0 0 0 0 0

0
f c c

a s
G m g m g a s c

a c c

 −    
    = − − + −    
        

     (ค.73) 

 
 3 2 2 1 23f cG m g a c c=      (ค.74) 

 
เวกเตอรโมเมนต fQ

v  ที่เกิดจากแรงภายนอกกระทํากับแตละขอตอ สามารถหาไดจาก
หลักการงานเสมือน (Virtual work) จะได 

 
 T

f eQ F= J
v v

     (ค.75) 
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เม่ือ 
J

R
R

∂=
∂

J
v
v  คือเมตริกซจาโคเบียนทัว่ไปของหุนยนต เมตรกิซนีไ้ดถกูแสดงไวในภาคผนวก หรอื

ก็คือ 
 

 
2 23 1 2 2 23

2 1 23 1 1 2 2 1 23 1 1 2 2 1 23

2 1 23 1 1 2 2 1 23 1 1 2 2 1 23

0 L s L c L s
L c s L c c L s c L s s L s c
L s s L s c L c c L c s L c c

− − − 
 = + − 
 − − − 

J      (ค.76) 

 
 eF

v  คือแรงกระทําที่ปลายแขน เวกเตอรนี้ตองแสดงบนกรอบอางอิงฐานของหุนยนตโคบอท 
แต hF

v  คือเวกเตอรแรงทีไ่ดมาจากอุปกรณตรวจวัดแรง ซึ่งถกูอางองิบนกรอบทีย่ดึอยูกับกานตอที่สอง 
ดังนั้น eF

v  จะสัมพันธกับผลคูณของเมตรกิซการหมุนของกรอบทีต่รึงกบักานตอ 2 เทียบกับกรอบ
อางองิฐาน 2

B
l R  และ hF

v  ดังสมการ 
 

 2
B

e l hF F= R
v v

     (ค.77) 
 

 ดังนั้นจากสมการ (ค.77) จะสามารถปรับปรุงสมการ (ค.75) ไดเปน 
 

 2
T B

f l hQ F= J R
v v

     (ค.78) 
 
ค.6 ความเรงปลายแขนกล 

ความเรงที่ตําแหนงปลายแขนกล ( A
v ) สามารถหาไดจากความเรงเชิงมุมของแตละขอตอ 

อันดับแรกพิจารณาสมการความสัมพันธระหวางความเร็วปลายแขนกล และความเรว็เชงิมุมของแตละ
ขอตอดังนี้ 

 
 JV θ= J

vv &      (ค.79) 
 
ทําการหาอนุพันธสมการ (ค.79) เทียบกับเวลา จะไดความเรงที่ตําแหนงปลายแขนกลดังนี้ 

 
 J JA θ θ= +J J

v v v&& &&      (ค.80) 
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เมตริกซ J&  สามารถหาไดจากการหาอนุพันธสมการ (ค.76) เทียบกับเวลาจะได 
 

 

( )
( )

( )
( )

2 1 23 2 3 1 23 1 1 1 2 1 1 2 2

2 1 23 1 1 23 2 3 1 1 2 1 1 2 2

2 23 2 3 1 2 2

2 1 23 1 1 23 2 3 1 1 2 1 1 2 2

2 1 23 1 1 23 2

0

L c c s s L s c c s

L c s s c L c c s s

L c L s

L c c s s L c s s c

L s c c s

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ


    = + − − +   


   − + + − −   
− + +

   − + − +  

− +

J & & & & && L

& & & & &

& & &

& & & & &

& &( )
( )

( )
( )

3 1 1 2 1 1 2 2

2 23 2 3

2 1 23 1 1 23 2 3

2 1 23 1 1 23 2 3

L s s c c

L c

L c c s s

L s c c s

θ θ θ

θ θ

θ θ θ

θ θ θ

   + + −  
− +


  − +  
 − + + 

L
& & &

& &

& & &

& & &

     (ค.81) 

 
ซึ่งความเรงเชิงมุมของแตละขอตอ 1 2 3

T

Jθ θ θ θ =  
v&& && && &&  สามารถหาไดจากสมการการ

เคล่ือนที่ (ค.42) ของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติตามสมการ 
 
 ( )1

J f f fQ V Gθ −= − −M
v v vv&&      (ค.82) 

 
แทนสมการ (ค.82) เขาไปในสมการ (ค.80) ซึ่งจะได 

 
 ( )1

f f f JA Q V G θ−= − − +JM J
v v v vv &&      (ค.83) 

 
 สมการ (ค.83) คือสมการความสัมพันธที่ใชหาความเรงของปลายแขนกล จากแรงกระทําโดย
มนุษยที่ตําแหนงปลายแขนกล ตําแหนงและ ความเร็วเชิงมุมของแตละขอตอของแขนกล 
 
 



 
 

 

118 

ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 

 
นายศิริศักด์ิ สิริเกษมสุข เกิดเม่ือวันที่ 21 มีนาคม พ.ศ.2521 ที่กรุงเทพมหานคร สําเร็จ

การศึกษาระดับประกาศนียบัตรวิชาชีพ สาขาวิชาชีพชางยนต จากวิทยาลัยเทคนิคมีนบุรี ในป
การศึกษา 2538 จากนั้นไดเขาศึกษาตอในคณะวิศวกรรมศาสตร สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกลาพระ
นครเหนือ และสําเร็จการศึกษาในระดับปริญญาวศิวกรรมศาสตรบัณฑติ สาขาวชิาวศิวกรรมเครือ่งกล 
ในปการศึกษา 2542 และไดเขา ศึกษาตอในหลักสูตรวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต สาขาวิชา
วศิวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ซึง่สําเรจ็การศึกษาในปการศึกษา 
2546 แลวจึงไดเขาศึกษาตอในหลักสูตรวิศวกรรมศาสตรดุษฎีบัณฑิตในปถัดมา 
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