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คําอธิบายสัญลักษณและคํายอ 
 
สัญกรณทางคณิตศาสตร 
 
X รูปแบบแทนจาํนวน (number representation) 
ρ  คาฐาน (base) 
min() การเลือกคาทีน่อยที่สุด (minimum) 
max() การเลือกคาทีม่ากที่สุด (maximum) 
lower คาต่ําสุดของชวงที่ไดจากการคํานวณ 
upper คาสูงสุดของชวงที่ไดจากการคํานวณ 

ix  ตัวเลขตั้งตนในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

iy  ตัวเลขที่นํามาคํานวณกับตัวเลขตั้งตนในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

iz  ตัวเลขที่เปนผลลัพธในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
λ  ฟงกชันการแปลงระหวางชดุตัวเลข (conversion mapping function) 

dσ  ฟงกชันการสงผานตัวทด (carry-transfer function) 

dε  ฟงกชันจับคูตวัเลข (digit mapping function) 



บทที่  1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ปญหาที่สําคัญอยางหนึ่งในวงการวิจัยทางเลขคณิตสําหรับคอมพิวเตอรคือการออกแบบ
การคํานวณใหมีความถูกตองสูง แตในระบบคอมพิวเตอรเราไมสามารถแทนจํานวนของจํานวน
จริงดวยรูปแบบที่จํากัด (finite representation) ได โดยผลลัพธของการคํานวณอาจมีความ
คลาดเคลื่อนเพราะอาจตองทําการปดเศษเลขทศนิยมในตําแหนงที่หนวยประมวลผลไมสามารถ
แสดงได (round-off error) ทําใหผลลัพธที่ไดเกิดความคลาดเคลื่อน ซึ่งเม่ือนําผลลัพธไปทําการ
คํานวณตอ คาความคลาดเคลื่อนนี้จะปรากฎชัดมากขึ้นและทําใหเกิดคาความคลาดเคลื่อนสะสม 
[1] นอกจากนี้ ความคลาดเคลื่อนอาจเกิดไดจากปจจัยภายนอกเชน ความผิดพลาดของ
เคร่ืองมือวัด ทําใหขอมูลนําเขามีความคลาดเคลื่อนไปดวย ซึ่งในกรณีนี้เราไมสามารถที่จะหา
คําตอบที่ไมมีความคลาดเคลื่อนได แนวทางในการแกปญหาคือการจํากัดขอบเขตของการ
คํานวณวา คําตอบที่ถูกตองอยูในชวงใด ระบบแทนจํานวนแบบชวง (interval number 
representation system) จึงไดถูกนําเสนอขึ้น โดยใชวิธีการแสดงจํานวนตางๆ ใหอยูในรูปของ
ชวงที่ครอบคลุมคาที่ถูกตองนั้นแทนรูปแบบแทนจํานวนที่มีขอจํากัด อยางไรก็ตาม ระบบแทน
จํานวนแบบชวงนั้นประสบปญหาทั้งทางดานความส้ินเปลืองเน้ือที่และความลาชาในการคํานวณ 
จึงไดมีความพยายามคิดคนวิธีที่จะแกปญหาดังกลาวโดยนําระบบจํานวนซ้ําซอน (redundant 
number system) เขามาใช ซึ่งสามารถเพ่ิมความเร็วในการคํานวณใหสูงขึ้น แตเน่ืองจากระบบ
จํานวนซ้ําซอนมีการขยายชุดตัวเลข (digit set) เพ่ิมขึ้นเกือบสองเทา ทําใหเกิดผลเสียในเรื่อง
ขนาดของเนื้อที่ (spaces) ที่ตองใชในการแทนคาตัวเลข (digit) ที่ตองเพ่ิมขึ้นเปนสองเทาตาม
ไปดวย สําหรับวิธีแกไขปญหาดังกลาว ในงานวิจัย [2] ไดเสนอระบบแทนชวงในรูปแบบใหมที่
เรียกวา ระบบแทนชวงแบบยืดหยุน (flexible interval representation system) ซึ่งสามารถลด
เวลาในการดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิตบนชวง และใชเนื้อที่นอยลง แตขอจํากัดของระบบ
แทนชวงแบบยืดหยุนที่ไมสามารถทําการคํานวณแบบขนานได ทําใหเกิดความลาชาในการ
คํานวณเม่ือขนาดของขอมูลมีขนาดใหญขึ้น 

 
 งานวิจัยน้ี มุงเนนที่การทําใหระบบแทนชวงแบบยืดหยุนสามารถทําการคํานวณได
รวดเร็วขึ้นโดยไมเพ่ิมขนาดในการจัดเก็บขอมูล ดังน้ันในงานนี้จึงไดมีการปรับปรุงและนําเสนอ
ระบบแทนชวงแบบยืดหยุน (flexible interval representation system) ใหมใหสามารถทําการ
คํานวณแบบขนานไดพรอมทั้งเสนออัลกอริทึมในการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิต 
(fundamental arithmetic operations) โดยเฉพาะการบวกและการลบแบบขนาน สําหรับระบบ
แทนชวงแบบยืดหยุน 



 

 

2 

 
1.2 วัตถุประสงคของงานวิจัย 

เพ่ือสรางระบบแทนจํานวนแบบใหมที่สามารถลดขนาดของรูปแบบแทนชวงลงและยัง
สามารถทําการคํานวณแบบขนานได พรอมทั้งเสนออัลกอริทึมสําหรับการดําเนินการพ้ืนฐาน
ทางเลขคณิต (fundamental arithmetic operations) สําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
1.3 ขอบเขตของงานวิจัย 

1) ปรับปรุงระบบแทนชวงแบบยืดหยุน และเสนออัลกอริทึมแบบขนานสําหรับการ
ดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิตไดแกการบวกและการลบในระบบนี้ 

2) เสนอรูปแบบทั่วไปสําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน คือ ระบบแทนชวงแบบ
ยืดหยุนฐานใดๆ ที่มีคามากกวาหรือเทากับ 2 

 
1.4 ข้ันตอนและวิธีดําเนินงานวิจัย 

1)  ศึกษางานวิจัยทางดานการคํานวณแบบชวง 
2)  วิเคราะหปญหาของงานวิจัยที่มีความสอดคลองกับงานวิจัยที่สนใจ 
3)  ปรับปรุงระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
4)  ออกแบบอัลกอริทึมสําหรับการดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิต 
5)  พิสูจนอัลกอริทึมที่ไดออกแบบไว 
6)  จัดทําวิทยานิพนธ 
 

 
1.5 ประโยชนทีค่าดวาจะไดรบัจากงานวิจยั 

1)  ไดระบบแทนชวงแบบใหมที่สามารถลดขนาดของรูปแบบแทนชวงลงเทียบกับระบบ
แทนชวงดวยตัวเลขแบบมีเคร่ืองหมายและทําการคํานวนแบบขนานได 
2)  ไดรูปแบบทั่วไปสําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน กลาวคือ ระบบแทนชวงแบบ
ยดืหยุนฐานใดๆ ที่มีคามากกวาหรือเทากับ 2 

 
1.6 ผลงานทีต่ีพมิพจากวิทยานิพนธ 

 สวนหนึ่งของวิทยานิพนธนีไ้ดรับการตีพิมพเปนผลงานวิชาการในหัวขอเร่ืองดังตอไปน้ี 
1) “Modified Arithmetic Algorithm for Flexible Interval Binary Representation 

System” โดย จักรพันธุ สุคนธราช พิภพ เทียนประภาสิทธิ์ และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ 
ในงานประชุมวิชาการ 12th Annual National Symposium on Computational 
Science and Engineering (ANSCSE12) 
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2) “การบวกและลบแบบขนานสําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน” โดย จักรพันธุ สุคน
ธราช และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ 12th National Computer 
Science and Engineering Conference (NCSEC2008) 

3) “Parallel Addition and Subtraction for the Flexible Interval Representation 
System” โดย จักรพันธุ สุคนธราช และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ 
International Conference on Theoretical and Mathematical Foundations of 
Computer Science (TMFCS-09) 

 



บทที่  2 
 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เก่ียวของ 
 
2.1 ระบบจํานวน (number system) 

ระบบจํานวน ( , )Dρ ประกอบดวยฐาน (base) ρ  ซึ่ง ρ  สามารถเปนจํานวนจริง
หรือจํานวนเชิงซอน โดยที่ 1ρ >  และชุดตัวเลขจํากัด (finite digit set) D  โดยที่สมาชิกใน
ชุดตัวเลขที่เรียกวา ตัวเลข (digit) สามารถเปนไดทั้งจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอน 

รูปแบบแทนจาํนวน X  บนชุดตัวเลข D  ภายใตฐาน ρ  สามารถเขียนไดดังนี ้

1 0 1 2( ... . ...)n n n nX x x x x x ρ− − −=  

โดยที่ Dxi ∈  ซึ่ง Znni ∈≤ ,  

คาเชิงตวัเลข (numerical value) ของ X  ในฐาน ρ  สามารถเขียนไดดังน้ี 

n
n

i
i

X x ρ
=−∞

= ∑  

 
ตัวอยาง 2.1 กําหนดใหระบบแทนจํานวนประกอบดวยเลขฐาน 5ρ =  และมีชุดตัวเลข 

}4,3,2,1,0{=D  จงเขียนคาของ X =1000 ใหอยูในระบบจํานวนนี้ 
 
วิธีทํา คาของ X =1000 สามารถเขียนใหอยูในระบบนี้ไดเปน 

 ( )5
1000 13000=   

 
2.2 ระบบจํานวนแบบมีเครือ่งหมาย (signed digit number system) 

ระบบจํานวนแบบมีเคร่ืองหมายนี้ไดถูกเสนอขึ้นคร้ังแรกโดย อวีเซียนีส (Avizienis) 
[4] ป ค.ศ. 1961 จุดประสงคของการเสนอระบบจํานวนใหมนี้เพ่ือจํากัดการแพรของตัวทดใน
ระหวางการคํานวณ โดยตัวเลขใหมที่ถูกสรางขึ้นสามารถมีเคร่ืองหมายกํากับได นอกจากน้ี
จํานวนตัวเลขในชุดตัวเลขจะมีมากกวาจํานวนตัวเลขในระบบดั้งเดิม 

ระบบจํานวนแบบมีเคร่ืองหมายของอวีเซียนีสน้ัน กําหนดใหมีคาฐาน 3ρ ≥  โดย
ชุดตัวเลขกําหนดใหเปน 

},1,...,1,0,1...,,1,{ aaaaD −−+−−=  
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โดยท่ี a เปนจํานวนเต็มใดๆที่อยูในชวงของ 1
2 a ρ< <  ในกรณีที่ฐาน 2ρ =  จะมีชุดตัวเลข

เปน }1,0,1{=D  
 
หมายเหตุ ในการเขียนตัวเลขในชุดตัวเลขแบบมีเคร่ืองหมาย นิยมใชสัญลักษณ d แทน

ตัวเลข d−  
 

ระบบจํานวนแบบมีเคร่ืองหมายน้ีมีคุณสมบัติที่สําคัญประการหนึ่งคือ สมบัติซ้ําซอน 
(redundant property) ซึ่งหมายความวา จํานวนบางจํานวนสามารถมีรูปแบบแทนจํานวน 
(number representation) แบบมีเคร่ืองหมายไดมากกวาหน่ึงรูปแบบ 
 
ตัวอยาง 2.2 กําหนดใหระบบแทนจํานวนแบบมีเคร่ืองหมายประกอบดวยเลขฐาน 5ρ =  และมี
ชุดตัวเลข }3,2,1,0,1,2,3{=D  จงเขียนคาของ X =1000 ใหอยูในระบบจํานวนนี้ 
 
วิธีทํา คาของ X = 1000 สามารถเขียนใหอยูในระบบนี้ไดมากกวาหน่ึงแบบคือ 

 ( ) ( )5 5
1000 13000 22000= =   

 
ตอมาในป ค.ศ.1990 พารฮามี (Parhami) [5] ไดเสนอรูปแบบทั่วไปของระบบแทน

จํานวนแบบมีเคร่ืองหมาย (generalized signed-digit: GSD) ซึ่งคุณสมบัติที่แตกตางจากระบบ
เดิมคือ ชุดตัวเลขไมจําเปนตองเปนเซตที่สมมาตร โดยกําหนดเลขฐาน ρ  เปนจํานวนเต็มบวก
ที่ 2ρ ≥  ชุดตัวเลขสามารถกําหนดใหเปน 

},1,...,1,0,1,...,2,1,{ mmlllD −+−+−−=  

 โดยที่ 0≤l และ 0≥m โดยที่ 1m l ρ− + >   
 
ตัวอยาง 2.3 กําหนดใหระบบแทนจํานวนแบบมีเคร่ืองหมายประกอบดวยเลขฐาน 5ρ =  และมี
ชุดตัวเลข }2,1,0,1,2,3{=D  จงเขียนคาของ X =1000 ใหอยูในระบบจํานวนนี้ 
 
วิธีทํา คาของ X = 1000 สามารถเขียนใหอยูในระบบนี้ไดเปน 

 ( )
5

1000 22000=   

 
ขอดีของระบบแทนจํานวนซ้ําซอนคือมีความสามารถในการจํากัดการแพรของตัว

ทดในการคํานวณทางคณิตศาสตรไมใหแพรไปอยางไมจํากัดได ซึ่งตางไปจากระบบแทน



 

 

6 

จํานวนไมซ้ําซอน เพราะฉะน้ันระบบแทนจํานวนแบบมีเคร่ืองหมายจึงสามารถทําการคํานวณ
แบบขนานได สําหรับบางตัวดําเนินการ (operator) ทําใหเวลาที่ใชในการคํานวณคงที่และไม
ขึ้นกับขนาดความยาวของตัวถูกดําเนินการ (operand) 
 
2.3 ระบบแทนชวง (interval representation system) 

ในระบบการคํานวณสําหรับจํานวนจริงน้ัน ความผิดพลาดอาจเกิดขึ้นไดในระหวาง
การคํานวณ ทั้งน้ีเพราะรูปแบบที่จํากัดของการแทนจํานวน (finite representation of number) 
แนวคิดในการแทนจํานวนโดยใชชวงและการคํานวณในรูปแบบของชวงนั้นเปรียบเสมือนเปน
การคํานวณเพ่ือหาขอบเขต (bound) ที่เปนไปไดของคําตอบในกรณีที่จํานวนที่ตองการนํามา
คํานวณน้ันมีความคลาดเคลื่อนไปไดในชวงที่กําหนด โดยมีการกําหนดคาต่ําสุด ( lx ) และ
คาสูงสุด ( ux ) ของชวง ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณสามารถรับประกันไดวาผลลัพธที่ถูกตอง 
ตองปรากฎอยูในชวงที่ไดจากการคํานวณอยางแนนอน 

กําหนดให X  เปนคาเชิงตัวเลขใดๆ ในระบบแทนชวง รูปแบบการแทนชวงของ X  
ในระบบแทนชวงเปนดังนี้ 

],[ ul xxX =  
 

2.4 การดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิตของระบบแทนชวง (fundamental arithmetic 
operations for interval representation system) 

กําหนดให ],[ ul xxX =  และ ],[ ul yyY =  เปนชวงในระบบแทนชวง โดยที่การ
ดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิตของระบบแทนชวงเปนการคํานวณที่เกิดจากการบวก ลบ คูณ 
และหารกันของคาต่ําสุดและคาสูงสุดของชวง โดยสามารถศึกษาไดจาก [6-8] ซึ่งสรุปไดดังนี้ 

],[ uull yxyxYX ++=+  

],[ luul yxyxYX −−=−  

)],,,max(
),,,,[min(

uuluulll

uuluulll

yxyxyxyx
yxyxyxyxYX

××××
××××=×

 

)],,,max(
),,,,[min(

uuluulll

uuluulll

yxyxyxyx
yxyxyxyxYX

÷÷÷÷
÷÷÷÷=÷

 

สําหรับการหารนั้น ชวงที่เปนตัวหารจะตองไมครอบคลุมศูนย 
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ตัวอยางที่ 2.4 กําหนดให X = [5.25, 7.1], Y = [4.65, 8.2] จงแสดงการบวก ลบ คูณ และ
หาร ของชวง X และ Y 
 
วิธีทํา การคํานวณพื้นฐานของตัวดําเนินการบวก ลบ คูณ และหารของชวง X และ Y สามารถ
แสดงไดดังนี้ 

  X + Y = [9.9, 15.3] 

X – Y = [–2.95, 2.45] 

X × Y = [min(24.41, 43.05, 33.02, 58.22), 
         max(24.41, 43.05, 33.02, 58.22)] 
             = [24.41, 58.22] 

X ÷ Y = [min(1.129, 0.64, 1.527, 0.866), 
          max(1.129, 0.64, 1.527, 0.866)] 
                    = [0.64, 1.527]   
  

 
2.5 การแปลงชุดตัวเลข (digit set conversion) 

หลักการของการแปลงชุดตัวเลขคือการแปลงจากชุดตัวเลขหนึ่งไปยังอีกชุดตัวเลข
หน่ึง ซึ่งมีเลขฐาน ρ  เดียวกัน สําหรับงานวิจัยในเรื่องนี้สามารถศึกษาเพิ่มเติมไดจาก [9, 10] 
โดยกําหนดให D  และ E  เปนชุดตัวเลขจํากัดที่ตางกัน และ ρ  เปนเลขฐานที่สามารถเปนได
ทั้งจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอน การแปลงชุดตัวเลขในระบบเลขฐาน ρ  จากชุดตัวเลข D  
ไปยังชุดตัวเลข E  สามารถเขียนไดดังนี้ 

ED→:λ   

โดยที่ DX∈  และ XX =)(λ  

สําหรับปญหาของการแปลงชุดตัวเลขนั้นไดถูกนําไปใชในการอธิบายการ
ดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิต เชน การบวกสามารถเทียบไดกับการแปลงชุดตัวเลขหนึ่งไปยัง
อี กชุ ดตั ว เ ลขห น่ึ งที่ มี ขน าดแตกต า งกั น  แต มี เ ล ข ฐ าน เ ดี ย วกั น  ใน รู ปแบบของ 

}22|{ bdadD ≤≤Ζ∈=  และ }|{ beaeE ≤≤Ζ∈=  เปนตน 
 
ตัวอยางที่ 2.5 การบวกกันของเลขสองจํานวนในระบบเลขฐานสอง X = 0110110 และ Y = 
0100101 โดยวิธีการแปลงชุดตัวเลข 
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วิธีทํา การบวกกันของเลขสองจํานวนบนระบบเลขฐานสอง X = 0110110 และ Y = 0100101 
สามารถพิจารณาเปนการแปลงชุดตัวเลขบนระบบเลขฐานสองจากชุดตัวเลข D = {0, 1, 2} ไป
ยังชุดตัวเลข E = {0, 1} ได โดยการแปลงจาก 0210211 ไปเปน 1011011 ไดดังนี้ 

1101101
1120120

1010010
0110110

YX

Y
X

+

+
 

  
 
2.5.1 การแปลงแบบขนาน (parallel conversion) 

การแปลงชุดตัวเลขแบบขนานนั้นมีขอดีอยางหนึ่งคือ ความเร็วในการคํานวณที่สูง 
เน่ืองจากสามารถทําการคํานวณไปพรอมกันในทุกๆหลักของตัวเลขที่เปนขอมูลนําเขา 
โดยเฉพาะในกรณีขอมูลนําเขาที่นํามาคํานวณกันอยูในรูปแบบที่ไมมีตัวทด (carry-free) สงผล
ใหเราสามารถหาผลลัพธไดพรอมกันในทุกๆหลัก โดยใชเวลาในการคํานวณคือ O(1) แตใน
กรณีที่ขอมูลนําเขาที่นํามาคํานวณกันกอใหเกิดตัวทดขึ้น ผลลัพธในแตละหลักจะไมสามารถ
ผลิตออกมาไดพรอมกัน  เ น่ืองจากเกิดผลกระทบจากสายการแพรของตัวทด  (carry 
propagation chain) สงใหผลใหตัวเลขทางซายอาจเกิดความเปลี่ยนแปลงขึ้นได ดังน้ันการ
คํานวณแบบขนานอาจจําเปนตองทําการคํานวณมากกวาหนึ่งครั้ง ทั้งน้ีขึ้นอยูกับขนาดและ
รูปแบบของขอมูลนําเขา 
 
2.6 สถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน (on-the-fly architecture) 

สถาปตยกรรมการแปลงแบบทําควบคูกันเปนกระบวนการผลิตตัวเลขที่เปนขอมูล
นําออกแบบขนาน โดยอาศัยแนวคิดของฟงกชันประกอบ (composite function) เขามา
ประยุกตใช งานวิจัยของเออเสกโกแวค (Ercegovac) และแลง (Lang) [11] ถือเปนงานวิจัยแรก
ที่ไดนําวิธีการแปลงชุดตัวเลขโดยใชสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันมาใช โดยแปลงจํานวนจาก
จํานวนซ้ําซอนแบบมีเคร่ืองหมายไปเปนรูปแบบสัญนิยม (conventional representation) ตอมา
คอรเนอรับ (Kornerup) [9] ไดเสนอสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันเพ่ือแปลงชุดตัวเลขซํ้าซอน
ใหเปนชุดตัวเลขไมซ้ําซอนบนเลขฐานเดียวกัน โดยชุดตัวเลขซ้ําซอนจะตองเปนระบบจํานวน
ซ้ําซอนแบบมีเคร่ืองหมายเพ่ือลดการเกิดสายการแพรของตัวทด ขอดีของสถาปตยกรรมแบบ
ทําควบคูกันคือการคํานวณแบบขนาน ทําใหการคํานวณมีความเร็วสูง เพราะทุกๆตัวเลขของ
ขอมูลนําเขาสามารถคํานวณไปพรอมๆกันได ทั้งน้ีตัวเลขที่มีนัยสําคัญสูงสุดของผลลัพธขึ้นอยู
กับตัวเลขที่มีนัยสําคัญต่ําสุดของขอมูลนําเขา ดังนั้นเวลาที่ใชในการสงผานคาของตัวทดจาก
ตัวเลขทางขวาสุดไปยังตัวเลขทางซายสุดคือ O(log n) เม่ือ n หมายถึงจํานวนตัวเลขของขอมูล
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นําเขา สวนขอเสียของสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันคือ การสิ้นเปลืองทรัพยากรที่ใชใน
ขั้นตอนการแปลงเปนจํานวนมาก เชน เรจิสเตอร เปนตน ทั้งน้ีขึ้นอยูกับขนาดของขอมูลนําเขา 
ขอเสียอีกประการหน่ึงคือ เราจะตองทราบขนาดของขอมูลนําเขากอน จึงจะทําการแปลงได 

ในการแปลงชุดตัวเลข ED →  โดยท่ี ( , )X P Dρ∈ และ ( , )Y P Eρ∈ โดย 
YX =  และ ED ≠ จะมีนัยสําคัญดังนี้ 

กําหนดใหชุดตัวเลข E  เปนชุดตัวเลขไมซ้ําซอน และชุดตัวเลข C  เปนชุดตัวเลข
ของตัวทด c  เราสามารถเขียนตัวเลข d  ใดๆ ที่อยูในชุดตัวเลข D  ซึ่งเปนชุดตัวเลขซ้ําซอนให
อยูในรูปของสมการของการแปลงจาก ( , )P Dρ ไปยัง ( , )P Eρ คือ d c eρ= + โดยที่ Ee∈  
และ Cc∈ แตในการคํานวณตามความเปนจริงเราจะตองรวมตัวทดที่เขามา (incoming carry) 
เขากับ d  กอน หลังจากน้ันจึงผลิตตัวทดที่สงออก (outgoing carry) และ e  ออกไป 
เพราะฉะน้ันจะไดความสัมพันธของการแปลงระหวางชุดตัวเลข λ  (conversion mapping λ ) 
เปนฟงกชันการแปลงดังตอไปน้ี 

ECDC ×→×:λ  

เม่ือ C  เปนชุดตัวเลขของตัวทด สําหรับบาง ),( dc ใน DC ×  มี c′อยูใน C  และ e  อยูใน E  
ซึ่ง 

),(),(: ecdc →′λ  

โดยเราสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

c d c eρ′ + = +  

เม่ือ ρ  เปนเลขฐาน โดยเราสามารถเรียก c′และ c  คือ ตัวทดนําเขาและตัวทดนําออก
ตามลําดับในแตละตัวเลข d  ที่เปนขอมูลนําเขา เชน ในฐาน 2ρ =  และ }1,0{=D กําหนดให
ตัวทดนําเขา 1=′c  และตัวเลข 1=d  เราสามารถคํานวณไดวาตัวเลข e  และตัวทดนําออก c

จะมีคา 0=e  และ 1=c   เปนตน กําหนดให D  = {0, 1, 2}, E  = {0, 1} และ ρ  = 2 ฟงกชัน
การแปลงสามารถแสดงไดดังตารางที่ 2.1 

 
ตารางที่ 2.1 แสดงฟงกชันการแปลงจาก D  ไป E  บนเลขฐานสอง 

D  
λ  0 1 2 

0 00 01 10 C  
1 01 10 11 
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ผลลัพธในแตละคูในตารางที่ 2.1 แทนคา ceซึ่ง ),( ec  อยูใน EC ×  โดยการคํานวณในตาราง
จะเร่ิมจากคา c = 0 จะเห็นวา ce  ที่เปนไปไดคือ 00, 01 และ 10 เม่ือ d  คือ 0, 1 และ 2 
ตามลําดับ ดังน้ันตัวทดนําออกที่เปนไปไดคือ 0 และ 1 เราจึงตองเพ่ิมแถวที่คา c = 1 และ
ผลลัพธที่ไดคือ 01, 10 และ 11 จากคา ce  ทั้งหมดจะเห็นวาตัวทดที่เกิดขึ้นคือ 0 และ 1 
เทาน้ัน ดังนั้นตารางนี้จึงสมบูรณแลว 

จากแนวคิดฟงกชันการแปลงชุดตัวเลข เราสามารถเขียนฟงกชันของชุดตัวเลขของ
ตัวทดไดเปน CCdd →:},{ σσ  โดยที่ Dd ∈  เรียกวา ฟงกชันการสงผานตัวทด (carry-
transfer function) ซึ่งสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

ccCc d =′∈∀ )(:σ  โดย ),(),( ecdc =′λ  

โดยที่ dσ  เปนฟงกชันที่อธิบายเกี่ยวกับการจับคู (mapping) คาของตัวทดที่เขามา c′  ไปยังคา
ของตัวทดที่สงออกไป c  โดยผานตัวเลข d  หน่ึงๆ เทาน้ัน ซึ่งเราสามารถเขียนฟงกชันการ
จับคูนี้ผาน d  ทุกตัวที่อยูใน D  ไดดังนี้ 

)...))((...()(
11... cc

jiijii dddddd σσσσ
−−

=  

เราเรียกฟงกชันนี้วาเปนฟงกชันประกอบ และจากฟงกชันนี้เองทําใหเราสามารถหาคา c  ใดๆ 
ได โดยกําหนดให 0c  เริ่มตนมีคาเทากับ 0 

)0(...1 jii dddic
−

= σ  

เม่ือเราสามารถหาฟงกชันที่ทําการสรางตัวทดใดๆ ไดแลว ตอไปเราก็สามารถหาฟงกชันในการ
หา e  ในลําดับใดๆไดดวย ฟงกชันจับคูตัวเลข (digit mapping function) ECdd →:},{ εε  
โดยที่ Dd ∈  ซึ่งเราสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

))0(( ...1 jiii ddddie
−

= σε  

 

ตัวอยางที่ 2.6 กําหนดให 11211223X =  เปนผลลัพธที่ไดจากการนําจํานวน 3 จํานวนใน
ฐาน ρ  = 3 ซึ่งมีชุดตัวเลขคือ 1}0,,1{  มาทําการบวกกันแบบขนาน จงทําการแปลงชุดตัวเลข
ดวยสถาปตยกรรมแบบควบคูกันโดยที่ 3}2,1,0,,1,2,3{D =   และ 1}0,,1{E =   

 
วิธีทํา กําหนดให 168 ...xxxX =  เปนขอมูลนําเขา โดยท่ี Dxi ∈  เม่ือ i  เปนจํานวนเต็มบวก 
ฟงกชันการแปลงจะทําการผลิตคูผลลัพธไดแก ตัวทดนําออกและตัวเลขที่เปนผลลัพธดังสมการ
ตอไปน้ี 

c d c eρ′+ = +  

สามารถเขียนสมการใหมไดเปน 

1i i i ic x c yρ− + = +  
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โดยท่ีมีตัวทดนําเขาเริ่มตน 0c = 0 และ Eyi ∈  ผลลัพธที่ไดคือ 111111111=Y  เม่ือ 
YX =  ทั้งน้ีการแปลงนั้นจะแปลงจาก 3}2,1,0,,1,2,3{=D  ไปเปน 1}0,,1{=E  โดยมี 

ρ = 3 และ }1,0,1{=C   เราสามารถหาคา c  และ e  ในแตละหลักไดดังนี้ 
คา c  จากฟงกชันประกอบสามารถแสดงไดคือ 

00 =c  
0)0()( 1011 === σσ cc  

0)0()0( 2122 === σσσc  
1)0()0( 31233 === σσσσc  

0)1()0( 412344 === σσσσσc  
0)0()0( 5123455 === σσσσσσc  

0)0()0( 61234566 === σσσσσσσc  
1)0()0( 712345677 === σσσσσσσσc  

1)1()0( 8123456788 === σσσσσσσσσc  

คา e  จากฟงกชันจับคูตัวเลข 

11011 1)0()( yce ==== εε  

22122 1)0()( yce ==== εε  

33233 1)0()( yce ==== εε  

44344 1)1()( yce ==== εε  

55455 1)0()( yce ==== εε  

66566 1)0()( yce ==== εε  

77677 1)0()( yce ==== εε  

88788 1)1()( yce ==== εε  

99899 1)1()( yce ==== εε  

เพราะฉะนั้น 11211223=X  โดยที่ Dxi ∈  จะถูกแปลงไดเปน 111111111=Y  โดยท่ี 
Eyi ∈  สําหรับฟงกชันการแปลงชุดตัวเลขจาก 3}2,1,0,,1,2,3{=D  ไปยัง 1}0,,1{=E  ใน

ฐาน 3ρ =  สามารถแสดงไดดังตารางท่ี 2.2 
 

ตารางที่ 2.2 แสดงฟงกชันการแปลงจาก 3}2,1,0,,1,2,3{=D  ไปยัง 1}0,,1{=E   
ในฐาน 3ρ =   

D  
λ  

3  2  1 0  1 2  3  

1 11  01  11  10  00  10  11  

0  01  11  10  00  10  11  01  C  

1 11  10  00  10  11  01  11  
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กระบวนการของการแปลงชุดตัวเลขโดยใชสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันนั้น จะ
เริ่มตนโดยการคํานวณในรอบที่หนึ่งนั้น จะนํากรณีที่เปนไปไดของตัวทดนําเขา ไดแก 1, 0 และ 
1 มาทําการคํานวณกับคาของ ix  ทั้ง 8 ตัว ซึ่งจะไดผลลัพธคือตัวทดนําออกของแตละ ix  
หลังจากนั้นทําการจับคูทั้ง 8 หลักมาคํานวณหาผลลัพธในรอบที่สอง โดยอาศัยแนวคิดของ
ฟงกชันประกอบ ทําการจับคูผลลัพธในรอบที่สอง เพ่ือคํานวณหาผลลัพธในรอบที่สาม ทําซํ้า
กระบวนการเดิมจนถึงรอบที่สี่ สําหรับกระบวนการของการแปลงชุดตัวเลขโดยใชสถาปตยกรรม
แบบทําควบคูกันนั้น สามารถแสดงไดดังรูปที่ 2.1 

 
  1 1 1 1 0  1 1 1 
  1 0  0  1 1 1 0  1 
  1 1 0  1 1 0  0  1 
ix  0  3  2  1 1 2  2  1 1 
          
  1 1 0  0  0  1 0  0  
  1 1 0  0  1 1 0  0  
  1 0  1 1 1 0  1 1 
          
  1  0   0   0   
  1  0   0   0   
  1  1  1  1  
          
  1 1   0  1   
  1 1   0  1   
  1 0    1 0    
          
  1 1 0  0      
  1 1 0  0      
  1 0  1 1     
          

ic   1 1 0  0  0  1 0  0  
1−ic  1 1 0  0  0  1 0  0  0  

iy  1 1 1 1 1 1 1 1 1 
 

รูปที่ 2.1 แสดงตัวอยางการแปลงชุดตวัเลขโดยใชสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน 
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จากรูปที่ 2.1 จะเห็นไดวาผลลัพธของ iy  ในหลักใดๆ จะไดจากการพิจารณาตัวทด
นําเขา 1−ic  และ ix  โดยเร่ิมจากหลักที่ 11 =x   จะกําหนดใหตัวทดนําเขา 00 =c  ซึ่งจะได
ผลลัพธ 11 =y  และ 01 =c  หลังจากนั้นในหลักที่ 12 =x  และตัวทดนําเขา 01 =c  จะได
ผลลัพธ 12 =y  และ 02 =c  วนซ้ํากระบวนการนี้ไปจนถึง 9y   
 



บทที่  3 
 

ระบบแทนชวงแบบยดืหยุน 
 

จุดประสงคหลักของงานวิจัยน้ี คือ การปรับปรุงและการนําเสนออัลกอริทึมการ
ดําเนินการบวกแบบขนานสําหรับระบบแทนจํานวนแบบชวงแบบใหม ที่มีชื่อเรียกวา ระบบแทน
ชวงแบบยืดหยุน (Flexible interval representation system, FIRS) โดยที่ระบบการแทนชวง
แบบยืดหยุนน้ีสามารถลดเน้ือที่ที่ใชในการแสดงชวงใหนอยลงได เน่ืองจากระบบน้ีใชจํานวน
เพียงจํานวนเดียวในการแสดงชวง 

สําหรับเน้ือหาในบทนี้จะกลาวถึงแรงจูงใจในการเสนอนําเสนออัลกอริทึมการ
ดําเนินการบวกแบบขนานสําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน การปรับปรุงระบบแทนชวงแบบ
ยืดหยุน ความสมบูรณของระบบแทนชวงแบบยืดหยุน ความซ้ําซอนของระบบแทนชวงแบบ
ยืดหยุน การดําเนินการบวกแบบขนานสําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
3.1 บทกลาวนํา 

ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนเปนระบบจํานวนที่ถูกพัฒนามาจากระบบแทนชวง ซึ่ง
ระบบแทนชวงเปนระบบที่ถูกเสนอขึ้นมาเพื่อแกปญหาที่เกิดขึ้นในระหวางการคํานวณทาง
คณิตศาสตร ซึ่งในบางครั้งอาจมีความจําเปนตองปดเศษท้ิงไปในบางตําแหนงเพ่ือลดเวลาที่ใช
ในการคํานวณ หรือในกรณีที่ระบบมีรูปแบบจํากัดของการแทนจํานวนทําใหระบบไมสามารถ
รองรับการคํานวณใหครบทุกตัวเลขได ทําใหมีความจําเปนตองปดเศษทิ้งในบางตําแหนงเพื่อให
ระบบสามารถทํางานตอไป อีกทั้งความผิดพลาดของขอมูลอาจเกิดขึ้นไดจากความคลาดเคลื่อน
ของอุปกรณการวัด หรือจากขอมูลนําเขา ซึ่งปญหาตางๆเหลาน้ี สงผลใหคําตอบที่ไดจากการ
คํานวณมีความผิดพลาดคลาดเคลื่อน  ดังนั้นวิธีการแกปญหาในเรื่องนี้คือการแทนขอมูลที่ไดมา
ดวยชวง ซึ่งประกอบดวยคาขอบเขตสองคา ทําใหสามารถรับประกันไดวาคําตอบที่ถูกตอง
จะตองปรากฎอยูในชวงที่ไดจากการคํานวณอยางแนนอน แตระบบแทนชวงประสบปญหา
ทางดานความสิ้นเปลืองเน้ือที่และความลาชาในการคํานวณ 

จากที่ไดกลาวมาขางตน ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนจึงไดถูกนําเสนอขึ้นโดยใช
แนวคิดของระบบแทนชวงมาประยุกตใชกับระบบจํานวนแบบมีเคร่ืองหมาย ทําใหระบบแทน
ชวงแบบยืดหยุนสามารถลดความสิ้นเปลืองของเนื้อที่ใหนอยลง 25 เปอรเซ็นตเม่ือเปรียบเทียบ
กับระบบแทนชวงแบบมีเคร่ืองหมายด้ังเดิม (classical signed digit interval representation 
system) ระบบนี้สามารถแสดงชวงไดโดยใชจํานวนเพียงจํานวนเดียว การดําเนินการพื้นฐาน
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ทางเลขคณิต ไดแก บวก ลบ คูณ และหาร แบบลําดับสําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุนนี้ได
ถูกพิสูจนแลววาสามารถทําได 

เพ่ือที่จะลดเวลาที่ใชในการคํานวณใหนอยลง แนวคิดของการคํานวณแบบขนานได
ถูกนํามาประยุกตใชกับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน โดยระบบแทนชวงแบบยืดหยุนไดถูก
ปรับปรุงและนําเสนอใหมใหมีความซ้ําซอนสูงขึ้นเพื่อที่สามารถรองรับการคํานวณแบบขนานได 
 
3.2 ระบบแทนชวงแบบยืดหยุน (Flexible interval representation system) 

ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนใชแนวคิดของการแสดงคาต่ําสุดหรือคาสูงสุดไวใน
ตัวเลขเพียงตัวเลขเดียว เรียกวา “ตัวเลขยืดหยุน" กลาวคือ จะมองตัวเลขแตละตัวในรูปของชวง
ทําใหระบบนี้สามารถใชจํานวนเพียงจํานวนเดียวในการแทนคาชวงได โดยระบบแทนชวงแบบ
ยืดหยุนไดถูกนําเสนอใหมโดยมีการเพิ่มตัวเลขยืดหยุนเขาไปในระบบอีก 2 ตัว นั่นคือ α  และ 
γ  ทําใหระบบมีความซ้ําซอนมากขึ้น โดยระบบแทนชวงแบบยืดหยุนมีดังนิยามตอไปน้ี 

นิยามที่ 3.1 ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนประกอบดวยฐาน ρ  และชุดตัวเลข D  โดยท่ี 2ρ =  
และ {1, ,0, ,1, , }D γ α α γ= ซึ่ง α ,γ ,α ,γ  เรียกวา ตัวเลขยืดหยุน (flexible digit) โดยที่ α  
เปนตัวผกผันการบวกของ α  และ γ เปนตัวผกผันการบวกของ γ  โดยคาขอบเขตบนและ
ขอบเขตลางของตัวเลขยืดหยุนสามารถแสดงไดดังตารางที่ 3.1 
 

ตารางที่ 3.1 แสดงขอบเขตบนและขอบเขตลางของตวัเลขยืดหยุน 
ตัวเลขยืดหยุน ขอบเขตลาง ขอบเขตบน 

α  0 1 
γ  1 0 
α  0 1 
γ  1 0 

 
นิยามที่ 3.2 รูปแบบแทนชวง 1 2 0...n n nX x x x x− −=  ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน สามารถ
แสดงชวง [A, B] ไดโดย 

A ∑
=

×=
n

i

i
ix

0

2)min(  และ B ∑
=

×=
n

i

i
ix

0

2)max(  

 
สมบัติที่สําคัญของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนคือ ระบบนี้สามารถแสดงชวงไดโดย

ใชจํานวนเพียงจํานวนเดียว (ชุดตัวเลขหนึ่งชุด) เน่ืองจากระบบแทนชวงแบบยืดหยุนมีความ
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ซ้ําซอน จํานวนชวงในระบบนี้จึงอาจมีรูปแบบแทนคาไดมากกวาหน่ึงรูปแบบ ดังตัวอยางใน
ตารางที่ 3.1  

 
ตารางที่ 3.2 แสดงตัวอยางของระบบจํานวนแบบยืดหยุน 

ชวง รูปแบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
[3, 11] 011α , 011αα  
[-2, 2] 10γγ , 01α  

[0.25, 1.25] 010.α  
[26, 26] 11010  

 
 

3.3 ความสมบูรณของระบบแทนชวงแบบยืดหยุน (Completeness of Flexible Interval 
Representation System) 

เน่ืองจากการนําเสนอระบบจํานวนแบบใหมนั้นตองคํานึงถึงความสมบูรณ 
(completeness) ของระบบ โดยจะแสดงใหเห็นวาชวงใดๆ สามารถหารูปแบบแทนจํานวนใน
ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนไดอยางนอยหน่ึงรูปแบบ ดังทฤษฎีบทที่ 3.1 

 
ทฤษฎีบทที่ 3.1 สําหรับจํานวนจริง x และ y ใดๆ ชวง [x, y] สามารถมีรูปแบบแทนชวง (interval 
representation) ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนได 
 
พิสูจน 
วิธีการพิสูจนทฤษฎีบทนี้ จะเสนออัลกอริทึมสําหรับแปลง (conversion) ชวงใดๆ ที่อยูในรูปของ
รูปแบบแทนชวงแบบมีเคร่ืองหมายด้ังเดิมใหอยูในรูปของรูปแบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
Algorithm : Conversion 
input  interval [A, B] 
 A = 1 0...n na a a−  where }1,0,1{∈ia  
 B = 1 0...n nb b b−  where }1,0,1{∈ib  
output S = 1 0...n ns s s−  where }1,,0,,1{ αγ∈is  
begin 

C = B – A where C is binary number 

 0←i  
 while (not-end-of-data) do 
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  if 1=ic  then α←ic  

1+← ii  
  endif 
 enddo 
 S ←C + A 
end 
 
พิสูจนอัลกอริทึม 
เน่ืองจากขนาดของชวงซึ่งคํานวณไดจากการนําคาสูงสุดมาลบดวยคาต่ําสุดน้ันสามารถแสดงได
โดย C ที่เปนจํานวนไมเปนลบ ดังน้ันชวง [0, C] ใดๆ สามารถแสดงไดโดยใชลําดับของตัวเลข 
0 และ α  เพียงลําดับเดียวได เพราะฉะนั้นรูปแบบแทนชวง [A, B] ใดๆ สามารถแสดงไดโดย
การนําคาต่ําสุดของชวง (A) มาทําการบวกเขากับขนาดของชวง (C) ■ 

 
ตัวอยางที่ 3.1 หารูปแบบแทนชวง [1, 5] ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
วิธีทํา ขั้นตอนการหารูปแบบแทนชวงจะแสดงในตารางที่ 3.2 
 

ตารางที่ 3.3 แสดงขั้นตอนการแปลงชวง [1, 5] ใหมาอยูในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
ขั้นตอนการแปลง ผลลัพธ 

1. ชวง [1, 5] ]0101,0001[  
2. รูปแบบแทนจํานวนของคาต่ําสุดของชวง 0001  
3. รูปแบบแทนชวงของขนาดของชวง 000α  
4. รูปแบบแทนชวงของ [1, 5] แสดงไดโดยการ
นําผลลัพธของขั้นตอนที่ 2 และ 3 มาบวกกัน 

010α  

  
 
3.4 ความซ้ําซอนของระบบแทนชวงแบบยืดหยุน (Redundancy on Flexible Interval 
Representation System) 

ในหัวขอน้ีจะกลาวถึงความซ้ําซอนของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนที่ไดรับปรับปรุง
ใหม  โดยจะแสดงใหเห็นวาชวงใดๆ ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนที่ไมใชชวงศูนย มีรูปแบบ
การแทนจํานวนไดมากกวาหน่ึงรูปแบบ ดังทฤษฎีบทที่ 3.2 
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ทฤษฎีบทที่ 3.2 จํานวนชวงใดๆ ในระแบบแทนชวงแบบยืดหยุน ที่ไมใชชวงศูนยสามารถมี
รูปแบบการแทนจํานวนไดมากกวาหน่ึงรูปแบบ 
 
พิสูจน 
วิธีการพิสูจนทฤษฎีบทนี้ จะเสนออัลกอริทึมสําหรับสราง (generate)  รูปแบบแทนจํานวนที่
แตกตางแตมีคาในเชิงตัวเลขเทากับขอมูลนําเขา 
 
Algorithm: GenFIRS 
Input FIRS X   

X = XnXn-1…X0 

where Xi  ∈ {1,α , 0, γ , 1,α ,γ } 

Output FIRS Z  

Z = ZmZm-1…Z0 

where Zi  ∈ {1,α , 0, γ , 1,α ,γ } 

begin 

 i = n 

while i >= 0 do 

 if Xi is not zero then 

  if Xi = 1  

   then Ti+1 Ti = 11  endif 

  else if Xi = 1 

   then Ti+1 Ti = 11  endif 

  else if Xi = α  

   then Ti+1 Ti = α α   endif 

  else if Xi = γ  

   then Ti+1 Ti = γ γ   endif 

  else if Xi = α  

   then Ti+1 Ti = α α   endif 
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  else if Xi = γ  

   then Ti+1 Ti = γ γ  endif 

  Xi = 0 

 Z  = XnXn-1…X1 + Ti+1 Ti 

i = -1 

 else  

  i = i-1 

 endif 

endwhile 

end 
 
พิสูจนอัลกอริทึม 
อัลกอริทึมทําการหาตัวเลขที่ไมใชศูนยโดยเริ่มจากทางซายสุดของขอมูลนําเขา แลวแทนคา
ตัวเลขนั้นดวยตัวเลขสองตัวที่มีคาเชิงตัวเลขเทากัน เชนแทนคา 1 ดวย 11, 1 ดวย 11 และอ่ืนๆ   
ดังนั้นอัลกอริทึมจะใหผลลัพธที่มีรูปแบบแทนจํานวนที่แตกตางกับขอมูลนําเขาแตมีคาเชิง
ตัวเลขเทากัน ซี่งหมายความวาชวงใดๆ ที่ไมใชชวงศนูยมีรูปแบบการแทนจํานวนเปนอนันต   ■ 

 

3.5 การบวกและการลบแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

การดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิตของงานวิจัยน้ี จะมุงเนนไปที่การบวกและการ
ลบแบบขนาน เน่ืองจากแกนของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนเปนการหารูปแบบแทนจํานวนแบบ
ใหมของระบบแทนชวง จึงตองนําความรูเร่ืองเลขคณิตของระบบแทนชวงมาประยุกตใชกับ
ระบบแทนชวงแบบใหมนี้ดวย [12-15] 

 
3.5.1 การบวกแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

สําหรับแนวคิดของการบวกแบบขนานของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนคือ การทํา
การคํานวณแบบขนานของตัวเลขในแตละหลักโดยแยกการคํานวณของขอบเขตบนและขอบเขต
ลางออกจากกัน ซึ่งคาของตัวเลขในขอบเขตบนและขอบเขตลางจะเปน 1, 0 หรือ 1 ซึ่งเม่ือ
นํามารวมกันก็จะไดตัวเลขยืดหยุน 
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เน่ืองจากคาของตัวเลขที่เปนไปไดของขอบเขตบนและขอบเขตลางมี 3 คา เม่ือ
นํามารวมกันจึงมีรูปแบบของตัวเลขยืดหยุนที่เปนไปได 9 รูปแบบ แตชุดตัวเลขในระบบแทน
ชวงแบบยืดหยุนมีตัวเลขเพียง 7 ตัว และตัวเลขอีก 2 ตัวอาจเกิดขึ้นไดในระหวางการคํานวณ 
เราจึงกําหนดใหตัวเลขสองตัวนั้นเปนตัวเลขชั่วคราว กลาวคือ 

 β  = [1, 1] = 2α +1, 
 β   = [1,1]  = 2γ +1. 

ซึ่งตัวเลขชั่วคราวเหลาน้ีจะตองถูกกําจัดทิ้งในภายหลังเพ่ือใหไดผลลัพธสุดทายของ
การบวกแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.3 การบวกแบบขนานของชวงสองชวงใดๆ สามารถทําไดในระบบแทนชวงแบบ
ยืดหยุน 
 
พิสูจน 
วิธีการพิสูจนทฤษฎีบทน้ี จะเสนออัลกอริทึมสําหรับการบวกแบบขนาน (parallel addition) 
พรอมทั้งบทพิสูจน โดยอัลกอริทึมจะถูกแบงออกเปนสองสวน สวนแรกจะทําการคํานวณแบบ
ขนานแตผลลัพธอาจมีตัวเลขชั่วคราวนั่นคือ β  และ β  ซึ่งจะถูกกําจัดในอัลกอริทึมสวนที่สอง 

สวนที่ 1 : เราไดเสนออัลกอริทึมการแปลง (transformation algorithm) พรอมทั้งบทพิสูจน 
 
Algorithm I : 

Input FIRS X,Y 

  X = XnXn-1…X0 

  Y = YnYn-1…Y0  

 where Xi Yi ∈ {1,α , 0, γ , 1,α ,γ } 

Output FIRS Z 

   Z = ZnZn-1…Z0 where Zi ∈ D ∪ { β , β } 

begin 

foreach i 

  Xi = [ai, bi] 

  Yi = [ci, di] 

  Xi +Yi  = [ai + ci, bi + di] = 2Ci+1 + Si 
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   = 2[ri+1, si+1] + [ti, ui]  

where 
 
Case ai+ci = -2 ri+1 =1, ti = 0 
Case ai+ci = -1 ri+1 =1, ti = 1 if ai-1+ci-1+ai-2+ci-2  <  -2 
 ri+1 = 0, ti = 1 if ai-1+ci-1+ai-2+ci-2  ≥   -2 
Case ai+ci = 0 ri+1 = 0, ti = 0 
Case ai+ci = 1 ri+1 = 0, ti = 1 if ai-1+ci-1+ai-2+ci-2  ≤   2 
 ri+1 = 1, ti = 1 if ai-1+ci-1+ai-2+ci-2  >  2 
Case ai+ci = 2 ri+1 = 1, ti = 0 
Case bi+di = -2 si+1 =1, ui = 0 
Case bi+di = -1 si+1 =1, ui = 1 if bi-1+di-1+bi-2+di-2  <  -2 
 si+1 =0, ui = 1 if bi-1+di-1+bi-2+di-2  ≥   -2 
Case bi+di = 0 si+1 = 0, ui = 0 
Case bi+di = 1 si+1 = 0, ui = 1 if bi-1+di-1+bi-2+di-2  ≤   2 
 si+1 = 1, ui = 1 if bi-1+di-1+bi-2+di-2  >  2 
Case bi+di = 2 si+1 = 1, ui = 0 

Zi = Ci + Si 

end 
 
พิสูจนอัลกอริทึม 
สําหรับการพิสูจนอัลกอริทึมน้ีจะแบงออกเปนสองสวน 
สวนที่ 1.1) พิสูจนความถูกตอง (proof of correctness) 
เราจะแสดงวา X+Y = Z 

  เน่ืองจาก X+Y = ∑ ∑+
iall iall

i
i

i
i YX 22  

  = ∑ +
iall

ii
i YX )(2  

 = ∑ +
iall

ii
i SC )(2     

 = ∑
iall

i
i Z2  

  =  Z 
 

สวนที่ 1.2) พิสูจนการใหเหตุผล (Proof of validation) 
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เราจะแสดงวา Zi ∈ {1,α , 0, γ , 1, α , γ }∪ { β , β } 

จากอัลกอริทึม, Zi  = Ci + Si 

  = [ri, si] + [ti, ui] 

 เราจะแสดงวา ti + ri ∈ {1, 0, 1}.  
กรณีที่ 1 : ti = 0 

จากอัลกอริทึม, ri ∈ {1,0,1} 

ดังนั้น  ti + ri ∈ {1,0,1} 
กรณีที่ 2 : ti = 1 

 จากอัลกอริทึม, ai-1+ci-1+ai-2+ci-2 < -2 หรือ 

   ai-1+ci-1+ai-2+ci-2 ≤  2 

 ดังนั้น  ri ∈ {1,0} 

    ti + ri ∈ {0,1} 
กรณีที่ 3 : ti = 1 

 จากอัลกอริทึม, ai-1+ci-1+ai-2+ci-2 ≥  -2 หรือ 

  ai-1+ci-1+ai-2+ci-2 > 2 

  ดังนั้น ri ∈ {0,1} 

  ti + ri ∈ {1,0} 

จากทั้งสามกรณี เราสามารถสรุปไดวา 

ti + ri ∈ {1, 0, 1}                  (1) 

 ตอไปเราจะแสดงวา ui + si ∈ {1, 0, 1} โดยใชแนวคิดในการพิสูจนเดียวกัน 

กรณีที่ 1 : ui = 0 

จากอัลกอริทึม, si ∈ {1,0,1} 

 ดังนั้น ui + si ∈ {1,0,1} 

กรณีที่ 2 : ui = 1 

 จากอัลกอริทึม, bi-1+di-1+bi-2+di-2  < -2 หรือ  

   bi-1+di-1+bi-2+di-2  ≤  2 
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 ดังนั้น si ∈ {1,0} 

   ui + si ∈ {0,1} 

กรณีที่ 3 : ui = 1 

 จากอัลกอริทึม, bi-1+di-1+bi-2+di-2 ≥  -2 หรือ 

   bi-1+di-1+bi-2+di-2 > 2 

  ดังนั้น  si ∈ {0,1} 

   ui + si ∈ {1,0} 

 จากทั้งสามกรณี เราสามารถสรุปไดวา 

ui + si ∈ {1, 0, 1}                 (2) 

จาก (1) และ (2), เราสรุปไดวาขอบเขตบนและขอบเขตลางของ Zi ∈ {1, 0, 1} นั่นคือ Zi ∈ 
{1,α , 0, γ , 1,α ,γ }∪ { β , β } 

สวนที่ 2 : การกําจัด β  และ β  (elimination of β  and β ) 

 ในการกําจัดตัวเลขชั่วคราว β  และ β  ออกจากผลลัพธชั่วคราวจากอัลกอริทึม 1 
มีแนวคิดคือการเปลี่ยนรูปแบบแทนจํานวนของ β  และ β  ใหเปนรูปแบบแทนจํานวนอ่ืนใน
ระบบแทนชวงแบบยืดหยุน เนื่องจากรูปแบบแทนจํานวนในระบบนี้มีหลายรูปแบบ ดังน้ันเพ่ือ
กําจัดความกํากวมในการเปลี่ยนรูปแบบเราจึงเลือกมาเพียงรูปแบบเดียวสําหรับ β  และหน่ึง
รูปแบบสําหรับ β  กลาวคือ 

 β  = 2[0, 1] + [1,1] = 2α +1, 

 β  = 2[1, 0] + [1,1] = 2γ +1. 

 

Algorithm II: 

Input FIRS Z 

   Z = ZnZn-1…Z0 where Zi ∈ D ∪ { β , β } 

Output FIRS F 

   F = FnFn-1…F0 where Fi ∈ {1,α , 0, γ , 1,α ,γ } 

begin 

foreach i  



 

 

24 

 Zi = [ai, bi] 

 = 2Ci+1 + Ti 

 = 2[pi+1, qi+1] + [mi, ni] 

where 

pi+1 = ai, mi = -ai  if ai = ai-1  

pi+1 = 0, mi = ai if ai ≠  ai-1 

qi+1 = bi, ni = -bi  if bi = bi-1  

qi+1 = 0, ni = bi if bi ≠ bi-1 

Yi = [pi, qi] + [mi, ni] 

if (i mod 2 = 0) then 

if Yi = β  and Yi-1 = β  

then Yi =α , Yi-1 = 1 endif 

if Yi = β  and Yi-1 = β   

then Yi =γ , Yi-1 = 1 endif 

endif 

if (i mod 2 = 1) then 

if Yi = β  and Yi-1 = β   

then Yi =α , Yi-1 = 1 endif 

if Yi = β  and Yi-1 = β   

then Yi =γ , Yi-1 = 1 endif 

endif 

if Yi = β  and Yi-1 = α   

then Yi =γ , Yi-1 =α  endif 

if Yi = β  and Yi-1 = γ    

then Yi =α , Yi-1 = γ endif 

Yi = 2Ri+1 + Si (ใชตารางที ่3) 
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Fi = Ri + Si 

end 
ตารางที่  3.4 แสดงกฎการแปลงเพ่ือกําจัด  β  และ β  

Yi Yi-1 Ri+1 Si 
0, 1,α ,γ , β   0 α  

α  
γ  α  α  

0, 1, α  ,γ , β   0 γ  
γ  

α  γ  γ  
0, 1, α ,γ , β  0 α  

α  
γ  α  α  

0, 1,α ,γ , β  0 γ  
γ  

α  γ  γ  
0, 1,γ ,α  0 1 

1 
γ  1 1 

0, 1,α ,γ  0 1 
1 

α  1 1 
0 Any digit 0 0 
β  Any digit α  1 
β  Any digit γ  1 

 
พิสูจนอัลกอริทึม 
สําหรับการพิสูจนอัลกอริทึมน้ีจะแบงออกเปนสองสวน 
สวนที่ 1.1) พิสูจนความถูกตอง (proof of correctness) 
เราจะแสดงวา Z = F 

  Z  = ∑
iall

i
i Z2  

  = ∑ +
iall

ii
i TC )(2  

  =∑
iall

i
iY2  

 = ∑ +
iall

ii
i SR )(2     

 = ∑
iall

i
i F2  

 =  F 
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สวนที่ 1.2) พิสูจนการใหเหตุผล (Proof of validation) 

เราจะแสดงวา  Fi ∈ {1,α , 0, γ , 1,α ,γ }  

จากอัลกอริทึม, Yi = 2Ri+1 + Si, และ 

  Fi = Ri + Si. 

การพิสูจนแบงไดเปน 2 กรณี 

กรณีที่ 1: Yi-1 ∈ { β , β } 

 นั่นคือ  Ri  = α  or γ  

 ดังนั้น จากตารางที่ 3 Ri + Si ∈ D 

กรณีที่ 2: Yi-1 ∈ D 

 นั่นคือ Ri  = 0 or Yi-1 

2.1 Ri = 0, Si = Yi-1 

 ดังนั้น  Ri + Si = Yi-1 ∈ D 

2.2 Ri = Yi-1, Si = -Yi-1 

 ดังนั้น  Ri + Si = 0 ∈ D 

จากทั้งสามกรณี เราสามารถสรุปไดวา Fi ∈ {1,α , 0, γ , 1,α ,γ }.     

 ดังนั้นเราสามารถสรุปไดวาการบวกแบบขนานสามารถทําไดในระบบแทนชวงแบบ
ยืดหยุน         ■ 

 
ตัวอยางที่ 3.2 การบวกแบบขนานของชวง [4, 11] และ [-7, 4]  ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
วิธีทํา สําหรับขั้นตอนการบวกนั้น เริ่มจากการแปลงชวงใหอยูในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
นั่นคือ  
 [4, 11]  = γαα1  
 [-7, 4]  = γγα 1  
 จากน้ันทําการคํานวณแบบขนานโดยอัลกอริทึม 1 และใชอัลกอริทึม 2 ในการกําจัด
ตัวเลขชั่วคราวตามลําดับ 
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รูปที่ 3.1 แสดงการบวกแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

 
 การบวกแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนใหผลลัพธที่ถูกตอง นั่นคือ 

10 γγα = [-3, 15]    □ 
 
3.5.2 การลบแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

สําหรับแนวคิดการลบแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนนั้นสามารถคํานวณ
ไดโดยการนําชวงที่เปนตัวตั้งมาทําการบวกกับรูปแบบแทนลบ (negative representation) ของ
ตัวที่นํามาลบ ซึ่งรูปแบบแทนลบสามารถหาไดจากการเปลี่ยนตัวเลข 1 เปน 1, γ  เปน α , α  
เปน γ , α เปน γ , γ  เปน α และ 1 เปน 1  

กระบวนการลบในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน สามารถทําไดดวยการใชอัลกอริทึม
การลบและอัลกอริทึมการบวกแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน ดังทฤษฎีบทที่ 3.3 
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ทฤษฎีบทที่ 3.4 การลบแบบขนานสําหรับชวงสองชวงใดๆในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน
สามารถคํานวณได 
 
พิสูจน 
วิธีการพิสูจนทฤษฎีบทนี้ จะเสนออัลกอริทึมการลบสําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
Algorithm : Subtraction 
input    FIR X, Y 
            X = 1 0...n nx x x−  where ∈ix  {1,α , 0, γ , 1,α ,γ } 
            Y = 1 0...n ny y y−  where ∈iy  {1,α , 0, γ , 1,α ,γ } 
output  FIR Z 

Z = 11...zzz nn −  where ∈iz  {1,α , 0, γ , 1,α ,γ } 
begin 
  foreach i  

 if 1=iy  then 1←iy   
else if 1=iy  then 1←iy    
else if α←iy  then γ←iy   
else if γ←iy  then α←iy   
else if α←iy  then γ←iy   
else if γ←iy  then α←iy  
endif 

 Parallel Addition (X, Y) 
end 
 
พิสูจนอัลกอริทึม 
เน่ืองจากเราทราบวา ],[ luul yxyxYX −−=−  หรือ X – Y = X + (-1)*Y ซึ่ง (-1)*1 เปน 
1, (-1)*γ  เปน α , (-1)*α  เปน γ , (-1)*α  เปน γ , (-1)*γ  เปน α และ (-1)*1 เปน 1  
ดังนั้นเม่ือทําการหารูปแบบแทนลบแลว จึงนํามาทําการบวกแบบขนานกับตัวตั้งไดซึ่งวิธีการ
พิสูจนอัลกอริทึมการลบนั้น สามารถทําการพิสูจนเชนเดียวกับอัลกอริทึมการบวก ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.3 การลบของชวง [2, 12] โดย [3, 7] ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
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วิธีทํา สําหรับขั้นตอนการลบนั้นเริ่มจากการหารูปแบบแทนชวงของ [2, 12] และ [3, 7] ในระบบ
แทนชวงแบบยืดหยุนคือ 01γα  และ 110α  ตามลําดับ รูปแบบแทนลบของตัวที่จะนํามาลบได
จากการแปลง 110α  เปน 110γ  จากน้ันสามารถทําการบวกแบบขนานระหวาง γα01  และ 

110γ  ซึ่งผลลัพธของการบวกแบบขนานจะเปนคําตอบของการลบ 01γα  ดวย 110α  
 

 
 

 รูปที่ 3.2 แสดงการลบแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
  
 การลบแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนใหผลลัพธที่ถูกตอง นั่นคือ 

1γααα = [-5, 9]    □ 
 
3.6 ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป 

สําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปที่สนใจในหัวขอน้ี จะพิจารณาเฉพาะ
ฐานที่อยูในรูป 2n เม่ือ n เปนจํานวนเต็มบวก ซึ่งลักษณะของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูป
ทั่วไปนั้น จะมีการเพิ่มตัวเลขที่เปนจํานวนเต็มและตัวเลขยืดหยุนในชุดตัวเลข D  ใหมีจํานวน
มากขึ้นเพื่อรองรับการแสดงชวงตางๆ ดังนิยามที่ 3.3 และ 3.4 

นิยามที่ 3.3 ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปประกอบดวยฐาน ρ  และชุดตัวเลข D  โดย

ที่ ρ  เปนจํานวนเต็มใดๆที่ ρ  = 2n เม่ือ n ∈ จํานวนเต็มบวก และชุดตัวเลข D  ประกอบดวย

+ 
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ตัวเลขที่เปนจํานวนเต็มและตัวเลขยืดหยุน ในสวนของตัวเลขที่อยูในรูปแบบของจํานวนเต็ม e  
จะมีจํานวน ρ +1 ตัว โดย e  จะเปนจํานวนเต็มทั้งหมดที่อยูระหวาง - ρ /2  ถึง ρ /2 
({ | / 2 /2 }e eρ ρ∈Ζ − ≤ ≤ ) ในสวนของตัวเลขยืดหยุน จะมีจํานวน ρ 2+ ρ -2 ตัว ขนาดของ
ตัวเลขยืดหยุนจะมีคาตั้งแต 1 ถึง 1ρ −  กําหนดให i เปนขนาดของตัวเลขยืดหยุนซึ่งสามารถ
คํานวณไดจากการนําคาสูงสุดของตัวเลขยืดหยุนมาลบดวยคาต่ําสุดของตัวเลขยืดหยุน โดยใน
แตละขนาดของตัวเลขยืดหยุน จะมีจํานวนตัวเลขยืดหยุน 2*( ρ +1-i) ตัว 

 
นิยามที่ 3.4 รูปแบบแทนชวง 1 2 0...n n nX x x x x− −=  ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป
สามารถแสดงชวง  [ a , b ] ไดโดย 

0
min( )

n
i

i
i

a x ρ
=

= ×∑  และ 
0

max( )
n

i
i

i
b x ρ

=

= ×∑  

 
ตัวอยางที่ 3.4 จงหาระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป สําหรับ ρ  = 4 

วิธีทํา วิธีการสรางระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป สําหรับ ρ  = 4 นั้น จะแบงการสราง
ชุดตัวเลข D  ออกเปน 2 กรณี คือ ตัวเลขที่เปนจํานวนเต็มและตัวเลขยืดหยุน 

กรณีที่ 1 
ตัวเลขที่เปนจํานวนเต็มใน D  ( | 2 2e e∈Ζ − ≤ ≤ ) คือ 2,1,0,1,2  
 
กรณีที่ 2 
ตัวเลขยืดหยุนใน D  จะมีขนาดของตัวเลขยืดหยุนไมเกิน 3 นั่นคือ มีตัวเลขยืดหยุนที่มีขนาด
เทากับ 1, 2 และ 3 ซึ่งจํานวนตัวเลขยืดหยุนในแตละขนาดจะมีจํานวนเปน 4,3,2 ตัวตามลําดับ
รวมกับตัวผกผันการบวกอีกเทาตัว(เกิดจากการสลับคาสูงสุดและต่ําสุดในแตละตัวเลขยืดหยุน) 

 ถากําหนดใหสัญลักษณ ,x yμ  แทนตัวเลขยืดหยุนของชวง [x, y]  
 เราไดวา ในชวงขนาด 1 จะมีตัวเลขยืดหยุนจํานวน 4 ตัว คือ 2,1μ , 1,0μ , 0,1μ  และ 

1,2μ  และในชวงขนาด 2 จะมีตัวเลขยืดหยุนจํานวน 3 ตัวคือ 2,0μ , 1,1μ  และ 0,2μ  และในชวง

ขนาด 3 จะมีตัวเลขยืดหยุนจํานวน 2 ตัวคือ 2,1μ  และ 1,2μ   รวมทั้งตัวผกผันการบวกขนาด 1 

ซึ่งมีตัวเลขยืดหยุนจํานวน 4 ตัวคือ 1,2μ , 0,1μ , 1,0μ และ 2,1μ  และตัวผกผันการบวกขนาด 2 

ซึ่งมีตัวเลขยืดหยุนจํานวน 3 ตัวคือ 0,2μ , 1,1μ  และ 2,0μ  และตัวผกผันการบวกขนาด 3 ซึ่งมี

ตัวเลขยืดหยุนจํานวน 2 ตัวคือ 1,2μ และ 2,1μ  

 
ดังนั้นในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรปูทั่วไปที่มี ρ  = 4 นั้น จะมีตัวเลขทั้งหมด 

23 ตัว และชดุตัวเลขในระบบนี้คือ 0,1 1,2 0,21,02,1 2,0 1,1 2,1{2,1,0,1,2, , , , , , , , ,D μ μ μ μ μ μ μ μ=   
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1,0 2,1 2,0 1,21,2 1,2 0,1 0,2 1,1 2,1, , , , , , , , , }μ μ μ μ μ μ μ μ μ μ   

อีกส่ิงหนึ่งที่เราตองคํานึงถึงคือเร่ืองของความสมบูรณ (completeness) ของระบบ 
ซึ่งความสมบูรณของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปสามารถแสดงไดดังทฤษฎีบทที่ 4.1 

 
ทฤษฎีบทที่ 3.5 ทุกชวง [x, y] ใดๆ สามารถมีรูปแบบแทนชวง ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนใน
รูปทั่วไปได 
 
พิสูจน 
วิธีการพิสูจนทฤษฎีบทน้ี จะเสนออัลกอริทึมสําหรับแปลง (conversion) ชวงใดๆ ใหอยูในรูป
ของรูปแบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป 
 
Algorithm : Conversion 
input  interval [A, B] 
 A = anan-1…a0 where ai ∈ {- ρ /2,…, ρ /2} 
 B = bnbn-1…b0 where bi ∈ {- ρ /2,…, ρ /2} 
output S = snsn-1…s0 where si },...,,,...,{ 00 nn ffee∈  with { | / 2 /2 }e eρ ρ∈Ζ − ≤ ≤  
and if  are flexible digits 
begin 
 C = B – A where ci ∈C with ci ∈ {- ρ /2,…, ρ /2} 
 C = cncn-1…c0 
 where ci ← flexible digit that represents [0, k ]   
 S ← C + A 
end 
 
พิสูจนอัลกอริทึม 
เน่ืองจากขนาดของชวงซึ่งคํานวณไดจากการนําคาสูงสุดมาลบดวยคาต่ําสุดน้ันสามารถแสดงได
โดย C ซึ่งเปนจํานวนไมเปนลบ ดังน้ันชวง [0, C] ใดๆ สามารถแสดงไดโดยใชลําดับของตัวเลข 
0 และตัวเลขยืดหยุนในแตละขนาดเพียงลําดับเดียวได เพราะฉะนั้นรูปแบบแทนชวง [A, B] 
ใดๆ สามารถแสดงไดโดยการนําคาต่ําสุดของชวง (A) มาทําการบวกเขากับขนาดของชวง (C) ■ 

 สําหรับการดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิต ไดแก การบวก ลบ ของระบบแทนชวง
แบบยืดหยุนในรูปทั่วไปนั้นสามารถใชหลักการเดียวกับ การคํานวณในระบบแทนชวงแบบ
ยืดหยุนในฐาน 2 แตอัลกอริทึมที่ถูกใชในการคํานวณตองถูกพัฒนาใหเปนในรูปแบบทั่วไป
เพ่ือที่จะสามารถรองรับตัวเลขยืดหยุนที่เพ่ิมขึ้นตามฐานไปดวย 
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ตัวอยางที่ 3.5 หารูปแบบแทนชวง [1, 9] ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปที่ ρ  = 4 
 
วิธีทํา ขั้นตอนการหารูปแบบแทนชวงจะแสดงในตารางที่ 4.1 โดยใชสัญลักษณ ,x yμ  แทน
ตัวเลขยืดหยุนของชวง [x, y] 
 
ตารางที่ 3.5 แสดงขั้นตอนการแปลงชวง [1, 9] ใหอยูในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป 

ขั้นตอนการแปลง ผลลัพธ 
1. ชวง [1, 9] [0001,0021]  
2. รูปแบบแทนจํานวนของคาต่ําสุดของชวง 0001  
3. รูปแบบแทนชวงของขนาดของชวง 0,200 0μ  

4. รูปแบบแทนชวงของ [1, 9] สามารถแสดง
ไดโดยการนําผลลัพธของขัน้ตอนที่ 2 และ 3 
มาบวกกัน 

0,200 1μ  

  

 

3.7 สรุป 

ในบทนี้เราไดปรับปรุงพรอมทั้งนําเสนอระบบแทนชวงแบบยืดหยุนใหมใหสามารถ
ทําการคํานวณแบบขนานได ซึ่งระบบแทนชวงแบบยืดหยุนนี้สามารถลดเนื้อที่ที่ใชในการแสดง
ชวงใหนอยลงได เน่ืองจากระบบน้ีสามารถใชจํานวนเพียงจํานวนเดียวในการแสดงชวง เราได
เพ่ิมตัวเลขเขาไปในระบบอีกสองตัวเพ่ือเพิ่มความซ้ําซอนของระบบใหมากขึ้น ซึ่งการเพิ่ม
ตัวเลขเขาไปในระบบนี้ไมสงผลกระทบตอการเพ่ิมเน้ือที่ในการแสดงตัวเลขในชวง อีกทั้งในบทน้ี
ยังไดเสนอระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป ความสมบูรณและความซ้ําซอนของระบบ
แทนชวงแบบยืดหยุน พรอมทั้งอัลกอริทึมสําหรับการบวกแบบขนานและการลบแบบขนาน 
สําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุนอีกดวย 

 



บทที่  4 
 

บทวิเคราะหระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 

เน้ือหาในบทน้ีกลาวถึงบทวิเคราะหเก่ียวกับระบบแทนชวงแบบยืดหยุนเทียบกับ
ระบบแทนชวงแบบมีเคร่ืองหมายแบบด้ังเดิม โดยมีหัวขอดังตอไปน้ี 
 
4.1 การเปรียบเทียบเน้ือที่ที่ใชในการแสดงชวง 

เนื้อที่ที่ถูกใช ในรูปแบบการแทนชวงในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน น้ันมี
ประสิทธิภาพมากกวาระบบแทนชวงแบบมีเคร่ืองหมาย ซึ่งภาพดานลางแสดงใหเห็นถึงการ
เปรียบเทียบชวงที่สามารถแสดงไดในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนและระบบแทนชวงแบบมี
เคร่ืองหมายในพื้นที่ 24 บิต 

 

ขอบเขตบน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

ระบบแทนชวงแบบยืดหยุน   
ระบบแทนชวงแบบมีเคร่ืองหมาย 

 
รูปที่ 4.1 แสดงการเปรียบเทียบชวงที่สามารถแสดงไดในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนและระบบ

แทนชวงแบบมีเคร่ืองหมายในพื้นที่ 24 บติ 

63 

255 

-255 

ขอบเขตลาง 
255 

63 

-63 

-63 -255 
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4.2 การเปรียบเทียบความซ้ําซอนของระบบ 

การเปรียบเทียบในหวัขอนี้จะใชระดับความซํ้าซอน (redundancy degree) เปนตัว

วัด ซ่ึงระบบใดมีความซํ้าซอนสูงก็จะมีคาระดับความซํ้าซอนสูงตามไปดวย โดย ถาให n เปนความ

ยาวของบิตของขอมูลท่ีสนใจ ระดับความซ้ําซอนหาไดจาก 

ระดับความซํ้าซอน = 2n / จํานวนท่ีเปนไปไดในระบบนั้น ๆ ท่ี n บิต 
 
4.2.1 ระดับความซ้ําซอนของระบบแทนชวงแบบมีเคร่ืองหมาย 

สําหรับระบบแทนชวงแบบมีเคร่ืองหมายทุกหนึ่งหลักของชวง ประกอบไปดวยส่ีบิต 
ทุกสองบิตแทนคาตัวเลขหนึง่ตัว ดังนั้นขอมูลความยาว n บิตจะมีตวัเลขท้ังหมด n/2 หลัก ซ่ึง

แนวคิดในการนับรูปแบบคือ เราจะไมนับรูปแบบท่ีมีตัวเลขท่ีเปนตัวผกผันของการบวกอยูดวยกนั 
(เชน 1 อยูกับ 1) เพราะจะเปนรูปแบบท่ีซํ้าซอนกับบางจํานวน (เชน 11 มีคาเทากับ 01)  ดังนั้นเรา

จะแยกการนับออกเปน 2 กรณีคือ นับรูปแบบท่ีมี 0 และ 1 เทานั้นซ่ีงมี 2n/2 รูปแบบ และรูปแบบท่ีมี 

1 และ 0 เทานัน้ซ่ีงมี 2n/2 รูปแบบ และลบจํานวนท่ีซํ้ากนัคือ 00…0 ออก 1 ตัว ดังนั้น 

ระดับความซํ้าซอนของระบบแทนชวงแบบมีเคร่ืองหมาย = 2n / (2n/2+1-1) 

 
4.2.2 ระดับความซ้ําซอนของระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

 สําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุนทุกหนึง่หลักของชวง ประกอบไปดวยสามบิต ทุก
สามบิตแทนคาตัวเลขหนี่งตัว ดังนั้นขอมูลความยาว n บิต จะมีตัวเลขท้ังหมด n/3 หลัก สําหรับ

แนวคิดในการนับรูปแบบของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนคือ นับชวงท่ีเปนไปไดท้ังหมดท่ีอยูใน   
[-(2n/3 -1), 2n/3 -1] ซ่ึงขนาดของชวงท่ีเปนไปไดจะตองไมเกิน 2n/3 -1 อีกดวย ดังนั้น 

ระดับความซํ้าซอนของระบบแทนชวงแบบยืดหยุน = 2n / [3*(2n/3-1)2 + 4*(2n/3-1)] 

 ซ่ึงเม่ือพิจารณาระดับความซํ้าซอนท่ีจํานวนบิตเทากัน รูปท่ี 4.2 แสดงใหเห็นถึงระดับ

ความซํ้าซอนของระบบแทนชวงแบบยืดหยุน เปรียบเทียบกับระดับความซํ้าซอนของระบบแทน
ชวงแบบมีเคร่ืองหมาย 
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ระบบแทนชวงแบบมีเคร่ืองหมาย
ระบบแทนชวงแบบยืดหยุน  

รูปที่ 4.2 แสดงการเปรียบเทียบระดับความซ้ําซอนของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนและระบบ
แทนชวงแบบมีเคร่ืองหมาย 

 จากรูปจะเหน็ไดวาเม่ือพิจารณาที่จํานวนบิตเทากัน ระดบัความซํ้าซอนของระบบแทน
ชวงแบบมีเคร่ืองหมายมีคาสูงกวาระดับความซํ้าซอนของระบบแทนชวงแบบยืดหยุน และความ
แตกตางจะเหน็ไดชัดเจนข้ึนเม่ือจํานวนบิตมีคามากข้ึนไปเร่ือยๆ นั่นหมายความวาระบบแทนชวง
แบบยืดหยุน มีระดับความซ้ําซอนนอยกวาท้ังท่ียังสามารถทําการคํานวณแบบขนานไดเชนเดยีวกัน 
ทําใหสามารถสรุปไดวาระบบแทนชวงแบบยืดหยุน ใชเนือ้ท่ีนอยกวาระบบแทนชวงแบบมี
เคร่ืองหมาย 



บทที่  5 
 

สรุปผลงานวิจัยและขอเสนอแนะ 
 
5.1 สรุปผลงานวจิัย 

งานวิจัยน้ีไดปรับปรุงและนําเสนอระบบแทนชวงแบบยืดหยุนใหสามารถทําการ
คํานวณแบบขนานได ซึ่งระบบแทนชวงแบบยืดหยุนน้ีสามารถใชจํานวนเพียงจํานวนเดียวใน
การแสดงชวง เราไดเพ่ิมตัวเลขเขาไปในระบบอีกสองตัวเพื่อเพ่ิมความซ้ําซอนของระบบใหมาก
ขึ้น การเพ่ิมตัวเลขเขาไปในระบบไมสงผลกระทบตอการเพ่ิมเน้ือที่ในการแสดงตัวเลขในชวง 
นั่นคือยังคงใช 3 บิตเชนเดิมในการแสดงชวง และความซ้ําซอนที่เพ่ิมขึ้นน้ีสงผลใหระบบ
สามารถทําการคํานวณแบบขนานได 

นอกจากนี้ เรายังไดนําเสนอระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป และอัลกอริทึม
สําหรับการดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิตแบบขนาน ไดแก การบวกและการลบแบบขนานใน
ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนอีกดวย 
 
5.2 ขอเสนอแนะ 

สําหรับในงานวิจัยนี้สิ่งที่ตองการจะเสนอแนะคือ การออกแบบการดําเนินการ
พ้ืนฐานทางเลขคณิตอ่ืนๆไดแก การคูณแบบขนานและการหารในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
ซึ่งเม่ือการออกแบบการดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิตอ่ืน ๆ สมบูรณ จะสงผลใหความเร็วใน
การคํานวณโดยรวมของระบบลดลงเมื่อนําไปใชงานจริง 
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