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 This study investigated the vibration behaviors of rectangular stepped 

orthotropic and symmetrically cross-ply composite plates by using the Kantorovich 

method. Boundary conditions of the specimens are a combination of simple, 

clamped and free supports. The Kantorovich method is employed as a numerical tool 

to solve the problem based on the variational principle of minimum total potential 

energy. The out-of-plane displacement is assumed in the form of a series of product 

of function of x and function of y. Kantorovich method is a semi-analytical method 

because the governing energy condition in form of a partial differential equation is 

reduced to a set of governing ordinary differential equations, a set of boundary 

conditions. Since the specimens have stepped thicknesses in y direction, the 

functions of y in the displacement function is written for each section and related to 

each other by continuity conditions. The equations are finally rewritten in the form of 

an eigenvalue problem where the eigenvalues and eigenvectors represent the 

natural frequencies and mode shapes, respectively. The converged eigenvalue is 

obtained from the iterative calculations. The solutions from this study are verified with 

the solutions from other studies, finite element method’s solutions and the 

experimental results.  The results from this research allows engineer to analyze the 

vibration behaviors of structures before manufacturing. Designers can also choose 

the natural frequency of a work piece to be in a specific frequency range. Moreover, 

this method can be used in other structural problems such as the buckling of 

steppes thin plates. 
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บทที� 1 
บทนํา 

 

1.1 ความสาํคัญและที�มาของวิทยานิพนธ์ 

ในปัจจุบันมีการนําโครงสร้างแผ่นบางมาใช้ในงานทางวิศวกรรมอย่างแพร่หลาย โดย

เฉพาะงานทางด้านอากาศยาน และงานทางด้านอาคารและโครงสร้างต่าง  ๆ เช่น ที(อุโมงค์คนเดิน

ของสนามบินอินชอนประเทศเกาหลีใต้ ได้นําโครงสร้างแผ่นบางมาใช้รับแรงแทนเสาโดยอาศัย

หลกัการกระจายแรงลงสูโ่ครงสร้างแผน่ที(นํามาเรียงตอ่กนัทําให้สามารถลดจํานวนเสาและคานลงได้ 

[1] ด้วยความซบัซ้อนของโครงสร้างทางวิศวกรรมในปัจจบุนั จึงมีความคิดในการเพิ(มความแข็งแรง

ของโครงสร้างให้มากขึ 2น ในขณะเดียวกันก็ต้องการลดนํ 2าหนักของโครงสร้างด้วย ดังนั 2นวัสดุ

คอมโพสิท (composite material) จึงเข้ามามีบทบาทมากขึ 2น นอกจากนี 2การออกแบบลักษณะของ

โครงสร้างให้มีรูปร่างโค้งมนหรือมีความหนาแตกต่างกันก็สามารถช่วยประหยัดวัสดุได้อีกด้วย 

ชิ 2นงานโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปมีประโยชน์อย่างมากสําหรับอุตสาหกรรมการบิน

และอวกาศ เชน่ การออกแบบปีกเครื(องบินที(มีสภาวะการใช้งานในความเร็วสงู [2] เนื(องจากช่วยลด

นํ 2าหนกัลงได้และเป็นการประหยดัวสัดทีุ(มีราคาแพง นอกจากนี 2ความหนาที(เปลี(ยนไปของโครงสร้าง

สามารถเปลี(ยนคณุสมบตับิางประการของโครงสร้าง เชน่ คา่ความแข็งเกร็ง (stiffness) ภาระการโก่ง

งอ (buckling load) และ คา่ความถี(ธรรมชาติ (natural frequency) ได้ ซึ(งจะมีประโยชน์สําหรับ

วิศวกรในกรณีที(ต้องการหลีกเลี(ยงชว่งการใช้งานบางชว่ง หรือเพื(อป้องกนัความเสียหายที(อาจจะเกิด

ขึ 2นกบัโครงสร้าง  

ความเสียหายของโครงสร้างมีหลายสาเหต ุเช่น ความเสียหายจากความเค้น (stress) อนัเป็น

ผลมาจากแรงภายนอกที(กระทําต่อโครงสร้างสูงเกินกว่าที(ออกแบบไว้ การใช้งานผิดวัตถุประสงค์ 

เช่น ใช้งานที(อุณหภูมิสูงหรือตํ(ากว่าที(ออกแบบไว้ ความเสียหายจากการสั(นสะเทือน เป็นต้น สิ(ง

เหล่านี 2เป็นสาเหตทํุาให้ชิ 2นส่วนแตกหกั ฉีกขาด หรือโก่งงอได้  ดงันั 2นนอกจากคณุสมบตัิต่าง ๆ ของ

วสัด ุเช่น คา่ความเค้น ณ จดุคราก (yield strength) คา่โมดลูสั (Young’s modulus) ความเหนียว

หรือเปราะ การสั(นสะเทือนเป็นพฤติกรรมที(ต้องคํานึงถึงในการออกแบบโครงสร้างแผ่นบาง หาก

อปุกรณ์แตล่ะชิ 2นมีความถี(ธรรมชาติใกล้เคียงกบัคา่ความถี(ที(ใช้งานอาจจะทําให้เกิดการสั(นสะเทือน

อย่างรุนแรง เนื(องจากจะเกิดการสั(นพ้อง (resonance) ขึ 2น นํามาซึ(งความเสียหายต่อชีวิตและ

ทรัพย์สินได้  
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จากเหตผุลที(กล่าวมาในข้างต้นจึงมีการศึกษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่น

บางอย่างกว้างขวาง โดยมุ่งศึกษาหาค่าพารามิเตอร์ที(สําคญัของการสั(นสะเทือน ได้แก่ค่าความถี(

ธรรมชาติ และรูปร่างการสั(นสะเทือนแต่ละโหมด (mode shape) การหาค่าพารามิเตอร์ทั 2งสอง

สามารถหาได้โดยวิธีการวิเคราะห์ (analytical method) วิธีเชิงตวัเลข (numerical method) และ

วิธีการทดลอง (experimental method) ซึ(งแต่ละวิธีมีข้อได้เปรียบและข้อเสียเปรียบที(แตกต่างกัน   

ผลเฉลยของการหาคา่ความถี(ธรรมชาตทีิ(ได้จากการคํานวณจากทฤษฎีมี 2 ลกัษณะคือผลเฉลยแม่น

ตรง (exact solution) และผลเฉลยโดยประมาณ (approximate solution) กรณีชิ 2นงานที(ไม่ซบัซ้อน

และมีเงื(อนไขขอบเขตบางกรณีเท่านั 2นที(จะสามารถแก้สมการหาผลเฉลยแม่นตรงได้ เช่น โครงสร้าง

แผ่นบางรูปสี(เหลี(ยมมมุฉากที(มีเงื(อนไขขอบเขตเป็นการจบัยึดแบบง่าย (simple support, S) ทั 2งสี(

ด้านทําจากวสัดุไอโซทรอปิก (isotropic) หรือวัสดคุอมโพสิทที(มีการวางตวัแบบ 0 องศา และ 90 

องศา (cross-ply) หากชิ 2นงานมีการวางตวัเป็นมมุใด ๆ (angle-ply) หรือ เงื(อนไขขอบเขตคือการจบั

ยึดแบบยึดแน่น (clamped support, C) และปล่อยปลายอิสระ (free edge, F) หรือเมื(อชิ 2นงานมี

ความซบัซ้อนมากขึ 2น เช่น มีรูกลมตรงกลาง ผลเฉลยที(ได้จะเป็นผลเฉลยโดยประมาณซึ(งได้จากการ

ใช้ระเบียบวิธีเชิงตวัเลข  

การวิเคราะห์โดยใช้วิธีทางตวัเลขสําหรับแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนเพื(อหาคา่ความถี(ธรรมชาติ

มีข้อดีคือประหยดัเวลาและคา่ใช้จ่ายในการศกึษา และอีกประเด็นที(สําคญัที(เป็นลกัษณะเฉพาะของ

วิธีการวิเคราะห์คือ วิธีการวิเคราะห์หรือวิธีการคํานวณทางคณิตศาสตร์ มกัเป็นการแก้ปัญหาที(มี

เงื(อนไขขอบแบบอุดมคติ ได้แก่ การจบัยึดแบบง่าย การจบัยึดแบบยึดแน่น และแบบปล่อยปลาย

อิสระ ซึ(งในปัจจบุนั เทคโนโลยีในด้านคอมพิวเตอร์มีความก้าวหน้าจนสามารถแก้สมการได้ในเวลา

อันสั 2น และมีความคลาดเคลื(อนลดลงจนคําตอบที(ได้ใกล้เคียงกับผลเฉลยแม่นตรงมาก  ดังนั 2น

ระเบียบวิธีเชิงตวัเลขจงึเป็นที(นิยมในการวิเคราะห์ปัญหาการสั(นสะเทือนในปัจจบุนั แตห่ากชิ 2นงานที(

ต้องการทราบค่าความถี(ธรรมชาตินั 2นมีความซับซ้อนมาก การหาค่าความถี(ธรรมชาติโดยวิธีการ

ทดลองจะเป็นทางเลือกที(เหมาะสมกว่าเนื(องจากสามารถจําลองเงื(อนไขการจับยึด และเงื(อนไข    

ตา่ง ๆ ที(เกิดจากความไมส่มบรูณ์ของชิ 2นงานได้ แม้จะมีคา่ใช้จา่ยและใช้เวลาในการทดลองสงูก็ตาม  

ดังนั 2นวิทยานิพนธ์นี 2จึงศึกษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางรูป

สี(เหลี(ยมผืนผ้าที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น โดยใช้ระเบียบวิธีแคนโทโรวิช (Kantorocich method) 

ซึ(งเป็นระเบียบวิธีกึ(งวิเคราะห์กึ(งตวัเลขชนิดหนึ(งที(มีประสิทธิภาพสงูเนื(องจากสามารถลดรูปสมการ

เชิงอนุพันธ์ย่อย (partial differential equation,PDE) เป็นสมการเชิงอนุพันธ์สามัญ (ordinary 

differential equation, ODE) ในรูปของสมการครอบคลุม (governing equation) และสมการ
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เงื(อนไขขอบเขต (boundary condition) วิธีการนี 2นํามาซึ(งผลเฉลยที(ใกล้เคียงกบัผลเฉลยแม่นตรง

เนื(องจากเป็นการแก้ปัญหาจากสมการครอบคลุมโดยตรง ค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่างการ

สั(นสะเทือนสามารถนําไปเป็นข้อมลูในการออกแบบเพื(อให้เกิดความปลอดภยัในการใช้งานตอ่ไป 

 

1.2 วัตถุประสงค์ของวิทยานิพนธ์  

วิทยานิพนธ์นี 2มีวตัถปุระสงค์หลกัคือ  

1. ประยกุต์ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเพื(อใช้แก้ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที(

มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น   

2. ศึกษาข้อจํากัด และข้อแนะนําในการใช้ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชในการแก้ปัญหาการ

สั(นสะเทือนของโครงสร้างแผน่บางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น 

3. เพื(อเป็นแนวทางในการนําระเบียบวิธีแคนโทโรวิชไปใช้ในการแก้ปัญหาการสั(นสะเทือน

ของโครงสร้างแผน่บางที(มีความซบัซ้อนแบบอื(น ๆ 

 

1.3 ขอบเขตของวิทยานิพนธ์ 

ศกึษาและแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางรูปสี(เหลียมมมุฉากที(มีความหนา

เปลี(ยนไปเป็นขั 2นจํานวน 1 ขั 2น ด้วยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช โดยมีเงื(อนไขขอบเขตคือการจบัยึดแบบ

ง่าย การจบัยึดแบบยึดแน่น และการจบัยึดแบบอิสระ แบง่ประเภทของวสัดขุองชิ 2นงานออกเป็นสอง

กลุ่ม กลุ่มแรกเป็นชิ 2นงานที(ทําจากวสัดไุอโซทรอปิก และกลุ่มที(สองเป็นแผ่นคอมโพสิทที(มีการเรียง

ตวัของเส้นใยแบบ cross-ply โดยใช้จํานวนพจน์ของคําตอบเพียงพจน์เดียวเขียนโปรแกรมเพื(อใช้หา

คําตอบ พร้อมทั 2งเปรียบเทียบคา่ความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที(ได้กบังานวิจยัใน

อดีต (ถ้ามี) ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และผลการทดลอง  

 

1.4 เนื "อหาโดยรวมของวิทยานิพนธ์ 

วิทยานิพนธ์นี 2ประกอบด้วยเนื 2อหา 7 บทและภาคผนวก 4 บท โดยมีลําดบัเนื 2อหาและ

รายละเอียดดงันี 2  
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บทที( 1 กล่าวถึงความสําคญั ที(มาของปัญหา ขอบเขต และจุดประสงค์ของวิทยานิพนธ์

รวมทั 2งเนื 2อหาโดยรวมของวิทยานิพนธ์  

บทที( 2 เป็นเนื 2อหาเกี(ยวกับปริทศัน์วรรณกรรม ซึ(งกล่าวถึงงานวิจยัในอดีตที(เกี(ยวข้องกับ

หวัข้อการศกึษาของวิทยานิพนธ์ โดยแบ่งกลุ่มของงานวิจยัเป็นสองส่วนคือ ส่วนแรกเป็นงานวิจยัที(

เกี(ยวข้องในการแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผน่บาง และสว่นที(สองเป็น งานวิ จัย ที( ใ ช้

วิธีวิเคราะห์แก้ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น โดย

งานวิจยัที(กลา่วถึงทั 2งสองสว่นจะเน้นงานวิจยัที(ทําการศกึษาด้วยระเบียบวิธีเชิงตวัเลข   

บทที( 3 กล่าวถึงสมมตุิฐานเบื 2องต้นและเงื(อนไขของโครงสร้างแผ่นบางที(ใช้ในการวิเคราะห์   

รวมถึงการใช้หลกัการพลงังานรวมตํ(าสุดและระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเพื(อหาสมการครอบคลุม ที(อยู่

ในรูป closed form สําหรับการหาคา่ความถี(ธรรมชาตแิละรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนของโครงสร้าง

แผน่บาง   

บทที(  4 แสดงรายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ และขั 2นตอนการวิเคราะห์การ

สั(นสะเทือนของแผ่นบางด้วยระเบียบวิธีเชิงตวัเลข โดยแสดงขั 2นตอนการนําระเบียบวิธีแคนโทโรวิช

หาสมการครอบคลมุและสมการที(สอดคล้องกบัเงื(อนไขขอบเขตแบบตา่ง ๆ การแก้ปัญหาคา่เจาะจง 

พร้อมแสดงตวัอยา่งขั 2นตอนการแก้ปัญหาโดยสงัเขป 

บทที( 5 กล่าวถึงการสอบทวนความถกูต้องของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2น สําหรับ

วิเคราะห์การสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไป 1 ขั 2น โครงสร้างทําจากวสัดุ

ไอโซทรอปิกและคอมโพสิท การสอบทวนทําโดยเปรียบเทียบค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมด

การสั(นสะเทือนกบัการศกึษาในอดีต ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ และผลการทดลอง 

บทที( 6 กล่าวถึงการประยุกต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2นเพื(อนําไปวิเคราะห์การ

สั(นสะเทือนของโครงสร้างลกัษณะต่าง ๆ ได้แก่ การศึกษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนเมื(อชิ 2นงานมี

รูปร่างลกัษณะ เงื(อนไขขอบเขตการจบัยดึ และการวางตวัของเส้นใยเปลี(ยนไป 

บทที( 7 นําเสนอข้อสรุปของวิทยานิพนธ์ ประโยชน์ของวิทยานิพนธ์และข้อเสนอแนะสําหรับ

งานวิจยัในอนาคต 

สว่นสดุท้ายของวิทยานิพนธ์เป็นภาคผนวก โดยภาคผนวก ก แสดงรายละเอียดของโปรแกรม

คอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2นสําหรับคํานวณคา่ความถี(ธรรมชาตแิละรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนของ

โครงสร้างแผน่บางที(มีความหนาเปลี(ยนไป  ภาคผนวก ข แสดงขั 2นตอนการใช้โปรแกรมไฟไนต์เอลิ

เมนต์เพื(อหาคา่ความถี(ธรรมชาตแิละรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือน และภาคผนวก ค แสดงขั 2นตอน

การตั 2งคา่เครื(องวิเคราะห์สญัญาณพลวตัเพื(อทําการทดลองการสั(นสะเทือนด้วยวิธีการเคาะ 
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บทที� 2 
ปริทศัน์วรรณกรรม 

  

 วิทยานิพนธ์นี 2จัดทําขึ 2นเพื(อศึกษาปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางรูป

สี(เหลี(ยมผืนผ้าที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นโดยใช้ระเบียบวิธีแคนโทโรวิช เนื(องจากจากการศกึษา

ในอดีตระเบียบวิธีนี 2เป็นระเบียบวิธีกึ(งวิเคราะห์กึ(งเชิงเลขที(ให้ผลเฉลยมีความถกูต้องคอ่นข้างสงู ใน

บทนี 2จะกล่าวถึงงานวิจยัในอดีตที(เกี(ยวข้องกับการแก้ปัญหาเพื(อหาคา่ความถี(ธรรมชาติของชิ 2นงาน

โครงสร้างแผ่นบางรูปสี(เหลี(ยมผืนผ้าและชิ 2นงานโครงสร้างแผ่นบางรูปสี(เหลี(ยมผืนผ้าที(มีความหนา

เปลี(ยนไปเป็นขั 2นที(ทําจากวสัดไุอโซทรอปิก และคอมโพสิท 

 

2.1 งานวิจัยที�เกี�ยวข้องกับการแก้ปัญหาการสั�นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบาง 

ในปัจจบุนัโครงสร้างแผ่นบางถกูนํามาใช้อย่างแพร่หลาย จากบทความและงานวิจยัที(ผ่านมา

แสดงให้เห็นว่ามีความพยายามในการแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบาง  เพื(อหา

ค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนซึ(งเป็นพารามิเตอร์สําคัญของปัญหาการ

สั(นสะเทือน  โดยใช้ทฤษฎีต่าง ๆ กัน  Leissa [3] รวบรวมการศกึษาปัญหาการสั(นสะเทือนด้วยวิธี

วิเคราะห์โดยศึกษาโครงสร้างลักษณะต่าง ๆ เช่น วงกลม สี(เหลี(ยมและสามเหลี(ยม โดยมีเงื(อนไข

ขอบเขตลกัษณะตา่ง ๆ เช่น แบบปล่อยอิสระ แบบง่าย และแบบยึดแน่น  หนึ(งในวิธีการแก้ปัญหา

การสั(นสะเทือนที(น่าสนใจคือการแก้ปัญหาโดยวิธีวิเคราะห์ สําหรับปัญหาการสั(นสะเทือนของ

โครงสร้างแผน่บางรูปสี(เหลี(ยมผืนผ้าที(เป็นวสัดไุอโซทรอปิก และมีเงื(อนไขขอบเขตเป็นแบบการจบัยึด

แบบง่ายทั 2งสี(ด้าน วิธีการวิเคราะห์ทําโดยแก้สมการครอบคลุมโดยตรงทําให้ได้ผลเฉลยแม่นตรง 

สมการครอบคลมุสําหรับปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางเป็นสมการเชิงอนพุนัธ์สามัญ

อันดบั 4 การแก้สมการทําโดยสมมุติให้คําตอบอยู่ในรูปของอนุกรมฟูเรียร์ (Fourier series) ซึ(ง

สามารถหาคา่ความถี(ธรรมชาตแิละรูปร่างการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางได้อย่างถกูต้อง แต่

หากมีเงื(อนไขขอบเขตต่างออกไปจากที(กล่าวไว้ข้างต้นจะไม่สามารถหารูปของคําตอบซึ(งเป็น

คา่ความถี(ธรรมชาตแิละรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที(เป็นผลเฉลยแม่นตรงได้ คําตอบที(ได้จะเป็นผล

เฉลยโดยประมาณซึ(งมีความคลาดเคลื(อนอยูบ้่าง 

Xing และ Liu [4] ศกึษาการหาคา่ผลเฉลยแม่นตรงของโครงสร้างแผ่นหนาทําจากวสัดอุอร์

โทรทรอปิกโดยมีเงื(อนไขขอบเขตแบบต่าง ๆ โดยใช้ข้อสมมุติฐานของเคอร์ชอฟฟ์ (Kirchhoff 
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hypothesis) สร้างสมการครอบคลมุ และใช้วิธีแบง่แยกตวัแปร (separation of variable solution) 

กําหนดฟังก์ชนัการเคลื(อนที(นอกระนาบให้อยู่ในรูปของผลคณูของฟังก์ชนัของตวัแปร x และฟังก์ชนั

ของตวัแปร y และสมมตุิให้คา่เจาะจงอยู่ในรูปของฟังก์ชนัเอ็กซ์โปเนนเชียล (exponential function) 

ซึ(งผลเฉลยที(ได้อยู่ในรูป closed-form จากการเปรียบเทียบค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้กบังานวิจยัอื(น

พบว่ามีความแม่นยําในระดบัที(น่าพอใจ แต่การแก้สมการครอบคลุมเพื(อให้ได้ผลเฉลยแม่นตรง

สําหรับเงื(อนไขการจบัยดึแตล่ะกรณีนั 2นทําได้ยาก เนื(องจากจะต้องหาสมการคา่เจาะจงและเวกเตอร์

เจาะจงทกุครั 2งเมื(อเงื(อนไขขอบเขตเปลี(ยนไป  

นอกจากการหาผลเฉลยในรูปผลเฉลยแม่นตรงแล้ว ยงัมีการนําระเบียบวิธีเชิงตวัเลขมาใช้ใน

การแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนอีกด้วย  ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขหนึ(งที(ได้รับความสนใจและมีหลาย

งานวิจัยนําไปศึกษาได้แก่ระเบียบวิธีแคนโทโรวิช ธนาวุฒิ [5]  ใช้ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชในการวิ

เคราะห์ปัญหาการโก่งงอและปัญหาการสั(นสะเทือนของแผ่นคอมโพสิทที(มีการเรียงตวัของเส้นใย

แบบ angle-ply ที(มีเงื(อนไขขอบเขตแบบต่าง ๆ ได้แก่ การจบัยึดแบบง่าย การจบัยึดแบบยึดแน่น 

และแบบปล่อยอิสระ ใช้พจน์ของฟังก์ชนัเริ(มต้นในการคํานวณตั 2งแต่ 1 ถึง 4 พจน์ งานวิจยันี 2อาศยั

หลกัการแปรผนัของพลงังานศกัย์รวมตํ(าสดุ (the principle of minimum total potential energy) 

คํานวณแล้วลดรูปจากสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยเป็นสมการเชิงอนุพนัธ์สามัญ และสมการเงื(อนไข

ขอบเขต โดยสมมตุใิห้คําตอบอยู่ในรูปของอนกุรมกําลงั และอาศยัหลกัการทําซํ 2าเพื(อให้คา่เจาะจงมี

คา่ลู่เข้า พบว่าค่าภาระการโก่งงอและค่าความถี(ธรรมชาติของแผ่นคอมโพสิทที(คํานวณได้จากการ

แก้ปัญหาด้วยวิธีนี 2มีความแม่นยําสูงและสามารถหาค่าความถี(ธรรมชาติของชิ 2นงานที(มีเงื(อนไข

ขอบเขตที(หลากหลายได้ โดยธนาวฒุิได้นําคา่ความถี(ธรรมชาติที(คํานวณได้เปรียบเทียบกบังานวิจยั

ของ Chen [6] ซึ(งใช้ระเบียบวิธี element free Galerkin แก้ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้าง

คอมโพสิทบาง พบว่าคา่เปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื(อนของค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้จากทั 2งสองวิธีมี

คา่เฉลี(ยประมาณ -0.26 เปอร์เซ็นต ์

Ungbhakorn และ Singhatanadgid [7]  ใช้ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชแบบขยาย (Extended 

Kantorovich Method,EKM) วิเคราะห์ปัญหาการโก่งงอของโครงสร้างคอมโพสิทแบบลามิเนต

สมมาตรที(มีการเรียงตวัของเส้นใยแบบ cross-ply โดยสมมตุใิห้คําตอบสามารถแยกย่อยเป็นฟังก์ชนั

ของตวัแปร x คณูกบัตวัแปร y โดยทราบคา่ของฟังก์ชนัใดฟังชนัหนึ(ง วิธีการนี 2สามารถลดรูปสมการ

จากสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยเป็นสมการเชิงอนพุนัธ์สามญั สามารถกําหนดลกัษณะเงื(อนไขขอบเขต

แบบตา่ง ๆ แล้วแก้สมการหาคา่เจาะจงและเวกเตอร์เจาะจง  เปรียบเทียบคําตอบที(ได้กบัคําตอบของ 

Levy [8] สําหรับเงื(อนไขขอบเขตแบบ SSSF SCSF และ SCSC และเปรียบเทียบคําตอบที(ได้กับ
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คําตอบของ Rayleigh–Ritz [9] สําหรับเงื(อนไขขอบแบบ CCCC และ CSCS  ผลปรากฏว่าคา่ที(ได้มี

ใกล้เคียงกนั โดยมีความคลาดเคลื(อนเฉลี(ยน้อยกวา่ 1 เปอร์เซ็นต์ นอกจากนี 2มีการนําวิธีเดียวกนันี 2ไป

คํานวณหาคําตอบสําหรับเงื(อนไขขอบเขตแบบ CCCF CSSC และ CSCS อีกด้วย 

 Sakata และ Takahashi [10]  หาคา่ความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนของ

โครงสร้างแผ่นบางที(ทําจากวสัดอุอร์โทรทรอปิก (orthotropic) โดยใช้ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชในการ

ลดรูปสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยเป็นสมการเชิงอนุพันธ์สามัญ โดยกําหนดฟังก์ชันการเคลื(อนที(นอก

ระนาบให้อยู่ในรูปของผลคณูของฟังก์ชนัของตวัแปร x กบัฟังก์ชนัของตวัแปร y สมมตุิให้ทราบค่า

ฟังก์ชนัด้านใดด้านหนึ(งก่อนแล้วกําหนดเงื(อนไขขอบเพื(อหาฟังก์ชนัด้านที(เหลือ ผลเฉลยที(ได้จะอยู่ใน

รูปของฟังก์ชนัไซน์และโคไซน์ แล้วอาศยัการทําซํ 2าจนคําตอบลู่เข้า การศกึษาดงักล่าวหาคา่ความถี(

ธรรมชาต ิ9 โหมดแรกของการสั(นสะเทือนที(มีเงื(อนไขการจบัยึด 15 แบบ พบว่าคา่ความถี(ธรรมชาติที(

ได้มีความถูกต้องจนถึงโหมดการสั(นสะเทือนสูง เนื(องจากสามารถเพิ(มจํานวนพจน์ที(ใช้ในการ

คํานวณได้ งานวิจัยนี 2ไม่พิจารณากรณีที(ชิ 2นงานมีเงื(อนไขขอบเขตแบบปล่อยอิสระติดกันสองด้าน

เนื(องจากยากต่อการสร้างสมการเงื(อนไขขอบเขตที(เหมาะสมกับปัญหา ผลการศึกษาพบว่า

คา่ความถี(ธรรมชาตลิูเ่ข้าสูผ่ลเฉลยแมน่ตรงอยา่งแมน่ยําและรวดเร็ว  

ในปี 2008 งานวิจยัของ Shufrin และคณะ [11] ศกึษาการแก้ปัญหาคา่ภาระการโก่งงอของ

โครงสร้างแผ่นบางด้วยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชโดยใช้จํานวนพจน์ในการสมมุติค่าฟังก์ชันเริ(มต้น

เท่ากบัหรือมากกว่า 1 พจน์ งานวิจยันี 2เน้นศกึษาผลของจํานวนพจน์ในการสมมติค่าฟังก์ชนัเริ(มต้น

ในระเบียบวิธีแคนโทโรวิชต่อค่าภาระการโก่งงอของโครงสร้างแผ่นบางที(มีการวางตวัของเส้นใยใน

มมุใด ๆ โดยใช้จํานวนพจน์ในการสมมุติค่าฟังก์ชนัเริ(มต้นตั 2งแต ่1 ถึง 8 พจน์ ผลการศกึษาพบว่า

ระเบียบวิธีเคนโทโรวิชสามารถหาคา่ภาระการโก่งงอได้ถกูต้องมากขึ 2นเมื(อมีการใช้คา่ฟังก์ชนัเริ(มต้น

ที(มีจํานวนพจน์มากขึ 2น  งานวิจยัได้ศึกษาชิ 2นงานที(มีการจบัยึดแบบง่ายทั 2งสี(ด้านและมีการวางตวั

ของเส้นใยแบบ 30 องศา และชิ 2นงานที(ถูกจบัยึดแบบยึดแน่นทั 2งสี(ด้านและมีการวางตวัของเส้นใย

แบบ 45 องศา การสมมตุคิา่ฟังก์ชนัเริ(มต้นเทา่กบั 1 พจน์ พบวา่คา่ภาระการโก่งงอมีคา่แตกตา่งจาก

ผลเฉลยที(ได้จากระเบียบวิธี Finite Strip Method ถึง 48.672 และ 74.924 เปอร์เซ็นต์ ตามลําดบั 

แต่เมื(อเปรียบเทียบกับการสมมุติค่าฟังก์ชันเริ(มต้นเท่ากับ 5 พจน์ พบว่า ค่าภาระการโก่งงอมีค่า

แตกตา่งกนัน้อยลงมากคือ 0.155 และ -0.015 เปอร์เซ็นต์ ตามลําดบั นอกจากนี 2ยงัได้ศกึษาเรื(องการ

ลู่เข้าของคําตอบ (convergence study) โดยใช้จํานวนพจน์ในการสมมติคา่ฟังก์ชนัเริ(มต้นตั 2งแต ่1 

ถึง 8 พจน์พบวา่การลูเ่ข้าสู่ผลเฉลยจะมีลกัษณะที(ผลเฉลยจะคอ่ย ๆ มีคา่ลดลงเมื(อเพิ(มจํานวนพจน์
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ของคําตอบ ผลเฉลยจะลดลงถึงถึงค่า ๆ หนึ(งแล้วผลเฉลยจะไม่เปลี(ยนแปลง ซึ(งเป็นผลเฉลยที(

ใกล้เคียงกบัผลเฉลยแมน่ตรงมากที(สดุ  

จากที(กล่าวมาข้างต้น จะเห็นว่าระเบียบวิธีแคนโทโรวิชถูกใช้ในการแก้ปัญหาการ

สั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบาง เนื(องจากเป็นระเบียบวิธีกึ(งตวัเลขที(ให้คําตอบที(มีความถูกต้อง 

แมน่ยํา ใกล้เคียงกบัคําตอบที(ได้จากผลเฉลยแมน่ตรง นอกจากนี 2ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชใช้ทรัพยากร

และเวลาในการคํานวณน้อย และที(สําคญัระเบียบวิธีนี 2สามารถใช้แก้ปัญหาที(มีเงื(อนไขการจบัยึดได้

หลากหลายกวา่วิธีอื(นที(กลา่วมาข้างต้น 

 

2.2 งานวิจัยที� เกี�ยวข้องกับการแก้ปัญหาการสั� นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที� มี
ความหนาเปลี�ยนไปเป็นขั "น 

นอกจากปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางแล้ว ในปัจจบุนัมีการขยายการศกึษา

ออกไปโดยมีการศกึษาปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างที(มีความหนาไม่เท่ากนั ซึ(งสามารถแบง่

ออกได้เป็น 3 ชนิดหลกัคือ ความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น ความหนาเปลี(ยนไปโดยมีความชนัคงที( โดย

ที(ความชนัเป็นฟังก์ชนัของความกว้างด้านใดด้านหนึ(ง และความหนาเปลี(ยนไปโดยมีความชนัคงที(

ทั 2งสองด้าน  

Malekzadeh และ Shahpari [12]  นําเสนอผลการศกึษาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่น

บางและหนาซึ(งมีขอบถกูจบัยึดแบบ elastically restrained edges สมการครอบคลมุถกูสร้างขึ 2น

โดยหลกัการของ Hamilton (Hamilton’s principle) โดยพิจารณาผลของการเปลี(ยนรูปด้านเฉือน 

(shear deformation) และความเฉื(อยของการหมนุ (rotary inertia) งานวิจยันี 2แก้ปัญหาสมการเชิง

อนุพนัธ์ย่อยโดยใช้ระเบียบวิธี differential quadration (DQ) ระเบียบวิธีนี 2อาศยัการสร้างฟังก์ชนั

ขึ 2นมาเพื(อถ่วงนํ 2าหนกัสมการเชิงอนุพนัธ์ การศกึษาแบง่ออกเป็น 3 ส่วน โดยส่วนแรกตรวจสอบ

ความถูกต้องของการแก้ปัญหาโดยนําผลที(ได้จากการคํานวณโดยกําหนดให้โครงสร้างแผ่นบางมี

ความหนาสมํ(าเสมอ เปรียบเทียบกบัผลการคํานวณกบัระเบียบวิธี pb2-Ritz [13] และระเบียบวิธี

ริทซ์ [14] พบว่าผลที(ได้มีความแม่นยําเมื(อให้จํานวน grid point เท่ากบั 7  ส่วนที( 2 แก้สมการหา

ค่าความถี(ธรรมชาติของชิ 2นงานที(มีความหนาเปลี(ยนแปลงสมํ(าเสมอทั 2งสองด้านสมมาตรกันที(มี

เงื(อนไขขอบเขตแบบอดุมคติ (ideal boundary condition) โดยกําหนดคา่สมัประสิทธิjของ elastic 

support สําหรับเงื(อนไขขอบเขตแบบง่ายและเงื(อนไขขอบเขตแบบยึดแน่นให้มีค่าเป็นศูนย์และ

อนันต์ตามลําดับ  ค่าความถี(ธรรมชาติที(คํานวณได้เมื(อนํามาเปรียบเทียบกับผลการศึกษาของ 

Rayleigh-Ritz ผลปรากฏว่าผลเฉลยที(ได้มีความแม่นยําและจํานวน  grid point ที(เหมาะสมในการ
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คํานวณหาคา่ความถี(ธรรมชาติ 2 โหมดแรกคือ 7 และโหมดการสั(นสะเทือนที( 3 คือ 9  ส่วนที( 3 เป็น

การหาค่าความถี(ธรรมชาติของโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนแปลงสมํ(าเสมอทั 2งสองด้าน

สมมาตรกัน ที(มีเงื(อนไขขอบเขต คือ C-ETR-C-ETR , S-ETR-S-ETR , S-ETR-ETR-ETR โดยที( ETR คือ

ขอบเขตการจบัยึดที(ยอมให้เกิดการเคลื(อนที(และการหมุนของชิ 2นงาน ผลการวิจยัพบว่าค่าความถี(

ธรรมชาต ิ5 โหมดแรกของการสั(นสะเทือนลู่เข้าสู่คําตอบอย่างรวดเร็ว และคา่ความถี(ธรรมชาติที(ได้มี

ความถกูต้องเมื(อมีจํานวน grid point เทา่กบั 7 สรุปได้วา่การใช้ DQ แก้ปัญหาการสั(นสะเทือนมีข้อดี

คือ สามารถใช้แก้ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปโดยให้ผล

เฉลยที(ถกูต้องแมน่ยําและใช้จํานวน grid point น้อย 

Hull และ Buchanan [15]  ศกึษาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นหนารูปสี(เหลี(ยมจตัรัุสที(

มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น  ชิ 2นงานที(ศกึษามีคณุสมบตัิเป็นไอโซทรอปิกและแอนไอโซทรอปิก โดย

ใช้ทฤษฎีโครงสร้างแผ่นของ Mindlin (Mindlin plate theory) โดยมีเงื(อนไขขอบเขต 2 แบบ คือ 

SSSS และ CCCC ผลการศกึษาที(นา่สนใจคือโครงสร้างที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นที(ทําจากวสัด ุ

ออร์โทรทรอปิกจะมีความสามารถในการตอบสนองสั(นสะเทือนแต่ละด้านไม่เท่ากนั ซึ(งจะส่งผลกับ

คา่ความถี(ธรรมชาตแิละรูปร่างของโหมดของการสั(นสะเทือนที(เกิดขึ 2นด้วย   

การแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนจํานวนมากในอดีตไมส่ามารถหาคา่ความถี(ธรรมชาติและรูปร่าง

โหมดการสั(นสะเทือนได้ทกุเงื(อนไขขอบเขต โดนส่วนใหญ่จะถกูจํากดัด้วยเงื(อนไขขอบเขตของด้านที(

มีความหนาเปลี(ยนไป Xiang [2] นําเสนอวิธีหาผลเฉลยแม่นตรงของปัญหาการโก่งงอและปัญหา

การสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผน่บางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นโดยใช้ระเบียบวิธี Levy ในการ

กําหนดฟังก์ชนัของคําตอบซึ(งเป็นการกระจดันอกระนาบ คําตอบที(ได้อยู่ในรูปผลคณูของฟังก์ชนัของ 

y กบัฟังก์ชนัของ x โดยฟังก์ชนัของ y มีรูปร่างเป็นจํานวนเท่าของคลื(นรูปไซน์ครึ(งลูก (half-sine 

wave) และใช้เทคนิค state-space เพื(อหาฟังก์ชนัของ x ชิ 2นงานต้องมีเงื(อนไขขอบเขตแบบง่าย

ตลอดด้านที(มีการเปลี(ยนแปลงของความหนา ส่วนอีก 2 ด้านที(เหลือสามารถมีเงื(อนไขขอบเขตแบบ

ง่าย แบบยึดแน่น หรือแบบปล่อยปลายอิสระได้ สําหรับปัญหาการโก่งงอ งานวิจยัได้นําเสนอค่า

ภาระการโก่งงอของโครงสร้างแผน่บางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น 1 และ 2 ขั 2น โดยมีเงื(อนไขการ

จบัยึดทั 2งหมด 6 แบบ คือ SSSS, SSFF, SSCC, SSSF, SSCF และ SSCS  สําหรับปัญหาการ

สั(นสะเทือน ได้นําเสนอคา่ความถี(ธรรมชาติ 6 โหมดแรกของการสั(นสะเทือนเมื(อมีเงื(อนไขขอบเขต 6 

แบบ เช่นเดียวกบัปัญหาการโก่งงอ ผลเฉลยที(ได้นําไปเปรียบเทียบกบังานวิจยัอื(น [16,17] พบว่ามี

ความถกูต้องและแมน่ยํา 
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Bert และ Malik [18]  ศกึษาการสั(นสะเทือนของชิ 2นงานโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนา

เปลี(ยนไป โดยชิ 2นงานด้านที(มีความหนาเปลี(ยนไปต้องมีเงื(อนไขขอบเขตเหมือนกัน และเงื(อนไข

ขอบเขตของด้านที(เหลือต้องเป็นการจบัยดึแบบง่ายทั 2งสองด้าน วสัดขุองชิ 2นงานสามารถเป็นได้ทั 2งไอ

โซทรอปิก และคอมโพสิทที(มีการเรียงตวัของเส้นใยแบบ cross-ply งานวิจัยนี 2ใช้ระเบียบวิธีกึ(ง 

differential quadration หาคา่ความถี(ธรรมชาติ มีขั 2นตอนคือกําหนดให้รูปร่างการสั(นเทือนระหว่าง

เงื(อนไขขอบเขตแบบง่ายทั 2งสองด้านเป็นฟังก์ชนัไซน์ ซึ(งวิธีการนี 2จะสามารถเปลี(ยนสมการเชิงอนพุนัธ์

ย่อยเป็นสมการเชิงอนุพันธ์สามัญได้ แล้วใช้ระเบียบวิธี differential quadrature แก้สมการหา

ค่าความถี(ธรรมชาติของโครงสร้างแผ่นบาง และโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปโดยมี

ความชนัคงที(ทั 2ง 2 ด้าน ความชนัของชิ 2นงานเป็นฟังก์ชนัของระยะทาง 1H αx� � โดยที( � มีคา่ 0, 

0.2 และ 0.4 ที(ทําจากวสัด ุไอโซทรอปิก ที(มีเงื(อนไขขอบเขตแบบ SSSS, SCSS, SCSF, CSCS, 

CSSS, SSCS,  SSFS, FSSS, CSFS และ FSCS โดยเปรียบเทียบคา่ความถี(ธรรมชาติที(คํานวณได้

กบังานวิจยัที(มีในอดีต นอกจากนี 2ยงัขยายผลการศกึษาหาคา่ความถี(ธรรมของชิ 2นงานที(มีคณุสมบตัิ

เป็น orthotropic โดยให้ � มีคา่ 0, 0.2 และ 0.4 มีเงื(อนไขขอบเขตการจํายึด คือ SSSS, CSCS, 

CSSS, SSFS, CSFS และ FSFS โดยเปรียบเทียบคา่ความถี(ธรรมชาติที(คํานวณได้กบังานวิจยัที(มีใน

อดีต ผลการศึกษาพบว่าเมื(อเลือกใช้ sampling point ที(เหมาะสมสําหรับปัญหานั 2น ๆ แล้วนํา

คา่ความถี(ธรรมชาตทีิ(ได้ไปเปรียบเทียบกบังานวิจยัอื(น พบว่า sampling point ที(เหมาะสมคือ 23 จดุ 

ซึ(งเป็นคา่ที(มาก ดงันั 2นในการหาคา่ความถี(ธรรมชาติที(น้อยกว่าสามโหมดแรกของการสั(นสะเทือนจะ

ใช้ sampling point คือ 9 จดุ หรือ 11 จดุได้โดยคําตอบที(ได้ยงัมีความแมน่ยําอยู ่ 

จากที(กลา่วมาข้างต้น จะเห็นวา่มีการแก้ปัญหาการสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที(มีความ

หนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นด้วยวิธีต่าง ๆ มีข้อดีและข้อจํากดัในการใช้งานแตกต่างกันไป จากการศึกษา

งานวิจยัในอดีตพบว่ามีการนําระเบียบวิธีแคนโทโรวิชซึ(งให้ผลเฉลยแม่นยําในกรณีโครงสร้างแผ่น

บางมาประยกุต์ใช้กบัโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น Cortinez  และ Laura [19]  

ใช้ค่าพลังงานสูงสุดของการสั(นสะเทือน (the maximum of vibration energy) สร้างสมการ

ครอบคลมุ และใช้ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชในการแก้ปัญหาที(มีเงื(อนไขขอบเขตคือการจบัยึดแบบง่าย

ทั 2ง สี( ด้าน และแบบยึดแน่นทั 2ง สี( ด้าน โดยการหาค่าพารามิเตอร์ที( เหมาะสม (optimization 

parameter) และสมมุติคําตอบด้านแกน x ซึ(งเป็นด้านที(มีความหนาเปลี(ยนแปลงให้อยู่ในรูปของ

สมการพหนุามที(มีเลขชี 2กําลงัที(มีความสมัพนัธ์กบัคา่พารามิเตอร์ที(เหมาะสม แก้สมการซึ(งเป็นปัญหา

ค่าเจาะจง ค่าเจาะจงที(ได้คือค่าความถี(ธรรมชาติของชิ 2นงาน งานวิจยันี 2นําเสนอแนวคิดในการนํา
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ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมาใช้แก้ปัญหาการสั(นสะเทือนแต่ไม่มีการเปรียบเทียบผลเฉลยที(ได้กับ

งานวิจยัอื(น   

สําหรับในด้านการทดลอง เนื(องจากความทันสมัยของเครื(องมือที(ใช้วิเคราะห์ผลมีความ

ถกูต้อง แมน่ยํา และสามารถแสดงผลได้รวดเร็วกวา่เดมิ ทําให้มีงานวิจยัอีกจํานวนมากที(นําเสนอผล

การศกึษาคา่ความถี(ธรรมชาติโดยวิธีการทดลอง เช่น Tuvey  [20] และ Chaudhuri [21] ได้สร้างชดุ

ทดสอบการสั(นสะเทือน โดยใช้เครื(องกําเนิดการสั(นสะเทือน (Shaker) เป็นตวักระตุ้นให้เกิดการ

สั(นสะเทือนบนชิ 2นงานที(ทําจากวัสดุคอมโพสิทและใช้ตัววัดสัญญาณความเร่งรับสัญญาณการ

สั(นสะเทือน ส่งสัญญาณที(ได้จากเครื(องกําเนิดการสั(นสะเทือนและตวัวดัสัญญาณความเร่งให้กับ

เครื(องวิเคราะห์สญัญาณพลวตัวิเคราะห์ซึ(งจะแสดงผลบนโดเมนความถี( ใช้ทรายโรยบนชิ 2นงานที(ถกู

สั(นสะเทือนที(ค่าความถี(ธรรมชาติที(ตรงกับโหมดการสั(นสะเทือนหนึ(ง  ๆ เพื(อศึกษารูปร่างการ

สั(นสะเทือน  สําหรับเงื(อนไขการจับยึดแบบง่ายใช้ชิ 2นส่วนที(มีลักษณะเหมือนใบมีดจับยึดชิ 2นงาน 

สําหรับเงื(อนไขการจับยึดแบบยึดแน่นใช้แท่งเหล็กแบนขันแน่นจับยึดชิ 2นงาน และปล่อยปลายไว้

สําหรับเงื(อนไขการจับยึดแบบปล่อยอิสระ โดยผลการทดลองที(ได้นํามาเปรียบเทียบกับค่าความถี(

ธรรมชาตทีิ(คํานวณจากทฤษฎี และระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

จากงานวิจัยที(กล่าวมาทั 2งหมดนี 2 จะเห็นว่ามีการนําระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมาใช้ในการ

แก้ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางอย่างกว้างขวาง ค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่าง

โหมดการสั(นสะเทือนที(ได้จากการคํานวณมีความถูกต้อง แม่นยํา ใช้เวลาและทรัพยากรในการ

คํานวณน้อยเมื(อเทียบกบัระเบียบวิธีอื(น ข้อได้เปรียบที(สําคญัของระเบียบวิธีแคนโทโรวิชคือสามารถ

แก้ปัญหาของโครงสร้างแผ่นบางที(มีเงื(อนไขขอบเขตได้หลากหลายกว่าระเบียบวิธีอื(น และสามารถ

แสดงขั 2นตอนการคํานวณเป็นขั 2นตอนทําให้เข้าใจและสะดวกในการศกึษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือน

มากกวา่โปรแกรมที(คํานวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ และเนื(องจากในปัจจบุนัโครงสร้างแผ่น

บางที(มีความหนาเปลี(ยนไปมีบทบาทมากขึ 2นในหลายอตุสาหกรรม งานวิจยัจํานวนมากพยายามหา

คา่ความถี(ธรรมชาตแิละรูปร่างการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น 

แตผ่ลเฉลยที(ได้ถกูจํากดัด้วยเงื(อนไขขอบเขตตามแต่กรณีไป  ดงันั 2นวิทยานิพนธ์นี 2 จะแก้ปัญหาการ

สั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นโดยใช้ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชกับ

ชิ 2นงานไอโซทรอปิก และคอมโพสิทที(มีการเรียงตวัแบบ cross-ply โดยคา่ความถี(ธรรมชาติที(ได้จะ

นําไปเทียบกับงานวิจยัที(มีอยู่ ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ และผลการทดลอง เพื(อสอบทวนความ

ถกูต้องของผลเฉลย 
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บทที� 3 
ทฤษฎีและการวิเคราะห์การสั�นสะเทอืนของโครงสร้างแผ่นบาง 

 
วิทยานิพนธ์นี 2ศกึษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางรูปสี(เหลี(ยมผืนผ้าที(มี

ความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นซึ(งทําจากวสัดไุอโซทรอปิก และวสัดคุอมโพสิทที(มีการวางตวัแบบ 0 

องศาและ 90 องศาด้วยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช ดงันั 2นเนื 2อหาในบทนี 2กล่าวถึงทฤษฎีพื 2นฐานเบื 2องต้น

ของโครงสร้างแผน่บาง รวมถึงทฤษฎีการคํานวณหาคา่ความถี(ธรรมชาติของโครงสร้างแผ่นบางด้วย

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิช 

 
3.1 สมมุตฐิานเบื "องต้นและเงื�อนไขในการวิเคราะห์ 
 การวิเคราะห์การสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางรูปสี(เหลี(ยมผืนผ้าในขอบเขตของ

วิทยานิพนธ์นี 2มีสมมตุฐิานเบื 2องต้นดงัตอ่ไปนี 2 [22] 

1. ชิ 2นสว่นที(ศกึษาเป็นโครงสร้างแผน่บางรูปสี(เหลี(ยมผืนผ้าทําด้วยวสัดุโลหะที(มีสมบตัิวสัดเุป็น

ไอโซทรอปิก หรือแผ่นคอมโพสิทแบบสมมาตรที(มีการวางตวัของเส้นใย 0 องศาและ 90 

องศา เทา่นั 2น ดงัแสดงในภาพที( 3.1 

2. ความหนาของโครงสร้างแผ่นบาง ( t  ) ดงัแสดงในภาพที( 3.2 มีคา่น้อยเมื(อเทียบกบัความ

ยาวของด้านกว้าง (a) และด้านยาว (b) ของชิ 2นงาน  

3. การเคลื(อนที(ของโครงสร้างแผ่นบางในทิศทาง x  (ใช้สญัลกัษณ์ u ) และในทิศทาง y  (ใช้

สญัลกัษณ์ v) เป็นฟังก์ชนัเชิงเส้นของพิกดั z  

4. ความเครียดในระนาบ x-y ( x� , y� , xy� ) มีคา่น้อยมาก สามารถละทิ 2งได้ 

5. ความเครียดเฉือนนอกระนาบ ( xz� , yz� ) มีคา่น้อยมาก สามารถละทิ 2งได้ 

6. ความเครียดในทิศทางตั 2งฉากกบัระนาบ x-y  ( z� ) มีคา่น้อยมาก สามารถละทิ 2งได้ 

7. ความเค้นเฉือนนอกระนาบ ( xz� , yz� ) หายไปที(ผิวหน้าของโครงสร้างแผ่นบาง (ที(ระยะ 

2
tz � �  ) 

8. วสัดขุองชิ 2นทดสอบมีคณุสมบตัติามกฎของฮคุ (Hooke’s Law) 

9. ขณะเกิดการสั(นสะเทือนไมมี่ความเค้นดงึและความเค้นอดั 

10. ขณะเกิดการสั(นสะเทือนไมค่ดิผลของ rotational inertia ( 0I �  ) 
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ภาพที( 3.1 แผน่คอมโพสิทที(มีการวางตวั [0/90/0]   

 

ภาพที( 3.2 โครงสร้างแผน่บาง 

 
3.2 ระเบียบวิธีแคนโทโรวิช 
 

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเป็นระเบียบวิธีกึ(งวิเคราะห์กึ(งเชิงเลข ซึ(งอาศยัหลกัการการแปรผนัของ

พลังงานศักย์รวมตํ(าสุด สําหรับโครงสร้างแผ่นบางจะสามารถเขียนพลังงานศักย์รวม (total 

potential energy) ให้อยู่ในรูปการเคลื(อนที(นอกระนาบ สามารถประยกุต์ใช้ระเบียบวิธีแคนโทโรวิช

แก้ปัญหาได้  ขั 2นตอนสําคญัของระเบียบวิธีนี 2คือการสมมตุกิารเคลื(อนที(นอกระนาบ w ให้อยู่ในรูปผล

คณูของฟังก์ชนั 	 
X x และฟังก์ชนั 	 
Y y  เมื(อสมมตุิให้ฟังก์ชนั 	 
X x  หรือฟังก์ชนั 	 
Y y  เป็นฟังก์ชนั

ที(ทราบค่าจะสามารถประยุกต์ใช้หลกัการแปรผันของพลงังาน (Variational of total potential 

energy) สร้างสมการครอบคลมุพร้อมทั 2งเงื(อนไขขอบเขต โดยสมการครอบคลมุและสมการเงื(อนไข

ขอบเขตจะอยู่ในรูปของสมการอนพุนัธ์สามญัที(สามารถแก้ได้โดยวิธีการวิเคราะห์หรือวิธีเชิงตวัเลข 

ดงันั 2นจงึสามารถกลา่วได้วา่ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเป็นระเบียบวิธีที(ลดรูปสมการเชิงอนพุนัธ์ย่อยเป็น
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สมการเชิงอนพุนัธ์สามญัก่อนที(จะแก้สมการ ในการแก้ปัญหารอบแรกจะสมมุติฟังก์ชนั 	 
X x  หรือ

ฟังก์ชัน 	 
Y y  ขึ 2นมาก่อน เมื(อแก้สมการรอบแรกเสร็จจะได้ฟังก์ชันอีกตวัหนึ(งที(ไม่ได้สมมุติและ

ค่าความถี(ธรรมชาติที(ยังเป็นค่าที(ไม่ลู่เข้า การคํานวณครั 2งที(สองจะใช้ฟังก์ชัน 	 
Y y  หรือฟังก์ชัน 

	 
X x  ที(ได้จากการคํานวณรอบแรกเป็นฟังก์ชนัที(สมมตุิให้ทราบคา่ การคํานวณรอบนี 2จะได้ฟังก์ชนัที(

สมมุติในการคํานวณครั 2งแรกและค่าความความถี(ธรรมชาติซึ(งเป็นค่าที(ใกล้เคียงกับคําตอบมากขึ 2น 

การคํานวณกลับไปกลับมาเช่นนี 2จะทําให้ได้คําตอบสุดท้ายที(ลู่เข้าสู่ผลเฉลยแม่นตรงของปัญหา 

ดงันั 2นระเบียบวิธีแคนโทโรวิชจึงมีการคํานวณซํ 2าไปมา (iterative calculation) เพื(อให้ได้คําตอบที(

ถกูต้อง  

พลังงานศักย์รวมที(ใช้ในการวิเคราะห์ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างประกอบด้วย

พลงังานศกัย์ที(เกิดจากการเปลี(ยนรูปของวสัดหุรือพลงังานความเครียด (Strain Energy, U) และ

พลงังานจลน์ที(เกิดจากการเคลื(อนที(ของโครงสร้าง (Kinetic Energy, T) โดยพลงังานความเครียด

สามารถเขียนได้ในรูป 
 

	 
1U
2

dxdydzx x y y z z xy xy yz yz xz xz� � � � � ���� � � � � � � � � � � � �            (3-1) 

 

พจน์ที( 3, 5 และ 6 ของสมการ 3-1 จะมีคา่เทา่กบัศนูย์ตามสมมตฐิานของโครงสร้างแผน่บางที(กล่าว

ไว้ข้างต้น 

เนื(องจากสามารถเขียนความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียด  (stress-strain 

relation) ของโครงสร้างแผน่บางที(ทําจากวสัดอุอร์โทรทรอปิกแตล่ะชั 2น ในรูปของเมทริกซ์ได้ดงันี 2 

 
0

11 12 16
0

12 22 26
0

16 26 66

x x x

y y y

xy xy xykk k

σ Q Q Q ε zκ
σ Q Q Q ε zκ
τ Q Q Q γ zκ

 � � �� �
� �� � � �� �� � � �� �

� � � �� � �� �� � � �

                               (3-2) 

 

โดยที( 0
x� , 0

y�  และ 0
xy�  คือ คา่ของความเครียดที(กึ(งกลางระนาบ (midplane) 

         x�  , y�  และ xy�  คือ คา่ความโค้ง (curvature) 

          k แสดงตําแหนง่ชั 2นของวสัดคุอมโพสิท 
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เมื(อ   ijQ   เป็นคณุสมบตัขิองวสัดซุึ(งหาได้จาก  

1
11

12 21

12 2 21 1
12

12 21 12 21

2
22

12 21

66 12

16 26

  
1

    
1 1

  
1

  
  0

EQ
v v

v E v EQ
v v v v
EQ
v v

Q G
Q Q

=
-

= =
- -

=
-

=
= =

                                                                    (3-3) 

 

สมการ (3-2) จะสามารถเขียน xσ , yσ  และ xyτ   ในรูปของตวัแปร 0
x xε zκ� , 0

y yε zκ�  

และ 0
xy xyγ zκ�  ได้ เมื(อแทนคา่ xσ , yσ  และ xyτ  จากสมการ (3-2) ลงในสมการ (3-1) จะได้ 

 

0 2 0 2 0 2
11 22 66

0 0 0 0
12 16

0 0
26

1U ( ) ( ) ( )
2

2 ( )(000000 ) 2 ( )( )

2 ( )00000 (0 )

x x y y xy xy

x x y y x x xy xy

y y xy xy

Q ε z Q ε z Q γ z

Q ε z ε z Q ε z

κ κ κ

κ κ κ κ

κ

γ z

Q ε z γ z dxdydzκ

� � � � � �

� � � � � �

� � �

���

                      (3-4) 

 

กระจายพหนุามกําลงัสองในสมการ (3-4) แล้วจดัรูปให้อยูใ่นรูปของความเครียดและคา่

ความโค้งจะได้ 
 

 

	 
 	 
 	 


	 
 	 

	 
 	 
 	 

	 
 	 


20 2 2 0
11 11 11

0 2 2 2 0
22 22 22

20 2 2 0
66 66 66

0 0 2 0 0
12 12 12

0 0 2
16 16 16

000000

000000

000000

1U 2
2

(

00000

) 2

2

2 2 2 ( )

2 ( ) 2 ( ) 2 (0

x x x x

y y y y

xy xy xy xy

x y x y x y y x

x xy x xy x

Q ε Q z Q zε

Q ε Q z Q zε

Q γ Q z Q z

κ κ

κ κ

κ κγ

Q ε ε Q z Q z ε z ε

Q ε γ Q z Q z

κ κ κ

κ κ γ

κ

κ

� � �

� � �

� � �

� � � �

� � �

���

0 0

0 0 2 0 0
26 26 26

)

2 ( ) 2 ( ) 2 (0 0 0 )0 0 0

xy xy x

y xy y xy y xy xy y

z ε

Q ε γ Q z Q z γ z ε dxdydκ z

κ

κ κ κ

�

� � � �

          (3-5) 
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พจน์ ijQ ของสมการ (3-5) จะเปลี(ยนแปลงตามคณุสมบตัขิองวสัดขุองแตล่ะชั 2นความหนา

ของโครงสร้างแผน่บาง ดงันั 2นเมื(ออินทเิกรตตามแกน z จะสามารถแสดงได้ดงันี 2     
 

 

                                  	 
 	 
 	 

22

2 2

1
1

z ( )d
tt

kt

n

ij ij ij k k ijk k
t k

Q zQ AQ zz �
�� �

� � �� ��                      (3-6)        

                         

	 
 	 
 	 

222

2 2

2 2
1

1

1 ( )
2

dz
2

t
n

ij ij ij k k

t

t
ik k kkt
j

zQ z Q Q z z B
�

�
��

� � �� ��                   (3-7)   

                         

	 
 	 
 	 

22

2

2 2

3
3 3

1
1

d 1 (z )
3 3

tt

kt

n

ij ij ij k k ikkt
jk

z z DzQ z Q Q
� �

�
�

� � �� ��                  (3-8) 

 

เมื(อ    ijA  คือ  Laminate extensional stiffness

           ijB  คือ  Laminate coupling stiffness 

          ijD  คือ  Laminate bending stiffness 

โดยที( ,i j คือ 1, 2 หรือ 6 ซึ(งแสดงถึงตําแหนง่ของคา่ stiffness ใน laminate stiffness matrix 

  n  คือ จํานวนชั 2นของแผน่คอมโพสิท 

แทนคา่สมการ (3-6) (3-7) และ (3-8) ลงในสมการ (3-5) จะได้ 
 

 

	 

	 


0 2 2 0
11 11 11

0 2 2 0
22 22 22

0 2 2 0
66 66 66

0 0 0 0
12 12 12

0 0 0 0
16 16 16

( ) ( )

( ) ( )

1U 2
2

2

2

2 2 2

2 2 2

2

00000

00000

00000

00000

0000

( ) ( )

0

x x x x

y y y y

xy xy xy xy

x y x y x y y x

x xy x xy x xy xy x

A ε D B ε

A ε D B ε

A γ D B γ

A ε ε D B ε ε

κ κ

κ κ

κ

A ε γ D B γ ε

κ

κ κ κ κ

κ κ κ

A

κ

� � �

� � �

� � �

� � � �

� � � �

�

��

	 
0 0 0 0
26 26 262 2y xy y xy y xy xy yε γ D B γκ κ κ xκ ε d dy� � �

                    (3-9) 

 

เนื(องจากวสัดไุอโซทรอปิกและคอมโพสิทที(มีการเรียงตวัแบบ cross-ply มีการวางตวัของวสัดุ

เป็นแบบสมมาตร ดงันั 2น 0ijB �  และปัญหาการสั(นสะเทือนที(พิจารณาไม่มีการเคลื(อนที(ในแนว

ระนาบ นั(นคือ u และ v มีคา่คงที( ดงันั 2น 0
x� , 0

y�  และ 0
xy�  มีคา่เป็นศนูย์ 
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จากความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและระยะการ เคลื(อนที(  (strain-displacement 

relation) สามารถแสดงได้ดงันี 2 
 

 

                

0 0 0 0
0 0 0  ,    ,  x y xy

u v u vε ε γ
x y y x

� � � �
� � � �

� � � �
                                     (3-10) 

 

และ                
2 2 2

2 2  ,    ,  2x y xy
w w wκ κ κ

x y x y
� � �

� � � � � �
� � � �

                                  (3-11) 

 

แทนสมการ (3-10) และ (3-11) ลงในสมการ (3-9) ดงันั 2น พลงังานความเครียดสามารถ

เขียนได้ดงันี 2 

 
2 22 2 2 2

11 12 222 2 2 2

22 2 2 2

66 16 262 2

1 2
2

4 4

w w w wU D D D
x x y y

w w w wD D D dxdy
x y x y x y

� � � �� � � �� � � �
� � � !  ! !  !� � � �" # " #" # " #

� � � �� �� � � �
� � � !  ! !� � � � � �" # " #" #

��
                 (3-12) 

 

พลงังานจลน์ที(เกิดจากการเคลื(อนที(ของโครงสร้าง (Kinetic Energy, T) สามารถเขียนได้ในรูป 
 

2 2 21T
2

u v wh dxdy
t t t

� �� � �� � � � � �� � �� � !  !  !� � �" # " # " #� �� �
��� $                      (3-13) 

 

เมื(อจัดรูปพลังงานศักย์ที(เกิดจากการเปลี(ยนรูปของวัสดุและพลังงานจลน์ที(เกิดจากการ

เคลื(อนที(ของโครงสร้างแล้วนํามารวมกนัจะได้พลงังานศกัย์รวม (Total Potential Energy ,% ) ที(อยู่

ในรูป 

 
2 2 22 2 2 2 2

11 12 22 662 2 2 2

22 2 2

16 262 2

1 2 4
2

400000000

w w w w wΠ D D D D
x x y y x y

w w w wD D h dxdy
x y x y t

� � � �� � � � � �� � � � �
� � � � !  ! !  !  !� � � � � �" # " #" # " # " #

� �� �� � � �� �� � � ! !  !� � � � �" #" #" #

��

$

       (3-14) 
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กําหนดให้โครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นจํานวน 1 ขั 2น ในทิศทางตามแกน 

y ดงัแสดงในภาพที( 3.3 จากภาพที(จะเห็นว่าชิ 2นงานมีขนาด a x b โดยที(ช่วง 0<y<b1 มีความหนา 

h1 และชว่ง b1<y<b มีความหนา h2 ดงันั 2นสามารถอินทิเกรตสมการ (3-14) แบบแยกส่วนตามแกน 

y ได้คือ 
 

1

1

1 2
0 0

1
2

ba

b

b

A dy A dy dx
� �

% � � !
" #
� � �                                                (3-15a) 

 

โดยที(    
 2 2 22 2 2 2 2

11 12 22 662 2 2 2

22 2 2

16 262 2

2 4

0000 4

i i i i
i

i i i

w w w w wA D D D D
x x y y x y

w w w wD D h
x y x y t

� � � �� � � � � �� � � � �
� � � � !  ! !  !  !� � � � � �" # " #" # " # " #

� �� �� � � �� �� � � ! !  !� � � � �" #" #" #
$

 

 

เมื(อตวัยก i  แสดงขอบเขต คือ 

 

                                               99
9

1
29

i 
� �

�
1

1

;0
;

y b
b y b
& &
& &

 

 

 

ภาพที( 3.3 โครงสร้างแผน่บางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นจํานวน 1 ขั 2น 

 

ในการแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนระยะการเคลื(อนที(นอกระนาบ w สามารถแสดงในรูปของ

ฟังก์ชนัการเคลื(อนที(นอกระนาบและฟังก์ชนัของเวลา คือ 
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 i, , ( , ) tw x y t W x y e '�                                      (3-16) 
 

โดยที( 	 
, ,w x y t  คือ การเคลื(อนที(ตามแนวแกน z 

             ( , )W x y  คือ ฟังก์ชนัการเคลื(อนที(นอกระนาบ 
            i  คือ ตวักํากบัแกนจินตภาพ  
             '  คือ คา่ความถี(ธรรมชาตกิารสั(นสะเทือนของโครงสร้าง (rad/s) 

               t  คือ เวลา (s) 
 

แทนคา่สมการ (3-16) ลงในสมการ (3-15a) จะสามารถเขียน iA  ของสมการที( (3-15a) ได้

ดงันี 2 
 

	 
	 


2 2 2
11 , 12 , , 22 , 66 ,

2 2
16 , 26 , ,

2 4

40000

i i i i
i xx xx yy yy xy

i i i
xx yy xy

A D W D W W D W D W

D W D W W h W

� � � �

� � � $ '
                         (3-15b) 

 

ในการแก้ปัญหาด้วยวิธีแคนโทโรวิช สมมุติให้ผลเฉลยของฟังก์ชนัการเคลื(อนที(นอกระนาบ 

( , )W x y  อยูใ่นรูปผลคณูของฟังก์ชนั 	 
X x และ 	 
Y y  ดงันี 2 

 

	 
 	 
 	 
 ( ) ( )
1

,
n T

n n
n

W x y X x Y y X Y
�

� ��                                      (3-17) 

 

โดยที( 	 
X x  คือ ฟังก์ชนัของ x อยา่งเดียวที(สอดคล้องกบัเงื(อนไขขอบเขตที(ตําแหนง่ x=0 และ x=a  

	 
Y y   คือ ฟังก์ชนัขั 2นบนัได ที(มีคา่เป็นฟังก์ชนัของ y อย่างเดียว 	 
Y y  แบง่เป็นช่วงๆ คือช่วงที(

สอดคล้องกบัเงื(อนไขขอบเขตที(ตําแหนง่ y=0 ถึง y=b1 และ y=b1 ถึง y=b   

n  คือ จํานวนพจน์ของฟังก์ชนัคา่เริ(มต้น 

ซึ(งฟังก์ชนั 	 
X x  และ 	 
Y y  แสดงลกัษณะรูปร่างของการสั(นสะเทือนที(เกิดขึ 2น โดยจะต้อง

สอดคล้องกับเงื(อนไขการจบัยึดตามแต่ละกรณี และเมื(อแทนสมการที( (3-17) ลงในสมการ (3-15b) 
จะได้ 

 

	 
	 

2 2 2 2 2 2

11 , 12 , , 22 , 66 , ,

2 2 2
16 , 26 , , ,

2 4

0 4000

i i i i i i i i i
i xx xx yy yy x y

i i i i i i
xx yy x y

A D X Y D X Y XY D X Y D X Y

D X Y D XY X Y ρhω X Y

� � � �

� � �
         (3-15c) 
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ในการแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนจะสมมตุใิห้ฟังก์ชนัในทิศ x หรือ 	 
X x  เป็นฟังก์ชนัที(ทราบคา่ 

เพื(อหาฟังก์ชนั 	 
Y y  ที(สอดคล้องกบัเงื(อนไขขอบเขตที(ตําแหน่ง y=0 y=b1 และ y=b  ตวัอยา่งการ

พิจารณาพจน์แรกภายในเครื(องหมายอินทิเกรตของสมการ (3-15c) สามารถแสดงได้ดงันี 2 

 

a a
1 12 2

11 11 1, 2, 1, 2,
0 0 2 2

dx [ ] dxi i i
xx xx xx xx xx

Y Y
D X Y D X X X X

Y Y
� � � �

� �� � � � �� �
� � � �

� �  

 

จากสมบตักิารทรานสโพสของเมตริกซ์ สามารถแสดงเป็นตวัอยา่งได้ดงันี 2 
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� � � �
� � � � �

� �� �
� � � �

� � � � �
� �� �

�

� �

�  

 

เมื(ออินทิเกรตเทียบแกน x เชน่นี 2กบัทกุพจน์ สมการ (3-15) จะอยูใ่นรูป 

 

1

1

1 2
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1
2

b

b

b
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� �                                                    (3-18) 
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                * + ( )( )3 ,
0

a T
xR X X dx� � ,       * + ( )( )4 , ,

0

a T
xx xxR X X dx� � , 

                * + ( )( )5 , ,
0

a T
xx xR X X dx� � ,    * + ( )( )6 , ,

0

a T
x xR X X dx� �  
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ใช้หลกัการของคา่ตํ(าสดุของพลงังานศกัย์รวม (principle of minimum total  potential 

energy) คือ 0, �-  โดยวิธีการหาคา่อนพุนัธ์แสดงเป็นตวัอยา่งได้ดงันี 2 

 

จาก 

 
( ) * +( ) * +

	 


1
11 4 11 1

1 1 1 2 2

2
2

11 1 2 20000000000000

T Ya b

aY

D Y R Y D Y Y

Y bYY cY Y d

Yc d

D Y Y

 �� �
� � �� �

� � � �
� � � �

 

 

( ) * +( )	 
 	 
 	 
 	 
 	 


* + * +

( ) * +( ) ( ) * + ( )

1 1 1 1 1 2 2 1 2 111 4 11

1 1
11 1 2 11 1 2

2 2

11 4 1

1 2 2

1

2 2 2

4

0000000000000000

0000000000000000

T

T T T

D Y R Y D

Y Ya b a c
D Y Y

a Y Y Y Y b Y Y Y Y c Y Y

D Y Y
Y Yc d b d

D Y R Y D

Y Y d Y Y Y

Y R Y

Y�

 �  �� � � �
�� �

� �� � �

� �� � � �
� � � �� � � �

� � �

�

�

�

�

��-

- -
- -

- - - - -

-

- -

-

-

 

เนื(องจาก * + * +4 4
TR R�  ดงันั 2น ( ) * +( )	 
 ( ) * +( )11 4 11 42T TD Y R Y D Y R Y�- -  

 

หาคา่อนพุนัธ์เชน่นี 2กบัทกุเทอมของสมการ (3-18) จะได้ 
 

( )
1

1

1 2
0

0
b

b

b

B dy B dy-
� �

% � � � !
" #
� �                                                   (3-19a) 

 

โดยที( 

( ) * + ( ) * + ( ) * + ( )
( ) * + ( ) * + ( ) * + ( )

( ) * + ( ) * + ( ) * + ( ) * + ( )

12 2 22 , 1 26 , 3 ,

66 , 6 16 5 26 , 3 ,

2
11 4 12 , 2 16 , 5 1

( 2 )

(4 2 2 )

( 2 )

T TT Ti i i
yy y yyi i i i

T TTi i i
y yy yii i i

T TT T T Ti i i
yy

i

yi i ii i

B D Y R D Y R D Y R Y

D Y R D Y R D Y R Y

D Y R D Y R D Y R h Y R Y

-

-

$ ' -

� �

� � �

� � � �

�

 

 

จากสมการ (3-19) เมื(อใช้หลกัการอินทเิกรตทีละสว่น (integration by parts) จะได้  
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( ) * + ( ) * + ( ) * +

( ) * + ( ) * + ( ) * +

( ) * + ( ) * +
( ) * + ( ) * + ( )

( ) * + ( ) * +

1

22 , 1 26 , 3 26 , 3

12 , 2 66 , 6 12 , 2

16 , 5 16

1

, 5

2
11 4 1

12 2 26 , 3 2

( 2 2

4

2 2

)

( 2000

b iT iT iTTi i i
yyyy yyy yyy

iT iT iT Ti i i
yy yy yy

iT iT Ti i
y y

iT iT ii

iTiT Ti i

i

y

i

D Y R D Y R D Y R

D Y R D Y R D Y RB

D Y R D Y R

D Y R h Y R Y dy

D Y R D Y R D

�

� �
 !
 !
 !

�  !
 !
 !
 ! !
" #

�

� �

� � �

� �

� �

� �

�

$ ' -

( ) * + ( )

( ) * + ( ) * + ( ) * +

( ) * + ( ) * + ( ) * +( )

1

1

2 , 1 ,

12 2 22 , 1 26 , 3

66 , 6 16 5 26 , 3

000

)

2

4 2 2

i

i

i

i

biT ii
yy y

iT iTiT Ti i i
yyy yy

biT iTiT ii i i
y yy

b

b

Y R Y

D Y R D Y R D Y R

D Y R D Y R D Y R Y

�

�

� �� � � !
�  !

� � � 

� �
 !
"

!
" #

#
-

-

    (3-19b) 

 

และคณุสมบตักิารทรานสโพสของเมทริกซ์ (transpose matrix) เพื(อชว่ยจดัรูปสมการ จะได้ 

 

( ) ( )

* + ( )

* + * +	 
( )
* + * + * +	 
( )
* + * +	 
( ) * + * +	 
( )

( ) * + ( ) * +( ) * + ( )

( )

1

1

22 1 ,
0

26 3 3 ,

12 2 66 6 12 2 ,

2
16 5 5 , 11 4 1

, 22 1 , 26 3 , 12 2

2
0

44

000000

0000
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2
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i

i

i

i

i i

i

b iT
yyyy

iT
iT yyy

iT T
yy

iT T T i
y

biT i iT T

i

i i i

b

i
y yy y

iT

D R Y

D R R Y
δ δY

D R D R D R Y

D R R Y D R ρhω R Y dy

δY D R Y D R Y D R Y

δY

�

� �
 !
 !
 !� � !% � �
 !
� � � !

 !
 !� � � �
" #

� �� � �� �� �

�

�

* + ( ) * + * +	 
( )

* + * +	 
( ) * + ( )
1

22 1 , 26 3 3 ,

66 6 12 2 , 16 500000000000

2

4 200
i

i

i iT T
yyy yy

biT T T i
y

i i

i i i

b

D R Y D R R Y

D R D R Y D R Y
�

�� � ���

�� � � ��

(3-20) 

 
สมการที( (3-20) จะเป็นจริงเมื(อทกุพจน์มีคา่เท่ากบัศนูย์ ดงันั 2นจะสามารถแจกแจงสมการ    

(3-20) ออกตามเงื(อนไขตา่ง ๆ ได้เป็นสมการครอบคลมุและสมการเงื(อนไขของเขต โดยสมการ

ครอบคลมุอยูใ่นรูป 
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* + ( ) * + * +	 
( )
* + * + * +	 
( )
* + * +	 
( ) * + * +	 
( ) ( )

22 1 , 26 3 3 ,

12 2 66 6 12 2 ,

2
16 5 5 , 11 4 1

2

44

2 0

i iT T
yyyy yyy

iT T
yy

iT T

i i

i i i

i i T i
y

D R Y D R R Y

D R D R D R Y

D R R Y D R h R Y

� �

� � �

� � � � �$ '

           (3-21) 

 

ซึ(งอาจเขียนใหมใ่ห้อยูใ่นรูป 

 

( ) * + ( ) * + ( ) * + ( ) * + * +	 
( ) ( )1
2

, , 2 , 3 ,
9 9 9

5
9

4
9 0

i i i ii i i i i i
yyyy yyy yy yY Y Y YM M M M YM $'� � � � � �  (3-22) 

 

โดยที(  

* + * + * + * +	 
126
1 1 3 3

22

9 2 i
T

i
i DM R R R

D
�� �  

* + * + * + * + * +	 

1

1
2 12 2 66 6 12 2

22

9 4i i iT Ti
i

R
D R D R RM D

D

�

� � �  

* + * + * + * +	 
116
3 1 5 5

22

9 2 i
T

i
i DM R R R

D
�� �  

* + * + * +111
4 1 4

22

9i
i

T
i

D RM R
D

��  และ  * + * + * +1
5 1 1

22

9i T
i

h R R
D

M ��  

 
ลกัษณะของสมการ (3-22) จะอยู่ในรูปแบบของปัญหาค่าเจาะจง (eigenvalue problem) 

โดยมีคา่ '  เป็นคา่เจาะจง (eigenvalue) และ ( )Y  เป็นเวกเตอร์เจาะจง (eigenvactor) มีสมการ

แสดงเงื(อนไขขอบเขตที( y=0 และ y=b คือ  

 

* + ( ) * +( ) * + ( ) ( )22 1 , 26 3 , 12 22 0ii i iT ii
y

i
y yD R Y D R Y D R Y� � �                (3-23a) 

 

หรือ 
 

( ) ( )
1

, 0
i

i

y
b

Y
�

�                                                                     (3-23b) 

 

และ 
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* + ( ) * + * +	 
( )
* + * +	 
( ) * + ( ) ( )

22 1 , 26 3 3 ,

66 6 12 2 , 16 5

2

4 2 0

i iT T
y

i i

i

yy yy

iT i TiT i
y

D R Y D R R Y

D R D R Y D R Y

� � �

� � � �
                        (3-23c) 

 

หรือ 
 

( ) ( )
1

0
i

i

b
Y

�

�                                                           (3-23d) 

 
การเลือกใช้เงื(อนไขขอบเขตสามารถพิจารณาจากสมการ 3-23a ถึง 3-23d ซึ(งแตล่ะสมการแสดง

พฤตกิรรมบริเวณที(ถกูจบัยดึ คือ 

สมการที( 3-23a หมายถึง โมเมนต์รอบจดุจบัยึดมีคา่เทา่กบัศนูย์  

สมการที( 3-23b หมายถึง ความชนั (slope) ของชิ 2นงานบริเวณจดุจบัยดึมีคา่เทา่กบัศนูย์ 

สมการที( 3-23c หมายถึง แรงเฉือน (shear force)  ของชิ 2นงานบริเวณจดุจบัยดึมีคา่เทา่กบั

ศนูย์ 

สมการที( 3-24d หมายถึง การเคลื(อนตวั (deflection) ของชิ 2นงานบริเวณจดุจบัยดึมีคา่เทา่กบั

ศนูย์ 

ในการแก้ปัญหาจะต้องเลือกใช้สมการเงื(อนไขขอบตา่ง ๆ ให้ถกูต้องตามเงื(อนไขขอบที(กําหนด คือ 

กรณีเงื(อนไขขอบเขตแบบง่าย ใช้สมการเงื(อนไขขอบเขตสมการ (3-23a) และ (3-23d) 

กรณีเงื(อนไขขอบเขตแบบยึดแนน่ ใช้สมการเงื(อนไขขอบเขตสมการ (3-23b) และ (3-23d) 

กรณีเงื(อนไขขอบเขตแบบปล่อยอิสระ ใช้สมการเงื(อนไขขอบเขตสมการ (3-23a) และ(3-23c) 

 

สมการเงื(อนไขความตอ่เนื(อง (The continuity condition) ที( y=b1 คือ  

 

 

* + ( ) * +( ) * + ( )( )
* + ( ) * +( ) * + ( )( ) ( )

1

1
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i iT i
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� � �

�

    (3-24a)      

 

( ) ( ) ( )
1 1, ,

1 2

0
i i

y yy b y b
i i

Y Y
� �
� �

� �                 (3-24b) 
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* + ( ) * + * +	 
( )
* + * +	 
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* + ( ) * + * +	 
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� �� � �
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 (3-24c) 

 

( ) ( ) ( )
1 1

1 2

0i i
y b y b
i i

Y Y� �
� �

� �        (3-24d) 

 
ในการแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนด้วยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช ลกัษณะของการแก้สมการจะ

เป็นปัญหาคา่เจาะจง โดยมี 2ω  เป็นคา่เจาะจง และ ( )iY  เป็นเวกเตอร์เจาะจง โดยจะสมมตุิให้คา่ 

( )iY   อยูใ่นรูปอนกุรมกําลงัอนนัต์ (infinite power series)  
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�� �       (3-

25)              

 

นําสมการที( (3-25) แทนลงในสมการที( (3-22) แล้วจดัรูปใหม่ โดยเขียน( ) 4

i

j
MM

�
ให้อยู่ในรูป

ของ ( )i

j
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j
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j
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� �
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'
  (3-25) 

 

คา่( ) 4

i

j
MM

�
ในสมการ (3-25) ใช้ในการแก้ปัญหาสําหรับการสมมตุิให้ทราบคา่ฟังก์ชนัของ  

x เพื(อนําไปแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนต่อไป ในการแก้ปัญหาจะพบว่าเวกเตอร์เจาะจงในการ

แก้ปัญหาค่าเจาะจงมีจํานวน 4 เท่าของจํานวนขั 2นที(เปลี(ยนไปคูณกับจํานวนพจน์ของฟังก์ชันค่า

เริ(มต้น เมื(อแทนสมการ (3-25) ลงในสมการ (3-21) แล้วแก้สมการเงื(อนไขความตอ่เนื(องและสมการ

เงื(อนไขขอบเขตของปัญหาที(สนใจจะได้ค่าเจาะจงหรือค่าความถี(ธรรมชาติ แล้วจึงนําค่าเจาะจงไป
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หาเวกเตอร์เจาะจงหรือรูปร่างของโหมดการสั(นสะเทือนตอ่ไป ขั 2นตอนนี 2จะได้ฟังก์ชนัในทิศ y ที(อยู่ใน

รูปของอนกุรมกําลงัและเป็นฟังก์ชนัขั 2นบนัไดสําหรับนําไปใช้เป็นฟังก์ชนัเริ(มต้นในขั 2นตอนถดัไป 

จากสมการพลงังานศกัย์รวมหากสมมุติให้ทราบค่าฟังก์ชนัในทิศ y เป็นฟังก์ชนัที(ทราบค่า 

และทําตามขั 2นตอนเดียวกนักบัการสมมตุิให้ทราบคา่ฟังก์ชนัในทิศ x ที(กล่าวมาข้างต้น โดยสมมุติ

ให้ผลเฉลยของฟังก์ชนัการเคลื(อนที(นอกระนาบดงัสมการ (3-16) เมื(อแทนคา่สมการที( (3-16) และ 

(3-17) ลงในสมการที( (3-15) จะได้ 
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                  (3-26) 
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ใช้หลกัการของคา่ตํ(าสดุของพลงังานศกัย์รวมและอินทิเกรตทีละส่วน นอกจากนี 2ใช้คณุสมบตัิ

การทรานสโพสของเมทริกซ์เพื(อชว่ยจดัรูปสมการ จะได้สมการครอบคลมุอยูใ่นรูป 

 

( ) * +( ) * +( ) * +( ) * + * +	 
( ) ( )2
, 1 , 2 , 3 , 4 5 0xxxx xxx xx xN N N NX X X XNX '� � � � � �        (3-27) 
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โดยที(  

   * + * + * + * +	 
1
1 1 3 32 TN S S S�� �  

   * + * + * + * + * +	 
1
2 1 2 2 64TS S S SN �� � �  

   * + * + * + * +	 
1
3 1 5 52 TN S S S�� �  

   * + * + * +1
4 1 4

TSN S��  

   * + * + * +1
5 1 7

TS SN $ ��  
 

โดยเงื(อนไขขอบเขตที(เกี(ยวข้องที(ตําแหนง่ 0x �  และ x a�  คือ 

 

* + ( ) * + ( ) * +( ) ( )1 , 3 , 22 0T T
xx xS X S X S X� � �                  (3-28a) 

 

หรอื 
 

( ) ( ), 0
0

a

xX �-                  (3-28b) 

 
และ 

 

* + ( ) * + * +	 
( ) * + * +	 
( ) * + ( ) ( )1 , 3 3 , 6 2 , 52 4 2 0T T T T
xxx xx xS X S S X S S X S X� � � � � � �   (3-28c) 

 

หรือ 

 

( ) ( )
0

0
a

X �-                (3-28d) 

 

ซึ(งเงื(อนไขขอบเขตนี 2มีเงื(อนไขการเลือกใช้คือ 

กรณีเงื(อนไขขอบเขตแบบง่าย ใช้สมการเงื(อนไขขอบเขตสมการ (3-28a) และ (3-28d) 

กรณีเงื(อนไขขอบเขตแบบยึดแนน่ ใช้สมการเงื(อนไขขอบเขตสมการ (3-28b) และ (3-28d) 

กรณีเงื(อนไขขอบเขตแบบปล่อยอิสระ ใช้สมการเงื(อนไขขอบเขตสมการ (3-28a) และ (3-28c) 

ในทํานองเดียวกนั จะสามารถเขียน * + 4j
NN

�
 ในรูปของ( ) j

NN ( ) 1j
NN

�
 ( ) 2j

NN
�

 และ 

( ) 3j
NN

�
 ได้คือ 
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* +

* +( ) 	 
	 
	 
 * +( ) 	 
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3 4 51

4
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1

1 2 3 4

j j

j j

j

NN j j j NN j j

N

N

N j NN

j j j j

N

N N N
NN

'
� �

�

�

� � � � � �

� � � �
� �

 �� �

� � �

� �
� ��

�
�     (3-29) 

 

หากสมมุติว่าฟังก์ชันในทิศทาง y เป็นฟังก์ชันที(รู้ค่า การแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนจะมี

เวกเตอร์เจาะจงจํานวน 4 เทา่ของจํานวนพจน์ของฟังก์ชนัคา่เริ(มต้น ในการแก้ปัญหาคา่เจาะจง และ

เมื(อแทนสมการ (3-25) ลงในสมการ (3-26) แล้วเลือกใช้สมการเงื(อนไขขอบเขตของปัญหาที(สนใจ 

เพื(อนําไปสูก่ารหาคา่เจาะจงหรือคา่ความถี(ธรรมชาติ แล้วจึงนําคา่เจาะจงไปหาเวกเตอร์เจาะจงหรือ

รูปร่างของโหมดการสั(นสะเทือนตอ่ไป ในขั 2นตอนนี 2จะได้ฟังก์ชนัในทิศทาง x ซึ(งมีความถกูต้องมาก

ขึ 2น เมื(อนําฟังก์ชนัในทิศทางแกน x นี 2ไปคํานวณซํ 2าตามขั 2นตอนที(กล่าวมา จะได้ฟังก์ชนัในทิศทาง

แกน y ที(มีความถกูต้องมากยิ(งขึ 2น ขั 2นตอนการคํานวณซํ 2านี 2จะหยดุเมื(อคา่ความถี(ธรรมชาติที(ได้จาก

การคํานวณซํ 2ารอบใด ๆ มีค่าลู่เข้าสู่ค่าใดค่าใดค่าหนึ(ง และรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนสําหรับ

ค่าความถี(ธรรมชาตินั 2นคือรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที(ถูกต้องของชิ 2นงาน  อนึ(งปัญหาการ

สั(นสะเทือนของชิ 2นทดสอบหนึ(ง ๆ จะมีค่าความถี(ธรรมชาติหลายค่า โดยโหมดการสั(นสะเทือน

เรียงลําดบัตามคา่ความถี(ธรรมชาตจิากน้อยไปมาก  
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บทที� 4 

ขั "นตอนการแก้ปัญหาการสั�นสะเทอืนด้วยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช 

 

เนื 2อหาในบทที( 3 กล่าวถึงปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางโดยได้แสดงที(มาของ

สมการครอบคลมุ และเงื(อนไขขอบเขตแบบตา่ง ๆ ที(ได้จากการแก้ปัญหาด้วยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช 

รวมถึงแสดงขั 2นตอนในการแก้สมการโดยสมมติคําตอบในรูปอนุกรมกําลัง เนื(องจากมีสมการที(

เกี(ยวข้องหลายสมการและขั 2นตอนการแก้สมการที(คอ่นข้างซบัซ้อน เนื 2อหาในบทนี 2จะอธิบายลําดบั

การแก้ปัญหาและรายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร์เพื(อเข้าใจกระบวนการแก้ปัญหาให้ละเอียด

ขึ 2นและสามารถนําไปประยกุต์ใช้ตอ่ไป 

 

4.1 โปรแกรมคอมพวิเตอร์สาํหรับการแก้ปัญหาการสั�นสะเทือน 

 จากสมการครอบคลมุและสมการเงื(อนไขขอบเขตที(ได้แสดงโดยละเอียดในบทที( 3 แล้วนั 2น 

สามารถแบง่การแก้ปัญหาออกเป็นสองกรณีคือ กรณีที( เริ(มต้นกําหนดให้ฟังก์ชนั X(x) เป็นฟังก์ชนัที(

ทราบค่าและกรณีเริ(มต้นที(กําหนดให้ Y(y) เป็นฟังก์ชันที(ทราบค่าเริ(มต้น สําหรับการศึกษาใน

วิทยานิพนธ์นี 2 การคํานวณรอบแรกจะสมมติให้ฟังก์ชนั X(x) เป็นฟังก์ชนัทราบค่า ซึ(งสามารถสรุป

ขั 2นตอนการคํานวณคา่ความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนด้วยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช

ได้ดงันี 2 

1. สมมติให้ฟังก์ชนั X(x) ของฟังก์ชนัการเคลื(อนที(นอกระนาบเป็นฟังก์ชนัเริ(มต้นที(ทราบคา่ ซึ(ง

สามารถนําไปคํานวณหา jR� �� � ได้ 

2. ประยุกต์ใช้หลักการของค่าตํ(าสุดของพลังงานศกัย์รวม และการอินทิเกรตทีละส่วน หลัง

ขั 2นตอนนี 2จะสามารถแยกสมการออกมาเป็นสมการครอบคลมุ สมการเงื(อนไขขอบเขต และ

สมการเงื(อนไขความตอ่เนื(อง 

3. สมมติให้ผลเฉลยของฟังก์ชนั Y(y) อยู่ในรูปอนุกรมกําลงัอนนัต์ แล้วแทนค่า Y(y) ลงใน

สมการครอบคลมุ สมการเงื(อนไขขอบเขต และสมการเงื(อนไขความตอ่เนื(อง 

4. จดัรูปสมการครอบคลมุเพื(อหาความสมัพนัธ์ของ ( ) 4

i

j
MM

�
 

5. แก้ปัญหาคา่เจาะจงที(มีขนาด 4 เทา่ของจํานวนขั 2นที(มีความหนาเปลี(ยนไป โดยเลือกสมการ

ให้สอดคล้องกบัเงื(อนไขขอบเขตที(สนใจ 
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คา่เจาะจงที(ได้จากการแก้สมการคือคา่ความถี(ธรรมชาต ิและเมื(อนําเวกเตอร์เจาะจงที(ได้ไปหา

ฟังก์ชนั Y(y) แล้วนําไปแทนคา่ในฟังก์ชนัการเคลื(อนที(นอกระนาบจะได้รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือน 

คา่ความถี(ธรรมชาตแิละรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที(ได้จากการคํานวณรอบแรกนี 2น่าจะเป็นคําตอบ

ที(ไม่ถกูต้องเนื(องจากฟังก์ชนั X(x) ที(ใช้ในการคํานวณเป็นฟังก์ชนัใด ๆ ที(สมมติขึ 2นมา ดงันั 2นจะต้อง

คํานวณซํ 2าเพื(อให้ได้คําตอบที(ลูเ่ข้าสูคํ่าตอบที(แท้จริง  

ในการคํานวณรอบที(สอง จะใช้ฟังก์ชนั Y(y) ที(ได้จากการคํานวณรอบแรกเป็นฟังก์ชนัเริ(มต้น

โดยมีขั 2นตอนการคํานวณโดยสรุปดงัตอ่ไปนี 2 

1. ให้ฟังก์ชัน Y(y) ที(ได้จากการคํานวณรอบแรกเป็นฟังก์ชันเริ(มต้น ซึ(งสามารถนําไป

คํานวณหา jS� �� � ได้ 

2. ประยุกต์ใช้หลกัการของค่าตํ(าสุดของพลงังานศกัย์รวม และการอินทิเกรตทีละส่วน จะ

สามารถแยกสมการออกมาเป็นสมการครอบคลุม สมการเงื(อนไขขอบเขต และสมการ

เงื(อนไขความตอ่เนื(อง 

3. สมมติให้ผลเฉลย X(x)  อยู่ในรูปอนกุรมกําลงัอนนัต์ แล้วแทนคา่ X(x)  ลงในสมการ

ครอบคลมุ และสมการเงื(อนไขขอบเขต  

4. จดัรูปสมการครอบคลมุเพื(อหาความสมัพนัธ์ของ ( ) 4j
NN

�
 

5. แก้ปัญหาค่าเจาะจงที(มีขนาด 4 เท่าของจํานวนขั 2นที(มีความหนาเปลี(ยนไป โดยเลือก

สมการให้สอดคล้องกบัเงื(อนไขขอบเขตที(สนใจ 

คา่ความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที(ได้จากการคํานวณรอบนี 2จะมีความถูก

ต้องมากขึ 2น ฟังก์ชนั X(x) ที(ได้จากการคํานวณในรอบที(สองนี 2จะนําไปใช้เป็นฟังก์ชนัเริ(มต้นของการ

คํานวณในรอบที(สาม ในการแก้ปัญหาจะคํานวณซํ 2าไปมา จนกว่าจะได้คําตอบที(ลู่เข้าสู่คา่ใดคา่หนึ(ง 

ซึ(งถือวา่เป็นผลเฉลยของปัญหาที(สนใจ  

 จากขั 2นตอนในการแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางด้วยระเบียบวิธีแคนโทโร

วิชที(กลา่วมาขั 2นต้นเมื(อนํามาเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร์ จะสามารถแบง่ส่วนโปรแกรมคอมพิวเตอร์

ที(ประดษิฐ์ขึ 2นออกเป็นสามสว่น ดงัแสดงด้วยแผนผงัในภาพที( 4.1 โดย 

 ส่วนที( 1 เป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์ทําหน้าที(หาค่าเมตริกซ์ jR� �� � หรือ jS� �� �  จากฟังก์ชัน

เริ(มต้นที(ทราบคา่ (ขั 2นตอนที( 1) 
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 สว่นที( 2 เป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ทําหน้าที(ตั 2งสมการที(สอดคล้องกบัเงื(อนไขขอบเขตของ

ฟังก์ชนั X(x) หรือ Y(y) ที(เป็นฟังก์ชนัที(ไมท่ราบคา่เริ(มต้น (ขั 2นตอนที( 2, 3 และ 4) 

 สว่นที( 3 เป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์ทําหน้าที(แก้ปัญหาคา่เจาะจง โดยพล็อตกราฟหาคา่

เจาะจงที(ทําให้พลงังานรวมมีคา่ตํ(าสดุ แล้วนําคา่เจาะจงที(ได้ไปหาเวกเตอร์เจาะจงสําหรับให้เป็น

ฟังก์ชนัเริ(มต้นในการคํานวณซํ 2ารอบตอ่ไป รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ ดงัแสดงใน

ภาคผนวก ก 



32
 

 

  
 

          

(a
)  

   
   

   
   

   
   

   
   

   
  

 
 

 
 

 
 

   
   

  (
b)

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

ภา
พที

( 4
.1

 ข
ั2นต

อน
กา

รคํ
าน

วณ
หา

คา่
คว

าม
ถี(ธ

รร
มช

าต
ดิ้ว

ยโ
ปร

แก
รม

คอ
มพ

ิวเ
ตอ

ร์ที
(ปร

ะด
ษิ

ฐ์ข
ึ2น

 ((((
))

สว่
นที

( 1
 

สว่
นที

( 1
 

สว่
นที

( 2
 

สว่
นที

( 2
 

สว่
นที

( 3
 

สว่
นที

( 3
 

32 



33 

 

4.2 ขั "นตอนการแก้ปัญหาการสั�นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบาง 

  หวัข้อนี 2อธิบายขั 2นตอนการหาคา่ความถี(ธรรมชาตแิละรูปร่างการสั(นสะเทือน โดยยกตวัอย่าง

โครงสร้างแผ่นบางที(เป็นวัสดุไอโซทรอปิก ชิ 2นงานมีความกว้าง a ความยาว b และมีความหนา

เปลี(ยนไปตามแกน y เป็นขั 2นจํานวน 1 ขั 2น โดยช่วงความยาวระหว่าง 0 ถึง b1 มีความหนา h1 และ

ช่วงความยาวระหว่าง b1 ถึง b มีความหนา h2 ดงัแสดงในภาพที( 4.2 ชิ 2นงานที(ยกมาเป็นตวัอย่างมี

คณุสมบตัดิงันี 2 

E1 = E2= 68.9 GPa.      012= 0.33     1
12

12

G
2(1 )

E
ν

�
�   

 และ  $ = 2,544.34 kg/m3   

ชิ 2นงานมีขนาด a = b = 200 mm  h1 = 1 mm   อตัราส่วนของ h2/h1 คือ 2 และอตัราส่วนของ b1/b 

คือ 0.5 ชิ 2นงานมีการจบัยึดภายใต้เงื(อนไขขอบเขตแบบ SCSF ดงัแสดงในภาพที( 4.3  ตวัอกัษร S 

หมายถึงเงื(อนไขขอบเขตเขตแบบง่าย C หมายถึงเงื(อนไขขอบเขตแบบยึดแน่น และ F หมายถึง

เงื(อนไขของเขตแบบปล่อยอิสระ ลําดบัการเขียนตวัอกัษรแสดงถึงตําแหน่งของรูปแบบการจบัยึดบน

ชิ 2นงาน โดยตวัอกัษร S ตวัแรกและตวัอกัษร S ตวัที(สาม แสดงเงื(อนไขขอบเขตที( x = 0 และ x = a 

ตามลําดบั สําหรับตวัอกัษร C ตวัที(สอง และตวัอกัษร F ตวัที(สี( แสดงเงื(อนไขขอบเขตที( y = 0 และ y 

= b ตามลําดบั 

 

 

 

 

 

ภาพที( 4.2 โครงสร้างแผน่บางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น 
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ภาพที( 4.3 อกัษรยอ่แสดงลกัษณะการจบัยดึ 

 ขั 2นตอนการคํานวณเริ(มจากแผนผงัในภาพที( 4.1 (a) โปรแกรมส่วนแรกทําหน้าที(หาค่า

เมตริกซ์ jR� �� �  จากฟังก์ชนัเริ(มต้นที(สมมติขึ 2น การคํานวณรอบแรกเริ(มต้นโดยการสมมติให้ทราบค่า

ฟังก์ชันในทิศ x หรือฟังก์ชัน X(x) ในสมการ (3-17) โดยฟังก์ชัน X(x) ที(สมมติขึ 2นไม่จําเป็นต้อง

สอดคล้องกบัเงื(อนไขขอบเขตที( x = 0 และ x = a ในวิทยานิพนธ์เล่มนี 2จะกําหนดให้ใช้จํานวนพจน์

ของฟังก์ชนัเริ(มต้นเพียงหนึ(งพจน์ (N = 1) โดยสมมติคา่ X(x)= x 9  ซึ(งการศกึษาในอดีต [5] ได้

แสดงไว้ว่าการใช้ฟังก์ชนัเริ(มต้นในสมการ (3-17) จํานวน 1 พจน์ สําหรับระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเพื(อ

แก้ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงแผ่นคอมโพสิทบางที(มีการเรียงตวัของเส้นใยแบบ cross-ply 

สามารถให้ผลเฉลยที(มีความถูกต้องและแม่นยํา จากนั 2นนําฟังก์ชนัเริ(มต้น X(x) ไปหาค่าเมตริกซ์ 

jR� �� �  ตามสมการ (3-18) และเมตริกซ์ 9

j

i
M� �� �  ตามสมการ (3-22)  

 โปรแกรมในส่วนที(สองตามภาพที( 4.1 (a) จะหาสมการที(สอดคล้องกบัเงื(อนไขขอบเขตของ

ฟังก์ชั(นที(ไม่ทราบคา่ ที(ตําแหน่งเริ(มต้น y = 0 ถึง y = b โดยฟังก์ชนั Y(y) ถกูกําหนดให้อยู่ในรูป

อนุกรมกําลงัอนนัต์ตามสมการ (3-25) เมื(อแทนคา่ฟังก์ชนั Y(y) ที(สร้างขึ 2นลงในสมการครอบคลุม 

(3-22) แล้วจัดรูปใหม่จะสามารถเขียนค่า ( ) 4

i

j
MM

�
 ในรูปของ ( )i

j
MM ( ) 1

i

j
MM

� ( ) 2

i

j
MM

�
และ 

( ) 3

i

j
MM

�
ได้ตามสมการ (3-26) ดงันั 2นในการแก้ปัญหาคา่เจาะจงจะมีจํานวนเวกเตอร์เจาะจงจํานวน 

4i ตวัเท่านั 2น เมื(อนําสมการที( (3-25) ที(ถกูจดัรูปใหม่ตามสมการ (3-26) แทนลงในสมการเงื(อนไข

ขอบเขตที(สอดคล้องกบัปัญหาที(สนใจ ซึ(งในที(นี 2คือด้าน y = 0 ที(มีการจบัยึดแบบยึดแน่น และ  y = 

b ที(มีการจบัยึดแบบปล่อยปลายอิสระ ตามสมการเงื(อนไขขอบเขต (3-23) และในตําแหน่งที(ชิ 2นงาน

มีความหนาเปลี(ยนไปหรือที( y = b1  จะใช้สมการเงื(อนไขความตอ่เนื(อง (3-24) ดงันั 2นจะสามารถจดั
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รูปสมการเงื(อนไขขอบเขตและสมการเงื(อนไขความตอ่เนื(องของด้าน y ในรูประบบสมการเชิงเส้นได้

ในรูป  

* + * + 0F G1 �                                                         (4-1) 

โดย * +F  คือ เมตริกซ์จตัรัุสขนาด * +4 4i i1 ที(มีคา่เจาะจงเป็นตวัแปรที(ไมท่ราบคา่ 

       * +G  คือ เมตริกซ์หลกั (column matrix) ของคา่เวกเตอร์เจาะจงที(ไมท่ราบคา่ 

 โปรแกรมคอมพิวเตอร์ส่วนสุดท้ายทําหน้าที(แก้ปัญหาค่าเจาะจง ตามสมการ (4-1) พบว่า

สมาชิกของ * +G  จะมีคา่ไม่เท่ากบัศนูย์พร้อมกันเมื(อคา่ดีเทอร์มิแนนท์ (determinant) ของเมตริกซ์ 

* +F  มีค่าเป็นศูนย์ หมายความว่าค่าเจาะจงของปัญหาการสั(นสะเทือนหรือค่า 2'  ตามสมการ   

(3-22) สามารถหาได้จากการแก้สมการ * +det 0F �  เมื(อเขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์ระหว่าง 

* +det F กบั 2' จะได้ดงัภาพที( 4.4 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที( 4.4 การหารากคําตอบของปัญหาคา่เจาะจง 

 จากภาพที( 4.4 จะเห็นว่าค่าคําตอบ 2'  ที(ทําให้ * +det F  มีคา่เท่ากบัศนูย์มีหลายคา่ ค่า 
2'  ทุกคา่เป็นค่าที(ทําให้พลงังานรวมของระบบมีค่าตํ(าที(สุดตามเงื(อนไขที(ตั 2งไว้ เมื(อถอดรากที(สอง

ของค่า 2' จะได้ค่าความถี(ธรรมชาติของโครงสร้างที(สนใจ ค่าความถี(ธรรมชาติที(มีค่าตํ(าที(สุดคือ

คา่ความถี(ธรรมชาติของโหมดการสั(นสะเทือนที( 1 ค่าความถี(ธรรมชาติที(มีค่ามากขึ 2นคือโหมดการ

สั(นสะเทือนลําดับต่อไป จากกราฟในภาพที(  4.3 จะได้ค่าเจาะจงที(มีค่าน้อยที(สุดเท่ากับ 

23,601,817.54  (rad/s)2 ค่านี 2หาได้โดยใช้ระเบียบวิธีนิวตนั-ราฟสนั ซึ(งเป็นระเบียบวิธีเชิงตวัเลข

det[ ]F

2ω
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ระเบียบวิธีหนึ(งในการแก้สมการ ( ) 0f x �  คา่ความถี(ธรรมชาติในหน่วย rad/s (' ) คือรากที(สอง

ของค่าเจาะจงที(ได้จากการแก้ปัญหาค่าเจาะจงและสามารถหาค่าความถี(ธรรมชาติในหน่วยเฮิร์ต 

(Hz) ได้จาก 

 

2
f '

2
�                                                                 (4-2) 

 

 ค่าเจาะจงที(ได้เมื(อนําไปแทนในสมการ (4-1) เพื(อหาค่าเวกเตอร์เจาะจงที(ไม่ทราบค่าของฟังก์ชัน 

Y(y) ฟังก์ชนั Y(y) ที(ได้นี 2จะเป็นฟังก์ชนัขั 2นบนัไดในช่วง 0 ถึง b1 และช่วง b1 ถึง b โดยที( ณ ตําแหน่ง 

b1 สมการจะมีค่าเท่ากนัเนื(องจากคําตอบจะต้องสอดคล้องกับสมการเงื(อนไขความตอ่เนื(อง เมื(อนํา

ฟังก์ชนั Y(y) ที(ได้จากการคํานวณในรอบนี 2ไปแทนค่าในสมการ (3-17) แล้ววาดกราฟจะได้รูปร่าง

โหมดการสั(นสะเทือนตามภาพที( 4.5 ซึ(งจะเห็นว่ารูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที(ได้จากการคํานวณ

รอบแรกยงัไมส่อดคล้องกบัเงื(อนไขขอบเขตที(สนใจ เนื(องจากฟังก์ชนัเริ(มต้น X(x)  ที(สมมติขึ 2นในตอน

แรกนั 2นไม่สอดคล้องกับเงื(อนไขขอบเขตในด้าน x ที(เป็นการจับยึดแบบง่าย รูปร่างโหมดการ

สั(นสะเทือนที( x=a ควรมีระยะการเคลื(อนที(นอกระนาบเทา่กบัศนูย์ 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที( 4.5 รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนจากการคํานวณรอบแรก 
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จากการคํานวณรอบแรกจะได้ฟังก์ชนั Y(y) เป็นฟังก์ชนัเริ(มต้นสําหรับการคํานวณรอบที(สอง 

จากแผนผงัในภาพที( 4.1(b) จะเห็นว่าการคํานวณรอบนี 2มีขั 2นตอนในการแก้ปัญหาเหมือนกับการ

สมมติฟังก์ชนั X(x) ที(กล่าวมาข้างต้น การคํานวณรอบที(สองเริ(มจากการนําฟังก์ชนั Y(y) ที(ได้จาก

การคํานวณรอบแรกไปหาเมตริกซ์ jS� �� �  ตามสมการ (3-26) และเมตริกซ์ jN� �� � ตามสมการ (3-27) 

จากนั 2นหาสมการที(สอดคล้องกบัเงื(อนไขขอบเขตของด้านที(ไม่ทราบคา่ โดยกําหนดฟังก์ชนั X(x) ให้

อยู่ในรูปอนุกรมกําลังอนันต์ แล้วแทนค่าลงในสมการ (3-27) เมื(อจัดรูปใหม่จะสามารถเขียน 

* + 4jNN
�  ในรูปของ( ) jNN ( ) 1jNN

�  ( ) 2jNN
�  และ ( ) 3jNN

�  ตามสมการ (3-29) เวกเตอร์เจาะจงใน

การแก้ปัญหาค่าเจาะจงมีจํานวนเพียง 4 ตวัตามเงื(อนไขอบเขตการจบัยึดของปัญหาที(สนใจ ซึ(งใน

ที(นี 2คือการจบัยึดแบบง่าย ที( x = 0 และ x = a ตามสมการเงื(อนไขขอบเขต (3-23) การแก้ปัญหาคา่

เจาะจงรอบที(สองจะได้ค่าเจาะจงที( มีค่าน้อยที(สุดที( ทําให้ * +det 0F � คือ 2'  มีค่าเท่ากับ 

16,668,104.9 (rad/s)2 ค่าเจาะจงที(ได้นําไปหาค่าเวกเตอร์เจาะจง จะได้ฟังก์ชนั X(x) และรูปร่าง

โหมดการสั(นสะเทือนที(มีความถกูต้องมากขึ 2น เมื(อจบการคํานวณในรอบที(สองจะได้ฟังก์ชนั  X(x) 

เพื(อใช้เป็นฟังก์ชันเริ(มต้นสําหรับการคํานวณรอบที(สาม โดยการคํานวณรอบที(สามจะมีขั 2นตอน

เหมือนการคํานวณรอบแรกทกุประการ 

 ตารางที( 4-1 แสดงค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนโหมดแรกของ

โครงสร้างแผ่นบางในแตล่ะรอบการคํานวณ ช่องที(สอง สามและสี(ของตารางแสดงกราฟคา่เจาะจง 

ค่าความถี(ธรรมชาติ และรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนของแต่ละรอบการคํานวณตามลําดับ การ

คํานวณรอบแรกจะเลือกคา่เจาะจงที(มีคา่น้อยที(สดุก่อนเพราะเป็นคา่ที(ทําให้คา่ความถี(ธรรมชาติมีคา่

น้อยที(สดุ คา่ที(ได้คือคา่ความถี(ธรรมชาติของโหมดการสั(นสะเทือนแรก โดยกระบวนการคํานวณซํ 2า

จะทําจนกระทั 2งคา่เจาะจงมีคา่คงที( ตารางที( 4-2 และตารางที( 4-3 แสดงการหาคา่ความถี(ธรรมชาติ

และรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที(สองและสามตามลําดบั โหมดการสั(นสะเทือนที(สองจะเลือกค่า

เจาะจงที(มีคา่มากถดัจากโหมดที(หนึ(ง และโหมดการสั(นสะเทือนที(สามจะเลือกคา่ที(มากกว่าโหมดที(

สอง เพื(อให้ได้คา่ความถี(ธรรมชาตมิากขึ 2นตามลําดบั 
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ตารางที( 4-1 คา่ความถี(ธรรมชาตแิละรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนของโหมดการสั(นสะเทือนที( 1  

รอบการ

คํานวณ 
กราฟคา่เจาะจง 

คา่ความถี(

ธรรมชาต ิ

(Hz)  

รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือน 

1 

 

773.20 

 

2 

  

435.08 

 

3 

  

131.22 

 
 

4 

  

131.22 

  

 

det[ ]F

det[ ]F

det[ ]F

det[ ]F
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ตารางที( 4-2 คา่ความถี(ธรรมชาตแิละรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนของโหมดการสั(นสะเทือนที( 2  

รอบการ

คํานวณ 
กราฟคา่เจาะจง 

คา่ความถี(

ธรรมชาติ 

(Hz) 

รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือน 

1 

  

1,009.14 

  

2 

  

324.61 

  

3 

  

303.57 

  

4 

  

303.57 

 

 

det[ ]F

det[ ]F

det[ ]F

det[ ]F
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ตารางที( 4-3 คา่ความถี(ธรรมชาตแิละรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนของโหมดการสั(นสะเทือนที( 3  

รอบการ

คํานวณ 
กราฟคา่เจาะจง 

คา่ความถี(

ธรรมชาติ 

(Hz) 

รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือน 

1 

  

1,239.43 

  

2 

  

649.78 

  

3 

  

646.63 

  

4 

  

646.63 

  

 

det[ ]F

det[ ]F

det[ ]F

det[ ]F
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4.3 พารามิเตอร์ที�มีผลต่อการลู่เข้าของค่าเจาะจง 

 เนื(องจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเป็นระเบียบวิธีเชิงตวัเลขจึงเป็นการประมาณคําตอบของ

ปัญหา ผลเฉลยที(ได้จากระเบียบวิธีเชิงตวัเลขจะถูกต้องและเชื(อถือได้หรือไม่ขึ 2นอยู่กับหลายปัจจยั 

เชน่ ฟังก์ชนัที(นํามาใช้ จํานวนพจน์ที(ใช้คํานวณ และจํานวนเลขทศนิยมของคา่พารามิเตอร์ตา่ง ๆ ที(

ใช้ระหว่างการคํานวณ ปัจจยัเหล่านี 2นํามาซึ(งความคลาดเคลื(อนต่าง ๆ ได้แก่ ความผิดพลาดที( เกิด

จากข้อมลู ความผิดพลาดจากการปัดเศษ หรือ การแพร่กระจายของความผิดพลาด [23] เพื(อให้ได้

คําตอบถูกต้องแม่นยําและเชื(อถือได้ หวัข้อนี 2จึงศกึษาผลของจํานวนสมัประสิทธิjของฟังก์ชนัเริ(มต้น

และผลของจํานวนเลขนยัสําคญัที(มีผลตอ่การลูเ่ข้าของผลลพัธ์ 

หัวข้อนี 2จะศึกษาผลของจํานวนพจน์และจํานวนเลขนัยสําคัญของสัมประสิทธิjของอนุกรม

กําลัง โดยใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์แก้ปัญหาการสั(นสะเทือนเมื(อลักษณะของชิ 2นงานเปลี(ยนไป 

พารามิเตอร์ของชิ 2นงานที(นํามาศกึษาได้แก่ ขนาดชิ 2นงาน ความหนาของชิ 2นงาน ตําแหน่งของชิ 2นงาน

ที(มีความหนาเปลี(ยนไป เงื(อนไขขอบเขตการจบัยึด และฟังก์ชนัเริ(มต้น X(x) ที(สมมติให้เป็นฟังก์ชนั

ทราบคา่ในการคํานวณรอบแรก 

ชิ 2นงานที(ยกมาเป็นตวัอย่างในหวัข้อ 4.2 ถกูนํามาใช้ศกึษาต่อในหวัข้อนี 2 กําหนดให้ชิ 2นงานมี

เงื(อนไขขอบเขตแบบ SCSF และมีฟังก์ชันเริ(มต้นที(สมมติขึ 2นคือ X(x)=x9  จากการหาค่าความถี(

ธรรมชาตโิหมดแรกของการสั(นสะเทือนพบว่าผลเฉลยจะสามารถหาคา่ได้เมื(อกําหนดให้สมัประสิทธิj

ของฟังก์ชนัเริ(มต้นมีจํานวนพจน์มากกวา่ 43 พจน์ ผลเฉลยจึงจะสามารถหาคําตอบได้เนื(องจากจะมี

คําตอบของค่าเจาะจงที(ทําให้ * +det 0F �  สําหรับจํานวนเลขนยัสําคญัน้อยที(สุดที(ทําให้ผลเฉลยมี

คา่ลู่เข้าเมื(อใช้เลขนยัสําคญัมากกว่า 61 ตวั กราฟแสดงความสมัพนัธ์ของคา่ความถี(ธรรมชาติและ

จํานวนเลขนยัสําคญัแสดงในภาพที( 4.6 ค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้จากการสมมติฟังก์ชันเริ(มต้นคือ

ฟังก์ชนั X(x) แทนด้วยสญัลกัษณ์จดุ และฟังก์ชนั Y(y) แทนด้วยสญัลกัษณ์กากบาท จากภาพที( 4.6 

(a) จะเห็นวา่หากใช้เลขนยัสําคญัน้อยกวา่ 62 ตวั ผลเฉลยจะไมลู่เ่ข้าสู่คา่ใดคา่หนึ(ง โดยการคํานวณ

ที(กําหนดให้ฟังก์ชันเริ( มต้นคือฟังก์ชัน X(x) และฟังก์ชัน Y(y) จะได้ค่าความถี(ธรรมชาติที(ค่า 

131.22025 และ 131.21922 ตามลําดบั เมื(อเลขนยัสําคญัมีคา่มากกว่า 61 ตวั คา่ความถี(ธรรมชาติ

ที(ได้จากฟังก์ชนัเริ(มต้นคือฟังก์ชนั X(x) และฟังก์ชนั Y(y) จะมีคา่เทา่กนัคือ 131.22128 ซึ(งถือว่าเป็น

ผลเฉลยที(ได้จากการคํานวณด้วยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช 

เมื(อเปลี(ยนฟังก์ชนัเริ(มต้นที(สมมติขึ 2นคือ 	 
( ) sinX x πx a�  พบว่าจํานวนเลขนยัสําคญัน้อย

ที(สุดที(ทําให้ผลเฉลยมีค่าลู่เข้าเมื(อใช้เลขนยัสําคญัมากกว่า 39 ตวัดงัภาพที( 4.6 (b)  เมื(อเปลี(ยน
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เงื(อนไขขอบเขตของชิ 2นงานเป็นการจบัยึดแบบ CCCF พบว่าต้องใช้เลขนยัสําคญัมากกว่า 65 ตวัดงั

ภาพที( 4.6 (c) นอกจากนี 2ยังศึกษาผลของขนาดของชิ 2นงานโดยให้ชิ 2นงานมีขนาดกว้างขึ 2น คือ 

a=400mm พบว่าต้องใช้เลขนยัสําคญัมากกว่า 53 ตวัตามภาพที( 4.6 (d) การศกึษามีการเปลี(ยน

ความสงูของชิ 2นงานในช่วง b1 ถึง b ให้มีคา่ 3mm เพื(อศกึษาผลของความสงูที(เปลี(ยนไปตอ่จํานวน

เลขนยัสําคญั พบวา่ต้องใช้เลขนยัสําคญัมากกว่า 65 ตวัดงัภาพที( 4.6 (e) และเมื(อเปลี(ยนอตัราส่วน

ของ b1/b เป็น 0.75  พบวา่ต้องใช้เลขนยัสําคญัมากกว่า 61 ตวัดงัภาพที( 4.6 (f) โดยทกุกรณีศกึษาที(

กลา่วมาข้างต้นต้องใช้สมัประสิทธิjของอนกุรมกําลงัต้องมีจํานวนพจน์มากกว่า 43 พจน์ ผลเฉลยจึง

จะสามารถหาคําตอบได้เนื(องจากจะมีคําตอบของคา่เจาะจงที(ทําให้ * +det 0F �   

ประเด็นสุดท้ายของการศึกษาในหัวข้อนี 2คือผลของชนิดวัสดุที(ส่งผลต่อจํานวนพจน์และ

จํานวนเลขนยัสําคญัของสมัประสิทธิjของอนกุรมกําลงั กําหนดให้ชิ 2นงานมีขนาดเท่าเดิม คือ a = b = 

200 mm, h1 = 1 mm, อตัราส่วนของ h2/h1 คือ 2 และอตัราส่วนของ b1/b คือ 0.5 ชิ 2นงานถกูจบัยึด

ภายใต้เงื(อนไขขอบเขตแบบ SCSF ชิ 2นงานทําจากวสัดกุราไฟต์-อีพอกซี( T300/5208 ซึ(งมีคณุสมบตัิ

ตามเอกสารอ้างองิ [24] คือ  

     E1 = 131 GPa     E2 = 10.8 GPa      012= 0.24   

     G12 = 5.65 GPa     $ = 1,540 kg/m3     t = 0.127 mm 

มีการเรียงตวัของเส้นใยในช่วง 0 ถึง b1 คือ [0]4 และช่วง b1 ถึง b คือ [902/02]s การศกึษาพบว่าต้อง

ใช้สมัประสิทธิjของฟังก์ชนัอนกุรมกําลงัต้องมีจํานวนพจน์มากกว่า 43 พจน์ และต้องใช้เลขนยัสําคญั

มากกวา่ 65 ตวั เพื(อให้ผลเฉลยลูเ่ข้าสูค่า่เดียวกนัดงัภาพที( 4.6 (g) 
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(a) ชิ 2นงานที(ใช้ศกึษาในหวัข้อ 4.2 

 

(b) เปลี(ยนฟังก์ชนัเริ(มต้นที(สมมตขิึ 2นคือ 	 
( ) sinX x πx a�  

 

(c) เปลี(ยนเงื(อนไขขอบเขตเป็นการจบัยึดแบบ CCCF 

ภาพที( 4.6 กราฟความสมัพนัธ์ของคา่ความถี(ธรรมชาติและจํานวนเลขนยัสําคญั 
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(d) เปลี(ยนขนาดชิ 2นงานเป็น 400X200 mm2 

 

(e) เปลี(ยนความสงู (h2) ของชิ 2นงานคือ 3 mm  

 

(f) อตัราส่วนของ b1/b เป็น 0.75 

ภาพที( 4.6 (ตอ่) กราฟความสมัพนัธ์ของคา่ความถี(ธรรมชาตแิละจํานวนเลขนยัสําคญั 
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(g) ชิ 2นงานทําจากวสัดคุอมโพสิท 

ภาพที( 4.6 (ตอ่) กราฟความสมัพนัธ์ของคา่ความถี(ธรรมชาตแิละจํานวนเลขนยัสําคญั 

การศกึษาในหวัข้อนี 2สรุปได้ว่าพารามิเตอร์ที(ส่งผลตอ่จํานวนเลขนยัสําคญัที(ใช้คํานวณ ได้แก่ 

ฟังก์ชนัเริ(มต้นที(สมมติ เงื(อนไขขอบเขตการจบัยึด ลกัษณะของชิ 2นงาน ได้แก่ ขนาด และความหนา

ของชิ 2นงานแตล่ะชั 2น รวมถึงชนิดของวสัดขุองชิ 2นงาน จํานวนเลขนยัสําคญัที(เพียงพอตอ่การคํานวณ

ปัญหาที(ยกมาเป็นกรณีศึกษาจะมีค่าอยู่ในช่วง 54-66 ตวั และจะใช้เพียงแค่ 39 ตวัเมื(อให้ฟังก์ชัน

เริ(มต้นอยูใ่นรูปฟังก์ชนัไซน์ จํานวนเลขนยัสําคญัส่งผลตอ่การคํานวณเพราะหากใช้เลขนยัสําคญัไม่

เพียงพอผลเฉลยที(ได้จากการคํานวณซํ 2าจะไม่ลู่เข้าสู่ค่าใดค่าหนึ(ง  เนื(องจากจํานวนเลขนยัสําคญัที(

น้อยเกินไปจะทําให้เกิดการตดัเศษออก เช่น การคํานวณหาค่าดีเทอร์มิแนนท์ของเมทริกซ์ * +F  ใน

สมการที( 4-1 สมัประสิทธิjหน้าคา่เจาะจงอยู่ในช่วงสิบยกกําลงั -40 ถึงสิบยกกําลงั -700 เป็นสาเหตุ

ให้มีความผิดพลาดในการคํานวณ สําหรับจํานวนสมัประสิทธิjของอนุกรมกําลงันั 2น จากการศึกษา

พบวา่ไมข่ึ 2นกบัพารามิเตอร์ใด แตห่ากใช้จํานวนเลขนยัสําคญัไม่เพียงพอจะไม่สามารถหาคําตอบได้

เนื(องจากไม่มีคําตอบของค่าเจาะจงที(ทําให้ * +det 0F �  จากหัวข้อนี 2ทําให้สรุปได้ว่า จํานวน

สัมประสิทธิjของฟังก์ชันเริ(มต้นและเลขนัยสําคัญมีผลต่อการลู่เข้าของค่าเจาะจง ดังนั 2นการนํา

โปรแกรมไปหาผลเฉลยจะต้องคํานงึถึงผลของตวัแปรทั 2งสองนี 2เพื(อให้ผลเฉลยถกูต้องและแมน่ยํา 

 

 

 

 

50.4552
50.4553
50.4554
50.4555
50.4556
50.4557
50.4558
50.4559

63 64 65 66 67 68
เลขนยัสาํคญั

ฟังก์ชนั X(x)

ฟังก์ชนั Y(y)

ความถี(ธรรมชาติ (Hz)



46 

 

บทที� 5 

การตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรม 

 

เนื(องจากปัญหาที(ศกึษามีความซบัซ้อนจากการมีความหนาเป็นขั 2น ๆ ทําให้ต้องใช้ฟังก์ชนั

การเคลื(อนที(ที(มีจํานวนพจน์มาก เป็นเหตใุห้ไม่สามารถแก้ปัญหาได้โดยง่าย จึงต้องมีการประดิษฐ์

โปรแกรมคอมพิวเตอร์เพื(อช่วยในการคํานวณ เนื 2อหาในบทนี 2เป็นการตรวจสอบโปรแกรม

คอมพิวเตอร์ที(ได้เขียนขึ 2นเพื(อใช้ในการคํานวณคา่ความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือน

ของโครงสร้างแผน่บางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น โดยใช้จํานวนพจน์เริ(มต้นเพียง 1 พจน์   

การตรวจสอบโปรแกรมแบ่งออกเป็น 2 ส่วนคือ โปรแกรมสําหรับชิ 2นงานที(เป็นวัสดุไอโซ

ทรอปิก และโปรแกรมสําหรับชิ 2นงานที(เป็นวสัดคุอมโพสิท สําหรับชิ 2นงานทําจากวสัดไุอโซทรอปิกการ

สอบทวนความถกูต้องทําโดยเปรียบเทียบกบัผลการศกึษาของ Xiang และคณะ [2]  สําหรับปัญหา

ที(มีเงื(อนไขขอบเขตไม่เป็นไปตามการศึกษาของ Xiang การสอบทวนความถูกต้องทําโดย

เปรียบเทียบคา่ความถี(ธรรมชาตแิละรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนกบัผลการศกึษาที(ได้จากระเบียบวิธี

ไฟไนต์เอลิเมนต์ นอกจากนี 2วิทยานิพนธ์นี 2ยังได้ทดลองการสั(นสะเทือนด้วยวิธีการเคาะ (impact 

testing) กับชิ 2นทดสอบจริง แล้วนําค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้จากการทดลองมาเปรียบเทียบกับ

คา่ความถี(ธรรมชาตทีิ(คํานวณได้จากทฤษฎี 

 เนื(องจากยงัไมมี่งานวิจยัในอดีตที(ศกึษาเกี(ยวกบัการสั(นสะเทือนของโครงสร้างคอมโพสิทที(มี

ความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น ๆ โดยตรง การสอบทวนโปรแกรมสําหรับวสัดดุงักล่าวจึงทําโดยการใช้

โปรแกรมที(เขียนขึ 2นสําหรับชิ 2นงานที(มีความหนาหนึ(งขั 2น แก้ปัญหาโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนา

คงที( โดยกําหนดให้แผ่นลามิเมตมีจํานวนชั 2นและการวางตัวของเส้นใยเหมือนกัน ผลที(ได้จาก

โปรแกรมที(ประดิษฐ์ขึ 2นถกูนําไปเปรียบเทียบกบัผลการศกึษาโครงสร้างคอมโพสิทแผ่นบางที(มีความ

หนาคงที( [6] การสอบทวนโปรแกรมอีกส่วนหนึ(งทําได้โดยเปรียบเทียบผลการศกึษาโครงสร้างแผ่น

คอมโพสิทที(มีความหนาเป็นขั 2น ๆ กบัผลที(ได้จากโปรแกรมไฟไนต์เอลิเมนต์ 
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5.1 การสอบทวนความถูกต้องของโครงสร้างแผ่นบางทาํจากวัสดุไอโซทรอปิก 

5.1.1 การตรวจสอบโดยเปรียบเทียบกับการศึกษาของ Xiang และคณะ 

 การศึกษาในหวัข้อนี 2เปรียบเทียบค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้จากการคํานวณโดยใช้โปรแกรม

คอมพิวเตอร์ที(ประดษิฐ์ขึ 2นกบัผลการศกึษาของ Xiang และคณะ โดยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ใช้เป็น

การใช้ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชที(ใช้จํานวนพจน์ของฟังก์ชนัการเคลื(อนที(เพียงพจน์เดียว การศกึษาของ 

Xiang เป็นการวิเคราะห์ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผน่บางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น

ของวสัดไุอโซทรอปิก ผลเฉลยที(ได้เป็นผลเฉลยแมน่ตรงเมื(อเงื(อนไขขอบเขตของชิ 2นงานด้านที(มีความ

หนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นมีการจบัยดึแบบง่าย ชิ 2นงานที(ศกึษาถกูกําหนดให้มีเงื(อนไขขอบเขตเป็น SSSS, 

SCSC และ SFSF คณุสมบตัิของวสัดทีุ(ใช้ศึกษาเป็นดงันี 2  E1=E2= 68.9 GPa v12= 0.33 

1
12

122(1 )
EG

ν
�

�
 และ $ = 2,544.34 kg/m3 มีขนาด a = b = 200 mm และ h1 = 1 mm 

คา่ความถี(ธรรมชาติ 6 โหมดแรกของการสั(นสะเทือนแสดงในรูปพารามิเตอร์ไร้หน่วยซึ(งนิยามตาม

สมการ  

 

2
1

2 1
11

ρhωa
π D

3 �                                                   (5-1) 

 

การเปรียบเทียบค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้จากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชกับผลการศึกษาของ 

Xiang แสดงไว้ในตารางที( 5-1 ถึง ตารางที( 5-3 โดยผลการศกึษาของ Xiang แสดงไว้ในช่อง Xiang 

ส่วนค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้จากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชแสดงในช่อง Kantorovich เปอร์เซ็นต์

ความคลาดเคลื(อนที(แสดงในตารางหาได้จาก 

 

           ความคลาดเคลื(อน (%) 100%kantorovich ref

ref

ω ω
ω

�
� 1                                   (5-2) 

 
เมื(อ kantorovichω  คือความถี(ธรรมชาตทีิ(คํานวณได้จากระเบียบวิธีแคนโทโรวิช 

       refω    คือความถี(ธรรมชาตจิากผลการศกึษาของ Xiang  

ในการศกึษาจะเปลี(ยนแปลงอตัราส่วนของ   h2/h1 ให้มีค่าเท่ากับ 1.5 และ 2 และอตัราส่วนของ 

b1/b มีคา่เทา่กบั 0.3 และ 0.5 สําหรับทกุเงื(อนไขขอบเขตที(ศกึษา  
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นอกจากจะเปรียบเทียบคา่ความถี(ธรรมชาติกับผลการศึกษาของ Xiang แล้ว การศกึษานี 2ยงั

เปรียบเทียบค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้กับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ เพื( อเป็นการสอบทวนความ

ถูกต้องและความคลาดเคลื(อนของโปรแกรมคอมพิวเตอร์กับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์อีกด้วย 

ค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ได้จากการจําลองรูปร่างของชิ 2นงานขึ 2น

มาแล้วใช้โปรแกรมสําเร็จรูปใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการหาคําตอบของปัญหา ขั 2นตอนการ

หาคําตอบโดยละเอียดแสดงในภาคผนวก ข คา่ความถี(ธรรมชาตทีิ(ได้จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์

แสดงในช่อง FEM เปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื(อนที(แสดงใต้ช่อง FEM คือค่าความแตกต่างของ

ค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์กับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที(คํานวณตาม

สมการ 5-2 เมื(อ refω  คือความถี(ธรรมชาตจิากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

จากตารางที( 5-1 และตารางที( 5-2 พบว่าค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้จากการคํานวณด้วย

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมีเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื(อนจากผลการศกึษาของ Xiang น้อยมาก โดยมี

ค่าเฉลี(ยเป็น -0.17 เปอร์เซ็นต์เท่านั 2น ถือได้ว่าโปรแกรมคอมพิวเตอร์สําหรับเงื(อนไขขอบเขตแบบ 

SSSS และ SCSC มีความถูกต้องแม่นยํา สําหรับตารางที( 5-3 พบว่าสําหรับเงื(อนไขขอบเขตแบบ 

SFSF คําตอบที(ได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์จะมีความคลาดเคลื(อนกบัการศกึษาของ Xiang สงูกว่า

การจับยึดสองกรณีแรก คือมีความคลาดเคลื(อนเฉลี(ยเป็น -0.92 เปอร์เซ็นต์ แต่คําตอบที(ได้นี 2

ใกล้เคียงกับระเบียบวิธิไฟไนต์เอลิเมนต์มากกว่าสองกรณีการจับยึดข้างต้น ถือได้ว่าโปรแกรม

คอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2นมีความน่าเชื(อถือและแม่นยําเพราะคําตอบที(ได้จากแต่ละวิธีคํานวณ

แตกต่างกนัที(ทศนิยมตําแหน่งที( 2 สําหรับการเปรียบเทียบค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้จากระเบียบวิธี

แคนโทโรวิชกับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์พบว่า เงื(อนไขขอบเขตการจบัยึดทั 2ง 3 กรณีให้ค่าความ

คลาดเคลื(อนเฉลี(ยใกล้เคยีงกนัคือ 0.28 เปอร์เซ็นต์   

งานวิจยัในอดีตที(ศกึษาเรื(องการลู่เข้าของคําตอบ (convergence study) [11] งานวิจยันี 2ใช้

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชแก้ปัญหาการโก่งงอของโครงสร้างแผ่นบางที(มีการเรียงตวัของเส้นใยเป็นมุม 

30 องศาและมีเงื(อนไขขอบเขตการจบัยดึแบบง่ายทั 2งที(ด้าน โดยกําหนดให้ใช้จํานวนพจน์ของฟังก์ชนั

เริ(มต้น 1 ถึง 8 พจน์ ภาพที( 5.1 แสดงผลการศึกษาในรูปกราฟความสัมพันธ์ระหว่างค่าความถี(

ธรรมชาติและจํานวนพจน์ที(ใช้คํานวณ ซึ(งแสดงให้เห็นว่าเมื(อเพิ(มจํานวนพจน์ที(ใช้ในการคํานวณ

คําตอบจะลูเ่ข้าในลกัษณะที(ผลเฉลยจะคอ่ย ๆ มีคา่ลดลงเรื(อยๆ ซึ(งจะใกล้เคียงกบัผลเฉลยแม่นตรง

มากขึ 2น และเมื(อเพิ(มจํานวนพจน์ที(ใช้คํานวณถึงค่าค่าหนึ(ง ผลเฉลยจะมีค่าคงที(  ซึ(งเป็นผลเฉลยที(

ใกล้เคียงกับผลเฉลยแม่นตรงมากที(สุด ดงันั 2นการเปรียบเทียบว่าระเบียบวิธีใดให้คําตอบที(แม่นยํา

กวา่กนัอาจพิจารณาจากคําตอบที(ได้ โดยระเบียบวิธีใดให้คําตอบที(มีคา่ตํ(ากว่าจะเป็นระเบียบวิธีที(มี
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ความแม่นยํามากกว่า และจากการเปรียบเทียบค่าความถี(ธรรมชาติพบว่าผลเฉลยที(ได้จากการ

คํานวณด้วยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมีค่าน้อยกว่าผลการศึกษาในอดีต ดังนั 2นจึงอาจสรุปได้ว่า

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชให้ผลเฉลยในรูปคา่ความถี(ธรรมชาติที(ใกล้เคียงกบัผลเฉลยแม่นตรงมากกว่า

การศกึษาในอดีต 

 

 
ภาพที( 5.1 กราฟความสมัพนัธ์ระหวา่งคา่ความถี(ธรรมชาตแิละจํานวนพจน์ที(ใช้คํานวณ 
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ตารางที( 5-1 คา่ความถี(ธรรมชาตใินรูปไร้หนว่ย (3)  ของชิ 2นงานที(มีเงื(อนไขขอบเขตเป็น SSSS 

h2/h1 b1/b 
  Mode 

  1 2 3 4 5 6 

1.5 0.3 Kantorovich 2.631 6.530 6.757 10.705 13.432 13.482 

Xiang 2.629 6.538 6.760 10.724 13.432 13.501 

ความคลาดเคลื(อน (%) 0.080 -0.122 -0.049 -0.177 0.000 -0.141 

FEM 2.624 6.514 6.744 10.663 13.405 13.454 

  ความคลาดเคลื(อน (%) 0.255 0.250 0.188 0.394 0.203 0.207 

0.5 Kantorovich 2.441 6.117 6.225 9.867 11.776 11.943 

Xiang 2.447 6.134 6.223 9.858 11.801 11.948 

ความคลาดเคลื(อน (%) -0.269 -0.279 0.033 0.090 -0.216 -0.045 

FEM 2.433 6.102 6.211 9.835 11.750 11.921 

    ความคลาดเคลื(อน (%) 0.338 0.243 0.221 0.321 0.222 0.186 

2 0.3 Kantorovich 3.141 8.071 8.396 13.481 16.430 16.538 

Xiang 3.145 8.089 8.424 13.515 16.511 16.536 

ความคลาดเคลื(อน (%) -0.122 -0.220 -0.328 -0.252 -0.489 0.011 

FEM 3.131 8.038 8.372 13.400 16.364 16.493 

  ความคลาดเคลื(อน (%) 0.316 0.408 0.282 0.601 0.406 0.272 

0.5 Kantorovich 2.882 7.121 7.143 11.261 12.828 13.770 

Xiang 2.902 7.116 7.183 11.254 12.864 13.785 

ความคลาดเคลื(อน (%) -0.675 0.069 -0.555 0.064 -0.278 -0.112 

FEM 2.867 7.103 7.115 11.225 12.785 13.727 

    ความคลาดเคลื(อน (%) 0.515 0.252 0.392 0.322 0.340 0.311 
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ตารางที( 5-2 คา่ความถี(ธรรมชาตใินรูปไร้หนว่ย (3)  ของชิ 2นงานที(มีเงื(อนไขขอบเขตเป็น SCSC 

h2/h1 b1/b 
  Mode 

  1 2 3 4 5 6 

1.5 0.3 Kantorovich 3.798 7.499 9.086 12.756 14.186 17.470 

Xiang 3.794 7.496 9.092 12.776 14.195 17.573 

ความคลาดเคลื(อน (%) 0.107 0.042 -0.072 -0.153 -0.066 -0.585 

FEM 3.793 7.490 9.071 12.722 14.165 17.436 

  ความคลาดเคลื(อน (%) 0.121 0.126 0.167 0.266 0.149 0.197 

0.5 Kantorovich 3.554 6.808 8.722 11.778 12.379 15.616 

Xiang 3.561 6.828 8.720 11.769 12.409 15.621 

ความคลาดเคลื(อน (%) -0.199 -0.281 0.026 0.075 -0.242 -0.031 

FEM 3.549 6.797 8.710 11.754 12.357 15.590 

    ความคลาดเคลื(อน (%) 0.155 0.167 0.136 0.208 0.175 0.169 

2 0.3 Kantorovich 4.451 9.255 11.014 15.948 17.592 21.711 

Xiang 4.450 9.272 11.032 15.992 17.659 21.712 

ความคลาดเคลื(อน (%) 0.009 -0.181 -0.161 -0.277 -0.382 -0.002 

FEM 4.444 9.237 11.001 15.871 17.540 21.647 

  ความคลาดเคลื(อน (%) 0.167 0.197 0.118 0.487 0.298 0.294 

0.5 Kantorovich 4.150 8.038 9.910 13.286 13.785 18.032 

Xiang 4.171 8.087 9.905 13.276 13.835 18.045 

ความคลาดเคลื(อน (%) -0.512 -0.603 0.049 0.078 -0.364 -0.072 

FEM 4.138 8.011 9.894 13.258 13.742 17.980 

    ความคลาดเคลื(อน (%) 0.288 0.339 0.162 0.213 0.310 0.291 
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ตารางที( 5-3 คา่ความถี(ธรรมชาตใินรูปไร้หนว่ย (3)  ของชิ 2นงานที(มีเงื(อนไขขอบเขตเป็น SFSF 

  Mode 

h2/h1 b1/b   1 2 3 4 5 6 

1.5 0.3 Kantorovich 1.317 2.227 4.931 4.981 6.454 9.411 

Xiang 1.329 2.261 4.978 5.012 6.495 9.470 

ความคลาดเคลื(อน (%) -0.873 -1.538 -0.954 -0.627 -0.643 -0.622 

FEM 1.316 2.217 4.922 4.963 6.439 9.374 

  ความคลาดเคลื(อน (%) 0.038 0.470 0.186 0.363 0.240 0.399 

0.5 Kantorovich 1.215 2.037 4.429 4.471 6.176 8.776 

Xiang 1.226 2.062 4.470 4.505 6.207 8.858 

ความคลาดเคลื(อน (%) -0.867 -1.245 -0.923 -0.747 -0.493 -0.932 

FEM 1.215 2.029 4.410 4.465 6.166 8.737 

    ความคลาดเคลื(อน (%) 0.037 0.392 0.428 0.138 0.164 0.448 

2 0.3 Kantorovich 1.707 2.887 5.721 5.887 8.300 11.017 

Xiang 1.725 2.930 5.801 5.924 8.337 11.133 

ความคลาดเคลื(อน (%) -1.075 -1.503 -1.385 -0.631 -0.449 -1.053 

FEM 1.705 2.868 5.699 5.862 8.280 10.976 

  ความคลาดเคลื(อน (%) 0.145 0.656 0.393 0.424 0.239 0.373 

0.5 Kantorovich 1.474 2.421 4.732 5.114 7.671 9.724 

Xiang 1.493 2.444 4.777 5.176 7.711 9.783 

ความคลาดเคลื(อน (%) -1.292 -0.948 -0.940 -1.197 -0.521 -0.599 

FEM 1.471 2.412 4.721 5.080 7.658 9.706 

    ความคลาดเคลื(อน (%) 0.200 0.361 0.232 0.664 0.173 0.184 
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5.1.2 การตรวจสอบโดยเปรียบเทียบกับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

เนื(องจากงานวิจัยของ Xiang มีข้อจํากัดของเงื(อนไขขอบเขตค่อนข้างมาก กล่าวคือ

โครงสร้างด้านที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นจะต้องมีเงื(อนไขขอบเขตแบบง่ายทั 2งสองด้าน ดงันั 2น

สําหรับโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นที( มีเขื(อนไขขอบเขตการจบัยึดไม่ตรงตาม

เงื(อนไขข้างต้น จะนําคา่ความถี(ธรรมชาติที(ได้จากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมาเปรียบเทียบกบัระเบียบ

วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์  ซึ(งการเปรียบเทียบคา่ความถี(ธรรมชาติจากโปรแกรมคอมพิวเตอร์กบัระเบียบวิธี

ไฟไนต์เอลิเมนต์และงานวิจยัในอดีตในหวัข้อที( 5.1.1 ทําให้มั(นใจว่าระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที(

นํามาใช้แก้ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างไอโซทรอปิกบางนั 2นมีความนา่เชื(อถือเพียงพอตอ่การ

นํามาใช้อ้างอิงคําตอบได้ 

การศึกษาในส่วนนี 2กําหนดให้ชิ 2นงานมีคณุสมบตัิดงันี 2   E1=E2= 68.9 GPa v12= 0.33 

1
12

122(1 )
EG

ν
�

�
 ,  $ = 2,544.34 kg/m3, b = 200 mm,  h1 = 2 mm อตัราส่วน a/b มีคา่เท่ากบั 1 

และ 1.5 อตัราสว่น b1/b มีคา่เท่ากบั 0.5 และ 0.75  และอตัราส่วน h2/h1 มีคา่เท่ากบั 0.5 และ 0.75 

คา่ความถี(ธรรมชาติ 6 โหมดแรกของการสั(นสะเทือนที(ได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์แสดงไว้ในช่อง 

Kantorovich ของตารางที( 5-4 ถึงตารางที( 5-7 โดยแต่ละตารางแสดงเงื(อนไขขอบเขตที(แตกตา่งกัน 

คือ เงื(อนไขขอบเขตแบบ CCCC, CFCF, CCSC และ CCSF ตามลําดบั  คา่ความถี(ธรรมชาติที(ได้

จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แสดงไว้ในช่อง FEM เปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื(อนสามารถคํานวณ

ได้จากสมการ 5-2 โดย refω  คือคา่ความถี(ธรรมชาตจิากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

 จากการเปรียบเทียบพบว่าค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์

ขึ 2นกบัผลจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ตามตารางที( 5-4 ถึงตารางที( 5-7 พบว่าความถี(ธรรมชาติที(

คํานวณได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์มีค่าใกล้เคียงกับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ โดยมีความ

คลาดเคลื(อนเฉลี(ยประมาณ 0.4 เปอร์เซ็นต์ แสดงว่าการแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนด้วยระเบียบวิธี

แคนโทโรวิชนี 2สามารถใช้แก้ปัญหาได้ทกุเงื(อนไขขอบเขตและให้ผลเฉลยที(ถกูต้องแม่นยํา นอกจากนี 2

ข้อได้เปรียบของระเบียบวิธีแคนโทโรวิชคือ สามารถวิเคราะห์พฤติกรรมการสั(นสะเทือนของชิ 2นงาน 

เมื(อด้านที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นมีเงื(อนไขขอบเขตไม่เหมือนกนัได้ ไม่จําเป็นต้องเป็นการจบั

ยดึแบบง่ายตามวิธีการในการศกึษาของ Xiang 

นอกจากการเปรียบเทียบค่าความถี(ธรรมชาติแล้ว การศึกษานี 2ยงัได้พิจารณารูปร่างโหมด

การสั(นสะเทือน 6 โหมดแรกของโครงสร้างที(มีเงื(อนไขขอบเขตแบบยึดแน่นทั 2งสี(ด้านของชิ 2นงานที(มี

คณุสมบตัิของวัสดขุ้างต้น อัตราส่วน a/b มีค่าเท่ากับ 1 อตัราส่วน b1/b มีค่าเท่ากับ 0.5 และ
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อตัราสว่น h2/h1 มีคา่เท่ากบั 0.5 ตารางที( 5-8 แสดงรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที(ได้จากระเบียบวิธี

ไฟไนต์เอลิเมนต์และระเบียบวิธีแคนโทโรวิช รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที(ได้จากโปรแกรม

คอมพิวเตอร์ถูกพล็อตแบบพื 2นที(ผิวและแบบคอนทัวร์เพื(อแสดงให้เห็นถึงการเคลื(อนที(นอกแนว

ระนาบในแบบ 3 มิต ิและ 2 มิตติามลําดบั จากการเปรียบเทียบรูปร่างการโหมดการสั(นสะเทือนที(ได้

จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์และระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ตามตารางที( 5-8 พบว่ารูปร่างการ

สั(นสะเทือนมีลกัษณะคล้ายกนั  
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ตารางที( 5-8 รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนของโครงสร้างไอโซทรอปิกที(มีการจบัยดึแบบ CCCC  

โหมดการ

สั(นสะเทือน 
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

โปรแกรมคอมพิวเตอร์ 

การพล็อตแบบคอนทวัร์  การพล็อตแบบพื 2นผิว 
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2 
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5.1.3 การสอบเทียบกับผลการทดลอง 

จากที(กล่าวมาข้างต้นแล้วว่า นอกจากการใช้วิธีวิเคราะห์หาคา่ความถี(ธรรมชาติและรูปร่าง

โหมดการสั(นสะเทือนแล้ว การทดสอบการสั(นสะเทือนด้วยวิธีการเคาะก็เป็นอีกทางหนึ(งในการหา

ค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบาง การศึกษาการ

สั(นสะเทือนด้วยวิธีทดลองหรือ Modal Analysis คือการศึกษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของ

โครงสร้าง ได้แก่ คา่ความถี(ธรรมชาติของการสั(นสะเทือน ค่าความหน่วงของระบบ และรูปร่างของ

การสั(นสะเทือนที(โหมดการสั(นสะเทือนต่าง ๆ ด้วยวิธีการทดลอง การทดลองเพื(อหาค่าความถี(

ธรรมชาติของโครงสร้างแผ่นบางในงานวิจัยนี 2ทําโดยใช้ เครื( องวิ เคราะห์สัญญาณพลวัต 

(oscilloscope) รับสญัญาณกระตุ้นจากค้อนเคาะสญัญาณ (impact hammer) และรับสญัญาณ

การสั(นสะเทือนจากตวัวดัสญัญาณความเร่ง (accelerometer) แล้วสร้างฟังก์ชนัการตอบสนองของ

ความถี( (Frequency response function, FRF) จากการแปลงรูปของฟูเรียร์ (Fourier transform) 

เพื(อเปลี(ยนข้อมูลบนโดเมนเวลาเป็นข้อมลูบนโดเมนความถี( เนื(องจากการวิเคราะห์การสั(นสะเทือน

บนโดเมนความถี(มีความสะดวกและง่ายกว่าบนโดเมนเวลามาก ชุดทดสอบการสั(นสะเทือนของ

งานวิจัยนี 2เป็นชุดทดลองเดียวกับชุดทดลองจากงานวิจัยเรื(องการออกแบบอุปกรณ์จับยึดของชุด

ทดสอบการสั(นสะเทือนให้เป็นไปตามเงื(อนไขขอบเขตที(กําหนด [25] ซึ(งได้ออกแบบ สร้าง และสอบ

ทวนความถกูต้องของชดุทดลองไว้เรียบร้อยแล้ว  

ภาพที( 5.2 (a) แสดงชดุทดลอง เครื(องมือและอปุกรณ์การวดัทั 2งหมดขณะทําการทดลองการ

สั(นสะเทือนด้วยวิธีการเคาะ แผ่นทดลองถูกจบัยึดด้วยอุปกรณ์จับยึดตามเงื(อนไขขอบเขตที(ศึกษา 

โดยชิ 2นงานทดสอบและอปุกรณ์วดัสญัญาณตา่ง ๆ แสดงในภาพที( 5.2 (b) อปุกรณ์จบัยึดชิ 2นงานจะ

ตดิอยูก่บัชิ 2นสว่นโครงสร้างที(ยดึแนน่บนแผน่รองกําหนดตําแหน่ง อปุกรณ์วดัและอปุกรณ์การทดลอง

ประกอบด้วย ตวัวดัสญัญาณความเร่ง อุปกรณ์กําเนิดกําลงัไฟฟ้า ค้อนเคาะสญัญาณ และเครื(อง

วิเคราะห์สัญญาณพลวัต อุปกรณ์จับยึดสําหรับเงื(อนไขการจับยึดแบบง่ายจะมีลักษณะคล้ายมีด

ปลายแหลม แรงบิดที(ใช้ขนัสกรูเพื(อให้อปุกรณ์จบัยึดกดชิ 2นงานจะต้องมีคา่น้อยที(สดุ เพื(อให้ชิ 2นงาน

ไมมี่การเคลื(อนที(นอกแนวระนาบ (แกน z) แตส่ามารถหมนุรอบแนวการจบัยึด อปุกรณ์จบัยึดสําหรับ

เงื(อนไขการจับยึดแบบยึดแน่นมีลักษณะเป็นแผ่นเรียบตรงและให้แรงบิดกดอุปกรณ์จับยึดมีค่า

มากกว่า 3 N-m เพื(อให้ชิ 2นงานไม่มีการเคลื(อนที(นอกแนวระนาบ (แกน z) และไม่หมนุรอบแนวการ

จับยึด การติดตั 2งอุปกรณ์จับยึดต้องวางอุปกรณ์จับยึดบนชิ 2นงานโดยชิ 2นงานจะต้องไม่ดดัหรืองอ 

ภาพที( 5.3 แสดงตัวอย่างการติดตั 2งอุปกรณ์จับยึดแบบง่ายที(ใช้ในการทดลอง กับโครงสร้างยึด

อปุกรณ์จบัยดึ 
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(a) 

 

(b) 

ภาพที( 5.2 ชดุทดสอบและอปุกรณ์การทดลองการสั(นสะเทือนด้วยวิธีการเคาะ    
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ภาพที( 5.3 อปุกรณ์จบัยึดที(ใช้ในชดุทดลอง 

ชิ 2นทดสอบที(เลือกมาเป็นตวัอย่างในการทดลองทําจากสเตนเลส 304 โดยชิ 2นงานชิ 2นที( 1 มี

ขนาดและคณุสมบตัิของวสัดดุงันี 2 E1=E2= 193 GPa, v12= 0.27, 1
12

122(1 )
EG

ν
�

�
, $ = 7,860 

kg/m3 ขนาดตา่ง ๆ ของชิ 2นงานทดสอบเป็นดงันี 2 a = 300 mm, b = 200 mm,  h1 = 1.5 mm, h2 = 3 

mm, อตัราสว่น b1/b มีคา่เท่ากบั 0.5 สําหรับชิ 2นงานชิ 2นที( 2 มีคณุสมบตัิของวสัดเุหมือนชิ 2นงานชิ 2นที( 

1 ทกุประการ สิ(งที(แตกตา่งคืออตัราส่วน b1/b มีคา่เท่ากบั 0.625 คา่ความถี(ธรรมชาติ 5 โหมดแรกที(

ได้จากการทดลองของชิ 2นงานที( 1 แสดงในตารางที( 5-9 โดยเปลี(ยนเงื(อนไขขอบเขต 3 แบบ คือ 

SSSS, SCSF และ CFCF ดงัแสดงในช่องเงื(อนไขขอบเขต ค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้จากการทดลอง

แสดงในชอ่งผลการทดลอง สําหรับชอ่ง Kantorovich แสดงคา่ความถี(ธรรมชาติที(ได้จากการคํานวณ

ด้วยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ ช่องความคลาดเคลื(อนแสดงความคลาดเคลื(อนระหว่างค่าความถี(

ธรรมชาติที(ได้จากการทดลองกับค่าที(ได้จากโปรแกรม ซึ(งคํานวณจากสมการ 5-2 โดยให้ refω  คือ

คา่ความถี(ธรรมชาตทีิ(ได้จากการทดลอง 

แรงดลซึ(งเป็นตัวสร้างสัญญาณสําหรับกระตุ้ นชิ 2นงานถูกควบคุมโดยค่าสเปกตรัมของ

สญัญาณ การทดลองจะควบคมุให้แตล่ะครั 2งของการเคาะมีนํ 2าหนกัใกล้เคียงกนั สญัญาณสเปกตรัม

นี 2จะต้องมีขนาดของสญัญาณลดลงเมื(อความถี(เพิ(มขึ 2นและไมส่ั(นเป็นคลื(น 

เพื(อให้ได้ผลการทดลองที(ถกูต้องและเชื(อถือได้จะอาศยัการทดลองซํ 2า โดยใช้ตวัวดัสญัญาณ

ความเร่งติดบนชิ 2นงานที(ตําแหน่งต่างกันอย่างน้อย 2 ตําแหน่งเพื(อให้สามารถเห็นโหมดการ

สั(นสะเทือนชัดเจนครบทุกโหมดที(ต้องการ แต่ละตําแหน่งที(ติดตวัวดัสญัญาณความเร่งจะใช้ค้อน
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เคาะสัญญาณเคาะกระตุ้นที(ตําแหน่งต่างๆ ของโครงสร้างแผ่นบางอย่างน้อย 4 ตําแหน่ง แต่ละ

ตําแหนง่เคาะซํ 2าตําแหนง่เดมิ 1-3 ครั 2ง ซึ(งจะตั 2งคา่ให้เครื(องวิเคราะห์สญัญาณพลวตัคํานวณคา่เฉลี(ย

แล้วบนัทึกผลการทดลองเป็นค่าความถี(ธรรมชาติเพียงค่าเดียว ดงันั 2นแต่ละเงื(อนไขขอบเขตแบบ

ตา่งๆ จะได้คา่ความถี(ธรรมชาติของโหมดหนึ(ง ๆ อย่างน้อย 4 คา่ ในการเฉลี(ยคา่ความถี(ธรรมชาติที(

ถกูต้องพิจารณาจากคา่ความถี(ธรรมชาติที(ได้อย่างน้อย 4 คา่นี 2 หากคา่ที(ได้มีคา่เท่ากนัอย่างน้อย 3 

คา่จาก 4 คา่ จะถือวา่คา่ความถี(ธรรมชาตทีิ(ได้คือผลการทดลองของโหมดนั 2น ๆ แตห่ากมีคา่ที(เท่ากนั

น้อยกวา่ 3 คา่ จะทําการทดลองเพิ(มเตมิเพื(อให้ได้ผลการทดลองที(เชื(อถือได้ 

นอกจากการทดลองจะให้ค่าความถี(ธรรมชาติแล้วยังสามารถแสดงรูปร่างโหมดการ

สั(นสะเทือนแต่ละค่าความถี(ธรรมชาติได้อีกด้วย รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนพิจารณาได้จาก

เครื(องหมายบวก/ลบของจํานวนจินตภาพของกราฟแสดงความสมัพนัธ์ระหว่าง FRF และความถี( ใน

การทดลองจะใช้ค้อนเคาะสญัญาณสร้างแรงกระตุ้นแบบแรงดล (impact input) ที(ตําแหน่งเดิมของ

ชิ 2นงานแล้วเปลี(ยนตําแหน่งตวัวดัสญัญาณความเร่งไปตามจดุวัด (node) บนชิ 2นงาน จดุวดัทั 2งหมด 

7 จุดบนชิ 2นงานถูกเลือกเพื(อให้ครอบคลุมรูปแบบการเคลื(อนที(ทุกโหมดการสั(นสะเทือนที(ต้องการ

ศกึษา โดยจะหลีกเลี(ยงตําแหน่งที(มีการเคลื(อนที(ของการสั(นสะเทือนเท่ากบัศนูย์ (แนว nodal line)  

คา่บวกและลบของส่วนจินตภาพของ FRF ที(ตําแหน่งคา่ความถี(ธรรมชาตินั 2นแสดงระยะกระจดัของ

ชิ 2นงานจากตําแหนง่อ้างอิง 

กราฟที(ได้จากเครื(องวิเคราะห์สญัญาณพลวตัสามารถบนัทึกเก็บไว้ เพื(อเรียกมาดใูนภายหลงั

หรือนํามาวิเคราะห์เพิ(มเตมิได้ ตวัอย่างกราฟจากการทดลองแสดงในภาพที( 5.4 โดย ภาพ (a) แสดง

ความสมัพนัธ์ระหว่างเฟสการสั(นของ FRF และความถี( ภาพ (b) แสดงกราฟแสดงความสมัพนัธ์

ระหว่างขนาดแอมปลิจูดการสั(นของ FRF และความถี( จุดยอด (peak) ของกราฟนี 2คือค่าความถี(

ธรรมชาติเรียงตามลําดบัจากโหมดตํ(าไปโหมดสงู ภาพ (c) กราฟแสดงความสมัพนัธ์ระหว่างส่วน    

จินตภาพการสั(นของ FRF และความถี( จดุยอดที(ตําแหนง่ความถี(ธรรมชาติสามารถนําไปวิเคราะห์หา

รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนได้ และภาพ (d) แสดงความสมัพนัธ์ระหว่างขนาดของแรงกระตุ้นของ

ค้อนเคาะสญัญาณและความถี(เพื(อควบคมุคณุภาพของแรงกระตุ้นจากค้อนเคาะสญัญาณ     
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

ภาพที( 5.4 กราฟที(อา่นได้จากเครื(องวิเคราะห์สญัญาณพลวตั 
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ตารางที( 5-9 ความถี(ธรรมชาตใินหนว่ยเฮิร์ตจากการทดลองของชิ 2นงานชิ 2นที( 1  

เงื(อนไขขอบเขต 
mode 

1 2 3 4 5 

SSSS 

Kantorovich 172.84 361.27 561.41 630.60 708.73 

ผลการทดลอง 166.2 336.75 564.5 624.5 720.25 

ความคลาดเคลื(อน (%) 4.00 7.28 -0.55 0.98 -1.60 

SCSF 

Kantorovich 99.40 306.93 323.48 560.40 640.70 

ผลการทดลอง 93.5 306.25 319.5 506 616.67 

ความคลาดเคลื(อน (%) 6.31 0.22 1.25 10.75 3.90 

CFCF 

Kantorovich 128.55 195.97 301.65 378.14 480.08 

ผลการทดลอง 135.33 189 314.75 387.25 467.5 

ความคลาดเคลื(อน (%) -5.01 3.69 -4.16 -2.35 2.69 

 

 จากตารางที( 5-9 พบว่า คา่ความถี(ธรรมชาติที(ได้จากการทดลองมีคา่คลาดเคลื(อนจากคา่ที(

ได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์เฉลี(ยประมาณ 3.13 เปอร์เซ็นต์ ยกเว้นคา่ความถี(ธรรมชาติของโหมดที( 

4 ของชิ 2นงานทดสอบที(มีเงื(อนไขขอบเขตแบบ SCSF ซึ(งมีความคลาดเคลื(อนเฉลี(ยสูงถึง 10.75 

เปอร์เซ็นต์ ความคลาดเคลื(อนของความถี(ธรรมชาติมีคา่สงูน่าจะเกิดเนื(องจากความไม่เป็นอุดมคติ

ของอปุกรณ์จบัยดึชิ 2นงานที(ใช้ในชดุทดสอบการสั(นสะเทือน นํ 2าหนกัของเครื(องวดัสญัญาณความเร่ง 

และความคลาดเคลื(อนในการเก็บคา่ของเครื(องวิเคราะห์สญัญาณพลวตัร 

 ตารางที( 5-10 เปรียบเทียบรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือน 5 โหมดแรก ของชิ 2นงานที( 1 และ

ชิ 2นงานที( 2 โดยเปรียบเทียบรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที(ได้จากการทดลองกับรูปร่างโหมดการ

สั(นสะเทือนจากโปรแกรมคอมพิวเตอร์ โดยมีเงื(อนไขการจบัยึดแบบ SSSS เหมือนกนัทั 2ง 2 ชิ 2นงาน 

ตวัเลขในวงเล็บคือคา่ความถี(ธรรมชาตใินหนว่ยเฮิร์ต  
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ตารางที( 5-10 เปรียบเทียบรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนจากการทดลองของชิ 2นงานที( 1 และชิ 2นงานที( 2  

โหมด 

ชิ 2นงานที( 1 ชิ 2นงานที( 2  

ผลการทดลอง 
ผลจากโปรแกรม

คอมพิวเตอร์ 
ผลการทดลอง 

ผลจากโปรแกรม

คอมพิวเตอร์ 

1 

 

(166.2) (172.84) 

 

(148.38) (168.58) 

2 

 (336.75) 
 

(361.27)  (289.88) 
 

(335.26) 

3 

 (564.5) (561.41)  (451.13) (475.18) 

4 

 (624.5) 
 

(630.6)  (557.17) 
 

(560.34) 

5 

 (720.25) 
 

(708.73)  (615.33) (629.75) 

  

� � 
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ในตารางที( 5-10 ตําแหน่งของสญัลกัษณ์บวก/ลบที(แสดงบนชิ 2นงานในช่องผลการทดลอง

แสดงคือตําแหน่งที(ติดตวัวดัสญัญาณความเร่ง สญัลกัษณ์เครื(องหมายบวกและลบคือเครื(องหมาย

หน้าจํานวนจินตภาพจากกราฟแสดงความสมัพนัธ์ระหว่าง FRF และความถี( เครื(องหมายบวกหรือ

ลบเหมือนกนัแสดงว่าการเคลื(อนที(ในแนวนอกระนาบของชิ 2นทดสอบที(ตําแหน่งทั 2งสองมีทิศเดียวกนั 

ตําแหน่งที(แสดงด้วยสัญลักษณ์วงกลมคือตําแหน่งที(ไม่สามารถอ่านผลการทดลองได้ เนื(องจาก

ตําแหน่งที(ติดตวัวดัสญัญาณความเร่งมีการสั(นสะเทือนน้อย เมื(อเปรียบเทียบผลการทดลองกับผล

จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์พบวา่รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที(ได้จากการทดลองสอดคล้องกบัรูปร่าง

ที(ได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์ทกุโหมดการสั(นสะเทือนที(ศกึษา รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที(ได้จาก

โปรแกรมคอมพิวเตอร์สามารถแสดงลกัษณะการสั(นสะเทือนได้ละเอียดกว่ารูปร่างโหมดที(ได้จากการ

ทดลอง รูปร่างโหมดที(ได้จากการทดลองโดยวิธีการเคาะเป็นเพียงแนวโน้มเท่านั 2นและยากต่อการ

แปลความหมายจากข้อมลู หากต้องการลกัษณะการสั(นสะเทือนที(ละเอียดขึ 2นจะต้องใช้เวลาในการ

ทดลองมากขึ 2นหรือใช้เทคโนโลยีในการทดลองแบบอื(น  

 

5.2 การสอบทวนความถูกต้องของโครงสร้างแผ่นบางทาํจากวัสดุคอมโพสิท 

 การตรวจสอบโปรแกรมในส่วนแรกพบว่าโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2นสามารถหา

คา่ความถี(ธรรมชาติของโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นที(ทําจากวสัดไุอโซทรอปิก

ได้อย่างแม่นยําเมื(อเปรียบเทียบกบัผลการศกึษาในอดีตและระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ หวัข้อนี 2จะ

นําโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2นมาประยุกต์ใช้กบัปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่น

บางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นที(ทําจากวสัดคุอมโพสิท  การสอบทวนความถกูต้องของโปรแกรม

ทําโดยนําผลเฉลยที(ได้จากโปรแกรมเปรียบเทียบกบัผลการศกึษาของ Chen และคณะ [6] และผล

เฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

5.2.1 การตรวจสอบโดยเปรียบเทียบกับผลการศึกษาของ Chen และคณะ [6] 

เนื(องจากในปัจจบุนัยงัไมมี่งานวิจยัที(ศกึษาปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางรูป

สี(เหลี(ยมมมุฉากที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นที(ทําจากวสัดคุอมโพสิท ดงันั 2นการศกึษาในหวัข้อนี 2จึง

นําโปรแกรมที(ประดิษฐ์ขึ 2นสําหรับแก้ปัญหาโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นมา

แก้ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเท่ากันตลอดทั 2งแผ่น ค่าความถี(

ธรรมชาตทีิ(ได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์ถกูนําไปเปรียบเทียบกบัคา่ความถี(ธรรมชาติที(ได้จากศกึษา

ของ Chen และคณะ ซึ(งใช้ระเบียบวิธี Element free Galerkin Method ซึ(งเป็นระเบียบวิธีเชิงตวัเลข
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ระเบียบวิธีหนึ(งที(ใช้แก้ปัญหาการสั(นสะเทือน การสอบทวนในส่วนนี 2ใช้แผ่นคอมโพสิทที(มีคณุสมบตัิ

ของวสัดดุงันี 2  

                                        E1/E2 = 2.45     G12/E2 = 0.48    v12= 0.27 

                            $ = 8,000 kg/m3     a=b= 10 m     h = 0.06 m  

คา่ความถี(ธรรมชาตขิองการศกึษาในสว่นนี 2แสดงในรูปพารามิเตอร์ไร้หนว่ย ซึ(งนิยามจาก 

2 4
1/2

0

( )h a
D

$ '4 �   โดยที( 
	 


3
1

0
12 2112 1-

E hD �
0 0

                             (5-3) 

ผลการเปรียบเทียบแสดงในตารางที( 5-11 คา่ความถี(ธรรมชาติ 8 โหมดแรกของการสั(นสะเทือนในรูป

พารามิเตอร์ไร้หน่วยที(คํานวณจากโปรแกรมคอมพิวเตอร์แสดงในช่อง Kantorovich ผลการศึกษา

ของ Chen แสดงในช่อง Chen ช่องความคลาดเคลื(อนแสดงเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื(อนของคา่ใน

ช่อง Kantorovich กบัคา่ในช่อง Chen คํานวณตามสมการที( 5-2 โดย refω คือความถี(ธรรมชาติจาก

ผลการศึกษาของ Chen กําหนดให้ชิ 2นงานที(ศึกษามีลําดับการวางตัวของเส้นใยคือ [0]3 และ 

[0/90/0] ภายใต้เงื(อนไขขอบเขต 4 แบบ คือ SSSS, CCCC, SCSC และ SSCC 

 จากตารางที( 5-11 พบว่าค่าความถี(ธรรมชาติที(คํานวณได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์มีค่า

น้อยกว่าผลการศึกษาที( นํามาเปรียบเทียบเกือบทุกโหมดการสั(นสะเทือน ยกเว้นโหมดการ

สั(นสะเทือนที( 5 ของชิ 2นงานที(มีเงื(อนไขขอบเขตแบบ SSSS ที(มีการเรียงตวัของเส้นใยแบบ [0/90/0] 

และชิ 2นงานที(มีเงื(อนไขขอบเขตแบบ SSCC ที(มีการเรียงตวัของเส้นใยแบบ [0]3 คา่ความถี(ธรรมชาติที(

น้อยกว่าเมื(อเปรียบเทียบกับผลการศึกษาของ Chen แสดงว่าคําตอบที(ได้จากระเบียบวิธีที(ใช้ใน

วิทยานิพนธ์นี 2มีค่าลู่เข้าสู่คา่ผลเฉลยแม่นตรงมากกว่า [11] ความคลาดเคลื(อนกรณีเงื(อนไขการจบั

ยึดแบบ SSSS มีความคลาดเคลื(อนน้อยที(สุดคือมีความคลาดเคลื(อนเฉลี(ยประมาณ -0.35 

เปอร์เซ็นต์ ในขณะที(เงื(อนไขขอบเขตแบบ SSCC และ CCCC มีความคลาดเคลื(อนสูงขึ 2น โดยที(

เงื(อนไขขอบเขตแบบ SCSC มีความคลาดเคลื(อนสงูที(สดุ คือประมาณ -1.21 เปอร์เซ็นต์ นอกจากนี 2

ผลการศกึษาสว่นนี 2ยงัแสดงให้เห็นวา่โปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2นสามารถใช้วิเคราะห์ปัญหา

แผ่นลามิเนตแบบสมมาตรที(มีการเรียงตวัของเส้นใยแบบ cross-ply ได้ โดยชิ 2นงานที(มีการเรียงตวั

ของเส้นใยแบบ [0]3 และ [0/90/0] มีค่าความคลาดเคลื(อนใกล้เคียงกัน จึงอาจสรุปได้ว่าความ

แมน่ยําของระเบียบวิธีแคนโทโรวิชไมข่ึ 2นกบัการวางตวัของเส้นใยไฟเบอร์ 
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ตารางที( 5-11 ความถี(ธรรมชาติในรูปไร้หน่วย (4) จากผลการศึกษาของ Chen กับโปรแกรม

คอมพิวเตอร์ที(ประดษิฐ์ขึ 2น  

การเรียงตวัของเส้นใย [0]3 [0/90/0] 

เงื(อนไข

ขอบเขต 
โหมด Kantorovich Chen 

ความคลาด

เคลื(อน (%) 
Kantorovich Chen 

ความคลาด

เคลื(อน (%) 

SSSS 

1 15.17 15.18 -0.07 15.17 15.18 -0.07 

2 33.25 33.34 -0.27 33.73 33.82 -0.27 

3 44.39 44.51 -0.27 44.02 44.14 -0.27 

4 60.68 60.79 -0.18 60.68 60.79 -0.18 

5 64.46 64.8 -0.52 65.77 66.12 -0.53 

6 90.15 90.39 -0.27 90.91 91.16 -0.27 

7 93.63 94.23 -0.64 92.71 93.31 -0.64 

8 108.46 109.4 -0.86 110.94 108.8 1.97 

CCCC 

1 29.09 29.27 -0.61 29.09 29.27 -0.61 

2 50.78 51.21 -0.84 51.49 51.93 -0.85 

3 67.26 67.94 -1.00 66.73 67.4 -0.99 

4 85.60 86.25 -0.75 85.60 86.25 -0.75 

5 87.07 87.97 -1.02 88.83 89.76 -1.04 

6 118.42 119.3 -0.74 119.42 120.3 -0.73 

7 126.11 127.6 -1.17 124.89 126.4 -1.19 

8 136.77 138.5 -1.25 139.89 141.6 -1.21 
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ตารางที( 5-11 (ตอ่) ความถี(ธรรมชาติในรูปไร้หน่วย (4) จากผลการศึกษาของ Chen กับโปรแกรม

คอมพิวเตอร์ที(ประดษิฐ์ขึ 2น   

การเรียงตวัของเส้นใย [0]3 [0/90/0] 

เงื(อนไข

ขอบเขต 
โหมด Kantorovich Chen 

ความคลาด

เคลื(อน (%) 
Kantorovich Chen 

ความคลาด

เคลื(อน (%) 

SCSC 

1 20.40 20.55 -0.73 20.62 20.77 -0.72 

2 45.63 46.41 -1.68 46.51 46.92 -0.87 

3 46.99 47.18 -0.40 46.75 47.32 -1.20 

4 69.41 70.52 -1.57 69.78 70.9 -1.58 

5 83.63 85.02 -1.63 85.52 86.92 -1.61 

6 95.24 96.06 -0.85 94.40 95.22 -0.86 

7 106.00 107.5 -1.40 107.34 108.8 -1.34 

8 115.03 116.7 -1.43 114.66 116.3 -1.41 

SSCC 

1 21.40 21.62 -1.02 21.40 21.62 -1.02 

2 41.42 41.64 -0.53 42.01 42.24 -0.54 

3 55.17 55.66 -0.88 54.73 55.21 -0.87 

4 72.47 72.81 -0.47 72.47 72.82 -0.48 

5 75.26 75.92 -0.87 76.79 77.47 -0.88 

6 103.65 104.3 -0.62 104.53 105.2 -0.64 

7 109.23 110.5 -1.15 108.17 109.4 -1.12 

8 125.18 123.7 1.20 124.45 125.4 -0.76 

 

5.2.2 การตรวจสอบโดยเปรียบเทียบกับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

จากการศกึษาข้างต้นพบวา่สามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2นไปแก้ปัญหาการ

สั(นสะเทือนของชิ 2นงานคอมโพสิทที(มีความหนาเท่ากนัได้ผลเฉลยที(ถกูต้องแม่นยําแล้ว หวัข้อนี 2จะนํา

โปรแกรมไปศึกษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นคอมโพสิทบางที(มีความหนา

เปลี(ยนไปเป็นขั 2น การยืนยันความถูกต้องทําได้โดยเปรียบเทียบค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้จาก
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โปรแกรมคอมพิวเตอร์กับค่าที(ได้จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ วสัดคุอมโพสิทที(นํามาศึกษาคือ 

กราไฟต์-อีพอกซี( T300/5208 ซึ(งมีคณุสมบตัติามเอกสารอ้างอิง [24] คือ  

                              E1 = 131 GPa     E2 = 10.8 GPa      v12 = 0.24   

                           G12 = 5.65 GPa     $ = 1,540 kg/m3     t = 0.127 mm 

ตารางที( 5-12 แสดงผลการเปรียบเทียบระหวา่งคา่ความถี(ธรรมชาติ 5 โหมดแรกของการสั(นสะเทือน 

ค่าความถี(ธรรมชาติที(คํานวณได้จากโปรแกรมที(ประดิษฐ์ขึ 2นแสดงในช่อง Kantorovich ค่าความถี(

ธรรมชาติที( ได้จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แสดงในช่อง FEM  และคิดเปอร์เซ็นต์ความ

คลาดเคลื(อนตามสมการที( 5-2 โดย refω คือความถี(ธรรมชาติจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ แล้ว

แสดงในช่องความคลาดเคลื(อน กําหนดการวางตวัของเส้นใยในช่วงระหว่าง  0 ถึง b1 คือ [0/90]s 

และการวางตวัของเส้นใยในช่วงระหว่าง b1 ถึง b คือ [0/90]2s ดงัภาพที( 5.5 ความยาวด้าน b มีค่า

เทา่กบั 300 mm อตัราส่วน b1/b มีคา่ 0.5 อตัราส่วนความยาวด้าน a/b มีคา่เท่ากบั 0.5, 1 และ 1.5 

โครงสร้างมีการจบัยึดด้วยเงื(อนไขขอบเขตทั 2งหมด 4 แบบ คือ SSSS, CCCC, SCSF และ SSCC 

ตามลําดบั จากตารางที( 5-12 พบว่าคา่ความถี(ธรรมชาติมีความคลาดเคลื(อนน้อยมากในทกุเงื(อนไข

ขอบเขต  

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที( 5.5 ชิ 2นงานคอมโพสิทที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น 
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ตารางที( 5-12 ความถี(ธรรมชาติของโครงสร้างคอมโพสิทมีการเรียงตวัของเส้นใยแบบ [0/90]s และ 

[0/90]2s 

เงื(อนไขขอบเขต SSSS CCCC 

a/b โหมด Kantorovich FEM 
ความคลาด

เคลื(อน (%) 
Kantorovich FEM 

ความคลาด

เคลื(อน (%) 

0.5 

1 111.55 111.53 0.02 224.84 225.04 -0.09 

2 159.38 159.36 0.01 302.48 303.04 -0.18 

3 219.22 219.15 0.03 381.16 381.84 -0.18 

4 301.63 301.63 0.00 452.03 453.10 -0.24 

5 372.24 372.32 -0.02 572.66 573.55 -0.16 

1 

1 38.17 38.16 0.01 80.19 80.18 0.01 

2 79.70 79.66 0.05 128.88 128.90 -0.01 

3 111.55 111.55 0.00 167.86 167.93 -0.04 

4 159.38 159.38 0.00 226.27 226.29 -0.01 

5 160.91 160.89 0.01 235.80 235.89 -0.04 

1.5 

1 22.12 22.11 0.01 50.65 50.65 0.01 

2 60.01 60.00 0.01 93.40 93.40 0.00 

3 72.32 72.32 0.00 110.25 110.25 0.00 

4 95.15 95.14 0.00 141.18 141.20 -0.01 

5 111.55 111.55 0.00 151.76 151.80 -0.03 
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ตารางที( 5-12 (ตอ่) ความถี(ธรรมชาติของโครงสร้างคอมโพสิทมีการเรียงตวัของเส้นใยแบบ [0/90]s 

และ [0/90]2s  

เงื(อนไขขอบเขต SCSF SSCC 

a/b โหมด Kantorovich FEM 
ความคลาด

เคลื(อน (%) 
Kantorovich FEM 

ความคลาด

เคลื(อน (%) 

0.5 

1 122.23 122.23 0.00 157.44 157.45 -0.01 

2 160.95 160.95 0.00 221.27 221.29 -0.01 

3 181.98 181.96 0.01 286.73 286.85 -0.04 

4 271.07 271.06 0.01 371.10 371.32 -0.06 

5 368.42 368.47 -0.01 464.55 464.74 -0.04 

1 

1 39.12 39.13 0.00 56.17 56.16 0.02 

2 53.12 53.11 0.02 98.83 98.81 0.01 

3 112.99 112.98 0.00 133.15 133.15 0.00 

4 122.23 122.24 -0.01 191.38 191.15 0.12 

5 160.95 160.96 0.00 196.04 196.26 -0.11 

1.5 

1 18.59 18.59 0.00 37.57 37.57 0.01 

2 36.81 36.81 0.01 72.39 72.38 0.02 

3 65.60 65.60 0.00 85.70 85.70 0.00 

4 78.50 78.50 0.01 114.46 114.44 0.02 

5 106.62 106.62 0.00 125.66 125.68 -0.01 

 

ในหวัข้อนี 2ยังศึกษาผลของการเปลี(ยนแปลงอตัราส่วน b/b1  ต่อค่าความถี(ธรรมชาติของ

โครงสร้างแผ่นบาง โดยในการศกึษากําหนดให้อตัราส่วน b/b1 มีคา่ 1.5, 2 และ 3 ในขณะที(สมบตัิ

ต่าง ๆ ของโครงสร้างยงัเหมือนเดิม คือ ชิ 2นงานทําจากวัสดกุราไฟต์-อีพอกซี( T300/5208 มีเงื(อนไข

ขอบเขตแบบง่ายทั 2งสี(ด้าน มีอัตราส่วน a/b คือ 1 ลักษณะการเรียงตัวของเส้นใยคือ [0/90]s ที(

ช่วงความสงู 0 ถึง b1 และ [0/90]2s ที(ช่วงความสงู b1 ถึง b ผลการศกึษาแสดงในตารางที( 5-13 โดย

พิจารณาค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือน 5 โหมดแรกที(ได้จากโปรแกรม

คอมพิวเตอร์เปรียบเทียบกับค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ แสดงในช่อง  
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Kantorovich และ FEM ตามลําดบั คํานวณเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื(อนตามสมการที( 5-2  แล้ว

แสดงในช่อง “ความคลาดเคลื(อน” โดย refω คือความถี(ธรรมชาติจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์  

นอกจากนี 2ยงัศกึษารูปร่างโหมดของการสั(นสะเทือน รูปร่างการสั(นสะเทือนจะแสดงด้วยสญัลกัษณ์ 

[m,n] โดยที( m และ n คือ จํานวนคลื(นรูปไซน์ครึ(งลกู (half-sine wave) ซึ(งแสดงรูปร่างโหมดของการ

สั(นสะเทือนที(เกิดขึ 2นในแนวแกน x และ y ตามลําดบั  

ตารางที( 5-13 คา่ความถี(ธรรมชาตขิองโครงสร้างที(มีอตัราสว่น b/b1 ตา่งกนั 

b/b1 โหมด Kantorovich FEM 
ความคลาด

เคลื(อน (%) 

รูปร่างโหมดการ

สั(นสะเทือน 

1.5 

1 33.70 33.69 0.02 [1,1] 

2 63.76 63.76 0.01 [1,2] 

3 100.12 100.12 0.00 [2,1] 

4 134.91 134.91 0.00 [1,3] 

5 138.16 138.15 0.01 [2,2] 

2 

1 38.17 38.16 0.02 [1,1] 

2 79.70 79.66 0.05 [1,2] 

3 111.55 111.55 0.00 [2,1] 

4 159.38 159.38 0.00 [2,2] 

5 160.91 160.89 0.01 [1,3] 

3 

1 42.71 42.71 0.01 [1,1] 

2 95.79 95.77 0.02 [1,2] 

3 136.21 136.21 0.00 [2,1] 

4 178.61 178.60 0.01 [2,2] 

5 181.25 181.25 0.00 [1,3] 

 

จากผลการศึกษาในตารางที( 5-13 พบว่าเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื(อนของค่าความถี(

ธรรมชาติที(ได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์และระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์มีค่าน้อยมาก แสดงว่า

อตัราส่วน b/b1 ไม่ส่งผลต่อความคลาดเคลื(อนของค่าความถี(ธรรมชาติ แตผ่ลการศึกษาในส่วนนี 2

แสดงให้เห็นว่าอัตราส่วน b/b1 ส่งผลต่อค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่างของแต่ละโหมดการ
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สั(นสะเทือน อัตราส่วน b/b1 แสดงถึงอัตราส่วนความยาวของโครงสร้างที(ความสูงต่าง ๆ กัน 

โครงสร้างจะมีส่วนที(มีความหนามากหรือน้อยขึ 2นอยู่กับอัตราส่วนนี 2 เช่น เมื(ออตัราส่วน b/b1 มีค่า

เท่ากบั 3 ชิ 2นงานจะมีช่วง 0 ถึง b1 อยู่เพียง 1 ใน 3 ของความยาวด้าน b จากภาพที( 5.1 จะเห็นว่า

ชิ 2นงานจะมีส่วนที(มีความหนาน้อยอยู่เพียง 1 ใน 3 ของความยาว  ชิ 2นงานจึงมีคา่ความถี(ธรรมชาติ

สงูกว่าชิ 2นงานที(อตัราส่วน b/b1  มีคา่ 2 และ 1.5 สําหรับรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที(เปลี(ยนไปจะ

ขึ 2นกับลกัษณะทางกายภาพของชิ 2นงาน บริเวณชิ 2นงานที(บางจะมีการสั(นสะเทือนที(มีแอมพลิจูดสูง

กวา่เนื(องจากมีคา่โมดลูสัความแข็งเกร็ง (modulus of rigidity) ตํ(ากวา่  

นอกจากนี 2ยังได้ศึกษาผลของการวางตัวของเส้นใยที(อาจมีต่อความคลาดเคลื(อนของ

คา่ความถี(ธรรมชาติ ภายใต้เงื(อนไขขอบเขตแบบง่ายทั 2งสี(ด้าน อตัราส่วน a/b คือ 1 และ b/b1 คือ 2 

แตเ่ปลี(ยนให้การวางตวัของเส้นใยช่วง 0 ถึง b1  ความหนาเท่ากบั h1  และช่วง b1 ถึง b ความหนา

เท่ากับ h2 มีค่าต่างกันดงัแสดงในตารางที( 5-14 จากค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้จากโปรแกรม

คอมพิวเตอร์และระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที(แสดงในช่อง Kantorovich และ FEM ตามลําดบั เมื(อ

นําไปคํานวณเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื(อนตามสมการ 5-2 แสดงในช่อง “ความคลาดเคลื(อน” 

พบว่าโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2นยงัให้ผลการคํานวณที(ถกูต้องแม่นยําอยู่เมื(อเปรียบเทียบ

คําตอบกบัระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ นอกจากคา่ความถี(ธรรมชาตแิล้ว รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือน

ที(ได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์ก็ถกูต้องแมน่ยําเชน่กนั 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



76 

 

ตารางที( 5-14 คา่ความถี(ธรรมชาตขิองโครงสร้างที(มีการวางตวัของเส้นใยเปลี(ยนไป 

กรณีศกึษา โหมด Kantorovich FEM 
ความคลาด

เคลื(อน (%) 

รูปร่างโหมดการ

สั(นสะเทือน 

[0/90]2s และ 

[0/90]s   

1 38.17 38.16 0.01 [1,1] 

2 79.70 79.66 0.05 [1,2] 

3 111.55 111.55 0.00 [2,1] 

4 159.38 159.38 0.00 [2,2] 

5 160.91 160.89 0.01 [1,3] 

[90/0/ 90 ]s และ   

[0/90/0] 

1 21.35 21.34 0.02 [1,1] 

2 50.95 50.95 0.01 [1,2] 

3 70.08 70.08 0.00 [2,1] 

4 89.87 89.88 0.00 [2,2] 

5 115.21 115.21 0.00 [1,3] 

[(90/0)2/ 90 ]s  

และ [90/0/ 90 ]s 

1 44.37 44.37 0.01 [1,1] 

2 109.32 109.31 0.01 [2,1] 

3 149.36 149.35 0.01 [1,2] 

4 190.60 190.58 0.01 [2,2] 

5 195.32 195.31 0.01 [3,1] 

สรุป 

จากการตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2นสําหรับแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนของ

โครงสร้างแผ่นคอมโพสิทบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นด้วยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช พบว่า

โปรแกรมที(ประดิษฐ์ขึ 2นมีความน่าเชื(อถือเนื(องจากให้ค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมดการ

สั(นสะเทือนที(ใกล้เคียงกบัผลการศกึษาในอดีตและระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ ในการแก้ปัญหาได้ใช้

ฟังก์ชันการเคลื(อนที(นอกระนาบที(ประกอบด้วยฟังก์ชันพจน์เดียวซึ(งเพียงพอต่อการแก้ปัญหา

โครงสร้างที(ทําจากวสัดไุอโซทรอปิกและวสัดคุอมโพสิทชนิด cross-ply ที(มีการเรียงตวัของเส้นใย

แบบ 0 องศาและ 90 องศาเท่านั 2น ดงันั 2นเมื(อได้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ใช้สําหรับแก้ปัญหาการ

สั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นคอมโพสิทบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นที(มีความน่าเชื(อถือแล้ว 

ในขั 2นตอนต่อไปจะนําโปรแกรมที(ประดิษฐ์ขึ 2นไปประยุกต์เพื(อศึกษาพฤติกรรมของการสั(นสะเทือน

ของโครงสร้างแผน่บางมีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นที(มีความซบัซ้อนของปัญหามากขึ 2นตอ่ไป  
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บทที� 6 

การประยุกต์ใช้โปรแกรมกับโครงสร้างที�มีจาํนวนขั"นมากขึ "น 

 

ในบทที( 5 ได้ตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2นสําหรับปัญหา

การสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นจํานวน 1 ขั 2น ชิ 2นงานที(นํามา

ศึกษามีเงื(อนไขขอบเขตต่าง ๆ กันและทําจากวัสดุชนิดไอโซทรอปิกและคอมโพสิท ผลการศึกษา

พบว่าสามารถใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2นคํานวณหาค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่าง

โหมดการสั(นสะเทือนได้อย่างถูกต้องและแม่นยํา ดงันั 2นในบทนี 2จะได้นําโปรแกรมคอมพิวเตอร์มา

ประยกุต์เพื(อนําไปใช้แก้ปัญหาการสั(นสะเทือนที(มีความซบัซ้อนมากขึ 2น หวัข้อสําคญัที(ต้องการศกึษา

ในบทนี 2คือการประยกุต์แนวคดิที(นําเสนอในการแก้ปัญหาโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไป

เป็นขั 2นจํานวน 2 ขั 2น โดยในขั 2นตอนแรกจะสอบทวนความถูกต้องของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(

ปรับเปลี(ยนแล้ว โดยนําไปแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนของวัสดุไอโซทรอปิกแล้วเปรียบเทียบกับ

งานวิจยัของ Xiang [2] ขั 2นที(สองจะขยายการศกึษาถึงลกัษณะโครงสร้างแบบตา่ง ๆ ที(มีความหนา

เปลี(ยนไปจํานวน 2 ขั 2น ท้ายที(สุดศึกษาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างที(ทําจากวสัดคุอมโพสิท โดย

ศกึษาตําแหนง่และทิศทางการวางตวัของเส้นใยตอ่พฤติกรรมการสั(นสะเทือน 

 

6.1 โครงสร้างแผ่นบางไอโซทรอปิกที�มีความหนาเปลี�ยนไป  2 ขั "น 

 การศกึษานี 2ตรวจสอบความถกูต้องของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ใช้แก้ปัญหาการสั(นสะเทือน

ของโครงสร้างแผน่บางที(มีความหนาเปลี(ยนไป 2 ขั 2น โปรแกรมคอมพิวเตอร์นี 2ได้มาจากการประยกุต์

โปรแกรมที(ใช้ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปจํานวน 1 ขั 2น 

วิธีการตรวจสอบทําโดยหาคา่ความถี(ธรรมชาติจากโปรแกรมคอมพิวเตอร์เปรียบเทียบกบัคา่ความถี(

ธรรมชาตทีิ(ได้จากการศกึษาในอดีตของ Xiang โครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไป  2 ขั 2นคือ

ชิ 2นงานที(มีความกว้าง a และความยาว b โดยด้านยาวจะถกูแบง่ออกเป็น 3 ส่วนตามช่วงความยาว 

คือ ชว่ง 0 ถึง b1 มีความสงู h1 ชว่งความยาว b1 ถึง b2 มีความสงู h2 ช่วงความยาว b2 ถึง b มีความ

สงู h3 ดงัแสดงในภาพที( 6.1  การศกึษานี 2กําหนดให้คณุสมบตัิของวสัดุเป็นดงันี 2  E1 = E2 = 68.9 

GPa, v12 = 0.33 1
12

122(1 )
EG

ν
�

�
 และ $ = 2,544.34 kg/m3 กําหนดให้อตัราส่วนของ h2/h1 มีคา่

เทา่กบั 1.5 อตัราสว่นของ h3/h1 มีคา่เทา่กบั 1 และ 2 อตัราส่วนของ a/b มีคา่เท่ากบั 1 และ 2 โดยที( 
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a มีค่าเท่ากับ 300 mm ระยะระหว่าง 0 ถึง b1 มีค่าเท่ากับระยะห่างระหว่าง b1ถึง b2 และเท่ากับ

ระยะทางระหว่าง b2 ถึง b ค่าความถี(ธรรมชาติแสดงในรูปพารามิเตอร์ไร้หน่วย
2

1
2 1

11

ρhωa
π D

3 �   

ผลการเปรียบเทียบค่าความถี(ธรรมชาติ 6 โหมดแรกของการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที(มี

เงื(อนไขขอบเขตแบบ SSSS, SCSC, SFSF และ SCSF แสดงในตารางที( 6-1 ผลที(ได้จากโปรแกรม

คอมพิวเตอร์ที(ได้ประดิษฐ์ขึ 2นแสดงในช่อง Kantorovich ผลการศึกษาของ Xiang แสดงไว้ในช่อง 

Xiang สําหรับเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื(อนคํานวณจากสมการที( 5-2 โดยให้ refω  คือคา่ความถี(

ธรรมชาตจิากผลการศกึษาของ Xiang 

 

ภาพที( 6.1 โครงสร้างแผน่บางที(มีความหนาเปลี(ยนไป  2 ขั 2น 
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ตารางที( 6-1 คา่ความถี(ธรรมชาต ิ(3) ของโครงสร้างมีความหนาเปลี(ยนไป 2 ขั 2น 

a/b h3/h1 โหมด 

SSSS SCSC 

Kanto-

rovich 
Xiang 

ความคลาด

เคลื(อน (%) 

Kanto-

rovich 
Xiang 

ความคลาด

เคลื(อน (%) 

1 

1 

1 2.269 2.263 0.265 3.225 3.217 0.249 

2 5.568 5.585 -0.304 6.733 6.727 0.089 

3 6.099 6.101 -0.033 7.694 7.708 -0.182 

4 9.300 9.339 -0.418 11.112 11.152 -0.359 

5 11.834 11.830 0.034 13.086 13.097 -0.084 

6 12.465 12.484 -0.152 15.389 15.392 -0.019 

2 

1 2.874 2.884 -0.347 4.219 4.226 -0.166 

2 7.081 7.103 -0.310 7.910 7.929 -0.240 

3 7.097 7.105 -0.113 9.852 9.863 -0.112 

4 11.693 11.712 -0.162 13.838 13.867 -0.209 

5 13.495 13.534 -0.288 14.333 14.368 -0.244 

6 14.576 14.571 0.034 19.030 19.025 0.026 

2 1 

1 1.525 1.525 0.000 1.683 1.682 0.059 

2 2.325 2.335 -0.428 2.778 2.788 -0.359 

3 3.801 3.799 0.053 4.619 4.620 -0.022 

4 5.241 5.252 -0.209 5.443 5.453 -0.183 

5 5.623 5.624 -0.018 6.023 6.042 -0.314 

6 5.632 5.647 -0.266 6.755 6.753 0.030 
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ตารางที( 6-1 (ตอ่) คา่ความถี(ธรรมชาต ิ(3) ของโครงสร้างมีความหนาเปลี(ยนไป 2 ขั 2น 

a/b h3/h1 โหมด 

SFSF SCSF 

Kanto-

rovich 
Xiang 

ความคลาด

เคลื(อน (%) 

Kanto-

rovich 
Xiang 

ความคลาด

เคลื(อน (%) 

1 

1 

1 1.168 1.178 -0.849 1.508 1.526 -1.180 

2 1.952 1.988 -1.811 3.827 3.837 -0.261 

3 4.341 4.363 -0.504 4.819 4.863 -0.905 

4 4.566 4.602 -0.782 7.441 7.460 -0.255 

5 5.196 5.259 -1.198 8.030 8.055 -0.310 

6 8.164 8.201 -0.451 10.075 10.150 -0.739 

2 

1 1.452 1.469 -1.157 2.088 2.097 -0.429 

2 2.492 2.519 -1.072 4.806 4.842 -0.743 

3 4.921 4.973 -1.046 7.098 7.113 -0.211 

4 5.284 5.328 -0.826 9.669 9.722 -0.545 

5 7.582 7.613 -0.407 10.311 10.348 -0.358 

6 10.117 10.196 -0.775 14.206 14.239 -0.232 

2 1 

1 1.141 1.151 -0.869 1.205 1.216 -0.905 

2 1.299 1.315 -1.217 1.860 1.865 -0.268 

3 2.041 2.050 -0.439 2.974 2.990 -0.535 

4 3.151 3.173 -0.693 4.296 4.322 -0.602 

5 4.277 4.302 -0.581 4.791 4.800 -0.187 

6 4.317 4.344 -0.622 5.589 5.601 -0.214 

 

จากตารางที( 6-1 พบวา่ความถี(ธรรมชาตทีิ(ได้จากการคํานวณด้วยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมี

คา่ใกล้เคียงกบัผลการวิจยัในอดีตที(นํามาเปรียบเทียบโดยมีความคลาดเคลื(อนเฉลี(ยประมาณ -0.4 

เปอร์เซ็นต์ เป็นที(นา่สงัเกตวา่คา่ความถี(ธรรมชาตทีิ(ได้จากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมีคา่น้อยกว่าเมื(อ

เทียบกบัคา่ที(คํานวณได้จากวิธี state-space แสดงวา่ผลเฉลยที(ได้จากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมีคา่

ใกล้เคียงกบัผลเฉลยแมน่ตรงมากกวา่ 
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จากการตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2นสําหรับปัญหาการสั(นสะเทือนของ

โครงสร้างแผ่นบางที(เป็นวสัดไุอโซทรอปิกและมีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น จํานวน 2 ขั 2น พบว่า

โปรแกรมที(ประดิษฐ์ขึ 2นสามารถขยายขอบเขตการแก้ปัญหาเป็นปัญหาที(ใหญ่ขึ 2นได้เป็นอย่างดี

สําหรับชิ 2นงานที(มีเงื(อนไขขอบเขตแบบต่าง ๆ โปรแกรมที(ถูกปรับเปลี(ยนให้สามารถแก้ปัญหาการ

สั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไป 2 ขั 2นมีความน่าเชื(อถือเนื(องจากให้

ค่าความถี(ธรรมชาติใกล้เคียงกับการศึกษาในอดีต สําหรับการตรวจสอบความถูกต้องของรูปร่าง

โหมดการสั(นสะเทือน เนื(องจากยงัไม่มีงานวิจยัที(ตีพิมพ์รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนของโครงสร้าง

ลักษณะดังกล่าว งานวิจัยนี 2จึงเปรียบเทียบรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือน ที(ได้จากโปรแกรม

คอมพิวเตอร์กบัผลที(ได้จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ โดยนําชิ 2นงานตวัอยา่งที(แสดงในตารางที( 6-1 

ที(มีขนาด a เท่ากับ 1 อตัราส่วนของ h2/h  มีคา่เท่ากับ 1.5 อตัราส่วนของ h3/h1 มีคา่เท่ากบั 2 มี

เงื(อนไขขอบเขตแบบ SCSF ผลการคํานวณ 6 โหมดแรกแสดงในตารางที( 6-2 รูปร่างโหมดการ

สั(นสะเทือนที(ได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์แสดงในช่อง  Kantorovich และรูปร่างโหมดการ

สั(นสะเทือนที(ได้จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แสดงในช่อง FEM ตามลําดับ โดยที(ค่าความถี(

ธรรมชาตใินหนว่ยเฮิร์ตที(ได้จากทั 2ง 2 วิธีถกูแสดงในวงเล็บใต้ภาพรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนนั 2น ๆ  

จากตารางที( 6-2 พบว่ารูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที(ได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์มีรูปร่าง

คล้ายกบัระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ทกุโหมดการสั(นสะเทือนที(ศกึษา โดยมีลกัษณะของเส้นคอนทวัร์

ซึ(งแสดงแอมพลิจูดของการเคลื(อนที(นอกระนาบตําแหน่งต่าง ๆ บนชิ 2นงานมีลักษณะคล้ายกัน 

คา่ความถี(ธรรมชาติแต่ละโหมดการสั(นสะเทือนที(แสดงในวงเล็บก็มีค่าใกล้เคียงกนัมาก จึงเป็นการ

ยืนยนัวา่รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที(นํามาเปรียบเทียบกนันั 2นเป็นโหมดการสั(นสะเทือนเดียวกนั 
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ตารางที( 6-2 รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนจากโปรแกรมคอมพิวเตอร์และระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

โหมด 1 2 3 

Kantorovich 

 
(57.99) 

 
(133.48) 

 
(197.11) 

FEM 

 
(57.94) 

 
(133.05) 

 
(197.02) 

โหมด 4 5 6 

Kantorovich 

 
(268.52) 

 
(286.34) 

 
(394.50) 

FEM 

 
(267.9) 

 
(285.73) 

 
(394.16) 

 

งานวิจัยในอดีตที(กล่าวถึงข้างต้นสามารถแก้ปัญหาเมื(อโครงสร้างด้านที(มีความหนา

เปลี(ยนไปเป็นขั 2นและมีเงื(อนไขขอบเขตแบบง่ายเท่านั 2น และระยะความยาวของด้านที(มีความหนา

เปลี(ยนไปต้องเทา่กนั คือ ชว่งความยาว 0 ถึง b1 ต้องมีคา่เท่ากบัช่วงความยาว b1 ถึง b2 และเท่ากบั

ช่วงความยาว b2 ถึง b  ดงันั 2นในหวัข้อ 6.2 และ 6.3 จะขยายขอบเขตของปัญหาออกไปให้มีความ

หลากหลายมากขึ 2น แล้วใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดษิฐ์ขึ 2นแก้ปัญหาการสั(นสะเทือน  
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6.2 การศึกษาโครงสร้างแผ่นบางที�มีปริมาตรเท่ากัน 

 เป็นที(ทราบกันดีว่าค่ายังโมดูลัส ความแข็งแรง ณ จุดคราก ความเค้นแตกหัก ความ

หนาแนน่ ความทนความร้อน ฯลฯ เป็นคณุสมบตัิเฉพาะตวัของวสัดแุตล่ะประเภทซึ(งไม่ขึ 2นกบัรูปร่าง

ของชิ 2นงาน แต่ในการออกแบบอาจต้องคํานึงถึงพฤติกรรมการสั(นสะเทือนและการโก่งงอซึ(งมี

พฤติกรรมเปลี(ยนไปตามลักษณะรูปร่างของชิ 2นงาน เช่น รูปร่าง ขนาด และความหนาของชิ 2นงาน 

เป็นต้น ในส่วนของพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของชิ 2นงานที(มีลักษณะเหมือนกันทุกประการ 

ค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนจะแตกต่างกันได้หากชิ 2นงานนั 2นมีเงื(อนไข

ขอบเขตแตกต่างกัน  นอกจากนี 2ชิ 2นงานที(มีขนาดหรือปริมาตรของวสัดเุท่ากัน แต่มีความหนาของ

ชิ 2นงานแตล่ะตําแหนง่ไมเ่ทา่กนัก็อาจมีพฤตกิรรมการสั(นสะเทือนที(ไมเ่หมือนกนัด้วย  

 การศึกษาในหัวข้อนี 2จึงเปรียบเทียบพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของชิ 2นงานที(มีขนาดและ

ปริมาตรเท่ากันแต่มีความหนาแตล่ะตําแหน่งแตกต่างกันทั 2งหมด 4 ลกัษณะ ชิ 2นงานทุกชิ 2นที(นํามา

ศกึษามีขนาด 300 x 300 mm2  โดยแบง่ชิ 2นงานด้านความยาว (แกน y) ออกเป็น 3 ส่วนเท่า ๆ กัน  

ชิ 2นงานที( 1 มีความสูงบริเวณ b1 ถึง b2 มากเป็นสามเท่าของบริเวณอื(น ชิ 2นงานชิ 2นที( 2 มีความสูง

บริเวณ b2 ถึง b มากเป็นสามเท่าของบริเวณอื(น ชิ 2นงานชิ 2นที( 3 มีความสงูช่วง 0 ถึง b1 และ b2 ถึง b 

มากกว่าช่วง b1 ถึง b2 สองเท่า และชิ 2นงานที( 4 มีความสูงเท่ากันตลอดทั 2งชิ 2นงาน ความสูงของ

ชิ 2นงานทั 2งสี(แสดงไว้บนภาพที( 6.2 ถึงภาพที( 6.5 ตามลําดบั 

 

 

 

 

 

ภาพที( 6.2 โครงสร้างไอโซทรอปิกบางชิ 2นที( 1                ภาพที( 6.3 โครงสร้างไอโซทรอปิกบางชิ 2นที( 2 
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ภาพที( 6.4 โครงสร้างไอโซทรอปิกบางชิ 2นที( 3                ภาพที( 6.5 โครงสร้างไอโซทรอปิกบางชิ 2นที( 4 

ตารางที( 6-3 แสดงค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือน 6 โหมดแรกของ

ชิ 2นงานทั 2ง 4 ลักษณะ ที(ได้จากการคํานวณด้วยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ ชิ 2นงานมีเงื(อนไขขอบเขต

แตกตา่งกนั 3 แบบ คือ การจบัยึดแบบ SSSS, SCSF และ CCCF เพื(อให้สอดคล้องกบัรูปแบบการ

จับยึดที(สามารถพบได้ในงานทางวิศวกรรม ค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้จากระเบียบวิธีแคนโทโรวิช

แสดงในชอ่ง Kantorovich และรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนของชิ 2นงานแสดงในช่องรูปร่างโหมดโดย

แสดงเป็นจํานวนคลื(นรูปไซน์ครึ(งลกู  

จากตารางที( 6-3 พบว่าชิ 2นงานทั 2ง 4 ที(มีการจบัยึดเหมือนกันมีค่าความถี(ธรรมชาติต่างกัน

รวมทั 2งรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนก็มีลกัษณะแตกตา่งกนั ตารางที( 6-4 จะแสดงตวัอย่างโหมดการ

สั(นสะเทือนของชิ 2นงานที(มีเงื(อนไขขอบเขตแบบ SSSS ตารางดังกล่าวแสดงรูปร่างโหมดการ

สั(นสะเทือน 6 โหมดแรกของชิ 2นงานทั 2งสี(  รูปแสดงในตารางได้จากการคํานวณด้ วยโปรแกรม

คอมพิวเตอร์และวาดกราฟฟังก์ชนัการเคลื(อนที(นอกระนาบแบบคอนทวัร์ จากตารางที( 6-4 พบว่า 

โหมดการสั(นสะเทือนที( 1 ถึง 3 ของชิ 2นงานทั 2ง 4 มีลกัษณะเหมือนกนั คือ [1,1], [1,2] และ [2,1] 

ตามลําดบั รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที( 4 ถึง 6 มีรูปร่างแตกตา่งกันและไม่อาจทํานายรูปร่างการ

สั(นสะเทือนจากลกัษณะของชิ 2นงานได้ รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที(ปรากฏของชิ 2นงานที( 1, 2  และ 

3 มีการสั(นสะเทือนสงูบริเวณชิ 2นงานที(มีความหนาน้อยเนื(องจากเป็นบริเวณที(มีโมดลูสัความแข็งเกร็ง

น้อยกวา่ และตําแหนง่สงูสดุของระยะการสั(นสะเทือนจากตําแหน่งอ้างอิงจะอยู่คอ่นมาทางบริเวณที(

ชิ 2นงานมีความหนาน้อยกว่าอีกด้วย ชิ 2นงานที( 4 เป็นพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของชิ 2นงานที(มีความ

สมมาตรทั 2งลกัษณะชิ 2นงานและเงื(อนไขขอบเขต จะเห็นได้ว่ารูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที(ปรากฏจะ

มีความสมมาตรกนั โหมดการสั(นสะเทือนที( 3 และ 4 ของชิ 2นงานที( 2 ซึ(งมีความหนาไม่สมมาตรตาม

แกน y  แสดงให้เห็นชดัเจนว่าบริเวณชิ 2นงานที(มีความหนามากกว่าจะเกิดการสั(นสะเทือนน้อยมาก

หรือไมเ่กิดเลย  
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ตารางที( 6-3 พฤติกรรมการสั(นสะเทือนของชิ 2นงานที(มีปริมาตรเทา่กนัแตค่วามหนาไมเ่ทา่กนั 3 ขั 2น   

เงื(อนไขขอบเขต SSSS SCSF CCCF 

ชิ 2นงานที( mode 
Kanto- 

rovich 

รูปร่าง

โหมด 

Kanto- 

rovich 

รูปร่าง

โหมด 

Kanto- 

rovich 

รูปร่าง

โหมด 

1 

1 83.79 [1,1] 69.03 [1,1] 111.33 [1,1] 

2 220.60 [1,2] 123.34 [1,2] 188.26 [1,2] 

3 280.44 [2,1] 172.65 [2,1] 451.91 [2,1] 

4 382.55 [2,2] 280.00 [1,3] 313.80 [1,3] 

5 412.68 [1,3] 307.42 [2,2] 391.47 [3,1] 

6 510.84 [2,3] 310.15 [3,1] 451.91 [2,2] 

2 

1 95.64 [1,1] 74.48 [1,1] 143.49 [1,1] 

2 184.83 [1,2] 150.28 [1,2] 197.55 [1,2] 

3 185.73 [2,1] 207.11 [2,1] 256.15 [2,1] 

4 322.48 [3,1] 289.30 [1,3] 325.40 [1,3] 

5 350.04 [2,2] 314.31 [2,2] 416.81 [3,1] 

6 366.07 [1,3] 339.98 [3,1] 442.71 [2,2] 

3 

1 94.41 [1,1] 62.55 [1,1] 122.52 [1,1] 

2 200.05 [1,2] 159.48 [1,2] 190.80 [1,2] 

3 230.24 [2,1] 205.08 [2,1] 302.86 [2,1] 

4 342.09 [2,2] 290.49 [1,3] 315.31 [1,3] 

5 424.46 [3,1] 299.77 [2,2] 384.02 [2,2] 

6 470.14 [1,3] 417.85 [3,1] 520.63 [2,3] 

4 

1 92.57 [1,1] 58.95 [1,1] 112.10 [1,1] 

2 231.42 [1,2] 154.33 [1,2] 187.07 [1,2] 

3 231.42 [2,1] 194.70 [2,1] 296.11 [2,1] 

4 370.28 [2,2] 294.25 [2,2] 359.28 [1,3] 

5 462.85 [1,3] 338.93 [1,3] 376.95 [2,2] 

6 462.85 [3,1] 423.67 [3,1] 545.85 [2,3] 
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ตารางที( 6-4 รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนของชิ 2นงานที( 1 ถึง 4 สําหรับเงื(อนไขขอบเขตแบบ SSSS 

โหมด 
ชิ 2นงานที(  

1 2 3 4 

1 

        

2 

        

3 

        

4 

        

5 

        

6 
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การศึกษานี 2สามารถนําไปสู่การประยุกต์การออกแบบโครงสร้างแผ่นบางให้มีความหนา

เปลี(ยนไป โดยผู้ ออกแบบสามารถวิเคราะห์และคํานวณเพื(อเพิ(มหรือลดความหนาของชิ 2นงานที(

ตําแหน่งต่าง ๆ เพื(อปรับเปลี(ยนคุณสมบัติการสั(นสะเทือนของชิ 2นงานให้อยู่ในช่วงค่าความถี(

ธรรมชาติที(ต้องการ หรือเป็นคา่ความถี(ธรรมชาติที(ไม่ถกูรบกวนจากการสั(นสะเทือนของสิ(งแวดล้อม 

การออกแบบให้ตําแหนง่บางตําแหนง่ของชิ 2นงานมีความหนาเปลี(ยนไปเช่นนี 2ไม่ทําให้รูปร่างลกัษณะ

ของชิ 2นงานเปลี(ยนไป ยกตวัอย่างเช่นหากค่าความถี(ธรรมชาติของชิ 2นส่วนที(ใช้งานมีค่าใกล้เคียงกับ

ค่าความถี(ธรรมชาติที(ดําเนินงาน ผลคือการสั(นสะเทือนจะรุนแรงขึ 2นเนื(องจากปรากฏการณ์เร

โซแนนซ์ การนําเนื 2อวสัดไุปตดิเพิ(มที(ชิ 2นงานสง่ผลให้คา่ความถี(ธรรมชาตขิองชิ 2นงานนั 2นเปลี(ยนไปจาก

เดิม การสั(นสะเทือนจะลดลงได้ ข้อดีของการทราบรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนนําไปสู่การออกแบบ

ชิ 2นส่วนต่างของเครื(องจักรหรืออุปกรณ์ทางกลต่างๆ ที(ต้องการให้บางส่วนของชิ 2นงานไม่มีการ

สั(นสะเทือนหรือมีการสั(นสะเทือนน้อยที(สดุเพื(อให้ไม่รบกวนการทํางาน ชิ 2นงานที( 2 เป็นหนึ(งตวัอย่าง

ที(แสดงให้เห็นว่า การออกแบบชิ 2นงานให้ขอบด้านหนึ(งมีความหนามากกว่าบริเวณอื(นทําให้บริเวณ

ขอบมีการกระจดัของความสงูของการสั(นสะเทือนน้อยมากจนแทบไมมี่เลย 

 

6.3 ชิ "นงานคอมโพสิทที�มีจาํนวนขั"น 2 ขั "น 

 ในหวัข้อก่อนหน้านี 2ได้ศกึษาชิ 2นงานทําจากวสัดไุอโซทรอปิกที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น

จํานวน 2 ขั 2น พร้อมทั 2งประยุกต์ศกึษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของชิ 2นงานที(มีปริมาตรเท่ากนัแต่มี

ความสงูของส่วนตา่ง ๆ ไม่เท่ากนัมาแล้ว ในหวัข้อนี 2จะนําเสนอการศกึษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือน

ของโครงสร้างคอมโพสิทบางที(ความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นจํานวน 2 ขั 2น โดยในหัวข้อนี 2จะแบ่ง

การศึกษาออกเป็นสองส่วน คือ ศึกษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของชิ 2นงานคอมโพสิทเมื(อเงื(อนไข

ขอบเขตเปลี(ยนไป และพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของแผ่นคอมโพสิทเมื(อมีลกัษณะการวางตวัของ

เส้นใยแตกตา่งกนั  

6.3.1 พฤตกิรรมการสั(นสะเทือนของชิ 2นงานคอมโพสิทที(มีเงื(อนไขขอบเขตแบบตา่ง ๆ  

 การศึกษานี 2จําลองลกัษณะการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางมีขนาดความกว้างและ

ความยาว คือ 300 mm ทําจากวสัดกุราไฟต์-อีพอกซี( T300/5208 มีความหนาของชั 2นลามิเนตแตล่ะ

ชั 2นเท่ากบั 0.127 mm รูปร่างของชิ 2นงานที(ศกึษาในหวัข้อนี 2แสดงดงัภาพที( 6.6 ชดุตวัเลขที(แสดงบน

ชิ 2นงานหมายถึงจํานวนชั 2นของแผน่ลามิเมตและองศาการเรียงตวัของเส้นใยแตล่ะชั 2น ช่วงความสงู 0 

ถึง b1  และ b2 ถึง b เป็นชั 2นลามิเนตที(มีการเรียงตัวของเส้นใย 0 องศาทั 2งหมด 4 ชั 2น และที(
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ชว่งความสงู b1 ถึง b2 มีแผน่ลามิเนต 8 ชั 2น โดยชั 2นที( 3 ถึงชั 2นที( 6 มีการเรียงตวัของเส้นใยเหมือนช่วง 

0 ถึง b1 และ b2 ถึง b  และมีชั 2นลามิเมตที(มีเส้นใยทํามมุ 90 องศาสองชั 2นติดอยู่ด้านบนและด้านล่าง 

โดยแตล่ะชั 2นของแผ่นลามิเนตถือว่าติดสนิทจนเป็นเนื 2อเดียวกนั ตารางที( 6-5 แสดงพฤติกรรมการ

สั(นสะเทือนที(ได้จากการคํานวณด้วยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชของโครงสร้างแผ่นบางที(กล่าวมา โดย

รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือน 6 โหมดแรกถกูแสดงในช่องตามลกัษณะเงื(อนไขขอบเขต คือ การจบัยึด

แบบ SSSS, SCSF และ CCCF ตวัเลขที(แสดงในวงเล็บใต้ภาพคือคา่ความถี(ธรรมชาติของโหมดการ

สั(นสะเทือนนั 2น ๆ ในหนว่ยเฮิร์ต     

 

 

 

 

 

 

ภาพที( 6.6 ลกัษณะโครงสร้างคอมโพสิทบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็น 2 ขั 2น (ชิ 2นงานที( 1) 
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ตารางที( 6-5 พฤติกรรมการสั(นสะเทือนของชิ 2นงานคอมโพสิทบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น

จํานวน 2 ขั 2น 

โหมด 
เงื(อนไขขอบเขต 

SSSS SCSF CCCF 

1 

  
(25.37) 

 
 (24.29) 

 
(51.54) 

2 

  
(51.24) 

  
(37.55) 

 
(60.96) 

3 

  
(89.80) 

  
(66.91) 

  
(84.08) 

4 

  
(111.43) 

  
(89.74) 

  
(138.19) 

5 

  
(119.47) 

  
(103.43) 

  
(153.70) 

6 

  
(144.88) 

  
(152.50) 

  
(161.27) 
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 จากตารางที( 6-5 พบวา่ชิ 2นงานโครงสร้างแผ่นบางคอมโพสิทที(มีเงื(อนไขขอบเขตแตกตา่งกนั

มีค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนแตกต่างกัน แต่ยังคงมีพฤติกรรมการ

สั(นสะเทือนที(เหมือนกบัวสัดไุอโซทรอปิกคือชิ 2นงานบริเวณที(มีความหนามากจะมีการสั(นสะเทือนตํ(า

กว่าบริเวณข้างเคียง ชิ 2นงานที(มีเงื(อนไขขอบเขตแบบ SCSF และ CCCF มีรูปร่างโหมดการ

สั(นสะเทือนของโหมดสั(นสะเทือนที( 1 ถึง 6 คล้ายกนั แตก่ารจบัยึดแบบ SCSF มีคา่ความถี(ธรรมชาติ

ของแตล่ะโหมดตํ(ากวา่ ข้อมลูนี 2ชี 2ให้เห็นวา่การคํานวณเพื(อทราบพฤติกรรมการสั(นสะเทือนเบื 2องต้นมี

ประโยชน์คือช่วยในการออกแบบลักษณะของอุปกรณ์จับยึด เช่นการเลือกใช้อุปกรณ์จับยึดของ

ชิ 2นสว่นตา่ง ๆ เพื(อให้ชิ 2นสว่นเหลา่นั 2นมีคา่ความถี(ธรรมชาตอิยูใ่นชว่งที(ต้องการ  

 

6.3.2 พฤตกิรรมการสั(นสะเทือนของแผน่คอมโพสิทที(มีลกัษณะการวางตวัของเส้นใยตา่งกนั 

 หวัข้อนี 2นําเสนอพฤตกิรรมการสั(นสะเทือนของแผน่คอมโพสิทบางที(มีลกัษณะการวางตวัของ

เส้นใยแตกต่างกัน โดยศึกษาแผ่นคอมโพสิทที(ทําจากวัสดุกราไฟต์ -อีพอกซี( T300/5208 มีขนาด

ความกว้างและความยาวเท่ากบั 300x300 mm2  แผ่นลามิเนตแตล่ะชั 2นมีความหนา 0.127 mm 

ชิ 2นงานที( 1 มีลกัษณะการเรียงตวัของเส้นใยตามภาพที( 6.6 ซึ(งเป็นชิ 2นงานที(มีการเรียงตวัของเส้นใย

เหมือนกับชิ 2นงานที(ใช้ศึกษาในหวัข้อ 6.2.1 ชิ 2นงานที( 2 และ 3 มีลกัษณะการเรียงตวัของเส้นใยดงั

แสดงในภาพที( 6.7 และ 6.8 ตามลําดบั โดยชิ 2นงานที( 2 จําลองการนําแผ่นลามิเนตมาติดที(ชิ 2นงาน

เดมิในตําแหนง่ที(แตกตา่งกบัชิ 2นงานที( 1 คือติดแผ่นลามิเนตเพิ(มที(ความยาวช่วง b2 ถึง b ชิ 2นงานที( 3 

แสดงการตดิแผน่ลามิเนตเพิ(มที(ตําแหนง่เดียวกบัชิ 2นงานที( 1 แตกตา่งที(องศาของการเรียงตวัของเส้น

ใยของแผ่นลามิเนตที(ติดเพิ(มมีทิศทางการเรียงตวัของเส้นใยเหมือนกับแนวการเรียงตวัของเส้นใย

เดิม รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือน 6 โหมดแรกของชิ 2นงานทั 2ง 3 เมื(อมีเงื(อนไขขอบเขตแบบ SCSS 

แสดงในตารางที( 6-6 ตวัเลขในวงเล็บใต้ภาพคือคา่ความถี(ธรรมชาติของแตล่ะโหมดการสั(นสะเทือน

ในหนว่ยเฮิร์ต  
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ภาพที( 6.7 ลกัษณะโครงสร้างคอมโพสิทบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็น 2 ขั 2น (ชิ 2นงานที( 2) 

 

 

 

 

 

ภาพที( 6.8 ลกัษณะโครงสร้างคอมโพสิทบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็น 2 ขั 2น (ชิ 2นงานที( 3) 
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ตารางที( 6-6 พฤติกรรมการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางคอมโพสิทที(มึเงื(อนไขขอบเขตแบบ 

SCSS และมีการเรียงตวัของเส้นใยแตกตา่งกนั 

โหมด 
ชิ 2นงาน 

1 2 3 

1 

  
(27.32) 

 
(32.13)  

 
(44.17) 

2 

  
(57.55) 

  
(56.40) 

 
(61.33) 

3 

  
(90.35) 

  
(100.12) 

  
(108.81) 

4 

  
(123.30) 

  
(113.53) 

  
(123.88) 

5 

  
(123.35) 

  
(115.47) 

  
(148.67) 

6 

  
(168.44) 

  
(159.62) 

  
(160.01) 
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จากตารางที( 6-6 พบว่าสําหรับโหมดสั(นสะเทือนเดียวกันของชิ 2นงานทั 2งสามมีค่าความถี(

ธรรมชาติใกล้เคียงกนั เมื(อเปรียบพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของชิ 2นงานที( 1 และ 2 ตามตารางที( 6-7 

พบว่าเมื(อมีการเปลี(ยนตําแหน่งในการติดแผ่นลามิเนตลกัษณะเดียวกนัและมีองศาทางการเรียงตวั

ของเส้นใยเหมือนกนั จะทําให้รูปร่างการสั(นสะเทือนของชิ 2นงานสําหรับโหมดการสั(นสะเทือนเดียวกนั

มีลกัษณะการสั(นสะเทือนที(แตกตา่งกนั ชิ 2นงานที( 1 แสดงให้ว่าแม้ว่าชิ 2นงานจะมีความสมมาตร แต่

ผลของเงื(อนไขขอบเขตแบบยึดแน่นบริเวณ y = 0 ส่งผลชิ 2นงานมีแอมพลิจดูการสั(นสะเทือนสูง

บริเวณชิ 2นงานที(มีการจบัยึดแบบง่าย (y = b) เนื(องจากเงื(อนไขขอบเขตแบบง่ายมีอิสระในการ

สั(นสะเทือนมากกวา่ ชิ 2นงานที( 2 แสดงให้เห็นว่าบริเวณชิ 2นงานที(มีความหนามากจะมีแอมพลิจดูการ

สั(นสะเทือนตํ(ากวา่บริเวณอื(น    

 สําหรับการเปรียบเทียบชิ 2นงานที( 1 และ 3 พบว่าลักษณะการเรียงตัวของเส้นใยที(ไม่

เหมือนกันของแผ่นลามิเนตที(ติดเพิ(มบนชิ 2นงานที(ตําแหน่งเดียวกันทําให้ชิ 2นงานมีรูปร่างโหมดการ

สั(นสะเทือนแตกตา่งกนัอยา่งเห็นได้ชดัเจน ถึงแม้ความถี(ธรรมชาติจะไม่ตา่งกนัมากก็ตาม พฤติกรรม

การสั(นสะเทือนที(น่าสนใจของชิ 2นงานที( 3 คือรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที( 4 และ 5 จากตารางที( 6-

7 จะเห็นวา่โหมดการสั(นสะเทือนที( 4 จะมีการสั(นสะเทือนสงูบริเวณ y = 0.15 m ถึง y = 0.3 m โดย

ชิ 2นงานบริเวณ y = 0 m ถึง y = 0.15 m มีการสั(นสะเทือนในทิศทางตรงกนัข้ามแตมี่ระยะกระจดั

จากระยะอ้างอิงน้อยมาก ดงัแสดงในภาพที( 6.9 ซึ(งแสดงระยะการเคลื(อนที(นอกระนาบบนเส้น y = 

0.24 m และเส้น x = 0.06 m ในขณะที(รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที( 5 แสดงในภาพที( 6.10 ซึ(ง

แสดงระยะการเคลื(อนที(นอกระนาบบนเส้น y = 0.06 m และเส้น x = 0.06 m จากภาพที( 6.10 จะ

เห็นวา่มีการสั(นสะเทือนสงูบริเวณ y = 0 m ถึง y = 0.15 m และมีการสั(นสะเทือนเล็กน้อยในทิศทาง

เดียวกนับริเวณ y = 0.15 m ถึง y = 0.3 m การศกึษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนด้วยระเบียบวิธีแคน

โทโรวิชทําให้สามารถวิเคราะห์การสั(นสะเทือนของโครงสร้างได้ก่อนการสร้างจริง และยงัมีประโยชน์

ในการชว่ยให้วิศวกรออกแบบโครงสร้างเข้าใจพฤตกิรรมการสั(นสะเทือนมากขึ 2น 
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(a) W บนเส้น y = 0.24 m                                   (b) W บนเส้น x = 0.06 m  

ภาพที( 6.9 รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที( 4 ของชิ 2นงานที( 3 

 

 

 

 

 

 

 

               (a) W บนเส้น y = 0.06 m                                     (b) W บนเส้น x = 0.06 m 

ภาพที( 6.10 รูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที( 5 ของชิ 2นงานที( 3 

 

สรุป 

 ในบทนี 2ได้ศึกษาโครงสร้างแผ่นบางที(ทําจากวสัดไุอโซทรอปิกและคอมโพสิทที(มีความหนา

เปลี(ยนไปเป็นขั 2นจํานวน 2 ขั 2น ในส่วนแรกเป็นการสอบทวนความถกูต้องของโปรแกรมคอมพิวเตอร์

ที(ประยุกต์มาใช้แก้ปัญหาที(ซับซ้อนขึ 2น หลังจากนั 2นจึงนําโปรแกรมคอมพิวเตอร์ไปวิเคราะห์การ

สั(นสะเทือนของโครงสร้างลกัษณะตา่ง ๆ ซึ(งจากการศึกษาในแต่ละหวัข้อทําให้เห็นถึงความสําคญั

ของพารามิเตอร์ โดยเน้นไปที(การศกึษาความหนาที(ตําแหน่งตา่ง ๆ บนโครงสร้างแผ่นบางที(มีความ

Z 

Z 

Z 

Z 

x 

x 

y 

y 



95 

 

หนาเปลี(ยนไป และการศกึษาผลการของเรียงตวัของเส้นใยตอ่พฤติกรรมการสั(นสะเทือนเมื(อชิ 2นงาน

เป็นวสัดคุอมโพสิท การศกึษาในบทนี 2ยืนยนัว่าสามารถประยกุต์ใช้ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชในการหา

พฤตกิรรมการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผน่บางได้เป็นอยา่งดี 
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บทที� 7 

บทสรุป 

7.1 บทสรุป 

 การศึกษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางมีอย่างแพร่หลายในหลาย

ทศวรรษที(ผ่านมา เนื(องจากโครงสร้างแผ่นบางถกูนํามาใช้ในงานทางด้านวิศวกรรม โดยเฉพาะงาน

ทางด้านอากาศยาน และงานทางด้านอาคารและโครงสร้างต่าง ๆ  การสั(นสะเทือนเป็นอีกหนึ(ง

พฤตกิรรมของโครงสร้างแผน่บางที(ต้องคํานึงถึงในการออกแบบ โครงสร้างที(มีการสั(นสะเทือนรุนแรง

อาจนํามาซึ(งความเสียหายต่อโครงสร้างโดยรวมได้ การทราบพฤติกรรมการสั(นสะเทือนจากการ

วิเคราะห์ทางทฤษฎีเบื 2องต้นทําให้ผู้ ออกแบบทราบค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมดการ

สั(นสะเทือนก่อน ซึ(งจะเป็นประโยชน์ในการออกแบบใหม่หรือสามารถควบคุมลักษณะการ

สั(นสะเทือนที(ไมพ่ึ(งประสงค์ได้ เชน่ การป้องกนัปรากฏการณ์การสั(นพ้องหรือเรโซแนนส์ เป็นต้น 

ปัจจุบนัการวิเคราะห์พฤติกรรมการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางเริ(มมีความซบัซ้อน

มากขึ 2น ทั 2งในด้านลักษณะและรูปร่าง เพื(อให้สอดคล้องกับการใช้งานจริงทางวิศวกรรม โดยมี

การศกึษาโครงสร้างรูปสามเหลี(ยม วงกลม โครงสร้างที(มีรูตรงกลาง รวมถึงโครงสร้างที(มีความหนา

เปลี(ยนไป นอกจากลกัษณะของโครงสร้างแล้วยงัมีการนําวสัดคุอมโพสิทมาใช้เพื(อลดนํ 2าหนกัและ

เพิ(มความแข็งแรงอีกด้วย  

การหาค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนเป็นพารามิเตอร์สําคัญของ

ปัญหาการสั(นสะเทือน การศึกษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางอาจทําได้โดยใช้

วิธีการวิเคราะห์ วิธีเชิงตวัเลข และวิธีการทดลอง ซึ(งแต่ละวิธีก็มีข้อได้เปรียบ ข้อด้อย และข้อจํากัด

แตกต่างกันออกไป วิธีเชิงตวัเลขเป็นที(นิยมในปัจจุบนัเพราะสะดวก รวดเร็ว และมีค่าใช้จ่ายน้อย 

นอกจากนี 2ระเบียบวิธีเชิงตวัเลขหลายวิธีได้รับการยอมรับและมีการใช้งานอย่างกว้างขวางเพราะ

สามารถให้ผลเฉลยที(ใกล้เคียงกับผลเฉลยแม่นตรงได้ ยกตวัอย่างเช่น ระเบียบวิธี ริทซ์ ระเบียบวิธี 

differential quadrature ระเบียบวิธีกาเลอคิน ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ และระเบียบวิธีแคนโทโร

วิช ระเบียบวิธีเชิงตวัเลขสว่นใหญ่มกัมีพื 2นฐานมาจากหลกัการพลงังาน (energy principle) 

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมีข้อได้เปรียบเมื(อเปรียบเทียบกับระเบียบวิธีเชิงตวัเลขอื(นคือ เป็น

ระเบียบวิธีกึ(งวิเคราะห์กึ(งเชิงเลขชนิดหนึ(งที(มีประสิทธิภาพสูง เนื(องจากสามารถลดรูปสมการเชิง

อนุพนัธ์ย่อยเป็นสมการเชิงอนุพนัธ์สามญั ในรูปของสมการครอบคลุมและสมการเงื(อนไขขอบเขต 
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โดยสมมตใิห้ทราบฟังก์ชนัเริ(มต้นของตวัแปรใดตวัแปรหนึ(งก่อน แล้วใช้หลกัการแปรผนัของพลงังาน

ศกัย์รวมตํ(าสุด ท้ายที(สดุจะได้ปัญหาในรูปของปัญหาคา่เจาะจงซึ(งต้องใช้การคํานวณซํ 2าเพื(อให้ค่า

เจาะจงมีคา่ลูเ่ข้าสูคํ่าตอบ คา่เจาะจงที(ได้คือคา่ความถี(ธรรมชาติ และเวกเตอร์เจาะจงสามารถนําไป

หารูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนได้  วิธีการนี 2นํามาซึ(งผลเฉลยที(ใกล้เคียงกบัผลเฉลยแม่นตรงเนื(องจาก

เป็นการแก้ปัญหาจากสมการครอบคลุมโดยตรง ฟังก์ชันเริ(มต้นสําหรับการคํานวณครั 2งแรกของ

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชไม่จําเป็นต้องสอดคล้องกับเงื(อนไขขอบเขต จากผลการศกึษาในอดีตพบว่า 

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชสามารถใช้วิเคราะห์ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที(มีความ

หนาเท่ากนั ทําจากวสัดไุอโซทรอปิกหรือวสัดคุอมโพสิทชนิด cross-ply ได้ผลเฉลยที(ถกูต้องแม่นยํา 

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชยังสามารถแก้ปัญหาได้ทุกเงื(อนไขขอบเขตของโครงสร้างซึ(งแตกต่างจาก

ระเบียบวิธีอื(นที(มีข้อจํากดัเรื(องเงื(อนไขขอบเขต  

สําหรับงานวิจยัเกี(ยวกับโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นในปัจจุบนัมีอยู่

น้อยมาก มีข้อจํากัดในส่วนของเงื(อนไขขอบเขต และยงัไม่มีการศึกษาในส่วนของวสัดคุอมโพสิท 

ดงันั 2นวิทยานิพนธ์เล่มนี 2จึงเน้นศึกษาเรื(องการนําระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมาใช้ในการแก้ปัญหาการ

สั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น โดยแบง่การศึกษาออกเป็นสาม

ส่วนหลักคือการสอบทวนความถูกต้องของชิ 2นงานทําจากวัสดุไอโซทรอปิก การสอบทวนความ

ถกูต้องของชิ 2นงานทําจากวสัดคุอมโพสิท และเมื(อพบวา่โปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2นสามารถ

แก้ปัญหาได้ถกูต้องแม่นยําแล้ว จะนําโปรแกรมไปประยกุต์เพื(อศกึษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของ

วสัดทีุ(มีความซบัซ้อนมากขึ 2นตอ่ไป  

เนื(องจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเป็นระเบียบวิธีเชิงตัวเล ข จึงศึกษาผลของจํานวน

สมัประสิทธิjของฟังก์ชนัเริ(มต้นและผลของจํานวนเลขนยัสําคญัที(มีผลต่อการลู่เข้าของผลลพัธ์ เพื(อ

ป้องกนัความผิดพลาดตา่ง ๆ เช่น ความผิดพลาดจากการปัดเศษ ผลการศกึษาพบว่าพารามิเตอร์ที(

ส่งผลต่อจํานวนเลขนยัสําคญัที(ใช้คํานวณ ได้แก่ ฟังก์ชนัเริ(มต้นที(สมมติ เงื(อนไขขอบเขต ลกัษณะ

ของชิ 2นงาน ได้แก่ ขนาด และความหนาของชิ 2นงานแตล่ะชั 2น รวมถึงชนิดของวสัดขุองชิ 2นงาน ดงันั 2น

การนําโปรแกรมไปหาผลเฉลยจะต้องคํานึงถึงความถูกต้องของผลเฉลยด้วย โดยต้องใช้จํานวน

สมัประสิทธิjและจํานวนเลขนยัสําคญัของฟังก์ชนัเริ(มต้นให้มากพอที(คําตอบจะลูเ่ข้าสูค่า่ใดคา่หนึ(ง 

1. การตรวจสอบความถกูต้องชิ 2นงานทําจากวสัดไุอโซทรอปิก 

การศกึษาในสว่นแรกคือการตรวจสอบความถกูต้องของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2น

เพื(อศึกษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของโครงสร้างไอโซทรอปิกบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น
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จํานวน 1 ขั 2น  ผลการศกึษาพบว่าคา่ความถี(ธรรมชาติที(ได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์ มีคา่ใกล้เคียง

กบัผลการศกึษาของ Xiang และคณะ และคา่ความถี(ธรรมชาติที(ได้จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์

มาก นอกจากนี 2ผลเฉลยที(ได้จากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชยังมีค่าใกล้เคียงกับผลเฉลยแม่นตรง

มากกว่าการศึกษาในอดีตด้วย เมื(อผลเฉลยจากโปรแกรมคอมพิวเตอร์และระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิ

เมนต์มีความนา่เชื(อถือ จงึขยายการศกึษาออกไปศกึษาโครงสร้างที(มีเงื(อนไขขอบเขตที(มีความหลาย

หลายมากขึ 2น คือ CCCC, CFCF, CCSC และ CCSF ผลเฉลยถกูนํามาเปรียบเทียบกบัระเบียบวิธี

ไฟไนต์เอลิเมนต์ พบว่าสามารถใช้ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชวิเคราะห์พฤติกรรมการสั(นสะเทือนโดย

ให้ผลเฉลยคือค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนที(ถูกต้องโดยไม่มีข้อจํากัดของ

เงื(อนไขขอบเขต 

นอกจากการคํานวณโดยใช้วิธีเชิงตวัเลขแล้ว งานวิจยันี 2ยงัได้สร้างชดุทดลองการสั(นสะเทือน

โดยวิธีการเคาะ การทดลองใช้ชิ 2นงานที(มีความหนาเปลี(ยนไป 1 ขั 2น ทําจากวัสดุสเตนเลส 304 

จํานวน 2 ชิ 2น โดยชิ 2นงานทั 2งสองเหมือนกนัทกุประการยกเว้นอตัราส่วน b1/b การทดลองกําหนดให้

เงื(อนไขขอบเขต 3 แบบ คือ SSSS, SCSF และ CFCF เมื(อวิเคราะห์ผลการทดลองพบว่า คา่ความถี(

ธรรมชาติที(ได้จากการคํานวณด้วยโปรแกรมคอมพิวเตอร์มีความคลาดเคลื(อนจากผลการทดลอง

ประมาณ 3.13 เปอร์เซ็นต์ สาเหตทีุ(ทําให้ความคลาดเคลื(อนมีค่ามากคือสมมติฐานของโครงสร้าง

แผ่นบาง และความไม่เป็นอุดมคติของอุปกรณ์จบัยึดชิ 2นงาน ถึงแม้จะมีการออกแบบและสอบทวน

ความถูกต้องของการจัดตั 2งชุดทดลองแล้วก็ตาม การทดลองสามารถศึกษารูปร่างโหมดการ

สั(นสะเทือนได้เช่นกันแต่มีขั 2นตอนที(ยุ่งยากและใช้เวลามาก ผลการทดลองพบว่ารูปร่างโหม ดการ

สั(นสะเทือนที(ได้มีรูปร่างเหมือนผลเฉลยที(ได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดษิฐ์ขึ 2น 

2. การตรวจสอบความถกูต้องชิ 2นงานทําจากวสัดคุอมโพสิท 

การศึกษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของวัสดุคอมโพสิทเริ(มจากการตรวจสอบโปรแกรม

คอมพิวเตอร์ที(ใช้แก้ปัญหาการสั(นสะเทือนเช่นเดียวกันกับวัสดุไอโซทรอปิก โดยหาค่าความถี(

ธรรมชาตขิองโครงสร้างคอมโพสิทบางที(มีการเรียงตวัของเส้นใยแบบ cross-ply 2 แบบ คือ [0]3 และ 

[0/90/0] โครงสร้างแผน่บางที(มีความหนาเท่ากนัตลอดแผ่นและมีเงื(อนไขขอบเขตตา่งกนั 4 ลกัษณะ  

คา่ความถี(ธรรมชาติที(ได้นําไปเปรียบเทียบกบัผลการศกึษาของ Chen และคณะ พบว่าความคลาด

เคลื(อนเฉลี(ยของค่าความถี(ธรรมชาติอยู่ในช่วง 0.35 ถึง 1.21 เปอร์เซ็นต์ ดังนั 2นโปรแกรม

คอมพิวเตอร์ที(ได้สามารถหาคา่ความถี(ธรรมชาตขิองโครงสร้างแผ่นบางได้อย่างน่าเชื(อถือ จากนั 2นนํา

โปรแกรมไปแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างคอมโพสิทบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น
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จํานวน 1 ขั 2น กําหนดการวางตวัของเส้นใยในช่วงระหว่าง 0 ถึง b1 คือ [0/90]s และการวางตวัของ

เส้นใยในช่วงระหว่าง b1 ถึง b คือ [0/90]2s  ผลการเปรียบเทียบค่าความถี(ธรรมชาติที(ได้จาก

โปรแกรมคอมพิวเตอร์กบัระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์พบว่า คา่ความถี(ธรรมชาติที(ได้จากทั 2งสองวิธีมี

คา่ใกล้เคียงกนัมาก 

เมื(อโปรแกรมคอมพิวเตอร์สามารถแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนได้ผลเฉลยที(แม่นยําแล้ว จึงนํา

โปรแกรมไปศึกษาผลของการเปลี(ยนแปลงอตัราส่วนของ b/b1 ของโครงสร้างคอมโพสิท โดยใน

การศกึษาจะกําหนดให้อตัราส่วน b/b1 มีคา่ 1.5, 2 และ 3 ตามลําดบั ผลการเปรียบเทียบคา่ความถี(

ธรรมชาติกบัระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์พบว่า ค่าความถี(ธรรมชาติมีความคลาดเคลื(อนเฉลี(ย 0.01 

เปอร์เซ็นต์ และมีรูปร่างการสั(นสะเทือนเหมือนกันทุกโหมดการสั(นสะเทือน ดงันั 2นการเปลี(ยนแปลง

อัตราส่วน b/b1 ไม่มีผลต่อความถูกต้องในการวิเคราะห์ปัญหาด้วยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช แต่

อัตราส่วน b/b1 ที(เปลี(ยนไปส่งผลให้ชิ 2นงานมีพฤติกรรมการสั(นสะเทือนแตกต่างกัน โดยชิ 2นงาน

บริเวณที(มีคา่โมดลูสัความแข็งเกร็งตํ(าจะมีการสั(นสะเทือนมาก และชิ 2นงานที(มีส่วนความหนามากจะ

มีคา่ความถี(ธรรมชาตสิงูกวา่ทกุโหมดการสั(นสะเทือน 

นอกจากนี 2ยังได้ศึกษาผลของการวางตัวต่อเส้นใยที(อาจมีต่อความคลาดเคลื(อนของ

คา่ความถี(ธรรมชาติ โดยเปลี(ยนให้การวางตวัของเส้นใยช่วง 0 ถึง b1 และช่วง b1 ถึง b มีลกัษณะ

ตา่งกนั คือ [0/90]2s และ [0/90]s , [90/0/ 90 ]s และ   [0/90/0] และ [(90/0)2/ 90 ]s  และ [90/0/ 90 ]s 

พบว่าโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2นยงัให้ผลการคํานวณที(ถูกต้องแม่นยําเมื(อเปรียบเทียบกับ

คําตอบกบัระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

3. การประยกุต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์เพื(อศกึษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนที(ซบัซ้อน 

การศึกษาขั 2นต่อไปคือการประยุกต์ใช้โปรแกรมแก้ปัญหาโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนา

เปลี(ยนไปเป็นขั 2นจํานวน 2 ขั 2น งานในส่วนแรกคือการตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรมที(

ประยุกต์ขึ 2นกับงานวิจัยในอดีตของ Xiang และระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ พบว่าโปรแกรม

คอมพิวเตอร์สามารถแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนได้อย่างถกูต้องแม่นยํา หลงัจากนั 2นศกึษาพฤติกรรม

การสั(นสะเทือนของชิ 2นงานที(มีขนาดและปริมาตรเท่ากัน แบ่งชิ 2นงานด้านความยาว (แกน y) 

ออกเป็น 3 ส่วนเท่า ๆ กัน แล้วกําหนดให้ชิ 2นงานมีความหนาแต่ละส่วนต่างกันทั 2งหมด 4 ลกัษณะ  

ชิ 2นงานมีเงื(อนไขขอบเขตแตกต่างกัน 3 แบบ คือ การจบัยึดแบบ SSSS, SCSF และ CCCF จาก

การศึกษาพบว่าลกัษณะความหนาที(ไม่เหมือนกันของชิ 2นงานทําให้ค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่าง

โหมดการสั(นสะเทือนของชิ 2นงานแต่ละชิ 2นแตกต่างกัน โดยบริเวณชิ 2นงานที(มีความหนาน้อย มีค่า
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โมดลูสัความแข็งเกร็งตํ(า จะมีแอมพลิจดูของการสั(นสะเทือนสงูกวา่ และตําแหน่งสงูสดุของระยะการ

สั(นสะเทือนจากตําแหน่งอ้างอิงมีแนวโน้มจะอยู่ค่อนลงมาทางบริเวณที(ชิ 2นงานมีความหนาน้อยกว่า

อีกด้วย ข้อมูลเหล่านี 2เป็นประโยชน์ในการออกแบบ เช่น หากชิ 2นงานมีการจับยึดแบบ CCCF 

ผู้ออกแบบสามารถลดการสั(นสะเทือนบริเวณขอบของชิ 2นงานด้านที(มีการจบัยึดแบบปล่อยอิสระได้

ด้วยการออกแบบให้ชิ 2นงานมีความหนาบริเวณขอบที(ปล่อยอิสระมากกว่าบริเวณอื(น เนื(องจาก

บริเวณที(มีความหนามากจะเกิดการสั(นสะเทือนน้อยกว่า ข้อดีของการทราบพฤติกรรมการ

สั(นสะเทือนล่วงหน้าคือ สามารถออกแบบโครงสร้างโดยหลีกเลี(ยงความถี(ที(ทําให้เกิดปรากฏการณ์

สั(นพ้องโดยการนําเนื 2อวสัดไุปติดเพิ(มที(ชิ 2นงาน ซึ(งจะทําให้พฤติกรรมการสั(นสะเทือนของชิ 2นงานนั 2น

เปลี(ยนไปจากเดมิ  

งานในส่วนสดุท้ายเป็นการนําโปรแกรมคอมพิวเตอร์มาศกึษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนใน

ส่วนของวัสดุคอมโพสิท การศึกษามี 2 หัวข้อหลักคือ การศึกษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของ

ชิ 2นงานคอมโพสิทเมื(อเงื(อนไขขอบเขตเปลี(ยนไป และพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของแผ่นคอมโพสิท

เมื(อมีลกัษณะการวางตวัของเส้นใยแตกต่างกนั หวัข้อแรกพบว่าโครงสร้างแผ่นบางคอมโพสิทที(มี

เงื(อนไขขอบเขตแตกต่างกันมีค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนแตกต่างกัน แต่

ยงัคงมีพฤตกิรรมการสั(นสะเทือนที(เหมือนกบัวสัดไุอโซทรอปิกคือบริเวณชิ 2นงานที(มีความหนามากจะ

มีการสั(นสะเทือนตํ(ากว่าบริเวณข้างเคียง การศกึษานี 2สามารถนําไปใช้ออกแบบลกัษณะอปุกรณ์จบั

ยดึของโครงสร้างตา่ง ๆ เพื(อให้ชิ 2นสว่นเหลา่นั 2นมีคา่ความถี(ธรรมชาตอิยูใ่นชว่งที(ต้องการ 

สําหรับการศกึษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของแผ่นคอมโพสิทเมื(อมีลกัษณะการวางตวัของ

เส้นใยแตกตา่งกนั การศกึษาทําโดยจําลองการติดแผ่นลามิเนตเพิ(มบนชิ 2นงานที(ตําแหน่งตา่งๆ และ

ปรับเปลี(ยนองศาการติดแผ่นลามิเมตผลศกึษาพบว่า ตําแหน่งในการติดแผ่นลามิเนตและองศาการ

วางตวัเส้นใยของแผ่นลามิเมต จะทําให้ชิ 2นงานมีพฤติกรรมการสั(นสะเทือนแตกต่างกนั การติดแผ่น

ลามิเมตเพิ(มในตําแหน่งและองศาการวางตวัของเส้นใยที(เหมาะสมจะช่วยลดการสั(นสะเทือนของ

โครงสร้างตามที(ต้องการได้ 

 จากที(กล่าวมาทั 2งหมดทําให้ทราบว่าการศึกษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนด้วยระเบียบวิธี

แคนโทโรวิชทําให้สามารถวิเคราะห์การสั(นสะเทือนของโครงสร้างได้ก่อนการสร้างจริง และยังมี

ประโยชน์ในการช่วยให้วิศวกรออกแบบโครงสร้างเข้าใจพฤติกรรมการสั(นสะเทือนมากขึ 2น  เนื(องจาก

พฤติกรรมการสั(นสะเทือนจะเปลี(ยนแปลงตามลักษณะทางกายภาพของโครงสร้าง จึง คลาดเดา

คา่ความถี(ธรรมชาตแิละรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนของโครงสร้างได้ยาก โดยโปรแกรมคอมพิวเตอร์
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ที(เขียนขึ 2นจะแสดงกระบวนการแก้ปัญหาตามขั 2นตอน สามารถตรวจสอบและวิเคราะห์ความหมาย

ได้อยา่งสะดวก   

 

7.2 ประโยชน์ที�ได้รับและข้อเสนอแนะสาํหรับงานวิจัยในอนาคต 

ผลการศึกษาพฤติกรรมการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็น

ขั 2น โดยใช้ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชในการวิเคราะห์ปัญหาการสั(นสะเทือนที(นําเสนอในวิทยานิพนธ์นี 2 

แสดงให้เห็นถึงประโยชน์ที(สําคญัดงันี 2  

ประโยชน์ข้อแรกซึ(งเป็นส่วนสําคญัของวิทยานิพนธ์นี 2คือ สามารถนําระเบียบวิธีแคนโทโรวิ

ชมาแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น และสามารถ

สร้างโปรแกรมคอมพิวเตอร์เพื(อช่วยในการแก้สมการ โปรแกรมคอมพิวเตอร์นี 2สามารถนําไปหาผล

เฉลยซึ(งก็คือค่าความถี(ธรรมชาติและรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนของของโครงสร้าง ที(มีความหนา

เปลี(ยนไปเป็นขั 2น โครงสร้างทําจากวสัดไุอโซทรอปิกและคอมโพสิทที(มีการเรียงตวัของเส้นใยแบบ 

cross-ply ภายใต้เงื(อนไขการจบัยดึแบบง่าย แบบยดึแนน่ หรือแบบอิสระ  

ประโยชน์ส่วนถัดมาคือ การนําโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2นไปใช้ในการศึกษา

พฤติกรรมการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น การศกึษานี 2ทําให้

ทราบถึงพารามิเตอร์ตา่ง ๆ ที(มีผลตอ่การสั(นสะเทือนของโครงสร้าง เช่น ผลของขนาดสดัส่วนชิ 2นงาน 

ผลของเงื(อนไขของเขตการจบัยึด ผลของอตัราส่วน b1/b และอตัราส่วนของลกัษณะการเรียงตวัของ

เส้นใยกรณีโครงสร้างทําจากวสัดคุอมโพสิท 

ประโยชน์ส่วนสุดท้ายคือ ทําให้ทราบว่าระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเป็นอีกทางเลือกหนึ(งในการ

วิเคราะห์ปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น นอกจากนี 2การศกึษานี 2

สามารถเป็นแนวทางในการนําระเบียบวิธีแคนโทโรวิชไปใช้ในการแก้ปัญหาการสั(นสะเทือนของ

โครงสร้างแผ่นบางที(มีความซับซ้อนแบบอื(น รวมถึงขยายไปใช้วิเคราะห์ปัญหาการโก่งงอของ

โครงสร้างที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2น   

ข้อแนะนําสําหรับการใช้ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชในการแก้ปัญหาอื(นในอนาคตคือ การเพิ(ม

จํานวนพจน์ของฟังก์ชนัเริ(มต้นในโปรแกรมคอมพิวเตอร์ เนื(องจากจะสามารถนําไปวิเคราะห์การ

สั(นสะเทือนของวสัดคุอมโพสิทที(มีการเรียงตวัของเส้นใยแบบ angle-ply ได้ งานวิจยัในอนาคตที(

นา่สนใจอีกสว่นหนึ(งคือ การนําระเบียบวิธีแคนโทโรวิชไปใช้วิเคราะห์ปัญหาการดดัของแผ่นบาง เป็น
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ต้น ข้อควรระวังในการนําโปรแกรมไปประยุกต์ใช้กับปัญหาอื(นควรศึกษาจํานวนสัมประสิทธิjของ

ฟังก์ชนัเริ(มต้นให้มีจํานวนพจน์และเลขนยัสําคญัที(เหมาะสมกบัปัญหาที(กําลงัศกึษา 
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ภาคผนวก ก 

รายละเอียดของโปรแกรมคอมพวิเตอร์ 
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ภาคผนวก ก 

รายละเอียดของโปรแกรมคอมพวิเตอร์ 

 
ภาคผนวก ก แสดงรายละเอียดและคําอธิบายของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2นเพื(อ

ช่วยคํานวณทางคณิตศาสตร์สําหรับปัญหาการสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางที(มีความหนา

เปลี(ยนไปเป็นขั 2นสําหรับวิทยานิพนธ์นี 2 แบง่การคํานวณออกเป็น 3 ส่วน ตามรายละเอียดในรูป 4.1 

ได้แก่  

สว่นที( 1 โปรแกรมคอมพิวเตอร์ทําหน้าที(หาคา่เมตริกซ์ทราบคา่จากฟังก์ชนัเริ(มต้นที(ทราบคา่  

ส่วนที( 2 โปรแกรมคอมพิวเตอร์ทําหน้าที(หาสมการที(สอดคล้องกับเงื(อนไขขอบเขตของฟังก์ชนัที(ไม่

ทราบคา่เริ(มต้น  

ส่วนที( 3 โปรแกรมคอมพิวเตอร์ทําหน้าที(แก้ปัญหาคา่เจาะจง โดยพล๊อตกราฟหาคา่เจาะจงที(ทําให้

พลงังานรวมมีคา่ตํ(าสดุ แล้วนําคา่เจาะจงที(ได้ไปหาเวกเตอร์เจาะจงสําหรับให้เป็นฟังก์ชนัเริ(มต้นใน

การคํานวณซํ 2ารอบตอ่ไป 

โปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ประดิษฐ์ขึ 2น แบ่งออกเป็นสองส่วนคือส่วนที(กําหนดฟังก์ชัน X(x) 

เป็นฟังก์ชนัที(ทราบคา่เริ(มต้น และสว่นที(กําหนดฟังก์ชนั Y(y) เป็นฟังก์ชนัที(ทราบคา่เริ(มต้น  

หมายเหตุ; - โปรแกรม Maple เป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที(ใช้ในการประดิษฐ์โปรแกรมในวิทยา

นิพจน์นี 2 

- ข้อความที(แสดงไว้หลงัเครื(องหมาย # เป็นข้อความที(ใช้อธิบายรายละเอียดของโปรแกรม

เทา่นั 2น ไมมี่ผลตอ่การคํานวณ 

- โปรแกรมที(แสดงในภาคผนวกนี 2 เป็นตวัอย่างของโปรแกรมที(ใช้ประดิษฐ์ขึ 2นเพื(อแก้ปัญหา

การสั(นสะเทือนของชิ 2นงานที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นจํานวน 1 ขั 2นของชิ 2นงานทําจาก

วสัดไุอโซทรอปิก มีเงื(อนไขขอบเขตคือ SCSF  

โปรแกรมแรกแสดงการทําซํ 2ารอบแรก โดยกําหนดฟังก์ชนั X(x) เป็นฟังก์ชนัที(ทราบค่าเริ(มต้น 

รายละเอียดของโปรแกรมมีดงัตอ่ไปนี 2 
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โปรแกรมสว่นที(หนึ(งแสดงการทําซํ 2าในรอบแรก  

โดยสมมตฟัิงก์ชนั X(x) เป็นฟังก์ชั(นเริ(มต้น รายละเอียดของโปรแกรมมีดงันี 2 

 
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  

>  

>  
>  
>  
>   
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  



110 

 

>  

>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  

>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  

>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  



111 

 

>  

>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  

>  

>  

>  

>  

>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  

>  

>  

>  

>  



112 

 

>  

>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  

>  
>  

>  

>  

>  
>  
>  
>  
>  



113 

 

>  

>  
>  

>  

>  

>  
>  
>  
>  
>  

>  
>  
>  
>  



114 

 

>  

>  
>  
>  

>  
>  

>  
>  

>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  

>  
>  
>  
>  

>  

>  



115 

 

>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  

>  
>  
>  
>  
>  

>  
>  
>  

>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
>  
             
      
>  



116 

 

>  

>  

>  
>  
>  
>  
>   
>  
>  
>  
>  
>    
>  

 
โปรแกรมสว่นที(สองแสดงการทําซํ 2าในรอบที(สอง  

โดยนําฟังก์ชนั Y(y) ที(ได้จากการทําซํ 2าในรอบแรกเป็นฟังก์ชั(นเริ(มต้น 

 รายละเอียดของโปรแกรมมีดงันี 2 
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โปรแกรมยอ่ยที( 1 (Sub.program1) โปรแกรม ABD.txt ถกูเก็บไว้ที( C:/ABD.txt 

เป็นโปรแกรมที(ใช้เพื(อคํานวณ [ABD] ตามสมการที( 3-6 ถึงสมการที( 3-8  

รายละเอียดของโปรแกรมมีดงัตอ่ไปนี 2 
 

>   #### DETERMINATION OF [ABD] AT THETA ANGLE ROTATION #### 
>   #### Input material properties and stacking sequence### 
>   #Calculate the lamina stiffness matrix [Q] in material axis  
>   Q11:=E1^2/(E1-v12^2*E2): 
 >  Q12:=v12*E1*E2/(E1-v12^2*E2): 
 >  Q22:=E1*E2/(E1-v12^2*E2): 
 > Q66:=G12: 
>   #Calculate invariants U 
 >   U1:= (3*Q11+3*Q22+2*Q12+4*Q66)/8: 
 >   U2:= (Q11-Q22)/2: 
 > U3:= (Q11+Q22-2*Q12-4*Q66)/8: 
 >   U4:= (Q11+Q22+6*Q12-4*Q66)/8: 
 >   U5:= (Q11+Q22-2*Q12+4*Q66)/8: 
>   #Calculate the distance from midplane to the edge of each ply, z[1] to z[N+1] 
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 >   for i from 1 to N+1 do 
           z[i]:=t*(i-1-N/2) 
       od: 
>    #Calculate the invariants V (a total of 15 invariants) 
>    VA0 := N*t: VB0:=0: VD0:=(N*t)^3/12: 
>    VA1:=0: 
        for i from 1 to N do 
           VA1:=VA1+cos(Pi/180*2*phi[i])*(z[i+1]-z[i]); 
        od: 
>    VA2:=0: 
        for i from 1 to N do 
           VA2:=VA2+sin(Pi/180*2*phi[i])*(z[i+1]-z[i]); 
        od: 
>     VA3:=0: 
        for i from 1 to N do 
           VA3:=VA3+cos(Pi/180*4*phi[i])*(z[i+1]-z[i]); 
        od: 
>     VA4:=0: 
        for i from 1 to N do 
           VA4:=VA4+sin(Pi/180*4*phi[i])*(z[i+1]-z[i]); 
        od: 
>     VB1:=0: 
       for i from 1 to N do 
          VB1:=VB1+cos(Pi/180*2*phi[i])*((z[i+1])^2-(z[i])^2); 
       od: 
       VB1:=VB1/2: 
>     VB2:=0: 
       for i from 1 to N do 
          VB2:=VB2+sin(Pi/180*2*phi[i])*((z[i+1])^2-(z[i])^2); 
       od: 
       VB2:=VB2/2: 
 > VB3:=0: 
       for i from 1 to N do 
          VB3:=VB3+cos(Pi/180*4*phi[i])*((z[i+1])^2-(z[i])^2); 
       od: 
       VB3:=VB3/2: 
 >    VB4:=0: 
       for i from 1 to N do 
          VB4:=VB4+sin(Pi/180*4*phi[i])*((z[i+1])^2-(z[i])^2); 
       od: 
       VB4:=VB4/2: 
 >    VD1:=0: 
       for i from 1 to N do 
           VD1:=VD1+cos(Pi/180*2*phi[i])*((z[i+1])^3-(z[i])^3); 
       od: 
    VD1:=VD1/3: 
>    VD2:=0: 
       for i from 1 to N do 
          VD2:=VD2+sin(Pi/180*2*phi[i])*((z[i+1])^3-(z[i])^3); 
       od: 
       VD2:=VD2/3: 
>     VD3:=0: 
       for i from 1 to N do 
          VD3:=VD3+cos(Pi/180*4*phi[i])*((z[i+1])^3-(z[i])^3); 
       od: 
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       VD3:=VD3/3: 
>     VD4:=0: 
       for i from 1 to N do 
          VD4:=VD4+sin(Pi/180*4*phi[i])*((z[i+1])^3-(z[i])^3); 
       od: 
       VD4:=VD4/3: 
>    #This are the results: [ABD] w.r.t. the rotated axis. 
>A11:=evalf(U1*VA0+U2*VA1*cos(2*theta*Pi/180)+U2*VA2*sin(2*theta*Pi/180)+U3*VA3*cos(4*t
heta*Pi/180)+U3*VA4*sin(4*theta*Pi/180)): 
> A22:=evalf(U1*VA0-U2*VA1*cos(2*theta*Pi/180)-
U2*VA2*sin(2*theta*Pi/180)+U3*VA3*cos(4*theta*Pi/180)+U3*VA4*sin(4*theta*Pi/180)): 
>A12:=evalf(U4*VA0-U3*VA3*cos(4*theta*Pi/180)-U3*VA4*sin(4*theta*Pi/180)): 
>A66:=evalf(U5*VA0-U3*VA3*cos(4*theta*Pi/180)-U3*VA4*sin(4*theta*Pi/180)): 
>A16:=evalf(U2*VA2*cos(2*theta*Pi/180)-
U2*VA1*sin(2*theta*Pi/180)+2*U3*VA4*cos(4*theta*Pi/180)-2*U3*VA3*sin(4*theta*Pi/180))/2: 
> A26:=evalf(U2*VA2*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VA1*sin(2*theta*Pi/180)-
2*U3*VA4*cos(4*theta*Pi/180)+2*U3*VA3*sin(4*theta*Pi/180))/2: 
 
>B11:=evalf(U1*VB0+U2*VB1*cos(2*theta*Pi/180)+U2*VB2*sin(2*theta*Pi/180)+U3*VB3*cos(4*t
heta*Pi/180)+U3*VB4*sin(4*theta*Pi/180)): 
> B22:=evalf(U1*VB0-U2*VB1*cos(2*theta*Pi/180)-
U2*VB2*sin(2*theta*Pi/180)+U3*VB3*cos(4*theta*Pi/180)+U3*VB4*sin(4*theta*Pi/180)): 
>B12:=evalf(U4*VB0-U3*VB3*cos(4*theta*Pi/180)-U3*VB4*sin(4*theta*Pi/180)): 
>B66:=evalf(U5*VB0-U3*VB3*cos(4*theta*Pi/180)-U3*VB4*sin(4*theta*Pi/180)): 
>B16:=evalf(U2*VB2*cos(2*theta*Pi/180)-
U2*VB1*sin(2*theta*Pi/180)+2*U3*VB4*cos(4*theta*Pi/180)-2*U3*VB3*sin(4*theta*Pi/180))/2: 
> B26:=evalf(U2*VB2*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VB1*sin(2*theta*Pi/180)-
2*U3*VB4*cos(4*theta*Pi/180)+2*U3*VB3*sin(4*theta*Pi/180))/2: 
 
>D11:=evalf(U1*VD0+U2*VD1*cos(2*theta*Pi/180)+U2*VD2*sin(2*theta*Pi/180)+U3*VD3*cos(4*
theta*Pi/180)+U3*VD4*sin(4*theta*Pi/180)): 
> D22:=evalf(U1*VD0-U2*VD1*cos(2*theta*Pi/180)-
U2*VD2*sin(2*theta*Pi/180)+U3*VD3*cos(4*theta*Pi/180)+U3*VD4*sin(4*theta*Pi/180)): 
> D12:=evalf(U4*VD0-U3*VD3*cos(4*theta*Pi/180)-U3*VD4*sin(4*theta*Pi/180)): 
> D66:=evalf(U5*VD0-U3*VD3*cos(4*theta*Pi/180)-U3*VD4*sin(4*theta*Pi/180)): 
> D16:=evalf(U2*VD2*cos(2*theta*Pi/180)-
U2*VD1*sin(2*theta*Pi/180)+2*U3*VD4*cos(4*theta*Pi/180)-2*U3*VD3*sin(4*theta*Pi/180))/2: 
> D26:=evalf(U2*VD2*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VD1*sin(2*theta*Pi/180)-
2*U3*VD4*cos(4*theta*Pi/180)+2*U3*VD3*sin(4*theta*Pi/180))/2: 
  
>ABD:=linalg[matrix](6,6,[[A11,A12,A16,B11,B12,B16],[A12,A22,A26,B12,B22,B26],[A16,A26,A66,B
16,B26,B66],[B11,B12,B16,D11,D12,D16],[B12,B22,B26,D12,D22,D26],[B16,B26,B66,D16,D26,D66]]
); 
 
>  
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ภาคผนวก ข 

ขั "นตอนการใช้โปรแกรมไฟไนต์เอลิเมนต์ 
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ภาคผนวก ข 

ขั "นตอนการใช้โปรแกรมไฟไนต์เอลิเมนต์ 

 
 ภาคผนวก ข. แสดงขั 2นตอนการใช้โปรแกรม Ansys (Mechanical APDL) ซึ(งเป็นโปรแกรมที(

ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์วิเคราะห์ปัญหาเกี(ยวกับโครงสร้าง (Structure) ที(สนใจ รายละเอียด

และขั 2นตอนการดําเนินงานนั 2นแบ่งออกเป็น 2 ส่วนตามประเภทของชิ 2นงาน ได้แก่ ชิ 2นงานที(ทําจาก

วสัดไุอโซทรอปิก และชิ 2นงานทําจากวสัดคุอมโพสิท ในการแก้ปัญหานั 2น เมนหูลกัที(แสดงอยู่ทางด้าน

ซ้ายมือของโปรแกรมจะถกูแบง่ออกเป็นสว่นที(จําเป็น 3 สว่น ได้แก่  

1. Preprocessor ส่วนนี 2เป็นการกําหนดหรือสร้างชิ 2นงานที(ต้องการวิเคราะห์ โดยการสร้าง

โมเดลของชิ 2นงาน แล้วกําหนดคุณสมบตัิของวัสดุที(ต้องการศึกษา รวมถึงการแบ่งชิ 2นงานเป็น เอลิ

เมนต์เล็ก ๆ เพื(อเตรียมสําหรับวิเคราะห์ข้อมลู 

2. Solution ส่วนนี 2เป็นการเลือกชนิดการวิเคราะห์ของชิ 2นงาน การกําหนดเงื(อนไขขอบเขต 

รวมถึงการหาผลลพัธ์ 

3. General Posproc เป็นส่วนที(ใช้แสดงผลเฉลยของโปรแกรม สําหรับงานวิจยันี 2มุ่งหา

คําตอบที(เป็นคา่ความถี(ธรรมชาต ิและรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือน 

 

ข.1 การใช้โปรแกรม Ansys วิเคราะห์การสั�นสะเทือนของโครงสร้างทําจากวัสดุไอโซ
ทรอปิก 

หวัข้อนี 2แสดงขั 2นตอนการใช้โปรแกรม Ansys วิเคราะห์การสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่น

บางที(มีความหนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นทําจากวสัดไุอโซทรอปิก โดยกําหนดให้ชิ 2นงานทําจากวสัดทีุ(มีคา่ 

E คือ 68.9 GPa 0 คือ 0.33 และความหนาแน่นมีคา่เท่ากบั 2544.34 kg/cm3 ชิ 2นงานมีขนาดกว้าง 

(a) คือ 300 mm. ยาว (b) คือ 200 mm. มีอตัราส่วน b1/b มีคา่เท่ากบั 0.5 h1 มีคา่ 2 mm. และ h2 มี

คา่ 1 mm. การหาคา่ความถี(ธรรมชาตแิละรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือนมีขั 2นตอนดงันี 2 

1. กําหนดชนิดการวิเคราะห์  

: Preferences > Structural > OK 

 

 



128 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที( ข.1 การกําหนดชนิดการวิเคราะห์เป็น Structure 

 

2. กําหนดชนิดของชิ 2นงาน  

: Preprocessor > Element type > Add/Edit/Delete > Add… > เลือก Shell > เลือก 

8 node 281 สําหรับวสัดไุอโซทรอปิก > OK    

 

 

 

 

 

 
 

 

ภาพที( ข.2 การกําหนดชนิดชิ 2นงานของวสัดไุอโซทรอปิก 

เลือก Options… > เปลี(ยน Storage of layer data (K8) เป็น All layers > OK > Close 
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ภาพที( ข.3 การแก้ไขชนิดชิ 2นงานของวสัดไุอโซทรอปิก 

3. กําหนดลกัษณะสว่นยอ่ยของชิ 2นงาน 

เป็นการกําหนดลกัษณะของชิ 2นส่วนต่าง ๆ ของชิ 2นงาน ในที(นี 2ชิ 2นงานที(มีความหนาต่างกัน 2 

ความหนา ความหนาที( 1 กําหนดให้คือ Real Constant Set No.1 ความหนาที( 2 กําหนดให้คือ Real 

Constant Set No.2 

: Preprocessor > Real Constants > Add/Edit/Delete > Add… > เลือก Type 1 SHELL 

281 > OK > ใสค่วามสงูของชั 2นที( 1 เชน่ 0.002 m. > OK  

  

 

 

 

 

 

 

ภาพที( ข.4 การกําหนดลกัษณะของชิ 2นงานตามความสงูของแตล่ะชั 2น 
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กําหนดชิ 2นส่วนที(สองเพิ(ม โดยการเลือก Add… แล้วทําเดิม แต่เปลี(ยนความสงูของขั 2นที(สอง

คือ 0.001 m. แล้ว Close หน้าตา่งออกมา 

4. กําหนดคณุสมบตัขิองวสัด ุ

: Preprocessor > Material Props > Material Models > Structural > Linear > Elastic > 

Isotropic > ใสค่า่ยงัมอดลูสัและอตัราสว่นปัวซอง > OK > Density > OK > Material > Exit 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที( ข.5 การกําหนดคา่ยงัมอดลูสัและอตัราสว่นปัวซอง 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที( ข.6 การกําหนดคา่ความหนาแนน่ 
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5. สร้างชิ 2นงาน 

: Preprocessor > Modeling > Create > Areas > Rectangle > By Dimensions > 

กําหนดขนาดชิ 2นงานสว่นที( 1 > เลือก Apply > กําหนดขนาดชิ 2นงานสว่นที( 2 >  OK 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที( ข.7 กําหนดขนาดชิ 2นงานสว่นที( 1 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที( ข.8 กําหนดขนาดชิ 2นงานสว่นที( 2 

6. ตดิชิ 2นงานเข้าด้วยกนั  

: Preprocessor > Modeling > Operate > Booleans > Glue > Area > เลือกชิ 2นงาน > OK 
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ภาพที( ข.9 การตดิชิ 2นงานเข้าด้วยกนั 

7. กําหนดลกัษณะชิ 2นงาน 

 : Preprocessor > Meshing > Mesh Attributes > Picked Areas > เลือก Area > OK > 

เลือกคา่ Real Constant set number ตามที(กําหนดไว้ด้านบน 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที( ข.10 การกําหนดลกัษณะชิ 2นงาน 

หากต้องการให้หน้าจอแสดงตวัอกัษรเพื(อบอกลกัษณะชิ 2นงาน สามารถตั 2งคา่ได้ดงันี 2 

: PlotCtrls > Numbering… > กําหนด Elem/Attrib numbering เป็น real const num > 

OK   
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8. แบ่งชิ 2นงานออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย โดยใช้จํานวนเอลิเมนต์ย่อยให้มากพอจนกระทั 2งผล

เฉลยที(ได้ไมเ่ปลี(ยนแปลง 

: Preprocessor > Meshing > Mesh Tool > Lines > Set > เลือกขอบทกุด้าน > OK > ใส่

คา่ความยาวของแตล่ะเอลิเมนตที์(ต้องการแบง่ >OK 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที( ข.11 การแบง่ขนาดเอลิเมนต์ย่อย 

หากต้องการให้หน้าจอแสดงผลการแบง่เอลิเมนต ์สามารถทําได้ดงันี 2 

: Preprocessor > Meshing > Mesh Tool > Mesh > Pick All  

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที( ข.12 หน้าจอแสดงผลการแบง่เอลิเมนต์ 
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9. กําหนดชนิดการวิเคราะห์ 

:Solution > Analysis Type > New Analysis > Modal > OK  

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที( ข.12 การกําหนดชนิดการวิเคราะห์ 

เมื(อเลือกชนิดการวิเคราะห์คือ Modal แล้วต้องใส่จํานวนโหมดการสั(นสะเทือนที(สนใจศกึษา

และชว่งของชว่งของคา่ความถี(ธรรมชาตทีิ(จะให้โปรแกรมคํานวณ ดงัขั 2นตอนตอ่ไปนี 2 

:Solution > Analysis Type > Analysis Options > ใส่จํานวนโหมดการสั(นสะเทือนที(

ต้องการให้แสดงผล ในช่อง No. of modes to extract > OK > กําหนดช่วงขอบเขตของคา่ความถี(

ธรรมชาตใินหน่วยเฮิร์ตของชิ 2นงาน โดยกําหนดคา่ความถี(ธรรมชาติที(น้อยที(สดุในช่อง FREQB Start 

Freq และคา่ความถี(ธรรมชาตทีิ(มากที(สดุในชอ่ง FREQB End Frequency 

 

 

 

 

 

 

ภาพที( ข.13 การกําหนดจํานวนโหมดการสั(นสะเทือน 
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ภาพที( ข.14 การกําหนดช่วงคา่ความถี(ธรรมชาติ 

10. กําหนดเงื(อนไขขอบเขต 

:Solution > Define Loads > Apply >Structure > Displacement > On Lines > เลือกเส้น

ขอบนอกของชิ 2นงาน เพื(อกําหนดคา่ DOF ตา่ง ๆ  

ถ้าเงื(อนไขขอบเขตคือการจบัยดึแบบง่าย   กําหนด Ux Uy Uz =0 

ถ้าเงื(อนไขขอบเขตคือการจบัยดึแบบยดึแนน่   กําหนด All DOF = 0  

ถ้าเงื(อนไขขอบเขตคือการจบัยดึแบบปลอ่ยอิสระ ปลอ่ยปลายทิ 2งไว้เฉยๆ 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที( ข.15 การกําหนดเงื(อนไขขอบเขต 
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11. คําสั(งประมวลผล 

:Solution > Solve > Current LS > OK > รอจนโปรแกรมประมวลผลเสร็จ จะมีหน้าตา่ง 

Solution is done! > Close 

12. แสดงคา่ความถี(ธรรมชาตทีิ(ได้จากการคํานวณ 

: General Posproc > Results Summary 

13. แสดงรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือน 

: General Posproc > Read Results > First Set  

: General Posproc > Plot Results > Contour Plot > Nodal Solu > DOF solution > 

Displacement vector sum > OK 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที( ข.16 คําสั(งแสดงรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือน 
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ภาพที( ข.17 จอแสดงผลรูปร่างโหมดการสั(นสะเทือน 

สําหรับคําสั(ง Read Results > First Set เป็นการแสดงผลของโหมดการสั(นสะเทือนแรก หาก

ต้องการให้แสดงผลโหมดการสั(นสะเทือนที(ตอ่ไป ให้เลือก  

: General Posproc > Read Results > Next Set แล้วใช้คําสั(ง Plot Results ตามขั 2นตอน

เดมิ 

 

ข.2 การใช้โปรแกรม Ansys วิเคราะห์การสั�นสะเทือนของโครงสร้างทาํจากวัสดุคอมโพสิท 

การใช้โปรแกรม Ansys วิเคราะห์การสั(นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นคอมโพสิทบางที(มีความ

หนาเปลี(ยนไปเป็นขั 2นมีลําดบัขั 2นตอนการแก้ปัญหาเหมือนกับกรณีชิ 2นงานทําจากวสัดไุอโซทรอปิก 

แตกต่างที(การกําหนดชนิดชิ 2นงานให้เหมาะกับวัสดุ ดงันั 2นในหัวข้อนี 2จะนําเสนอในส่วนของการ

กําหนดค่าเริ(มต้นเมื(อชิ 2นงานทําจากวสัดคุอมโพสิทเท่านั 2น (ขั 2นตอนที( 1 ถึง 4) ขั 2นตอนการสร้าง

ชิ 2นงาน การกําหนดเอลิเมนต์ย่อย การกําหนดเงื(อนไขขอบเขต รวมถึงขั 2นตอนการวิเคราะห์และการ

อา่นผล มีขั 2นตอนตามที(ได้กลา่วไว้แล้วข้างต้นจงึไมข่อนําเสนอในสว่นนี 2  

สมมตใิห้ชิ 2นงานทําจากกราไฟต์-อีพอกซี( T300/5208 มีคณุสมบตัดิงันี 2 

  1 131.E GPa�   2 10. .8E GPa�    12 0.240 �  

12 5.6 .5G GPa�   
3.1540 /kg m$ � 0.12 .7t mm�  
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และกําหนดการวางตวัของเส้นใยในชว่งระหวา่ง 0 ถึง b1 คือ [0/90]s และการวางตวัของเส้น

ใยในช่วงระหว่าง b1 ถึง b คือ [0/90]2s ดงัภาพที( 5.1 การกําหนดคา่เริ(มต้นของชิ 2นงานคอมโพสิทมี

ขั 2นตอนดงันี 2 

1. กําหนดชนิดการวิเคราะห์ 

: Preferences > Structural > OK 

2. กําหนดชนิดชิ 2นงาน 

: Preprocessor > Element type > Add/Edit/Delete > Add… > เลือก Shell > เลือก Linear 

Layer 99 สําหรับวสัดคุอมโพสิท > OK 

     

 

 

 

 

 

 

ภาพที( ข.18 การกําหนดชนิดชิ 2นงานของวสัดคุอมโพสิท 

เลือก Options… > เปลี(ยน Storage of layer data (K8) เป็น All layers เปลี(ยน Eval of 

strains + stresses (K9) เป็น Mid thk of layer เปลี(ยน Node offset option (K11) เป็น Nodes at 

midsurf > OK > Close 
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ภาพที( ข.19 การแก้ไขชนิดชิ 2นงานของวสัดคุอมโพสิท 

3. กําหนดชิ 2นสว่นที(ต้องการกําหนดคา่   

: Preprocessor > Real Constants > Add/Edit/Delete > Add… > เลือก Type 1 SHELL 

99 > OK > ที(ช่อง Real Constant Set No. คือเลข 1 > OK > ใส่จํานวนชั 2นของแผ่นลามิเนตในช่อง 

Number of layers NL > กําหนดคา่ Layer Symmetry Key LSYM คือ 1 > OK > กําหนดคา่ของแต่

ละชั 2นลามิเนต โดย MAT คือ ตวัเลขแสดงลกัษณะส่วนย่อยของชิ 2นงาน THETA คือ องศาการวางตวั

ของเส้นใย TK คือ ความหนาของแตล่ะชั 2น > OK  

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที( ข.20 การกําหนดจํานวนชั 2นของแผน่ลามิเนต 
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ภาพที( ข.21 การกําหนดลกัษณะองศาการวางตวัของเส้นใยและความสงูของแผน่ลามิเนต 

หลงัจากกําหนดชิ 2นส่วนที( 1 Real Constant Set No.เรียบร้อย ให้กําหนดชิ 2นส่วนที( 2,3.. ให้

ครบตามจํานวนขั 2นที(ต้องการ 

4. กําหนดคณุสมบตัขิองวสัด ุ

: Preprocessor > Material Props > Material Models > Structural > Linear > Elastic > 

Orthotropic > ใสค่า่มอดลูสัและอตัราสว่นปัวซอง > OK  > Density > OK > Material > Exit 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที( ข.22 การกําหนดคา่มอดลูสัและอตัราสว่นปัวซอง 
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ภาพที( ข.23 การกําหนดคา่ความหนาแน่น 

หมายเหต ุคา่ PRYZ และ คา่ GYZ ได้มาจากการ Trial and error คําตอบที(ได้จากโปรแกรม

กบัผลเฉลยแมน่ตรง 

ขั 2นตอนที( 5 เป็นต้นไปเหมือนกบัวิธีการวิเคราะห์ของวสัดไุอโซทรอปิก 
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ภาคผนวก ค 
 

การตั "งค่าเครื�องวิเคราะห์สัญญาณพลวัต 
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ภาคผนวก ค 

การตั "งค่าเครื�องวิเคราะห์สัญญาณพลวัต 

 
การตั 2งคา่เครื(องวิเคราะห์สญัญาณพลวตัมีขั 2นตอนดงันี 2 
1. ปิด auto calibrate 

2. ตั 2งคา่ Display format เป็น QUAD เพื(อให้แสดงผล 4 หน้าจอย่อ โดยหน้าจอแรกแสดง

ความสมัพนัธ์ระหวา่งเฟสการสั(นของ FRF และความถี( หน้าจอที(สองแสดงขนาดแอมปลิจดู

การสั(นของ FRF และความถี( หน้าจอที(สามแสดงความสมัพนัธ์ระหว่าง ส่วนจินตภาพการ

สั(นของ FRF และความถี( หน้าจอที(สีแสดงความสมัพนัธ์ระหว่างขนาดของแรงกระตุ้นของ

ค้อนเคาะสญัญาณและความถี( 

3. ตั 2งคา่ measure data ให้หน้าจอย่อที(หนึ(งถึงสามแสดงคา่ freq resp 2/1 ส่วนหน้าจอย่อที(สี(

แสดงคา่ lin spec. 

4. ตั 2งค่า trace coordinate ของหน้าจอย่อที(หนึ(งเป็น phase ส่วนหน้าจอย่อที(สองถึงสี(เป็น 

linear scale เพื(อตั 2งคา่สเกลของแกนตั 2ง  

5. ตั 2งคา่ inst mode เลือกให้เครื(องวิเคราะห์สญัญาณพลวตัวิเคราะห์แบบ FFT โดยให้รับคา่

จาก CH 2  เทียบกบัคา่จาก CH 1 (สญัญาณความเร่งตอ่สญัญาณการกระตุ้นจากค้อน

เคาะ)   

6. ตั 2งคา่ freq. ปรับชว่งการวดัคา่สญัญาณให้อยู่ในช่วง 0-800 เฮิร์ต ซึ(งครอบคลมุทกุกรณีการ

วดัคือสามโหมดแรกของการสั(นสะเทือน และปรับค่าความละเอียด (resolution) ในการ

แสดงผลเป็น 1600 

7. ตั 2งคา่ window เป็น force expo โดยให้ CH 1 (ค้อนเคาะสญัญาณ) เป็น  force และ CH 2 

(ตวัวดัสญัญาณความเร่ง) เป็น  expo เลือก force width ให้มีคา่ 100 ms และเลือก expo 

decay ให้มีคา่ 150 ms (ทั 2งนี 2ขึ 2นอยูก่บัความแรงและจงัหวะในการเคาะของแตแ่ละคน) 

8. ตั 2งคา่ input เป็น fix range เพื(อจะกําหนดช่วงของคา่ input โดยให้ CH 1 มีคา่ 199.763 

mVpk และ CH 2 มีคา่ 1.0012 Vpk เลือก XDCR เพื(อตั 2งหน่วยของการวดัโดยให้ CH 1 มี



144 

 

คา่ 10.2 mV/EU โดยที( EU มีหน่วยคือ N และ CH 2 มีคา่ 6.98 mV/EU โดยที( EU มีหน่วย

คือ g (คา่ sensitivity ของเครื(องมือ)    

9. ตั 2งคา่ front end set up ใน input โดยให้ CH 1 เป็น Gnd (ground) และให้ icp supply 

เป็น off ส่วน CH 2 เป็น float และให้ icp supply เป็น on คือเครื(องวิเคราะห์สญัญาณ

พลวตัจะจา่ยไฟให้แก่ตวัวดัสญัญาณความเร่ง 

10. ตั 2งคา่ trigger เป็น CH 1 คือในการวิเคราะห์ข้อมลูให้รอสญัญาณจากค้อนเคาะ 

หมายเหต ุ: ตั 2งคา่ number average เป็น 5 คือนําผลการเคาะทั 2ง 5 ครั 2งมาเฉลี(ยตอ่การอ่านคา่ 1 

ผลการทดลอง 
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Study on Vibration of Stepped Plates, The 25th Conference of the Mechanical Engineering 

Network of Thailand, 19 – 21 October 2011, Krabi, Thailand. 
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