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In this thesis, a finite volume element method for two-dimensional, unsteady-

state convection-diffusion-reaction equation is presented.  The corresponding finite 

volume element equation is derived from the partial differential equation which 

satisfy the convection-diffusion-reaction problem.  To analyze the convection-

diffusion-reaction problems, the triangular control volumes are used.  Finite volume 

element computer program from finite volume element equation is developed and 

verified by solving the problems of which exact solutions and previous numerical 

results are available. 

To improve solution accuracy and save computational time, an adaptive 

meshing technique is applied to the finite volume element method.  The technique 

places small control volumes in the region of high solution gradients, and vice versa. 

Results from the convection-diffusion-reaction problems assure the efficiency 

of applying the finite volume element method with adaptive meshing technique, 

which are proposed in this thesis. 
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 ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการพาของเนินเขารูปไซน  62 

รูปท่ี 5.57 แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และเสนช้ันแสดงการกระจายตัว 

 ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาการพาของเนนิเขารูปไซน  62 

รูปท่ี 5.58 แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และเสนช้ันแสดงการกระจายตัว 

 ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาการพาของเนนิเขารูปไซน  62 

รูปท่ี 5.59 แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและเสนช้ันสีแสดงการกระจายตัว 

 ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาสมิทและฮัตตัน  63 

รูปท่ี 5.60 แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และเสนช้ันสีแสดงการกระจายตัว 

 ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาสมิทและฮัตตัน  63 

รูปท่ี 5.61 แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และเสนช้ันสีแสดงการกระจายตัว 

 ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาปญหาสมิทและฮัตตัน  64 

รูปท่ี 5.62 แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 3 และเสนช้ันสีแสดงการกระจายตัว 

 ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาปญหาสมิทและฮัตตัน  64 

รูปท่ี 5.63 กราฟเปรียบเทียบการกระจายตัวของปริมาณ φ  สําหรับปญหาสมิทและฮัตตัน  64 
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 ∂  ตัวดําเนินการเชิงอนุพันธยอย 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
1.1  ความสําคัญและท่ีมาของวิทยานิพนธ 
 การศึกษาปรากฏการณการเคล่ือนยายของปริมาณตาง ๆ (transport phenomena) 
ดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขไดรับความสนใจอยางตอเนื่องจนถึงปจจุบัน  ในการอธิบายพฤติกรรม
ของการเคล่ือนยายนี้จําเปนตองอาศัยการแกสมการท่ีเกี่ยวของซ่ึงอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธ
ยอย  สมการเชิงอนุพันธยอยนี้ประกอบดวยพจนตาง ๆ ที่อธิบายถึงลักษณะของการพา การแพร 
และการเกิดปฏิกิริยาเรียกวาสมการการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยา (convection-diffusion-

reaction equation)  ในการนําระเบียบวิธีเชิงตัวเลขมาวิเคราะหสมการดังกลาวพบวาความยุงยาก
ประการหลักท่ีมีผลตอความถูกตองแมนยํามาจากพจนท่ีเกี่ยวของกับการพาซ่ึงพจนของการพานี้
กอใหเกิดการเปล่ียนแปลงของผลลัพธสูงหรือเกิดความไมตอเนื่องของผลลัพธ 
 ในอดีตท่ีผานมาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ไดรับความนิยมอยางมากในการวิเคราะห
ปญหาดังกลาวขางตนคือระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง (finite different method) เนื่องจากเปนวิธีท่ี
ไมซับซอนสามารถทําความเขาใจไดโดยงาย  แตมีขอจํากัดคือในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบ
วิธีนี้จําเปนตองแบงขอบเขตของปญหาออกเปนตารางส่ีเหล่ียม  ซ่ึงหากปญหาท่ีนํามาทําการ
วิเคราะหมีรูปรางซับซอนจะทําใหเกิดความยากลําบากในการจําลองรูปรางของปญหา  สําหรับใน
ปจจุบันระเบียบวิธีเชิงตัวเลขท่ีถูกพัฒนาข้ึนและไดรับความนิยมนํามาใชวิเคราะหปญหาสามารถ
แบงไดเปน 2 กลุมคือระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (finite element method) [1] และระเบียบวิธี
ไฟไนตวอลุม (finite volume method) [2] 

 ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมีหลักการคราว ๆ คือการแบงโดเมนของปญหาออกเปน
ปริมาตรควบคุม (control volume) ยอย ๆ ปริมาตรควบคุมนี้เรียกวาเซลล (cell) ซ่ึงถูกลอมรอบ
ดวยพื้นผิวควบคุม (control surface) การคํานวณหาคาตัวแปรตาง ๆ อาศัยหลักความสมดุลของ 
ฟลักซท่ีผานเขาออกพื้นผิวควบคุมทําใหพจนตาง ๆ ท่ีคํานวณไดมีความหมายทางกายภาพคือมีการ
อนุรักษคาตัวแปรภายในปริมาตรควบคุมหนึ่ง ๆ ในปจจุบันระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมนิยมนํามาใช
กับปญหาท่ีเกี่ยวของกับการไหลแบบอัดตัวความเร็วสูงเนื่องจากสามารถวิเคราะหความไมตอเนื่อง
ของผลลัพธไดอยางแมนยํา  งานวิจัยท่ีเกี่ยวของกับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมไดถูกนําเสนออยาง
ตอเนื่องท้ังในแงมุมของการนําเสนอระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมท่ีใหผลลัพธท่ีมีอันดับความถูกตองสูง 
เชน วิธี SHARP (simple high-accuracy resolution program) [3]               วิธี MUSCL 
(monotone upwind schemes for conservation laws) [4]  วิธี TVD (total variation 
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diminishing) [5]  วิธี multistage Runge-Kutta [6]  รวมถึงแงมุมของการใชระเบียบวิธีไฟไนต
วอลุมแกปญหาดานตาง ๆ เชน ปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัว [7,8]  การวิเคราะหการไหล
ผานปกเครื่องบินในยานความเร็วเสียง [9]  ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมท่ีนิยมใชวิเคราะหปญหาท่ีมี
การเปล่ียนแปลงของผลลัพธสูงคือระเบียบวิธีท่ีใชแนวคิดของทิศทางตนลม (upwind-based 
method) [6,7] 
 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีหลักการคราว ๆ คือการแบงโดเมนของปญหา
ออกเปนเอลิเมนต (element) ยอย ๆ แลวจึงเลือกฟงกชันการประมาณภายใน (interpolation 

function) เพื่อประมาณคาของตัวแปรตาง ๆ บนเอลิเมนตนั้น  จากนั้นจึงประดิษฐสมการไฟไนต 
เอลิเมนตท่ีสอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธยอยของปญหา  สุดทายจึงนําสมการของแตละเอลิเมนต
มารวมกันเปนระบบสมการรวมและทําการแกระบบสมการรวมเพื่อหาคาตัวแปร  ขอดีของระเบียบ
วิธีไฟไนตเอลิเมนตคือใหผลลัพธท่ีมีความถูกตองสูงจากการเลือกใชฟงกชันการประมาณภายใน  
และสามารถนํามาใชกับปญหาท่ีมีรูปรางซับซอนไดดี  มีวิธีการคํานวณสอดคลองกับลักษณะของ
สมการเอลลิปติก (elliptic equation)  งานวิจัยทางดานระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีการนําเสนอ
อยางตอเนื่องเชนเดียวกัน เชน การนําเสนอระเบียบวิธีเทยเลอร-กาเลอรคิน (Taylor-Galerkin 

method) [10,11]  ระเบียบวิธีเพทรอฟ-กาเลอรคิน (Petrov-Galerkin method) [12]  ระเบียบวิธี
สตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน (streamline upwind Petrov-Galerkin method) [13]  
ระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ (characteristic based split method) [14,15] 

 งานวิจัยท่ีนําขอดีของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขท้ังสองมาใชรวมกันในการวิเคราะหปญหา 
เชน ระเบียบวิธี CVFEM (control volume finite element method) [16] ซ่ึงเปนการใช
ฟงกชันน้ําหนักแบบเพทรอฟ-กาเลอรคินและใชแบบจําลองส่ีเหล่ียมในการคํานวณ  ผลลัพธจาก
การคํานวณมีความถูกตองเทียบเทากับวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคินท่ีใชในระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนต  และระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนต (finite volume element method) 
[17,18]  นําเสนอการแบงยอยสมการของการพา-การแพร-ปฏิกิริยาดวยวิธีไฟไนตวอลุม  และใช
หลักการของระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางในการหาคาเกรเดียนตของการแพร  ระเบียบวิธี
ดังกลาวเปนระเบียบวิธีแบบชัดแจง  ใชเวลาในการคํานวณนอยในขณะที่ใหผลลัพธท่ีมีความ
ถูกตองถึงอันดับสอง  นอกจากนี้ยังมีงานวิจัยอ่ืน ๆ ท่ีเกี่ยวของกับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนต 
[19]  โดยนําเสนอการแกสมการพาราโบลิก (parabolic equation) ในสองมิติโดยไดนําเสนอ
ระเบียบวิธีท่ีแตกตางกันถึงสามแบบ 

 ระเบียบวิธีท้ังสองยังสามารถแบงตามลักษณะการคํานวณออกไดเปน 2 วิธีหลัก ๆ  
คือระเบียบวิธีแบบชัดแจง (explicit scheme) และระเบียบวิธีแบบไมชัดแจง (implicit scheme)  
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ระเบียบวิธีแบบชัดแจงไดรับความนิยมอยางแพรหลายในปจจุบันเนื่องจากสามารถนํามา
ประยุกตใชไดงาย  และการท่ีไมตองแกระบบสมการรวมใหญทําใหใชเวลาในการคํานวณและ
หนวยความจําบนเคร่ืองคอมพิวเตอรนอยกวา  อยางไรก็ตามระเบียบวิธีดังกลาวมีขอจํากัดคือหาก
ใชชวงเวลา (time step) ท่ีสูงเกินไปอาจทําใหผลลัพธจากการคํานวณลูออก 
 ในการนําระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมหรือไฟไนตเอลิเมนตมาใชวิเคราะหหาผลเฉลย
โดยท่ัวไปนั้น ความถูกตองของผลลัพธจะข้ึนอยูกับขนาดของเซลลหรือขนาดของเอลิเมนตกลาวคือ
หากตองการความถูกตองของผลลัพธสูงก็จําเปนตองใชเซลลหรือเอลิเมนตท่ีมีขนาดเล็กเปนจํานวน
มากโดยเฉพาะในบริเวณท่ีเกิดการเปล่ียนแปลงของผลลัพธสูง  แตการใชเซลลหรือเอลิเมนตขนาด
เล็กจํานวนมากตลอดท้ังโดเมนของปญหาทําใหตองใชเวลาในการคํานวณและหนวยความจําเพิ่ม
มากข้ึนโดยไมจําเปน  ดังนั้นการนําเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ (adaptive meshing 

technique) มาใชรวมกับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขดังกลาวก็จะทําใหการแกปญหามีประสิทธิภาพมาก
ข้ึน  งานวิจัยท่ีเกี่ยวของกับเทคนิคการปรับขนาดเมช  เชน เทคนิคการปรับขนาดเมชท่ีประกอบดวย
เซลลส่ีเหล่ียม [20]  เทคนิคการปรับขนาดเมชท่ีประกอบดวยเซลลสามเหล่ียม [21-23] 

 งานวิทยานิพนธนี้จึงขอนําเสนอการแกปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยา
ภายใตสภาวะไมอยูตัวในสองมิติดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตแบบปรับขนาดได  ซ่ึงเปน
การประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติเขากับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนต  
วิธีการดังกลาวเปนวิธีแบบชัดแจงทําใหใชเวลาในการคํานวณนอย โดยใหผลลัพธท่ีมีความถูกตอง
ในอันดับสูง (higher-order resolution)  ในขณะท่ีเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติจะเพิ่ม
ประสิทธิภาพของการคํานวณใหไดผลลัพธท่ีมีความถูกตองแมนยํามากยิ่งข้ึนโดยไมจําเปนตองใช
หนวยความจําบนเคร่ืองคอมพิวเตอรและใชเวลาในการคํานวณมากเกินไป 
 
1.2  วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 
  เพื่อศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตและประดิษฐสมการไฟไนตวอลุม    
เอลิเมนตท่ีสอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธยอยของการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยา  รวมถึง
ประดิษฐไฟไนตวอลุมเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรและนํามาใชรวมกับเทคนิคการปรับขนาด
เมชโดยอัตโนมัติสําหรับวิเคราะหปญหาภายใตสภาวะไมอยูตัวในสองมิติดวยเซลลสามเหล่ียม 

 
1.3  ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 1.3.1 ประดิษฐสมการไฟไนตวอลุมเอลิเมนตและโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุม   

เอลิเมนตท่ีสอดคลองกับสมการของการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยาในสองมิติ 
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 1.3.2. ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติเขากับโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีได
ประดิษฐข้ึน 

 1.3.3. แสดงประสิทธิภาพของการใชเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติรวมกับ
โปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีไดประดิษฐข้ึน โดยนําไปใชวิเคราะหปญหาท่ีมีความ
ซับซอน 

 
1.4  ขั้นตอนดําเนินงานวิทยานิพนธ 
 1.4.1 ศึกษาระเ บียบวิ ธีไฟไนตวอลุมเอลิ เมนต สําหรับปญหาการพา -การแพร -                

การเกิดปฏิกิริยาในสภาวะไมอยูตัวในสองมิต ิ

 1.4.2 ประดิษฐสมการไฟไนตวอลุมเอลิเมนตและโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีสอดคลองกัน 
โดยใชเซลลสามเหล่ียม 

 1.4.3 ทดสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีไดประดิษฐข้ึนกับปญหาอยางงายท่ีมีผลเฉลย  
แมนตรงหรือปญหาท่ีมีผูหาผลลัพธไวแลว 

 1.4.4 ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติเขากับโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีได
ประดิษฐข้ึน 

 1.4.5 นําโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีปรับปรุงแลวไปใชแกปญหาท่ีมีความซับซอนมากข้ึน 

 1.4.6 เขียนวิทยานิพนธ 
 1.4.7 สอบวิทยานิพนธ 
 
1.5  ประโยชนท่ีไดรับจากวิทยานิพนธ 
 1.5.1 สามารถนําเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติมาใชรวมกับโปรแกรม

คอมพิวเตอรท่ีประดิษฐข้ึนจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตได 
 1.5.2 สามารถนําโปรแกรมท่ีปรับปรุงแลวไปใชวิ เคราะหปญหาการพา-การแพร-         

การเกิดปฏิกิริยาท่ีมีความซับซอนได 
 1.5.3 สามารถลดหนวยความจํา (RAM) และเวลาท่ีตองใชในการคํานวณบนเคร่ือง

คอมพิวเตอรลงได 
 1.5.4 เปนแนวทางสําหรับศึกษาและพัฒนาวิชาการดานไฟไนตวอลุมและไฟไนต           

เอลิเมนตสําหรับผูวิจัยในอนาคตตอไป 



บทที่ 2 

ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตสําหรับการแกปญหา                      
การพา-การแพร-การเกดิปฏิกิริยา 

 
 บทท่ี  2 จะกลาวถึงการใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเพื่อแกปญหา          
การพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยา  โดยระเบียบวิธีดังกลาวประกอบดวยการนําหลักการของวิธี     
ไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร (cell-centered finite volume method) มาประยุกตบนปริมาตร
ควบคุม (control volume) รูปทรงสามเหล่ียมยอย ๆ ภายในโดเมนของปญหา  เนื่องจากระเบียบ
วิธีไฟไนตวอลุมสามารถนํามาใชกับปญหาท่ีผลลัพธมีลักษณะไมตอเนื่องไดเปนอยางดี  และใช
หลักการของวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคางในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (finite element 

method) เพื่อคํานวณหาปริมาณเกรเดียนตท่ีอยูบนผิวควบคุม (control surface) สําหรับพจนของ
การแพร 
 
2.1  สมการเชิงอนุพันธยอยของปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยา 
 สมการเชิงอนุพันธยอยท่ีเกี่ยวของของปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยา 
(convection-diffusion-reaction equation) ภายใตสภาวะไมคงตัวในสองมิติ  โดยมีตัวแปรไม
ทราบคาเปนปริมาณสเกลาร ( ), ,x y tφ สามารถแสดงไดดังนี้ 
 

 

( )v q
t
φ φ ε φ κφ∂
+∇ ⋅ − ∇ + =

∂
 (2.1) 

โดยท่ี i j
x y
∂ ∂

∇ = +
∂ ∂

 และ v ui v j= +  

สมการ(2.1) สามารถแสดงใหอยูในรูปแบบกระจายดังนี ้
 

 

( ) ( )

Temporal term Reaction termConvection terms Source termDiffusion terms

u v
q

t x y x x y y
φ φφ φ φε ε κφ

∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.2) 

 
โดยท่ี ( ),u u x y=  หมายถึงความเร็วท่ีกําหนดบนโดเมนของปญหาในแนวแกน x  

 ( ),v v x y=  หมายถึงความเร็วท่ีกําหนดบนโดเมนของปญหาในแนวแกน y  

 ε  แทนคาสัมประสิทธ์ิของการแพร 
 κ  แทนคาสัมประสิทธ์ิของการเกิดปฏิกิริยา 
 ( ), ,q q x y t=  หมายถึงพจนเนื่องจากแหลงกําเนิด 
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เง่ือนไขขอบเขต (boundary condition) ของปญหาดังกลาวขางตนประกอบดวย 

(1) ( )1 , ,S x y tφ=  เปนการกําหนดปริมาณสเกลาร φ  บนผิวนอกของโดเมน 

(2) 2 x yS n n
x y
φ φε ε∂ ∂

= +
∂ ∂

 เปนการกําหนดปริมาณฟลักซท่ีผานเขาออกขอบนอกของโดเมน 

เง่ือนไขเร่ิมตน (initial condition) ของปริมาณสเกลาร φ  กําหนดโดย ( ) ( )0, ,0 ,x y x yφ φ=  
 
2.2  ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนต 
 ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตท่ีใชในงานวิจัยนี้เร่ิมจากการใชวิธีไฟไนตวอลุม 
(finite volume method) โดยแบงโดเมนของปญหาออกเปนปริมาตรควบคุม (control volume) 
รูปสามเหล่ียมเล็ก ๆ เรียกวาเซลล (cell)  กําหนดใหปริมาณไมทราบคาท่ีจะทําการคํานวณหาถูก
เก็บคาอยูท่ีตําแหนงจุดศูนยกลาง (centroid) ของปริมาตรควบคุมนั้นดังแสดงในรูปท่ี 2.1 ซ่ึง
วิธีการเชนนี้เรียกวาวิธีเซลลเซนเตอร (cell-centered method)  รายละเอียดของปริมาตรตัวอยาง
แสดงในรูปท่ี 2.2  โดย iΩ  หมายถึงปริมาตรควบคุม i  ประกอบดวยพื้นผิวควบคุม (control 

surface) ท่ีติดกับปริมาตรขางเคียงคือดานท้ังสามของปริมาตรนั้น ไดแก 
1 2
,  s sΓ Γ  และ 

3s
Γ  

ตามลําดับ 

 
รูปท่ี 2.1  การแบงโดเมนของปญหาออกเปนเซลลสามเหล่ียมยอย ๆ 

 

 
รูปท่ี 2.2  รายละเอียดของปริมาตรตัวอยาง iΩ  

iΩ  
1s

Γ  
2s

Γ  

3s
Γ  

1S  

2S  y  

x  
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 การคํานวณหาคาของปริมาณสเกลาร φ  ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิม
จากการอินทิเกรตสมการเชิงอนุพันธยอยท่ีเกี่ยวของซ่ึงในท่ีนี้คือสมการ (2.2)  ท่ัวท้ังปริมาตร iΩ  
และอินทิเกรตจากชวงเวลา nt  จนถึง 1nt +   ดังนี ้
 

 

( ) ( )1

0
n

n
i

t

t

u v
q d dt

t x y x x y y
φ φφ φ φε ε κφ

+

Ω

⎛ ⎞∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − + − Ω =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫  (2.3) 

 
เม่ือกําหนดใหปริมาณสเกลาร iφ  มีคาคงท่ีและมีคาเทากับคาเฉล่ียของปริมาณ φ  ท่ีอยูภายใน
ปริมาตรควบคุม iΩ   กลาวคือ 

 ( ) ( )1 , ,
i

i
i

t x y t dφ φ
Ω

= Ω
Ω ∫  (2.4) 

โดยท่ี iΩ  หมายถึงพื้นท่ีของปริมาตรควบคุม iΩ   ทําใหพจนแรกทางซายมือของสมการ (2.3) 
สามารถเขียนใหอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธและเม่ือประมาณคาดวยวิธีของออยเลอร (Euler’s 

method) ซ่ึงเปนระเบียบวิธีแบบชัดแจง (explicit method)  นั่นคือ 
 

 
1n n

i i id
d t t
φ φ φ+ −

≈
Δ

 (2.5) 

โดยท่ี 1n
iφ
+  และ n

iφ  หมายถึงคาเฉล่ียของปริมาณ φ  บนปริมาตรควบคุม iΩ  ท่ีเวลา 1nt +  และ nt   
ตามลําดับ 

 พจนท่ีเกี่ยวของกับการพา-การแพรในสมการ (2.3) สามารถประยุกตทฤษฎีบท
ของไดเวอรเจนซ (divergence theorem) เขากับพจนดังกลาว  ทําใหสมการลดรูปลงจากการ
อินทิเกรตภายในปริมาตรควบคุม iΩ  เปนการอินทิเกรตของฟลักซผานพ้ืนผิวควบคุมของปริมาตร
นั้น  นั่นคือ 
 

( ) ( )1n

n
i

t

t

u v
d dt

x y x x y y
φ φ φ φε ε

+

Ω

⎡ ⎤∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ − − Ω⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫  

 

1n

n
s

t

x yt
u n v n d dt

x y
φ φφ ε φ ε

+

Γ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= − + − Γ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫  (2.6) 

 
พจนทางขวามือหมายถึงผลรวมของฟลักซเนื่องจากการพาและการแพรซ่ึงผานเขาออกขอบของ
เซลลในชวงเวลา 1,n nt t +⎡ ⎤⎣ ⎦   เม่ือประยุกตกฎการหาคาอินทิกรัลท่ีจุดกึ่งกลางควอดดราเจอร 

(midpoint quadrature integration rule) เขากับพจนดังกลาวท้ังโดเมนในทางมิติและทางเวลา  
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ทําใหคาท่ีประมาณไดเปนผลรวม (summation) ของฟลักซท่ีผานเขาออกท่ีตําแหนงกึ่งกลางขอบ
ท้ังสามของเซลลสามเหล่ียม ท่ีเวลา 1/2nt +  ซ่ึงสามารถแสดงรายละเอียดไดดังนี ้
 

1n

n
s

t

x yt
u n v n d dt

x y
φ φφ ε φ ε

+

Γ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
− + − Γ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫  

 = 
1 1 1 1 1 1 1

1 1

1/2 1/2
1/2 1/2

, ,

n n
n n

s s s x s s s y s
s s

t u n v n
x y
φ φφ ε φ ε

+ +

+ +
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Γ − + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 + 
2 2 2 2 2 2 2

2 2

1/2 1/2
1/2 1/2

, ,

n n
n n

s s s x s s s y s
s s

t u n v n
x y
φ φφ ε φ ε

+ +

+ +
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Γ − + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 + 
3 3 3 3 3 3 3

3 3

1/2 1/2
1/2 1/2

, ,

n n
n n

s s s x s s s y s
s s

t u n v n
x y
φ φφ ε φ ε

+ +

+ +
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Γ − + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (2.7) 

 
โดยท่ี 

1 2
,  s sΓ Γ  และ 

3s
Γ  แทนความยาวของขอบ 

1 2
,  s sΓ Γ  และ 

3s
Γ  ตามลําดับ 

 
1 2
,  s su u  และ 

3s
u  แทนความเร็วในแนวแกน x  ท่ีตําแหนงกึ่งกลางขอบ 

1 2
,  s sΓ Γ  และ 

3s
Γ  

ตามลําดับ 

 
1 2
,  s sv v  และ 

3s
v  แทนความเร็วในแนวแกน y  ท่ีตําแหนงกึ่งกลางขอบ 

1 2
,  s sΓ Γ  และ 

3s
Γ  

ตามลําดับ 

 
1 2, ,,  x s x sn n  และ 

3,x sn  แทนทิศทางโคไซนในแนวแกน x  ของเวกเตอรตั้งฉากกับขอบ 

1 2
,  s sΓ Γ  และ 

3s
Γ  ตามลําดับ 

 
1 2, ,,  y s y sn n  และ 

3,y sn  แทนทิศทางโคไซนในแนวแกน y  ของเวกเตอรตั้งฉากกับขอบ 

1 2
,  s sΓ Γ  และ 

3s
Γ  ตามลําดับ 

 
1 2

1/2 1/2,  n n
s sφ φ+ +  และ 1/2

3
n
sφ
+  แทนปริมาณสเกลาร φ  ณ เวลา 1/2nt +  ท่ีตําแหนงกึ่งกลางขอบ 

1 2
,  s sΓ Γ  และ 

3s
Γ  ตามลําดับ 

 
 เพื่อความสะดวกในการคํานวณเราอาจประมาณคาเกรเดียนตท่ีเวลา 1/2nt +  ของ
สมการ (2.7) ดวยคาเกรเดียนตท่ีเวลา nt   นั่นคือ 
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1n

n
s

t

x yt
u n v n d dt

x y
φ φφ ε φ ε

+

Γ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
− + − Γ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫  

 = 
1 1 1 1 1 1 1

1 1

1/2 1/2
, ,

n n
n n

s s s x s s s y s
s s

t u n v n
x y
φ φφ ε φ ε+ +

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Γ − + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 + 
2 2 2 2 2 2 2

2 2

1/2 1/2
, ,

n n
n n

s s s x s s s y s
s s

t u n v n
x y
φ φφ ε φ ε+ +

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Γ − + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 + 
3 3 3 3 3 3 3

3 3

1/2 1/2
, ,

n n
n n

s s s x s s s y s
s s

t u n v n
x y
φ φφ ε φ ε+ +

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Γ − + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (2.8) 

 
 พจนท่ีเกี่ยวของกับการเกิดปฏิกิริยาและแหลงกําเนิดสามารถใชวิธีประมาณ
คาเฉล่ียท่ีเวลา 1/2nt +  ไดเชนกัน  กลาวคือ 
 

 
1

1/2
n

n
i

t n
i it

d t d tκφ κφ
+

+

Ω
Ω = Δ Ω∫ ∫  (2.9) 

และ 
1

1/2
n

n
i

t n
i it

q dt d t q
+

+

Ω
Ω = Δ Ω∫ ∫  (2.10) 

 
แทนพจนตาง ๆ ในสมการ (2.3) ดวยคาท่ีไดจากการแบงยอยในสมการ (2.5) และสมการ(2.8) – 
(2.10) จะไดสมการท่ีอยูในรูปแบบชัดแจง ดังน้ี 
 

1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1/2 1/2
, ,

n n
n n n n
i i s s s x s s s y s

i s s

t u n v n
x y
φ φφ φ φ ε φ ε+ + +

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ ∂ ∂⎪ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − Γ − + −⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂Ω ⎢ ⎥⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩
 

                           
2 2 2 2 2 2 2

2 2

1/2 1/2
, ,

n n
n n

s s s x s s s y s
s s

u n v n
x y
φ φφ ε φ ε+ +

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ Γ − + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

                           
3 3 3 3 3 3 3

3 3

1/2 1/2
, ,

n n
n n

s s s x s s s y s
s s

u n v n
x y
φ φφ ε φ ε+ +

⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ Γ − + − ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎭
 

                 ( )1/2 1/2n n
i it qκφ + +−Δ −   (2.11) 

 
ปริมาณสเกลาร φ  ท่ีเวลา 1/2nt +  ในสมการ (2.11) สามารถประมาณคาดวยการกระจายอนุกรม  
เทยเลอรอันดับสอง (second order Taylor’s series expansion)  โดยคํานวณอางอิงกับทิศทาง
ของเซลลตนลม (upwinding direction)  หากสมมติใหปริมาณสเกลาร φ  ท่ีอยูบนขอบ 

1 2
,  s sΓ Γ  



10 
 

และ 
3s

Γ  มีทิศทางการไหลจากเซลล i  ไปยังเซลล 1 2,  j j  และ 3j  ตามลําดับ  จะสามารถประมาณ
คาท่ีขอบไดดังนี ้

 
1

1/2n
sφ
+  ( ) ( )1 1 2

n n n
n
i s i s i

i i i

tx x y y
x y t
φ φ φφ ∂ ∂ Δ ∂

= + − + − +
∂ ∂ ∂

 (2.12ก) 

 
2

1/2n
sφ
+  ( ) ( )2 2 2

n n n
n
i s i s i

i i i

tx x y y
x y t
φ φ φφ ∂ ∂ Δ ∂

= + − + − +
∂ ∂ ∂

 (2.12ข) 

 
3

1/2n
sφ
+  ( ) ( )3 3 2

n n n
n
i s i s i

i i i

tx x y y
x y t
φ φ φφ ∂ ∂ Δ ∂

= + − + − +
∂ ∂ ∂

 (2.12ค) 

 1/2n
iφ
+  

2

n
n
i

i

t
t
φφ Δ ∂

= +
∂

  (2.13) 

 
พจนสุดทายของสมการ (2.12ก-ค) และสมการ (2.13) ซ่ึงเปนอนุพันธยอยท่ีเกี่ยวของกับเวลา
สามารถแปลงใหอยูในรูปของอนุพันธท่ีเกี่ยวของกับมิติไดโดยใชหลักการของความสัมพันธของตัว
แปรบนแกนคุณลักษณะ  ทําใหสมการ (2.12ก-ค) และสมการ (2.13) สามารถแสดงไดดังนี้ 
 

 
1

1/2n
sφ
+  ( ) ( )1 1 2

n n n n
n
i s i s i i i

i i i i

tx x y y u v
x y x y
φ φ φ φφ

⎛ ⎞∂ ∂ Δ ∂ ∂⎜ ⎟= + − + − − +
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (2.14ก) 

 
2

1/2n
sφ
+  ( ) ( )2 2 2

n n n n
n
i s i s i i i

i i i i

tx x y y u v
x y x y
φ φ φ φφ

⎛ ⎞∂ ∂ Δ ∂ ∂⎜ ⎟= + − + − − +
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (2.14ข) 

 
3

1/2n
sφ
+  ( ) ( )3 3 2

n n n n
n
i s i s i i i

i i i i

tx x y y u v
x y x y
φ φ φ φφ

⎛ ⎞∂ ∂ Δ ∂ ∂⎜ ⎟= + − + − − +
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (2.14ค) 

 1/2n
iφ
+  

2

n n
n
i i i

i i

t u v
x y
φ φφ

⎛ ⎞Δ ∂ ∂⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 (2.15) 

 
โดยท่ี iu  และ iv  แทนความเร็วท่ีจุดศูนยกลางของเซลล iΩ  ในแนวแกน x  และ y  ตามลําดับ 

 พจนของเกรเดียนตท่ีเกิดจากการประมาณคาดวยอนุกรมเทยเลอรในสมการ 
(2.14ก-ค) และสมการ (2.15) และพจนของเกรเดียนตอันเนื่องมาจากการแพรในสมการ (2.11)  
สามารถคํานวณไดโดยใชวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางซ่ึงมาจากแนวคิดของระเบียบวิธีไฟไนต          
เอลิเมนต  โดยการสมมติใหเกรเดียนตดังกลาวมีการกระจายเปนแบบเชิงเสนไปบนปริมาตรควบคุม 

iΩ  และสามารถเขียนใหอยูในรูปของผลรวมคาเกรเดียนตท่ีตําแหนงเวอรเทกซ (vertex) ของ
ปริมาตรควบคุมนั้น กลาวคือ 
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  1 2 3
1 2 3

(3 1)(1 3)

n

i

N N N N
x x x x x
φ φ φ φ φ

××

⎧ ⎫∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = ⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎣ ⎦∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭

 (2.16) 

และ  1 2 3
1 2 3

(3 1)(1 3)

n

i

N N N N
y y y y y
φ φ φ φ φ

××

⎧ ⎫∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = ⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎣ ⎦∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭

 (2.17) 

โดย N⎢ ⎥⎣ ⎦  แทนฟงกชันการประมาณแบบเชิงเสนภายในเซลลรูปสามเหล่ียม  ทําการสรางสมการ
ไฟไนตเอลิเมนตโดยใชวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางและเลือกใชฟงกชันน้ําหนัก (weighting 

function) ตามวิธีของบับโนฟ-กาเลอรคิน (Buvnov-Galerkin) นั่นคือฟงกชันน้ําหนักมีคาเทากับ
ฟงกชันการประมาณภายในปริมาตรควบคุม, k kW N=  
 

  
i

kN d
x x
φ φ

Ω

∂ ∂
= Ω

∂ ∂∫  (2.18) 

และ  
i

kN d
y y
φ φ

Ω

∂ ∂
= Ω

∂ ∂∫  (2.19) 

 
โดยตัวหอย 1,2k =  และ 3 หมายถึงตําแหนงเวอเทกซของเซลลสามเหล่ียม  ทําการประยุกตทฤษฎี
บทของเกาส (Gauss’s theorem) เขากับพจนทางขวามือของสมการ(2.18) และสมการ (2.19) จะ
กอใหเกิด 

 { } { }
i s i

i x i
NN N d N n d d

x x
φ φ φ

Ω Γ Ω

⎧ ⎫ ⎧ ⎫∂ ∂
Ω = Γ − Ω⎢ ⎥ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ∂ ∂⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∫ ∫ ∫  (2.20) 

 { } { }
i s i

i y i
NN N d N n d d

y y
φ φ φ

Ω Γ Ω

⎧ ⎫ ⎧ ⎫∂ ∂
Ω = Γ − Ω⎢ ⎥ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ∂ ∂⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∫ ∫ ∫  (2.21) 

 
เม่ือแทนสัมประสิทธ์ิทางซายมือดวยเมตริกซมวลแบบรวมตัวกันท่ีตําแหนงเวอเทกซ (lumped 

mass matrix) เพ่ือชวยใหสามารถแกสมการยอย ๆ ในระบบสมการไดโดยตรง  ซ่ึงเปนขอดีของ
ระเบียบวิธีแบบชัดแจง จะสามารถคํานวณหาปริมาณเกรเดียนตท่ีเวอเทกซท้ังสามอันเนื่องมาจาก
ปริมาณเกรเดียนตบนเซลล iΩ  ไดดังนี้ 
 

 [ ] { } ( )1

s i
i x y i

N Ni j M N n i n j d i j d
x y x y
φ φ φ φ−

Γ Ω

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫∂ ∂ ∂ ∂
+ = + Γ − + Ω⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

∫ ∫ (2.22) 

 

โดยท่ี [ ] iM
⎡ ⎤

Ω ⎢ ⎥
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 0 0
0 1 0

3 0 0 1
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รูปท่ี 2.3  เซลลตัวอยางแสดงตําแหนงเวอเทกซหมายเลข 2 ซ่ึงประกอบดวย 

เซลลรูปสามเหล่ียมจํานวน 5 เซลลท่ีมีเวอเทกซนี้รวมกนั 
  
 ปริมาณเกรเดียนตท่ีตําแหนงเวอเทกซใด ๆ บนโดเมนสามารถคํานวณไดจาก
ผลรวมของปริมาณเกรเดียนตในสมการ (2.22) บนเซลลท่ีประกอบดวยเวอเทกซนี้รวมกันดังแสดง
ไดในเซลลตัวอยางในรูปท่ี 2.3 ซ่ึงแสดงตําแหนงเวอเทกซหมายเลข 2 ประกอบดวยเซลลลอมรอบ
จํานวน 5 เซลล 
 สําหรับคาเกรเดียนตท่ีจุดกึ่งกลางขอบท้ังสามของปริมาตรควบคุม 1 2,s s  และ 3s  
สามารถคํานวณไดโดยการเฉล่ียคาเกรเดียนตท่ีเวอเทกซนั้น ๆ นั่นคือ 
 

 
1 1 2 1 2

1 1

s

i j i j
x y x x y y
φ φ φ φ φ φ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠2 2
 (2.23ก) 

 
2 2 3 2 3

1 1

s

i j i j
x y x x y y
φ φ φ φ φ φ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠2 2
 (2.23ข) 

 
3 3 1 3 1

1 1

s

i j i j
x y x x y y
φ φ φ φ φ φ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠2 2
 (2.23ค) 

 
 เนื่องจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตท่ีนําเสนอในงานวิจัยนี้เปนระเบียบวิธี
แบบชัดแจง  การคํานวณจะถูกจํากัดดวยการใชชวงเวลา (time step) tΔ  เพื่อไมใหผลลัพธจากการ
คํานวณลูออก (diverged solution)  โดยที่ชวงเวลาดังกลาวของเซลลแตละเซลลสามารถคํานวณ
ไดจาก 

  
( )

2

2 2
, 1,2,3

,i

i
s s s n n

h
t C

u v ε
=

⎛ ⎞
Ω⎜ ⎟Δ = ⎜ ⎟Γ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

min
2max

 (2.24) 

 

i
1s  

1  

2

3  

2s  

3s  
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โดยท่ี h  แทนความยาวแคแรกเทอริสติกของเซลล iΩ ,  ,n nu v  แทนความเร็วในทิศทางต้ังฉากและ
สัมผัสกับขอบของเซลล  และ 0 1C≤ ≤  

 สมการ  (2.11) ท่ีใชในการคํานวณสามารถนําไปประดิษฐ เปนโปรแกรม
คอมพิวเตอรไดโดยตรงซ่ึงข้ันตอนการทํางานและรายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ี
ประดิษฐข้ึนนี้จะกลาวถึงรายละเอียดในบทที่ 3 
 
2.3  การวิเคราะหอันดับความถูกตองของระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนต 
 การวิเคราะหความถูกตองของระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตท่ีนําเสนอใน
งานวิจัยนี้สามารถทําไดโดยการหาความผิดพลาดจากการตัดปลาย (truncation error) บนปริมาตร
ควบคุมใน  1 มิติ   โดยกํ าหนดใหปริมาตรควบคุมนี้ มีขนาดเท า  ๆ  กันทุกเซลล  นั่นคือ 

1 2 1 2i i ix x x+ −Ω = Δ = −   ดังแสดงในรูปท่ี 2.4 
 
 
 

รูปท่ี 2.4  เซลลตัวอยางใน 1 มิติท่ีมีขนาดของเซลลเทากัน 
 
 สมการเชิงอนุพันธยอยท่ีสอดคลองกับปญหาการพา-การแพรในสภาวะไมคงตัว
ใน 1 มิติ คือ 

  0u
t x x
φ φφ ε∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (2.25) 

 
เม่ือทําการแบงยอยสมการ (2.25) ดวยข้ันตอนในหัวขอ 2.2  จะสามารถแสดงสมการของปริมาตร
ควบคุม iΩ  ในรูปของสมการกึ่งไมตอเนื่อง (semi-discrete) ไดดังนี้ 
 

 ( )1 1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

n n
n n n n
i i i i

i i

u t t
x x x x

ε φ φφ φ φ φ+ + +
+ −

+ −

⎛ ⎞Δ Δ ∂ ∂⎜ ⎟= − − + −
⎜ ⎟Δ Δ ∂ ∂⎝ ⎠

 (2.26) 

 
ใชอนุกรมเทยเลอรอันดับสองประมาณคาตัวแปร 1 2

1 2
n
iφ
+
+  และ 1 2

1 2
n
iφ
+
−  ดังนี ้

 

  1 2
1 2

n
iφ
+
+  

2 2

n n
n
i

i i

x t
x t
φ φφ Δ ∂ Δ ∂

= + +
∂ ∂

 (2.27ก) 

และ  1 2
1 2

n
iφ
+
−  1

1 12 2

n n
n
i

i i

x t
x t
φ φφ −

− −

Δ ∂ Δ ∂
= + +

∂ ∂
 (2.27ข) 

 

2i−Ω  iΩ  1i+Ω  2i+Ω  1i−Ω  
1 2i +  1 2i −  
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อาศัยหลักการของความสัมพันธของตัวแปรบนแกนคุณลักษณะในทํานองเดียวกับสมการ   
(2.14ก-ค)  จะได 

  1 2
1 2

n
iφ
+
+  

2 2

n n
n
i

i i

x u t
x x
φ φφ Δ ∂ Δ ∂

= + −
∂ ∂

 (2.28ก) 

และ  1 2
1 2

n
iφ
+
−  1

1 12 2

n n
n
i

i i

x u t
x x
φ φφ −

− −

Δ ∂ Δ ∂
= + −

∂ ∂
 (2.28ข) 

 
คาอนุพันธยอยตาง ๆ สามารถใชวิธีการแบงยอยแบบตรงกลาง (central differencing scheme) 
เพื่อประมาณคาดังนี้ 

  
n

ix
φ∂
∂

 1 1

2

n n
i i

x
φ φ+ −−

=
Δ

 (2.29ก) 

  
1

n

ix
φ

−

∂
∂

 2

2

n n
i i

x
φ φ −−

=
Δ

 (2.29ข) 

  
1 2

n

ix
φ

+

∂
∂

 1
n n
i i

x
φ φ+ −

=
Δ

 (2.29ค) 

  
1 2

n

ix
φ

−

∂
∂

 1
n n
i i

x
φ φ −−

=
Δ

 (2.29ง) 

 
เม่ือแทนคาจากสมการ (2.28ก-ข) และสมการ (2.29ก-ง) ลงในสมการ (2.26) และจัดรูปใหมจะได 
 

1n n
i iφ φ+ =  1 1 1 1

2 2 2 2

n n n n
n i i i i
i

u t x u t
x x x

φ φ φ φφ + − + −
⎧⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −Δ Δ Δ⎪− + −⎨⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎣ ⎦⎩

 

            2 2
1 2 2 2 2

n n n n
n i i i i
i

x u t
x x

φ φ φ φφ − −
−

⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −Δ Δ ⎪− + − ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎣ ⎦⎭
 

 
( )

( ) ( )1 12
n n n n
i i i i

t
x

ε φ φ φ φ+ −
Δ ⎡ ⎤+ − − −⎣ ⎦Δ

 (2.30) 

 

1n n
i iφ φ+ =  ( ) ( )

2

1 1 2 1 1 2
1 13 5
4 4

n n n n n n n n
i i i i i i i i

u t u t
x x

φ φ φ φ φ φ φ φ+ − − + − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ
− + − + + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
( )

( )1 12 2n n n
i i i

t
x

ε φ φ φ+ −

Δ
+ − +

Δ
  (2.31) 

 
ทําการประมาณพจนตาง ๆ ในสมการ (2.31) โดยการใชอนุกรมเทยเลอร  กลาวคือ 
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 1n
iφ
+  ( ) ( ) ( )2 32 3

2 32! 3!
n
i

t t
t

t t t
φ φ φφ

Δ Δ∂ ∂ ∂
= + Δ + +

∂ ∂ ∂
 (2.32ก) 

 1
n
iφ +  ( ) ( ) ( )2 32 3

2 32! 3!
n
i

x x
x

x x x
φ φ φφ

Δ Δ∂ ∂ ∂
= + Δ + +

∂ ∂ ∂
 (2.32ข) 

 1
n
iφ −  ( ) ( ) ( )2 32 3

2 32! 3!
n
i

x x
x

x x x
φ φ φφ

Δ Δ∂ ∂ ∂
= − Δ + −

∂ ∂ ∂
 (2.32ค) 

 2
n
iφ −  ( ) ( ) ( )2 32 3

2 3

2 2
2

2! 3!
n
i

x x
x

x x x
φ φ φφ

Δ Δ∂ ∂ ∂
= − Δ + −

∂ ∂ ∂
 (2.32ง) 

 
เม่ือแทนคาตาง ๆ จากสมการ (2.32ก-ง) ลงในสมการ (2.31) และจัดรูปสมการใหมใหพจนทาง
ซายมือมีรูปแบบเชนเดียวกันกับสมการเชิงอนุพันธยอย (2.25)  จะได 
 

u
t x x
φ φφ ε∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 
2 2

2
2 22!

t u
t x
φ φ⎛ ⎞Δ ∂ ∂

= − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

  ( ) ( ) ( )
3 3

2 22
3 3

1 3
3! 2 2

ut u x t x
t x
φ φ⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞− Δ + Δ Δ −= Δ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 (2.33) 

 
พจนแรกในวงเล็บทางขวามือของสมการหากใชหลักการความสัมพันธของตัวแปรบนแกน

คุณลักษณะ พบวา 
2 2

2
2 2u

t x
φ φ∂ ∂
=

∂ ∂
  สมการ (2.33) จึงลดรูปลง ดังนี้ 

 

( ) ( ) ( )
3 3

2 22
3 3

1 3
3! 2 2

uu t u x t x
t x x t x
φ φ φ φφ ε

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − = − Δ + Δ Δ − Δ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (2.34) 

 
ดังนั้นอันดับของความถูกตองของระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตคือ ( )2 2, ,t x t xΟ Δ Δ Δ Δ  
 
 ในทางปฏิบัติการหาคํานวณหาผลลัพธของงานวิจัยนี้จะกระทํากับปญหาใน
ระนาบสองมิติ และเซลลรูปทรงสามเหล่ียมท่ีใชในการคํานวณมีขนาดไมสมํ่าเสมอ  นอกจากนี้
ทิศทางของสนามความเร็วอาจจะไมไดตั้งฉากกับพื้นผิวควบคุมของเซลลสามเหล่ียมซ่ึงจะสงผลให
อันดับของความถูกตองจริงในการคํานวณลดลงจากอันดับของความถูกตองท่ีไดจากการวิเคราะห
ปญหาใน 1 มิติ 



บทที่ 3 
ไฟไนตวอลุมเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอร 

 
 บทท่ี 3 นี้จะอธิบายรายละเอียดข้ันตอนการคํานวณของไฟไนตวอลุมเอลิเมนต
โปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีไดประดิษฐข้ึนมาเพ่ือใหสอดคลองกับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนต
เพ่ือแกปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยาท่ีอยูในสภาวะไมคงตัวสองมิติดังท่ีไดกลาวมาแลว
ในบทท่ี 2  โปรแกรมคอมพิวเตอรดังกลาวมีช่ือวา Finite Volume Element Method program 
หรือโปรแกรม  FVEM ซ่ึงเขียนข้ึนดวยภาษาฟอรแทรน (FORTRAN) ท่ีสามารถทําความเขาใจ
ไดงาย และสามารถทํางานไดบนเคร่ืองคอมพิวเตอรสวนบุคคล (personal computer) ท่ีใชกัน
ท่ัวไปในปจจุบันได 
 
3.1  ลักษณะท่ัวไปของโปรแกรมคอมพิวเตอร FVEM 

 โปรแกรม FVEM ประกอบดวยโปรแกรมหลัก (main program)  โปรแกรมยอย 
(subroutine) จํานวน 14 โปรแกรมและฟงกชัน (function) จํานวน 3 ฟงกชัน  โดยช่ือของ
โปรแกรมยอยและฟงกชันตาง ๆ จะระบุอยูในวงเล็บส่ีเหล่ียม [ ⋅ ⋅ ⋅ ] และมีรายละเอียดข้ันตอนการ
ทํางานของโปรแกรม FVEM ดังนี ้
 
 3.1.1  เร่ิมตนการทํางานในโปรแกรมหลัก [MAIN]  โดยเร่ิมจากเรียกโปรแกรมยอย 
[INPUT] สําหรับอานขอมูลนําเขาเบ้ืองตนของปญหา ไดแก  จํานวนเซลลและเวอเทกซของปญหา  
จํานวนดานท่ีอยูบนขอบโดเมนของการไหล  จํานวนครั้งสูงสุดในกระบวนการทําซํ้าและจํานวน
คร้ังของการบันทึกผลการคํานวณลงในไฟลสงออก  เง่ือนไขของการคํานวณ ไดแก เง่ือนไขการใช
ขีดจํากัดฟลักซและเง่ือนไขการเลือกคํานวณอันดับความถูกตอง  คาตัวประกอบของการใชชวงเวลา  
คาคุณสมบัติของปญหา ไดแก คาสัมประสิทธ์ิของการพาและการเกิดปฏิกิริยา ปริมาณของ
แหลงกําเนิด  คาการเปล่ียนแปลงนอยท่ีสุด (tolerance)  เวลาส้ินสุดการคํานวณ  หมายเลขของเวอ
เทกซท่ีประกอบข้ึนเปนเซลล  คาเร่ิมตนของตัวแปรสเกลาร φ  และแหลงกําเนิด  ตําแหนง
โคออรดิเนตของเวอเทกซ  หมายเลขของเวอเทกซและเซลลท่ีอยูบนขอบโดเมนของการไหล 
 
 3.1.2  เม่ืออานขอมูลเบ้ืองตนของปญหาเสร็จแลวจึงเร่ิมคํานวณจํานวนเซลลท่ีลอมรอบ
เวอรเทกซแตละจุด  และคํานวณคาเบ้ืองตนตาง ๆ ท่ีจําเปนในการคํานวณตัวแปรสเกลารท่ีชวงเวลา
ถัดไป 1nφ +  โดยเรียกโปรแกรมยอยตามลําดับ ดังนี้ 
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  3.1.2.1  โปรแกรมยอย [GETGEO]  เพื่อคํานวณหาพื้นท่ีของเซลล ความยาว
ของดานประกอบ ตําแหนงโคออรดิเนตของจุดศูนยกลางเซลล ทิศทางโคซายนของเวกเตอรท่ีตั้ง
ฉากกับดานประกอบ หมายเลขของเซลลท่ีอยูติดกัน รวมท้ังระบุเซลลท่ีอยูในทิศทางตนลม 
(upwind) และทายลม (downwind) 

  3.1.2.2  โปรแกรมยอย [GETMAT]  เพ่ือคํานวณหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ
มวลแบบรวมตัวกันท่ีตําแหนงเวอเทกซ โดยจะเรียกโปรแกรมยอย [CRVEC] ในตอนเร่ิมตนการ
ทํางานของโปรแกรมยอยนี้ 
  3.1.2.3  โปรแกรมยอย [DTFIX]  เพื่อคํานวณหาคาชวงเวลาวิกฤต (critical 

time step) ชวงเวลาท่ีใชจริงในการคํานวณ และหาจํานวนรอบสูงสุดใหมในกรณีท่ีปญหาท่ีทําการ
คํานวณเปนปญหาในสภาวะไมคงตัว 
 
 3.1.3  เร่ิมตนกระบวนการทําซํ้าโดยเรียกโปรแกรมยอย [CRVEC] ในตอนเร่ิมตนของ
กระบวนการทําซํ้านี้ทุกคร้ังเพื่อกําหนดคาเกรเดียนตในตอนเร่ิมตนใหเทากับศูนย  จากนั้นจึงเร่ิม
คํานวณคาตาง ๆ โดยเรียกโปรแกรมยอยตามลําดับ ดังนี้ 
  3.1.3.1  โปรแกรมยอย [GFEM] หรือโปรแกรมยอย [GLSQ]  เพื่อคํานวณหาคา
เกรเดียนตดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตหรือระเบียบวิธีกําลังสองนอยสุด (least-squares 

gradient reconstruction) โดยระหวางการคํานวณจะเรียกโปรแกรมยอย [BOUND] เพื่อ
ประยุกตเง่ือนไขขอบเขตของปญหา 
  3.1.3.2  โปรแกรมยอย [CONV]  เพื่อคํานวณหาฟลักซท่ีเกี่ยวของกับการพา โดย
เรียกโปรแกรมยอย [CRVEC] ในตอนเร่ิมตนการทํางานและระหวางการคํานวณจะเรียกโปรแกรม
ยอย  [LIMIT] เพื่อกํากับคาเกรเดียนตไมใหฟลักซ ท่ี เกี่ยวของกับการพามีคาสูงเกินระดับ 
(overshoot) หรือมีคาตํ่ากวาระดับ (undershoot) 

  3.1.3.3  โปรแกรมยอย [DIFF]  เพื่อคํานวณหาฟลักซท่ีเกี่ยวของกับการแพร โดย
เรียกโปรแกรมยอย [CRVEC] ในตอนเร่ิมตนการทํางานและระหวางการคํานวณจะเรียกโปรแกรม
ยอย [GFEM] เพื่อคํานวณหาคาเกรเดียนตดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
  3.1.3.4  โปรแกรมยอย [REAC]  เพื่อคํานวณพจนท่ีเกี่ยวของกับการเกิดปฏิกิริยา 
โดยเรียกโปรแกรมยอย [CRVEC] ในตอนเร่ิมตนการทํางาน 
  3.1.3.5  โปรแกรมยอย [SOLV]  เพื่อแกระบบสมการและคํานวณหาปริมาณ 
สเกลาร φ  ท่ีชวงเวลาถัดไป 
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 3.1.4  ตรวจสอบการลูเขาของผลลัพธ  โดยหาคาการเปล่ียนแปลงของปริมาณสเกลาร φ  
ท่ีไดจากการคํานวณในขอ 3.1.3.5 กับคาเดิมกอนการคํานวณจากทุกเซลลและเลือกใชคาท่ีมาก
ท่ีสุดเปนตัวกําหนดการลูเขาของผลลัพธ  หากคาเปล่ียนแปลงนั้นมีคานอยกวาคาการเปล่ียนแปลง
นอยท่ีสุด (tolerance) ท่ีกําหนดให  จะดําเนินการตอไปในขอ 3.1.5  แตหากคาดังกลาวยังคง
มากกวาคาท่ีกําหนดใหก็ใหวนยอนกลับไปทําการคํานวณซํ้าใหมในหัวขอ 3.1.3 ขางตน  
กระบวนการทําซํ้าเชนนี้จะทําเร่ือยไปจนกวาคาการเปล่ียนแปลงนั้นนอยกวาคาท่ีกําหนดใหหรือได
ทําซํ้าจนครบจํานวนรอบสูงสุดแลว 
 
 3.1.5  แสดงผลลัพธจากการคํานวณโดยเรียกโปรแกรมยอย [CVERT] เพื่อแปลงคา
ปริมาณสเกลาร φ  ท่ีคํานวณไดท่ีจุดศูนยกลางของเซลลไปยังตําแหนงเวอเทกซ และบันทึกผลลัพธ
ลงในไฟลสงออกท่ีตองการเพื่อนําไปใชแสดงผลทางดานกราฟกตอไป  ไฟลขอมูลสงออกจะถูก
เรียกโดยโปรแกรมยอย [SOLOP] ซ่ึงผลลัพธท่ีคํานวณไดดังกลาวประกอบดวย จํานวนรอบและ
เวลาท่ีใชจริงในการคํานวณ  คาชวงเวลาวิกฤต และคาปริมาณสเกลาร φ  
 
 3.1.6  ฟงกชันอ่ืน ๆ ไดแกฟงกชัน [UVEL], [VVEL] เปนฟงกชันเพื่อคํานวณหา
ปริมาณความเร็วในทิศแกน x  และแกน y  ของสนามความเร็ว (velocity field)  และฟงกชัน 
[BC] เปนฟงกชันเพื่อคํานวณหาคาท่ีกําหนดใหท่ีขอบโดเมนของปญหา  การคํานวณฟงกชัน
เหลานี้จะแตกตางกันไปตามลักษณะของปญหาท่ีทําการวิเคราะห  โดยจะแทรกไวในโปรแกรมยอย
บางโปรแกรมท่ีตองการเรียกใชคาเหลานี ้
 
  รายละเอียดของไฟไนตวอลุมเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอร FVEM ไดแสดงไว
ในภาคผนวก ก.  โดยไดสรุปข้ันตอนการทํางานของโปรแกรม FVEM ไวในรูปท่ี 3.1 
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รูปท่ี 3.1  ข้ันตอนการทํางานของโปรแกรมคอมพิวเตอร FVEM 
 
 
 

คํานวณถึงชวงเวลาสุดทายแลว 

ยังไมถึงชวงเวลาสุดทาย 

เร่ิมการทํางาน 

อานขอมูลเบ้ืองตนของปญหา [INPUT] 

คํานวณพื้นที่ ตําแหนงของจุดศูนยกลางของเซลล ความยาวดานประกอบ 

ทิศทางโคซายนของเวกเตอรตั้งฉากกับดานประกอบ ระบุหมายเลขเซลลท่ีอยูติดกัน และ
หมายเลขเซลลท่ีอยูในทิศทางตนลมและทายลม [GETGEO] 

คํานวณเมตริกซผกผันของเมตริกซมวลแบบรวมตัวกันท่ีตําแหนงเวอเทกซ [GETMAT] 

คํานวณหาคาชวงเวลาวิกฤต และชวงเวลาที่ใชจริงในการคํานวณ [DTFIX] 

คํานวณเกรเดยีนตของเซลล [GFEM], [GLSQ] 

ประยุกตเง่ือนไขขอบเขต [BOUND] 

คํานวณพจนของแหลงกําเนดิ และปริมาณสเกลารท่ีเวลา 1+nt  [SOLV] 

ตรวจสอบชวงเวลาท่ีใชในการคํานวณ 

พิมพผลลัพธท่ีทุกจุดตอ [CVERT] ลงในไฟลสงออก [SOLOP] 

จบการทํางาน 

คํานวณพจนของการพา [CONV] การแพร [DIFF]  
และการเกิดปฏิกิริยา [REAC] 
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3.2  รายละเอียดของไฟลขอมูลนําเขาท่ีใชกับโปรแกรมคอมพิวเตอร FVEM 

  ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาท่ีจะนํามาใชกับโปรแกรมคอมพิวเตอร FVEM 
ประกอบดวย 5 สวนยอย ดังตอไปนี ้
 
สวนท่ี 1  ขนาดของปญหา ขอกําหนด และเง่ือนไขในการคํานวณ 

 บรรทัดแรก คําระบุถึงจํานวนเซลล  จํานวนเวอเทกซ  จํานวนดานท่ีอยูบนขอบของ
โดเมนการคํานวณ  จํานวนคร้ังสูงสุดของการทําซํ้า  จํานวนคร้ังของการ
บันทึกผลการคํานวณ  คําระบุประเภทของเง่ือนไขการบันทึกผลการคํานวณ  
เง่ือนไขการใชขีดจํากัดฟลักซ  และเง่ือนไขการเลือกคํานวณอันดับความ
ถูกตอง 

 บรรทัดที่สอง จํานวนเซลล  จํานวนเวอเทกซ  จํานวนดานท่ีอยูบนขอบของโดเมนการ
คํานวณ  จํานวนคร้ังสูงสุดของการทําซํ้า  จํานวนคร้ังของการบันทึกผลการ
คํานวณ  เง่ือนไขของการบันทึกผลการคํานวณ  เง่ือนไขการใชขีดจํากัด 
ฟลักซ  และเง่ือนไขการเลือกคํานวณอันดับความถูกตอง 

ตัวอยางเชน:  nvol npoi nbou nstep nwrt iwrt ilim iopt 

   884 483 80 500 10 0 0 10 

หมายเหตุ: (1)  ตัวเลขแสดงเง่ือนไขของการบันทึกผลการคํานวณ  กําหนดโดย 

  iwrt = 0 หมายถึงบันทึกผลการคํานวณครั้งสุดทายลงในไฟลขอมูลสงออก 
  iwrt = 1 หมายถึงบันทึกผลการคํานวณทุก ๆ คร้ังท่ีกําหนดโดยจํานวนคร้ังของ

การบันทึกผลการคํานวณ (nwrt) ลงในไฟลขอมูลสงออก 
  (2)  ตัวเลขแสดงเง่ือนไขของการใชขีดจํากัดฟลักซ 
  ilim = 0 หมายถึงกําหนดใหไมใชขีดจํากัดฟลักซในการกํากับคาเกรเดียนต 
  ilim = 1 หมายถึงกําหนดใหใชขีดจํากัดฟลักซในการกํากับคาเกรเดียนต 
  (3)  ตัวเลขแสดงเง่ือนไขการเลือกคํานวณอันดับความถูกตอง 
  iopt = 10 หมายถึงคํานวณหาผลลัพธโดยใชระเบียบวิธีอันดับหนึ่ง 
  iopt = 20 หมายถึงคํานวณหาผลลัพธโดยใชระเบียบวิธีอันดับสองและคํานวณหา

คาเกรเดียนตดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
  iopt = 21 หมายถึงคํานวณหาผลลัพธโดยใชระเบียบวิธีอันดับสองและคํานวณหา

คาเกรเดียนตดวยวิธีกําลังสองนอยสุด 
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สวนท่ี 2  คาตัวประกอบของการใชชวงเวลา คุณสมบัติของปญหา คาการเปล่ียนแปลงนอยท่ีสุด 
และเวลาส้ินสุดการคํานวณ 

 บรรทัดแรก คําระบุถึงคาตัวประกอบของการใชชวงเวลา  คาสัมประสิทธ์ิของการแพร  
คาสัมประสิทธ์ิของการเกิดปฏิกิริยา  คาการเปล่ียนแปลงนอยท่ีสุด  และ
เวลาส้ินสุดการคํานวณ 

 บรรทัดที่สอง คาตัวประกอบของการใชชวง เวลา   คา สัมประสิทธ์ิของการแพร                
คาสัมประสิทธ์ิของการเกิดปฏิกิริยา  คาการเปล่ียนแปลงนอยท่ีสุด  และ
เวลาส้ินสุดการคํานวณ 

ตัวอยางเชน:  cfl eps k toler time 

 1.00 0.00E+00 0.00E+00 0.10E-05 0.40E+01 
 
สวนท่ี 3  ขอมูลของเอลิเมนต และขอมูลเร่ิมตนของปริมาณสเกลาร φ  และปริมาณแหลงกําเนิด 

 บรรทัดแรก คําระบุความหมายของการเช่ือมตอของเวอรเทกซบนเซลลและขอมูล
เร่ิมตน และจํานวนเซลลซ่ึงอยูภายในวงเล็บส่ีเหล่ียม [ ⋅ ⋅ ⋅ ] 

 บรรทัดที่สอง คําระบุถึงคาหมายเลขของเซลล  เวอเทกซตําแหนงท่ี 1, 2 และ 3  คําระบุถึง
ขอมูลเร่ิมตนของปริมาณสเกลาร φ  และปริมาณแหลงกําเนิด 

 บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขของเซลล  เวอเทกซตําแหนงท่ี 1, 2 และ  3  คาเร่ิมตนของ
ปริมาณสเกลาร φ  และปริมาณแหลงกําเนิด 

ตัวอยางเชน: Volume Vertices Connection and Initial Conditions[ 8192]: 

 Vol p1 p2 p3 initial value Q 
 1 80 1 5 0.953291E+00 0.000000E+00 
 2 61 4 62 -0.961595E+00 0.000000E+00 
 3 2 24 23 0.959002E+00 0.000000E+00 
 . . . . .  . 
 . . . . .  . 
 . . . . .  . 
 882 26 195 228 0.881321E+00 0.000000E+00 
 883 64 161 194 -0.881584E+00 0.000000E+00 
 884 45 178 211 -0.958611E+00 0.000000E+00 
 
สวนท่ี 4  ขอมูลของตําแหนงเวอเทกซ 
 บรรทัดแรก คําระบุความหมายของตําแหนงเวอรเทกซ และจํานวนเวอเทกซซ่ึงอยู

ภายในวงเล็บส่ีเหล่ียม [ ⋅ ⋅ ⋅ ] 
 บรรทัดที่สอง คําระบุถึงคาหมายเลขเวอเทกซ  และคําระบุตําแหนงโคออรดิเนตบนแกน 

x  และแกน y  ของเวอเทกซนั้นตามลําดับ 
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 บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขเวอเทกซ  และตําแหนงโคออรดิเนตบนแกน x  และแกน y  ของ
เวอเทกซนั้นตามลําดับ 

ตัวอยางเชน: Volume Vertices Coordinates[ 483]: 

 point x-coordinates y-coordinates 
 1 -0.400000E+01 -0.400000E+01 
 2 0.400000E+01 -0.400000E+01 
 3 0.400000E+01 0.400000E+01 
 . . . 
 . . . 
 . . . 
 481 0.196911E+00 -0.265284E+01 
 482 -0.163824E+00 -0.289885E+01 
 483 -0.524876E+00 -0.298916E+01 
 
สวนท่ี 5  ขอมูลของเซลลท่ีอยูบนขอบโดเมนของปญหา 
 บรรทัดแรก คําระบุความหมายของขอบเขต และจํานวนดานท่ีอยูบนขอบโดเมนระบุอยู

ภายในวงเล็บส่ีเหล่ียม [ ⋅ ⋅ ⋅ ] 
 บรรทัดที่สอง คําระบุถึงคาหมายเลขเวอเทกซ  หมายเลขเซลล  และคําระบุถึงประเภทของ

ขอบเขต 
 บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขเวอเทกซ  หมายเลขเซลล  และหมายเลขท่ีกําหนดประเภทของ

ขอบเขตน้ัน 

ตัวอยางเชน: Boundary Sides [  80]: 

 p1 p2 volume type 
 1 5 1 0 
 5 6 299 0 
 . . . . 
 . . . . 
 . . . . 
 79 80 39 0 
 80 1 1 0 

หมายเหตุ: ตัวเลขแสดงเง่ือนไขของขอบเขต  กําหนดโดย 

  bound(4,nboun) = 0 หมายถึงขอบเขตท่ีไมไดกําหนดคาตัวแปร φ  
  bound(4,nboun) = 1 หมายถึงขอบเขตท่ีกําหนดคาตัวแปร φ  
 
3.3  รายละเอียดของไฟลขอมูลสงออกท่ีใชกับโปรแกรมคอมพิวเตอร FVEM 

 หลังจากโปรแกรมคอมพิวเตอร  FVEM ได ทําการคํานวณส้ินสุดลงแลว  
โปรแกรมจะบันทึกผลการคํานวณลงในไฟลขอมูลสงออก โดยมีรายละเอียดประกอบดวย 3 
สวนยอย ดังนี ้
สวนท่ี 1  ขนาดของปญหา ขอกําหนด และเง่ือนไขในการคํานวณ 
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 บรรทัดแรก คําระบุถึงจํานวนเซลล  จํานวนเวอเทกซ  จํานวนดานท่ีอยูบนขอบของ
โดเมนการคํานวณ  จํานวนคร้ังสูงสุดของการทําซํ้า  จํานวนคร้ังของการ
บันทึกผลการคํานวณ  คําระบุประเภทของเง่ือนไขการบันทึกผลการคํานวณ  
เง่ือนไขการใชขีดจํากัดฟลักซ  และเง่ือนไขการเลือกคํานวณอันดับความ
ถูกตอง 

 บรรทัดที่สอง จํานวนเซลล  จํานวนเวอเทกซ  จํานวนดานท่ีอยูบนขอบของโดเมนการ
คํานวณ  จํานวนคร้ังสูงสุดของการทําซํ้า  จํานวนคร้ังของการบันทึกผลการ
คํานวณ  เง่ือนไขของการบันทึกผลการคํานวณ  เง่ือนไขการใชขีดจํากัด 
ฟลักซ  และเง่ือนไขการเลือกคํานวณอันดับความถูกตอง 

 
สวนท่ี 2  คาตัวประกอบของการใชชวงเวลา คุณสมบัติของปญหา คาการเปล่ียนแปลงนอยท่ีสุด 
และเวลาส้ินสุดการคํานวณ 

 บรรทัดแรก คําระบุถึงคาตัวประกอบของการใชชวงเวลา  คาสัมประสิทธ์ิของการแพร  
คาสัมประสิทธ์ิของการเกิดปฏิกิริยา  คาการเปล่ียนแปลงนอยท่ีสุด  และ
เวลาส้ินสุดการคํานวณ 

 บรรทัดที่สอง คาตัวประกอบของการใชชวง เวลา   คา สัมประสิทธ์ิของการแพร                
คาสัมประสิทธ์ิของการเกิดปฏิกิริยา  คาการเปล่ียนแปลงนอยท่ีสุด  และ
เวลาส้ินสุดการคํานวณ 

 
สวนท่ี 3  ขอมูลผลการคํานวณซ่ึงระบุบนตําแหนงเวอเทกซ 
 บรรทัดแรก คําระบุถึงคาหมายเลขเวอเทกซ  คําระบุตําแหนงโคออรดิเนตบนแกน x  

และแกน y   และผลการคํานวณท่ีตําแหนงเวอเทกซนั้น 

 บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขเวอเทกซ  และตําแหนงโคออรดิเนตบนแกน x  และแกน y  และ
ผลการคํานวณท่ีตําแหนงเวอเทกซนั้น 

ตัวอยางเชน:  nvol npoi nbou nstep nwrt iwrt ilim iopt 

   884 483 80 500 10 0 0 10 
   cfl eps k toler time 
 1.00 0.00E+00 0.00E+00 0.10E-05 0.40E+01 
 Point x-coordinates y-coordinates solution 
 1 -0.400000E+01 -0.400000E+01 0.953283E+00 
 2 0.400000E+01 -0.400000E+01 0.959006E+00 
 . . . . 
 . . . . 
 . . . . 
 482 -0.163824E+00 -0.289885E+01 0.890628E+00 
 483 -0.524876E+00 -0.298916E+01 0.898051E+00 



บทที่ 4 

เทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ 
 
  ในการวิเคราะหปญหาท่ีตองการความถูกตองของผลลัพธสูงจําเปนตองใชเซลลท่ีมี
ขนาดเล็กจํานวนมากในการจําลองรูปรางของปญหาโดยเฉพาะอยางยิ่งในบริเวณท่ีมีการ
เปล่ียนแปลงของผลลัพธสูงหรือบริเวณที่เกิดความไมตอเนื่องของผลลัพธซ่ึงลักษณะของผลลัพธ
เชนนี้สามารถพบไดท่ัวไปในปญหาที่มีอิทธิพลของการพาเปนสวนประกอบหลัก  และหากปญหา
เหลานี้มีสนามความเร็วท่ีมีความซับซอนจะทําใหไมสามารถประเมินลักษณะการกระจายตัวของ
ผลลัพธลวงหนากอนท่ีจะทําการวิเคราะหได  การเลือกใชเซลลท่ีมีขนาดเล็กท่ัวทั้งโดเมนของ
ปญหาจะทําใหไดผลลัพธท่ีมีความถูกตองมากข้ึนแตจะใชเวลาในการคํานวณมากรวมถึงส้ินเปลือง
หนวยความจําบนเครื่องคอมพิวเตอรโดยไมจําเปน เปนผลใหการวิเคราะหปญหาท่ีมีขนาดใหญ
หรือมีความซับซอนทําไดลําบากเน่ืองจากขีดจํากัดของเคร่ืองคอมพิวเตอร  ในบทนี้จึงนําเสนอการ
ผนวกเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติเขากับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเพื่อชวยให
สามารถกําหนดขนาดเซลลท่ีเหมาะสมในบริเวณท่ีตองการกอนทําการวิเคราะหได 
 
4.1  หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ 
  หลักการเบื้องตนของเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติคือการนําผลลัพธจาก
การคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตและขอมูลเบ้ืองตนของปญหามากําหนดขนาด
ของเซลลท่ีเหมาะสมในการคํานวณคร้ังตอไป  โดยกําหนดใหมีเซลลขนาดเล็กในบริเวณท่ีมีการ
เปล่ียนแปลงของผลลัพธสูง และใหมีเซลลขนาดใหญในบริเวณท่ีมีการเปล่ียนแปลงของผลลัพธต่ํา  
รูปท่ี 4.1  แสดงแนวคิดสําหรับขนาดของเซลลท่ีเหมาะสม  สมมติวาภายในเซลลท่ีกําลังพิจารณาอยู
นี้มีอัตราการเปล่ียนแปลงของผลลัพธในแนวแกนหลัก X  มากกวาในแนวแกนหลัก Y   ดังนั้น
เซลลท่ีกําลังพิจารณาจึงควรมีขนาดของเซลล 1h  ในแนวแกนหลัก X  ส้ันกวาขนาดของเซลล 2h  
ในแนวแกนหลัก Y  เพื่อใหผลลัพธในแนวแกนหลัก X  ท่ีคํานวณไดมีความถูกตองสูง  ดังนั้นจึง
จําเปนตองคํานวณหาทิศทางแกนหลัก X  และแกนหลัก Y   รวมท้ังหาขนาดของเซลลท่ีเหมาะสม
ในแนวแกนท้ังสอง 
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รูปท่ี 4.1  ขนาดของเซลลในแนวแกนหลัก X  และ Y   

 
การคํานวณหาทิศทางแกนหลักดังกลาวอาศัยหลักการของการหาความเคนในแนวแกนหลัก 
(principal stress) ในวิชากลศาสตรของแข็ง (solid mechanics) ท่ีวาสําหรับความเคนในสองมิติ
ใด ๆ ซ่ึงประกอบดวยความเคนตั้งฉาก ,xx yyτ τ  และความเคนเฉือน xyτ  จะมีแนวแกนหลักซ่ึง
สามารถลดรูปความเคนใหเหลือเพียงความเคนต้ังฉากในแนวแกนหลักท้ังสองคือ ,XX YYτ τ  ได 
 
  หลักการดังกลาวเมื่อนํามาใชกับเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติสําหรับ
งานวิจัยนี้ตัวบงช้ีอัตราการเปล่ียนแปลงของผลลัพธคือปริมาณสเกลาร φ   ดังนั้นจึงแทนคาความ

เคนดวยคาอนุพันธอันดับสองของปริมาณสเกลาร φ  ไดแก 
2 2

2 2,
x y
φ φ∂ ∂

∂ ∂
 และ 

2

x y
φ∂

∂ ∂
  คาอนุพันธ

อันดับสองท้ังสามคาจะถูกนํามาคํานวณหาคาในแนวแกนหลักจากสมการ 
 

  
2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1
2 2X x y x y x y

φ φ φ φ φ φ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (4.1) 

  
2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1
2 2Y x y x y x y

φ φ φ φ φ φ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (4.2) 

 
กระบวนการดังกลาวจะถูกคํานวณทุก ๆ ตําแหนงเวอเทกซท่ีอยูภายในแบบจําลองไฟไนต            

วอลุมเอลิเมนต  จากนั้นจึงนําคา 
2

2X
φ∂

∂
 และ 

2

2Y
φ∂

∂
 ท่ีทุก ๆ ตําแหนงมาเปรียบเทียบกันเพื่อหาคา

อนุพันธอันดับสองท่ีมากท่ีสุดของปญหาซ่ึงแทนดวยสัญลักษณ maxλ  กลาวคือ 

 

   
2 2

2 2,max max
X Y
φ φλ

⎛ ⎞∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 (4.3) 

1h

2h

X

Y

y  

x
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คา maxλ  ท่ีคํานวณไดจะถูกนําไปใชคํานวณหาขนาดของเซลลท่ีเหมาะสมตามตําแหนงตาง ๆ ดังนี ้
 

   
2 2

2 2 2
1 22 2 min maxh h h

X Y
φ φ λ∂ ∂

= =
∂ ∂

 (4.4) 

 
โดยท่ี 1h  คือขนาดของเซลลในแนวแกนหลัก X  และ 2h  คือขนาดของเซลลในแนวแกนหลัก Y   
ดังนั้นหากทําการกําหนดขนาดของเซลลท่ีเล็กท่ีสุด minh   แลวจะสามารถคํานวณหาขนาดของ
เซลลท่ีเหมาะสม 1h  และ 2h  ได 
 
  สมการ(4.4) บงบอกถึงการกําหนดขนาดของเซลลท่ีเล็กท่ีสุด minh  มีความสําคัญ
อยางยิ่งในการปรับขนาดเมช  กลาวคือหากกําหนดคา minh  นอยเกินไปจะกอใหเซลลสามเหล่ียม
จํานวนมากเกินไปในทางกลับกันหากกําหนดคา minh  มากเกินไปก็จะมีจํานวนเซลลสามเหล่ียม
นอยเกินไปซ่ึงอาจสงผลตอความแมนยําในการคํานวณหาผลลัพธ  ดังนั้นการเลือกคาท่ีเหมาะสมจึง
เปนส่ิงท่ีสําคัญมาก  ในทางปฏิบัติยังไมมีวิธีใดท่ีสามารถบอกไดวาคา minh  ท่ีเหมาะสมควรมีคา
เทาใดท้ังนี้ข้ึนกับลักษณะของปญหาและประสบการณของผูทําการวิเคราะห 
  คาอนุพันธอันดับสองของปริมาณสเกลาร φ  ท่ีตําแหนงเวอเทกซตาง ๆ สามารถ
คํานวณไดดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตตามข้ันตอนดังตอไปนี้  ยกตัวอยางหากตองการ

คํานวณหา 
2

2X
φ∂

∂
  ดังนั้นเซลลสามเหล่ียมจะถูกสมมติใหมีการกระจายปริมาณสเกลาร φ  ไปบน

เซลลเปนแบบเชิงเสน กลาวคือ 
 
   ( ) { }vol Nφ φ= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (4.5) 

ดังนั้น   ( ) { }vol N
x x

φ
φ

∂ ∂⎢ ⎥= ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
 (4.6) 

 
ซ่ึงมีคาคงท่ีและรูคาบนเซลลนั้น  ในขณะเดียวกันหากมองโดเมนในภาพรวมและสมมติวาคา      
เกรเดียนตของปริมาณสเกลาร φ  มีลักษณะการกระจายแบบแผนเรียบซ่ึงข้ึนอยูกับคาเกรเดียนตท่ี
เวอเทกซของเซลล ดังนี ้
 

   ( )
ˆ

vol N
x x

φ φ∂ ∂⎧ ⎫= ⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎣ ⎦∂ ∂⎩ ⎭
 (4.7) 

โดยท่ี ( )
ˆ

x

φ∂

∂
vol  หมายถึงปริมาณเกรเดียนตของตัวแปร φ  บนโดเมนของการคํานวณ  จากนั้นนํา

สมการ (4.6) ลบออกจากสมการ (4.7)  แลวประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางจะได 
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   { } ( ) ( )
ˆ

0vol vol

A
N dA

x x

φ φ⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟− =
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫  (4.8) 

 
แทนคาสมการ (4.7) ลงในสมการ (4.8) จะได 
 

   { } { } ( )vol

A A
N N dA N dA

x x

φφ ∂∂⎧ ⎫ =⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ∂ ∂⎩ ⎭∫ ∫  (4.9) 

   [ ] { } ( )vol

A
M N dA

x x

φφ ∂∂⎧ ⎫ =⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭ ∫  (4.10) 

 
โดยท่ี [ ]M  คือเมตริกซมวลแบบนัย  สมการ (4.10) เปนสมการของเซลลแตละเซลลดังนั้นจึงตอง
ทําการคํานวณสําหรับทุก ๆ เซลลแลวรวมข้ึนเปนระบบสมการรวมใหญเพื่อหาคาเกรเดียนตของ
ปริมาณ φ  ท่ีตําแหนงเวอเทกซ  อนึ่งระบบสมการรวมใหญสามารถทําการแกระบบสมการได
โดยงายหากแปลงเมตริกซมวลแบบนัยใหอยูในรูปของเมตริกซมวลแบบรวมตัวกันท่ีตําแหนง    
เวอเทกซดังสมการ (2.22) 
 
  การคํานวณหาคาอนุพันธอันดับสองสามารถดําเนินไปในแนวทางเดียวกัน
กลาวคือ หลังจากทราบคาอนุพันธอันดับหนึ่งท่ีตําแหนงเวอเทกซแลวสามารถคํานวณหาคาอนุพันธ
อันดับสองไดจาก 
 

   ( )
2

2
vol N

x x x

φ φ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎧ ⎫= ⎨ ⎬⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎩ ⎭
 (4.11) 

 
สมมติวาคาอนุพันธอันดับสองของปริมาณสเกลาร φ  บนเซลลนั้นมีลักษณะการกระจายแบบเชิง
เสนซ่ึงข้ึนอยูกับคาอนุพันธอันดับสองท่ีเวอเทกซของเซลล ดังนี้ 
 

   ( )
2 2

2 2

ˆ
vol N

x x

φ φ∂ ⎧ ⎫∂
= ⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎣ ⎦∂ ∂⎩ ⎭

 (4.12) 

 
ดังนั้นคาอนุพันธอันดับสองของปริมาณ φ  ท่ีตําแหนงเวอเทกซจะสามารถคํานวณไดจาก 
 

   { } { } ( )
22

2 2
vol

A A
N N dA N dA

x x

φφ ∂⎧ ⎫∂
=⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ∂ ∂⎩ ⎭

∫ ∫  (4.13) 

   [ ] { } ( )
22

2 2
vol

A
M N dA

x x

φφ ∂⎧ ⎫∂
=⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭
∫  (4.14) 
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สําหรับข้ันตอนในการหาคา 
2

2y
φ∂

∂
 และ 

2

x y
φ∂

∂ ∂
 สามารถคํานวณไดในทํานองเดียวกัน 

 
4.2  โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ 
  การประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติเขากับไฟไนตวอลุมเอลิเมนต
โปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อวิเคราะหปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยาท่ีอยูในสภาวะไมคงตัว
สองมิตินี้จะมีโปรแกรมสําคัญท่ีเกี่ยวของจํานวน 2 โปรแกรมคือ โปรแกรม FVEM และโปรแกรม 
FEMESH  โดยท่ีโปรแกรม FEMESH ซ่ึงไดถูกพัฒนาข้ึนโดย รศ. ดร. สุทธิศักดิ์  พงศธนาพาณิช
จะทําหนาท่ีสรางแบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนต  หาขนาดของเซลลท่ีเหมาะสม  และแสดงผล
ทางดานกราฟก   การทํางานรวมกันระหวางโปรแกรม FVEM และโปรแกรม FEMESH 
จํา เปนตองอาศัยโปรแกรมแปลงขอมูลใหอยู ในรูปของขอมูลนํา เขา ท่ีสามารถใชไดกับ
โปรแกรมหลักดังกลาวนั่นคือ  โปรแกรม  FEM_FVE และโปรแกรม  FVE_FEM  โดยมี
รายละเอียดของโปรแกรมตามลําดับข้ันตอนการทํางานดังนี้ 
 
 (1)  โปรแกรม FEMESH เปนโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาทางดานไฟไนต          
เอลิเมนตตาง ๆ  ในงานวิจัยนี้จะใชโปรแกรม FEMESH ในการสรางแบบจําลองไฟไนตวอลุม    
เอลิเมนตและแสดงผลลัพธในรูปของกราฟก  ตลอดจนคํานวณหาขนาดของเซลลท่ีเหมาะสมใน
ข้ันตอนของการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ 
 (2)  โปรแกรม FEM_FVE เปนโปรแกรมสําหรับอานขอมูลเบ้ืองตนของปญหาท่ีไดจาก
โปรแกรม FEMESH แลวทําการแปลงขอมูลเหลานี้เพื่อใหอยูในรูปของไฟลขอมูลนําเขาสําหรับ
ใชในโปรแกรม FVEM  ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขามีรายละเอียดดังท่ีไดกลาวมาแลวในหัวขอ 
3.2  และรายละเอียดของโปรแกรม FEM_FVE แสดงไวในภาคผนวก ข. 
 (3)  โปรแกรม FVEM เปนโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาการพา-การแพร-การ
เกิดปฏิกิริยาท่ีอยูในสภาวะไมคงตัวสองมิติ  ผลลัพธจากการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรนี้
ไดอธิบายรายละเอียดอยูในหัวขอ 3.3 

 (4)  โปรแกรม FVE_FEM เปนโปรแกรมสําหรับแปลงผลลัพธท่ีไดจากโปรแกรม 
FVEM เพื่อใหอยูในรูปของไฟลขอมูลนําเขาสําหรับใชในโปรแกรม FEMESH โดยมีรายละเอียด
แสดงไวในภาคผนวก ค. 
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4.3  ขั้นตอนการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ 
  ข้ันตอนในการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติเขากับระเบียบวิธี
ไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเพื่อวิเคราะหปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยาสามารถแสดงไดดังรูป
ท่ี 4.2 โดยมีรายละเอียดของข้ันตอนแตละข้ันตอน ดังตอไปนี ้
 
 ขั้นตอนท่ี 1 ใชโปรแกรม FEMESH สรางโดเมนของปญหาและสรางแบบจําลอง     
ไฟไนตวอลุมเอลิเมนตท่ีประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมท่ีมีขนาดสม่ําเสมอท่ัวท้ังโดเมนของปญหา  
จากนั้นจึงกําหนดเง่ือนไขขอบเขตของปญหา 
 ขั้นตอนท่ี 2 ใชโปรแกรม FEM_FVE อานขอมูลเบ้ืองตนของปญหาท่ีไดจากโปรแกรม 
FEMESH ในข้ันตอนท่ี 1  แลวจึงแปลงขอมูลเหลานี้ใหอยูในรูปของไฟลขอมูลนําเขาท่ีสามารถใช
กับโปรแกรม FVEM ไดพรอมท้ังกําหนดเง่ือนไขเร่ิมตนของปญหา 
 ขั้นตอนท่ี 3 ใชโปรแกรม FVEM วิเคราะหปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยาดังท่ี
ไดกลาวมาแลวในบทที่ 3 

 ขั้นตอนท่ี 4 ใชโปรแกรม FVE_FEM นําผลลัพธท่ีไดจากข้ันตอนท่ี 3 แปลงเปนขอมูล
นําเขาสําหรับใชในโปรแกรม FEMESH 

 ขั้นตอนท่ี 5 ใชโปรแกรม FEMESH  เพื่อแสดงผลลัพธในรูปของกราฟกและทําการ
ปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ  ในข้ันตอนนี้ผูใชโปรแกรมจะทําการกําหนดขนาดของเซลลท่ีมีขนาด
ใหญท่ีสุดและเล็กท่ีสุด  หลังจากท่ีไดรูปแบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตใหมแลวจึงทําการ
กําหนดเง่ือนไขขอบเขตบนแบบจําลองท่ีได 
 ขั้นตอนท่ี 6 ทําข้ันตอนท่ี 2 และข้ันตอนท่ี 3 ซํ้าอีกคร้ัง  เปรียบเทียบผลลัพธคร้ังใหมกับ
ผลลัพธในคร้ังกอนหากพบวาผลตางระหวางผลลัพธท้ังสองคร้ังมีคาสูงแสดงวาขนาดของเซลลท่ี
ทําการปรับยังมีขนาดไมเหมาะสม  จะตองนําผลลัพธในครั้งหลังนี้ไปทําการปรับขนาดซํ้าใหมใน
ข้ันตอนท่ี 4 และ 5 ตามลําดับ  กระบวนการทําซํ้าเชนนี้จะทําเร่ือยไปจนกวาผลตางระหวางผลลัพธ
มีคานอยมากหรือมีคาเปนศูนย 
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รูปท่ี 4.2 ลําดับข้ันตอนการประยุกตเทคนคิการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ 
 
 
 
 
 
 
 
 

ผลตางมีคานอย 

ผลตางมีคาสูง 

สรางแบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมตนดวยโปรแกรม FEMESH 

แปลงขอมูลใหอยูในรูปไฟลขอมูลนําเขาสําหรับ

โปรแกรม FVEM 

วิเคราะหปญหาการพา-การแพร-การเกดิปฏิกิริยาดวยโปรแกรม FVEM 

คํานวณผลตางของผลลัพธ 

ส้ินสุดการทํางาน 

ปรับขนาดเมชดวยโปรแกรม FEMESH 

แปลงขอมูลใหอยูในรูปไฟลขอมูลนําเขาสําหรับ

โปรแกรม FEMESH 

แปลงขอมูลใหอยูในรูปไฟลขอมูลนําเขาสําหรับโปรแกรม FVEM 
และวเิคราะหปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยา 
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4.4  ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาสําหรับโปรแกรม FEMESH 

  ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาสําหรับโปรแกรม FEMESH เพื่อใชสําหรับการ
ปรับขนาดเมช  มีรายละเอียดแบงได 2 สวน ประกอบดวย 

 สวนท่ี 1  สวนคําส่ัง (command section) ประกอบดวยขอมูลตาง ๆ ท่ีจําเปนในการ
ตรวจสอบความสอดคลองกันระหวางไฟลขอมูลนําเขากับรูปแบบไฟไนตวอลุมเอลิเมนตท่ีสรางข้ึน 
ดังตัวอยางสวนคําส่ังของไฟล ‘square00.out’ ในรูปท่ี 4.3 
  OUT_FILE_VERSION=1.0 
  TITLE=FVE MODEL FOR ANALYSIS SQUARE PULSE FLOW 
  SUBTITLE=  
  DATE=03-SEP-2552  13:38:27 
  SOL=17 
  SOLVER_ID=0 
  PROBLEMID=32118089 
  SOLVERSTART=03-Sep-09 13:38:28 
   SOLVEREND=03-Sep-09 13:38:28 
  BANDWIDTH=0 
  REMESH_HMIN=0.155435 
  REMESH_HMAX=0.572233 
  END=CMD 

 
รูปท่ี 4.3  สวนคําส่ังของไฟล ‘square00.out’ 

 
 สวนท่ี 2  สวนผลลัพธ (solution section) ประกอบดวยคําระบุความหมายของผลลัพธท่ี
ตําแหนงเวอเทกซโดยในโปรแกรมนี้จะใชคําวา node และจํานวนเวอเทกซซ่ึงอยูภายในวงเล็บ
ส่ีเหล่ียม [ ⋅ ⋅ ⋅ ]  บรรทัดตอ ๆ ไปประกอบดวยคาผลลัพธท่ีคํานวณไดท่ีตําแหนงเวอเทกซ  ไดแก
หมายเลขเวอเทกซ  คาของปริมาณสเกลาร φ  ซ่ึงในโปรแกรมนี้จะใชแทนดวยคาความเร็วใน
แนวแกนท้ังสอง   คาความดัน   และขนาดของเซลล  ดัง ตัวอย างสวนผลลัพธของไฟล 
‘square00.out’ ในรูปท่ี 4.4 
 
  NODAL VALUES SOLUTIONS [ 2115]: 
 
  NODE               U               V               P               H 
     1    0.000000E+00    0.100000E+01    0.000000E+00    0.373623E-01 
     2    0.000000E+00    0.100000E+01    0.697046E+01    0.334475E-01 
     3    0.000000E+00    0.100000E+01    0.123201E+02    0.255858E-01 
     .         .               .               .               . 
     .         .               .               .               . 
     .         .               .               .               . 
  2113   -0.365409E-04    0.129184E+00    0.769451E+01    0.388770E-01 
  2114   -0.115609E+00    0.799870E-01    0.471185E+01    0.388770E-01 
  2115   -0.957387E-02    0.552366E-01    0.146448E+01    0.388770E-01 
 

รูปท่ี 4.4  สวนผลลัพธของไฟล ‘square00.out’ 



บทที่ 5 

การตรวจสอบความถกูตองของโปรแกรม FVEM และการวิเคราะหปญหา 

โดยใชเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ 
 
  ในบทนี้จะนําเสนอการใชไฟไนตวอลุมเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอร FVEM 
มาวิเคราะหปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยาในสถานะไมอยูตัว  โดยจะวิเคราะหปญหา
เปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง  และเปรียบเทียบกับวิธีผลตางอัปวินด (upwind differencing 

scheme; UDS) ซ่ึงเปนระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมวิธีหนึ่ง  หรือวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-      
กาเลอรคิน (streamline upwind Petrov-Galerkin method; SUPG) ซ่ึงเปนระเบียบวิธีไฟไนต   
เอลิเมนตวิธีหนึ่งเพื่อตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีไดประดิษฐข้ึน  ในการ
วิเคราะหจะใชเซลลท่ีมีขนาดสม่ําเสมอและวางตัวอยางเปนระเบียบท่ัวท้ังโดเมนของปญหา  ปญหา
ท่ีทําการวิเคราะหท้ังส้ิน 7 ปญหา ไดแก 
 
 1. ปญหาการไหลเปนข้ันในแนวเฉียง (the oblique step problem) 
 2. ปญหาการไหลของพัลสส่ีเหล่ียมในโดเมนส่ีเหล่ียม (the square pulse flow in a 

square domain problem) 
 3. ปญหาการหมุนครบรอบของพัลสแบบเกาสเซียน (rotation of Gaussian pulse 

problem) 
 4. ปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิต่ํา (mixing of 

hot with cold front problem) 
 5. ปญหาของสมิทและฮัตตัน (Smith and Hutton problem) 

 6. ปญหาการหมุนครบรอบของทรงกระบอกท่ีถูกเซาะรอง (rotation of slotted 
cylinder problem) 

 7. ปญหาการไหลที่ มีการเปล่ียนรูปทรงของสโมลาร เควิคส  (Smolarkiewicz’s 
deformational flow problem) 

 
  จากนั้นจึงนําเสนอระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตแบบปรับขนาดไดซ่ึงเปนการ
นําเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติมาผนวกเขากับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนต  และ
นํามาวิเคราะหปญหาท่ีมีผลจากการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยาในสถานะไมอยูตัวท่ีแตกตางกัน
ท้ังส้ิน 7 ปญหา ไดแก 
 
 1. ปญหาการไหลของพัลสส่ีเหล่ียมในโดเมนส่ีเหล่ียม (the square pulse flow in a 

square domain problem) 
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 2. ปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิต่ํา (mixing of 
hot with cold front problem) 

 3. ปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีขอบ (boundary layer problem) 

 4. ปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียงเนื่องจากผลของการพา-การเกิดปฏิกิริยา (oblique 
inflow convection-reaction problem) 

 5. ปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีมุม (corner layer problem) 

 6. ปญหาการพาของเนินเขารูปไซน (advection of sine hill problem) 

 7. ปญหาของสมิทและฮัตตัน (Smith and Hutton problem) 
 
5.1  การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร 
  ในหัวขอนี้การวิ เคราะหปญหาเพื่อตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม
คอมพิวเตอร FVEM จะทําการวิเคราะหปญหาบนโดเมนส่ีเหล่ียมจัตุรัส  โดยเร่ิมจากการสราง
แบบจําลองทางการคํานวณซ่ึงประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมท่ีมีขนาดเทา ๆ กันจํานวน 32,768 
เซลล ( 1/128x yΔ = Δ = ) ถูกวางตัวอยางเปนระเบียบบนโดเมนของการคํานวณ  แบบจําลอง
ดังกลาวไดนํามาใชวิเคราะหปญหาเพ่ือเปรียบเทียบผลลัพธจากการคํานวณดวยวิธีไฟไนตวอลุม    
เอลิเมนตและวิธีผลตางอัปวินดกับผลเฉลยแมนตรงท้ังส้ิน 7 ปญหา ไดแก 
 
 5.1.1  ปญหาการไหลเปนขั้นในแนวเฉียง (the oblique step problem) [24] 

  ปญหาการไหลเปนข้ันในแนวเฉียง (the oblique step problem) เปนปญหา
เบ้ืองตนท่ีนิยมใชสําหรับตรวจสอบความถูกตองของระเบียบวิธีท่ีนําเสนอและโปรแกรม
คอมพิวเตอรท่ีสอดคลองกัน  เนื่องจากปญหาน้ีเปนปญหาท่ีเกี่ยวของกับการพาอยางเดียว (pure 

convection problem) ดังนั้นสมการเชิงอนุพันธยอยท่ีนํามาใชวิเคราะหปญหาจะลดรูปลง นั่นคือ 
 

  ( ) ( ) 0
u v

t x y
φ φφ ∂ ∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 (5.1) 

 
เม่ือกําหนดใหเง่ือนไขขอบเขตทางเขาของปญหามีลักษณะเปนข้ันบันไดจึงทําใหมีความไมตอเนื่อง
ของผลลัพธเกิดข้ึน  รูปแบบของปญหาเปนการไหลในโดเมนส่ีเหล่ียมจัตุรัส ( ) ( )0,0 1,1Ω = ×  ดัง
แสดงใน รูปท่ี 5.1  โดยการไหลเกิดข้ึนในแนวเฉียงทํามุม 30 องศามาจากสนามความเร็วซ่ึงมี
คาคงที่เทากับ ( ) ( )cos / 6 sin / 6v i jπ π= +   เง่ือนไขคาเร่ิมตนของการคํานวณกําหนดให 

( )0 , 0x yφ =  ตลอดท่ัวท้ังโดเมน และเง่ือนไขขอบเขตท่ีดานซายมือและดานลางของโดเมน
กําหนดโดย 
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 ( ) 1, 0, 0.15
, ,

0,  otherwise
x y

x y tφ
= ≥⎧

= ⎨
⎩

 (5.2) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปท่ี 5.1  ลักษณะของปญหาการไหลเปนข้ันในแนวเฉียง 

 
  ปญหาดังกลาวถูกนํามาตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีได
ประดิษฐข้ึน  โดยเร่ิมจากสรางแบบจําลองทางการคํานวณซ่ึงประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมขนาด
เทา ๆ กันจํานวน 32,768 เซลล ( 1/128x yΔ = Δ = )  ลักษณะการกระจายตัวของผลลัพธจากการ
คํานวณดวยวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเปรียบเทียบกับวิธีผลตางอัปวินดแสดงไดในรูปของเสนช้ัน  
2 มิติและแถบชั้นสี 3 มิติดังรูปท่ี 5.2-5.3 ตามลําดับ  และเม่ือนําผลการคํานวณท่ีทางออกทางขอบ
ขวาของโดเมนมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงดังแสดงในรูปท่ี 5.4  พบวาระเบียบวิธีไฟไนต 
วอลุมเอลิเมนตใหผลการคํานวณท่ีมีความสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงมากกวาผลการคํานวณจาก
ระเบียบวิธีผลตางอัปวินด 
 
 
 

0.15 

v  
0.85 

1.00

0φ =  

0φ =  

0φ =  
x  

y
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 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.2  เสนช้ันแสดงการกระจายตัวสําหรับปญหาการไหลเปนข้ันในแนวเฉียง 
 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.3  แถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวสําหรับปญหาการไหลเปนข้ันในแนวเฉียง 
 

 

 
 
 
รูปท่ี 5.4  กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงกับผลลัพธจากการคํานวณดวยวิธีผลตางอัปวินดและ

วิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตสําหรับปญหาไหลเปนข้ันในแนวเฉียง 
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 5.1.2  ปญหาการไหลของพัลสส่ีเหล่ียมในโดเมนส่ีเหล่ียม (the square pulse flow in a 
square domain problem) [25] 
  ปญหาการไหลของพัลสส่ีเหล่ียมในโดเมนส่ีเหล่ียม (the square pulse flow in 

a square domain problem) เปนปญหาท่ีเกี่ยวกับการพาอยางเดียว (pure convection problem)  
สมการเชิงอนุพันธยอยท่ีใชสําหรับวิเคราะหปญหาคือ 
 

 ( ) ( ) 0
u v

t x y
φ φφ ∂ ∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 (5.3) 

 
รูปแบบของปญหากําหนดใหพัลสรูปส่ีเหล่ียมขนาด 1φ =  ไหลเขาบริเวณขอบดานลางของโดเมน
ส่ีเหล่ียมจัตุรัส ( ) ( )0,0 1,1Ω = ×  ดังแสดงในรูปท่ี 5.5  การไหลเกิดข้ึนเนื่องจากสนามความเร็วซ่ึง
กําหนดใหมีคาเทากับ ( )1v x i y j= + −   โดยสนามความเร็วนี้จะพาพัลสส่ีเหล่ียมใหเคล่ือนท่ีใน
แนวเสนโคงออกไปทางขอบขวามือของโดเมน  เง่ือนไขคาเร่ิมตนของการคํานวณกําหนดให 

( )0 , 0x yφ =  ตลอดท่ัวท้ังโดเมน และเง่ือนไขขอบเขตท่ีดานลางของโดเมนกําหนดโดย 
 

 ( ) 1, 0.4 0.6 0
, ,

0,
x y

x y tφ
≤ ≤ =⎧

= ⎨
⎩          

,
otherwise  (5.4) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 5.5  ปญหาการไหลของพัลสส่ีเหล่ียมในโดเมนส่ีเหล่ียม 
 
  ปญหาดังกลาวถูกนํามาวิเคราะหโดยเร่ิมจากใชแบบจําลองซ่ึงประกอบดวยเซลล
สามเหล่ียมขนาดเทา ๆ กันจํานวน 32,768 เซลล  ลักษณะการกระจายตัวของผลลัพธจากการ
คํานวณแสดงไดดังรูปท่ี 5.6  และเม่ือนําผลการคํานวณท่ีทางออกทางขอบขวาของโดเมนมา

v  1.0

0.4

1φ =  0φ =  0φ =  
x  

y  

0.40.2
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เปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงดังแสดงในรูปท่ี 5.7  พบวาผลลัพธท่ีคํานวณไดจากระเบียบวิธี   
ไฟไนตวอลุมเอลิเมนตมีความสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงมากกวาผลการคํานวณจากระเบียบวิธี
ผลตางอัปวินด 
 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.6  การกระจายตัวของปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลของพัลสส่ีเหล่ียม 
 

 
 
 

รูปท่ี 5.7  กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงกับผลลัพธจากการคํานวณดวยวิธีผลตางอัปวินดและ
วิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตสําหรับปญหาการไหลของพัลสส่ีเหล่ียม 

 
 5.1.3  ปญหาการหมุนครบรอบของพัลสแบบเกาสเซียน (rotation of Gaussian 
pulse problem) [17] 
  ปญหาการหมุนครบรอบของพัลสแบบเกาสเซียน (rotation of Gaussian pulse 

problem) เปนอีกหนึ่งปญหาท่ีนิยมใชทดสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร  โดเมน
ของปญหาน้ีเปนโดเมนส่ีเหล่ียมจัตุ รัส  ( ) ( )0.5, 0.5 0.5,0.5Ω = − − ×   รูปแบบของปญหา
กําหนดใหเง่ือนไขคาเร่ิมตนมีพัลสแบบเกาสเซียนซ่ึงมีจุดศูนยกลางอยูทางดานซายมือของโดเมนท่ี

Exact 
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ตําแหนงโคออรดิเนต ( )0.25,0−   เม่ือเวลาผานไปสนามความเร็วขนาด 4 4v y i x j= − +  จะพา
ใหพัลสนี้เคล่ือนท่ีในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจนครบ 1 รอบกลับมาท่ีตําแหนงเดิม โดยใชเวลา
ท้ังส้ินเทากับ / 2π   ปญหาดังกลาวสามารถคํานวณหาผลเฉลยแมนตรงท่ีเวลาใด ๆ ไดดังนี้ 
 

   ( ) ( )2 22

2 2, , exp
x y

x y t
t t

σφ
σ ε σ ε

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

0.252
2 4 2 4  (5.5) 

 
โดยท่ี 0.0447σ =   ดังนั้น เง่ือนไขคาเร่ิมตนของปญหาจึงมีคาเทากับ 
 

   ( ) ( )2 2

0 2, exp
x y

x yφ
σ

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0.25
2  (5.6) 

 
  การวิเคราะหปญหาสามารถแบงลักษณะของปญหาออกเปน 2 กรณี คือ 

 (1)  ปญหาท่ีเกี่ยวของกับการพาอยางเดียว (pure convection problem) ซ่ึงกําหนดให
สัมประสิทธ์ิของการแพรมีคาเทากับศูนย ( )0ε =  สมการเชิงอนุพัธยอยที่ใชสําหรับวิเคราะหคือ 
 

 ( ) ( ) 0
u v

t x y
φ φφ ∂ ∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 (5.7) 

 
 (2)  ปญหาท่ีการพามีอิทธิพลตอการไหลมากกวาการแพร (convection-dominated 

diffusion problem) ซ่ึงกําหนดใหสัมประสิทธ์ิของการแพรมีคาเทากับ 410ε −=  สมการเชิง
อนุพันธยอยท่ีใชสําหรับวิเคราะหคือ 
 

 ( ) ( ) 0
u v

t x y x x y y
φ φφ φ φε ε

∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (5.8) 

 
  ผลเฉลยแมนตรงเม่ือพัลสหมุนครบ 1 รอบหากเปนการไหลท่ีมีคาสัมประสิทธ์ิ
ของการแพรเทากับ 410ε −=  พบวาความสูงของพัลสมีคาเทากับ 0.864φ =  ซ่ึงมีคาลดลง
เนื่องมาจากการแพร  ผลลัพธจากการคํานวณดวยวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตและวิธีผลตางอัปวินดข
องปญหาท่ีเกี่ยวของกับการพาอยางเดียว ( )0ε =  แสดงไดในรูปของเสนช้ัน 2 มิติและแถบช้ันสี 3 
มิติดังรูปท่ี 5.8-5.9 ตามลําดับ  เม่ือนําคาท่ีคํานวณไดบนเสนกึ่งกลางโดเมน 0y =  มาพล็อต
เปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงดังแสดงในรูปท่ี 5.10  พบวาคาท่ีคํานวณไดจากวิธีไฟไนตวอลุม 
เอลิเมนตมีคาสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงและมีความถูกตองมากกวาวิธีผลตางอัปวินดมาก 
 



39 
 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 
รูปท่ี 5.8  เสนช้ันแสดงการกระจายตัวสําหรับปญหาการไหลของพัลสแบบเกาสเซียน ( )0ε =  

 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 
รูปท่ี 5.9  แถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวสําหรับปญหาการไหลของพัลสแบบเกาสเซียน ( )0ε =  
 

 
 
 
 

รูปท่ี 5.10  กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงกับผลลัพธจากการคํานวณบนเสนกึ่งกลาง 0y =  
สําหรับปญหาการไหลของพลัสแบบเกาสเซียน ( )0ε =  

 

φ  
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0.0 

x  

Exact

UDS 

FVEM 



40 
 

  สําหรับผลลัพธจากการคํานวณดวยวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตและวิธีผลตาง       
อัปวินดสําหรับปญหาท่ีการพามีอิทธิพลตอการไหลมากกวาการแพร  ซ่ึงกําหนดใหสัมประสิทธ์ิ
ของการแพรมีคาเทากับ 410ε −=  สามารถแสดงผลการคํานวณในรูปแบบของเสนช้ัน 2 มิติและ
แถบช้ันสี 3 มิติดังรูปท่ี 5.11-5.12 ตามลําดับ  และเม่ือนําคาท่ีคํานวณไดบนเสนกึ่งกลางโดเมน 

0y =  มาพล็อตเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงดังแสดงในรูปท่ี 5.13  พบวาคาท่ีคํานวณไดจาก
วิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตมีคาสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงและมีความถูกตองมากกวาวิธีผลตาง   
อัปวินดเชนเดียวกัน 
 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 
รูปท่ี 5.11  เสนช้ันแสดงการกระจายตัวของปญหาการไหลของพัลสแบบเกาสเซียน ( )410ε −=  

 
 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 
รูปท่ี 5.12  แถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของปญหาการไหลของพัลสแบบเกาสเซียน ( )410ε −=  
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รูปท่ี 5.13  กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงกับผลลัพธจากการคํานวณบนเสนกึ่งกลาง 0y =  
สําหรับปญหาการไหลของพลัสแบบเกาสเซียน ( )410ε −=  

 
 5.1.4  ปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิต่ํา 
(mixing of hot with cold front problem) [17] 
  ปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิต่ํ า 
(mixing of hot with cold front problem) เปนปญหาท่ีเกี่ยวของกับการพาอยางเดียว สมการเชิง
อนุพันธยอยสําหรับใชในการวิเคราะหคือ 
 

 

( ) ( ) 0
u v

t x y
φ φφ ∂ ∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 (5.9) 

 
โดเมนของปญหาท่ีใชในการวิเคราะหเปนโดเมนส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาด ( ) ( )4, 4 4, 4Ω = − − ×   
รูปแบบของปญหาในตอนเร่ิมตนมีลักษณะเปนเสนช้ันของอุณหภูมิโดยมีอุณหภูมิสูงสุดท่ีขอบ
ดานลางของโดเมนและมีอุณหภูมิต่ําสุดท่ีขอบบนของโดเมน  ดังแสดงในรูปท่ี 5.14  สมการแสดง
เง่ือนไขคาเร่ิมตนของปญหาคือ 
 

 ( ),0 tanh
2
yx yφ ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5.10) 
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รูปท่ี 5.14  เสนช้ันแสดงคาเง่ือนไขเร่ิมตนของปญหาการไหลผสมกัน 

ในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า 
 
กําหนดใหสนามความเร็วมีคาเทากับ 
 

 t tf fy xv i j
r f r f

= − +
max max

 (5.11) 

 

โดยท่ี 2 2r x y≡ +  , 0.385maxf =  และ ( )
( )t

r
f

r
= 2

tanh
cosh

 

 
  เม่ือเวลาผานไปสนามความเร็วนี้จะกอใหเกิดการไหลผสมกันในลักษณะหมุนวน
โดยมีจุดศูนยกลางอยูท่ีตําแหนงกึ่งกลางของโดเมน ( )0,0   ผลเฉยแมนตรงสําหรับปญหานี้ท่ีเวลา 

4t =  แสดงไดดังรูปท่ี 5.15  และมีคาเทากับ 
 

 ( ) 4 4, ,4 tanh cos sin
2 0.385 2 0.385

t tf fy xx y
r r

φ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (5.12) 

 
ผลลัพธจากการคํานวณดวยวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตและวิธีผลตางอัปวินดสามารถแสดงผลการ
คํานวณในรูปแบบของเสนช้ัน 2 มิติและแถบช้ันสี 3 มิติดังรูปท่ี 5.16-5.17 ตามลําดับ  เม่ือนําคาท่ี
คํานวณไดบนเสนกึ่งกลางโดเมน 0y =  มาพล็อตเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงดังแสดงใน    
รูปท่ี 5.18  พบวาคาท่ีคํานวณไดจากวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตมีคาสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรง
และมีความถูกตองมากกวาวิธีผลตางอัปวินดเชนเดียวกัน 
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รูปท่ี 5.15  ผลเฉลยแมนตรงสําหรับปญหาการไหลผสมกัน                                                           

ในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า 
 
 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.16  เสนช้ันแสดงผลลัพธจากการคํานวณของปญหาการไหลผสมกัน                                 
ในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า 

 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.17  แถบช้ันสีแสดงผลลัพธจากการคํานวณของปญหาการไหลผสมกัน                              
ในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า 
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รูปท่ี 5.18  กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงกับผลลัพธจากการคํานวณบนเสนกึ่งกลาง 0y =  

สําหรับปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า 
 
 5.1.5  ปญหาของสมิทและฮัตตนั (Smith and Hutton problem) [5] 

 ปญหาของสมิทและฮัตตัน (Smith and Hutton problem) เปนปญหาที่เกี่ยวของกับการ
พาอยางเดียว  ดังนั้นสมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการวเิคราะหปญหาคือ 
 

 

( ) ( ) 0
u v

t x y
φ φφ ∂ ∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 (5.13) 

 
โดเมนในการคํานวณเปนโดเมนส่ีเหล่ียมผืนผาขนาด ( ) ( )1,0 1,1Ω = − ×  การไหลเกิดข้ึนเนื่องจาก
สนามความเร็วซ่ึงกําหนดใหมีคาเทากับ ( ) ( )2 22 1 2 1v y x i x y j= − − −   เง่ือนไขขอบเขตมี

ลักษณะเปนข้ันบันไดถูกกําหนดท่ีขอบลางซายของโดเมนและสนามความเร็วน้ีจะพาใหตัวแปร φ  
เคล่ือนท่ีในแนวเสนโคงออกไปทางขอบลางขวาของโดเมนในลักษณะตามเข็มนาฬิกาดังแสดงใน
รูปท่ี 5.19  เง่ือนไขคาเร่ิมตนของการคํานวณกําหนดให ( )0 , 0x yφ =  ตลอดท่ัวท้ังโดเมน  
 
 ปญหาดังกลาวถูกนํามาวิ เคราะหโดยใชแบบจําลองซ่ึงประกอบดวยเซลล
สามเหล่ียมขนาดเทา ๆ กันแบบไรระเบียบจํานวน 6,400 เซลล ( )80, 40x yΔ = Δ =   ลักษณะการ
กระจายตัวของผลลัพธจากการคํานวณเมื่อเปรียบเทียบกับระเบียบวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ- 
กาเลอรคิน (SUPG) แสดงในรูปท่ี 5.20  และเม่ือนําผลการคํานวณท่ีทางออกของโดเมนมาพล็อต
เปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงดังแสดงในรูปท่ี 5.21  พบวาผลลัพธท่ีคํานวณไดจากระเบียบวิธี

Exact 

UDS 

FVEM 

0.8 

φ  

0.4 

0.0 

-0.4 

-0.8 
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 

x  
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ไฟไนตวอลุมเอลิเมนตมีความสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงมากกวาผลการคํานวณจากระเบียบวิธี
สตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 5.19  ปญหาของสมิทและฮัตตัน 
 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.20  เสนช้ันแสดงการกระจายตัวของปญหาของสมิทและฮัตตัน 
 

 
 
 

รูปท่ี 5.21  กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงกับผลลัพธจากการคํานวณ 

สําหรับปญหาของสมิทและฮัตตัน 

0φ =  

v  
1.0 

0.5 

2φ =  

0φ =  

0φ =  
x  

y  

0.5 1.0

2.0 

φ  

1.5 

1.0 

0.5 

0.5 1.0 0.0 
y

Exact

SUPG 

FVEM 
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 5.1.6  ปญหาการหมุนครบรอบของทรงกระบอกท่ีถูกเซาะรอง (rotation of slotted 
cylinder problem) [26] 
 ปญหาการหมุนครบรอบของทรงกระบอกท่ีถูกเซาะรอง (rotation of slotted cylinder 

problem) เปนปญหาท่ีเกี่ยวของกับการพา  สมการเชิงอนุพันธยอยท่ีใชสําหรับวิเคราะหคือ 

 

( ) ( ) 0
u v

t x y
φ φφ ∂ ∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 (5.14) 

โดเมนของปญหาน้ีเปนโดเมนส่ีเหล่ียมจัตุรัส ( ) ( )0,0 1,1Ω = ×   รูปแบบของปญหากําหนดให
เง่ือนไขคาเร่ิมตนมีทรงกระบอกซ่ึงถูกเซาะรองมีจุดศูนยกลางอยูท่ีตําแหนงกึ่งกลางโดเมนดังแสดง
ในรูปท่ี 5.22  เม่ือเวลาผานไปสนามความเร็วขนาด ( ) ( )0.5 0.5v y i x j= − + −  จะพาให
ทรงกระบอกน้ีเคล่ือนท่ีในทิศทางตามเข็มนาฬิกาจนครบรอบกลับมาท่ีตําแหนงเดิมโดยใชเวลา
เทากับ 2π   ปญหาดังกลาวมีเง่ือนไขเร่ิมตนคือ 
 

  ( ) ( ) ( )( )
0

1, 0.15 0.5 0.025 0.5 0.1
,

0,                               otherwise

r x y
x yφ

⎧ ≤ ∩ − ≥ ∪ − ≥⎪= ⎨
⎪⎩

 (5.15) 

 
โดยท่ี ( ) ( )2 22 0.5 0.5r x y= − + −  การคํานวณใชแบบจําลองซ่ึงประกอบดวยเซลลสามเหล่ียม
ขนาดเทา ๆ กันจํานวน 32,768 เซลล ( )1/128x yΔ = Δ =  และแบบจําลองขนาด 131,072 เซลล 

( )1/ 256x yΔ = Δ =   ผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธจากการคํานวณโดยใชแบบจําลองท้ังสอง
ขนาดแสดงผลเปนแถบช้ันสี 3 มิติดังรูปท่ี 5.23-5.25 ตามลําดับ  ผลการคํานวณพบวาระเบียบวิธี
ไฟไนตวอลุมเอลิเมนตใหผลลัพธใกลเ คียงกับผลเฉลยแมนตรงแตตองใชแบบจําลองซ่ึง
ประกอบดวยเซลลขนาดเล็กเปนจํานวนมาก 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 5.22  ปญหาการหมุนครบรอบของทรงกระบอกท่ีถูกเซาะรอง 

y  

1.0

v  

1.0

x  
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รูปท่ี 5.23  ผลเฉลยแมนตรงของปญหาการหมุนครบรอบของทรงกระบอกท่ีถูกเซาะรอง 
 

   
 
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.24  แถบช้ันสีแสดงผลลัพธจากการคํานวณของปญหาการหมุนครบรอบของ 
ทรงกระบอกที่ถูกเซาะรอง ( )1/128x yΔ = Δ =  

 

   
 
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.25  แถบช้ันสีแสดงผลลัพธจากการคํานวณของปญหาการหมุนครบรอบของ 
ทรงกระบอกที่ถูกเซาะรอง ( )1/ 256x yΔ = Δ =  

 



48 
 

 5.1.7  ปญหาการไหลท่ีมีการเปล่ียนรูปทรงของสโมลารเควิคส (Smolarkiewicz’s 
deformational flow problem) [27] 
  ปญหาการไหลท่ีมีการเปล่ียนรูปทรงของสโมลารเควิคส (Smolarkiewicz’s 

deformational flow problem) เปนปญหาท่ีเกี่ยวของกับการพา  สมการเชิงอนุพันธยอยท่ีใช
สําหรับวิเคราะหคือ 
 

 

( ) ( ) 0
u v

t x y
φ φφ ∂ ∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 (5.16) 

 
โดเมนของปญหาน้ีเปนโดเมนส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาด ( ) ( )0,0 100,100Ω = ×   เง่ือนไขคาเร่ิมตน
ของปญหาเปนรูปทรงกรวยความสูง 1 หนวยและรัศมี 15 หนวยมีจุดศูนยกลางอยูท่ีตําแหนง
กึ่งกลางโดเมนดังแสดงในรูปท่ี 5.26  สนามความเร็วสําหรับปญหานี้มีคาเทากับ 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )sin sin cos cosv Ak kx ky i Ak kx ky j= +  (5.17) 
 

โดยท่ี 4 , 8k A
L
π

= =  และ 100L =  แทนขนาดของโดเมนการคํานวณ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 5.26  ปญหาการไหลท่ีมีการเปล่ียนรูปทรงของสโมลารเควิคส 
 
 การคํานวณใชแบบจําลองซ่ึงประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมขนาดเทา ๆ กันจํานวน 
32,768 เซลล ( )1/128x yΔ = Δ =  และแบบจําลองขนาด 131,072 เซลล ( )1/ 256x yΔ = Δ =   
โดยทําการคํานวณจนถึงเวลา 52.752t =   ผลลัพธจากการคํานวณโดยใชแบบจําลองท้ังสองขนาด

1.0

x  

y

1.0
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แสดงดังรูปท่ี 5.27-5.28 ตามลําดับ  เม่ือนําผลการคํานวณท่ีไดท่ีบริเวณคร่ึงซายของเสนกึ่งกลาง
ของโดเมนมาพล็อตเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงในรูปท่ี 5.29  พบวาระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม
เอลิเมนตใหผลลัพธใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงแตยังคงตองใชแบบจําลองซ่ึงประกอบดวยเซลล
ขนาดเล็กเปนจํานวนมาก 

 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.27  เสนช้ันแสดงผลลัพธจากการคํานวณของ 
ปญหาการไหลท่ีมีการเปล่ียนรูปทรงของสโมลารเควิคส ( )1/128x yΔ = Δ =  

 
 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.28  เสนช้ันแสดงผลลัพธจากการคํานวณของ 
ปญหาการไหลท่ีมีการเปล่ียนรูปทรงของสโมลารเควิคส ( )1/ 256x yΔ = Δ =  
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รูปท่ี 5.29  กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงกับผลลัพธจากการคํานวณ 

สําหรับปญหาการไหลที่มีการเปล่ียนรูปทรงของสโมลารเควิคส 
 
5.2  การวิเคราะหปญหาโดยใชเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ 
  หลังจากท่ีไดทําการตรวจสอบความถูกตองของไฟไนตวอลุมเอลิเมนตโปรแกรม
คอมพิวเตอรจนเกิดความมั่นใจแลว  ในหัวขอนี้จะนําเอาเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติมา
ผนวกเขากับโปรแกรมคอมพิวเตอรดังกลาวเพื่อใหไดผลลัพธท่ีมีความถูกตองมากยิ่งข้ึน  ปญหาท่ี
นํามาทําการวิเคราะหประกอบดวยปญหาท่ีมีผลจากการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยาในสถานะไม
อยูตัวท่ีแตกตางกันท้ังส้ิน 7 ปญหา ไดแก 
 
 5.2.1  ปญหาการไหลของพัลสส่ีเหล่ียมในโดเมนส่ีเหล่ียม (the square pulse flow in 
a square domain problem) 
  ปญหาการไหลของพัลสส่ีเหล่ียมนี้ไดทําการวิเคราะหเพื่อตรวจสอบความถูกตอง
ของโปรแกรมคอมพิวเตอรแลวในหัวขอ 5.1.2  ในการแสดงประสิทธิภาพของเทคนิคการปรับ
ขนาดเมชโดยอัตโนมัติเร่ิมจากแบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมขนาดสมํ่าเสมอจํานวน 
1,642 เซลล ( )1/ 20x yΔ = Δ = วางตัวอยางไรระเบียบภายในโดเมน  เม่ือนําคาของปริมาณ 
สเกลารท่ีคํานวณไดจากแบบจําลองนี้มาใชคํานวณหาขนาดของเซลลท่ีเหมาะสมเพ่ือทําการปรับ
ขนาดเมชคร้ังท่ี 1  จะไดรูปแบบจําลองขนาด 1,254 เซลล  จากน้ันจึงทําการปรับขนาดเมชคร้ังท่ี 2 
และ 3 จะไดรูปแบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมจํานวน 1,526 เซลลและ 5,072 เซลล
ตามลําดับ  โดยรูปท่ี 5.30-5.33 แสดงถึงรูปแบบจําลองตาง ๆ และเสนช้ันแสดงผลลัพธจากการ
คํานวณท่ีสอดคลองกัน  เม่ือนําผลการคํานวณท่ีทางออกทางขอบขวาของโดเมนมาเปรียบเทียบกับ

1.0 

φ  

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

30 35 40 45 50 
0.0 

x  
25 

Exact 
UDS ( )1/128x yΔ = Δ =  

FVEM  ( )1/128x yΔ = Δ =  

UDS ( )1/ 256x yΔ = Δ =  

FVEM ( )1/ 256x yΔ = Δ =  
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ผลเฉลยแมนตรงดังแสดงในรูปท่ี 5.34  พบวาผลลัพธท่ีคํานวณไดจากการปรับขนาดเมชคร้ังท่ี 3   
มีความสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงมากกวากรณีท่ีใชเซลลสามเหล่ียมท่ีมีขนาดสม่ําเสมอ  รวมถึง
ใชเวลาในการคํานวณและใชหนวยความจํานอยกวากรณีใชเมชขนาดเล็กท่ัวท้ังโดเมนในหัวขอ 
5.1.2 ในขณะท่ีใหผลลัพธท่ีมีความถูกตองแมนยํามากกวา 
 

   
 

รูปท่ี 5.30  แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและการกระจายตัวของปริมาณ φ       
สําหรับปญหาการไหลของพลัสส่ีเหล่ียม 

 

   
 

รูปท่ี 5.31  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และการกระจายตัวของปริมาณ φ  
สําหรับปญหาการไหลของพลัสส่ีเหล่ียม 

 

   
 

รูปท่ี 5.32  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และการกระจายตัวของปริมาณ φ  
สําหรับปญหาการไหลของพลัสส่ีเหล่ียม 
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รูปท่ี 5.33  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 3 และการกระจายตัวของปริมาณ φ  
สําหรับปญหาการไหลของพลัสส่ีเหล่ียม 

 

 
 
 

รูปท่ี 5.34  กราฟเปรียบเทียบการกระจายตัวของปริมาณ φ  ท่ีขอบขวาของโดเมน 1x =       
สําหรับปญหาการไหลของพลัสส่ีเหล่ียม 

 
 5.2.2.  ปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิต่ํา 
(mixing of hot with cold front problem) 
  รูปแบบปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า
ไดอธิบายอยูในหัวขอ 5.1.4  ในการแสดงประสิทธิภาพของเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ
เร่ิมจากแบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมขนาดสม่ําเสมอท่ีมีขนาด 0.4 จํานวน 884 เซลล
วางตัวอยางไรระเบียบภายในโดเมน  เม่ือนําคาของปริมาณสเกลารท่ีคํานวณไดจากแบบจําลองน้ีมา
ใชคํานวณหาขนาดของเซลลท่ีเหมาะสมเพ่ือทําการปรับขนาดเมชคร้ังท่ี 1  จะไดรูปแบบจําลอง
ขนาด 5,086 เซลล  จากนั้นจึงทําการปรับขนาดเมชคร้ังท่ี 2 และ 3 จะไดรูปแบบจําลองท่ี
ประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมจํานวน 4,584 เซลลและ 7,480 เซลลตามลําดับ  โดยในการปรับ
ขนาดเมชคร้ังท่ี 3 ขนาดของเซลลท่ีเล็กท่ีสุดมีคาเทากับ 0.004  รูปท่ี 5.35-5.38 แสดงรูปแบบ

Exact
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2nd adaptive mesh 
3rd adaptive mesh 
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φ  
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จําลองตาง ๆ และเสนช้ันสีแสดงผลลัพธจากการคํานวณดวยไฟไนตวอลุมเอลิเมนตคอมพิวเตอรท่ี
สอดคลองกัน  ผลลัพธท่ีคํานวณไดจากการปรับขนาดเมชคร้ังท่ี 3 มีความสอดคลองกับผลเฉลย
แมนตรงและมีความชัดเจนในบริเวณท่ีการไหลเกิดการผสมกันมากกวากรณีท่ีใชเซลลสามเหล่ียมท่ี
มีขนาดสม่ําเสมอ 
 

   
 

รูปท่ี 5.35  แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและการกระจายตัวของปริมาณ φ       
สําหรับปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า 

 

   
 

รูปท่ี 5.36  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และการกระจายตัวของปริมาณ φ  
สําหรับปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า 

 

   
 

รูปท่ี 5.37  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และการกระจายตัวของปริมาณ φ  
สําหรับปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า 
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รูปท่ี 5.38  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 3 และการกระจายตัวของปริมาณ φ  
สําหรับปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า 

 
 5.2.3.  ปญหาการไหลเปนแนวชั้นท่ีขอบ (boundary layer problem) [28] 

  ปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีขอบ (boundary layer problem) เปนปญหาท่ี
เกี่ยวของกับการพาและการแพรสมการเชิงอนุพันธยอยท่ีใชสําหรับวิเคราะหคือ 
 

 ( ) ( )u v
q

t x y x x y y
φ φφ φ φε ε

∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (5.18) 

 
การไหลเกิดข้ึนภายในโดเมนส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาด 1 1×  หนวย  กําหนดใหเง่ือนไขคาเร่ิมตนของ
ปญหามีคาเทากับศูนยตลอดท่ัวท้ังโดเมน ( )0 , 0x yφ =   สนามความเร็วมีคาเทากับ 1v i=  โดยมี
สัมประสิทธ์ิของการแพรและคาของแหลงกําเนิดเทากับ 410ε −=  และ 1q =  ตามลําดับ  เง่ือนไข
ขอบเขตกําหนดใหมีคาเทากับศูนยตลอดขอบซายมือ ขอบบนและลางของโดเมน 
 
  แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตท่ีใชในตอนเร่ิมตนมีลักษณะเดียวกันกับปญหา
การไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่ากลาวคือใชเซลลสามเหล่ียมท่ีมี
ขนาด 0.4 จํานวน 884 เซลลวางตัวอยางไรระเบียบภายในโดเมน  หลังจากทําการปรับขนาดเมช
โดยอัตโนมัติท้ังส้ิน 3 คร้ังจะไดแบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลจํานวน 1,842  2,691 และ 3,969 
เซลลตามลําดับ  โดยในการปรับขนาดเมชคร้ังท่ี 3 ขนาดของเซลลท่ีใหญท่ีสุดและเล็กท่ีสุดคือ 0.1 
และ 0.002 ตามลําดับ  รูปท่ี 5.39-5.42 แสดงรูปแบบจําลองทางการคํานวณตาง ๆ และเสนช้ันสี
แสดงผลลัพธจากการคํานวณดวยไฟไนตวอลุมเอลิเมนตคอมพิวเตอรท่ีสอดคลองกัน  ผลลัพธจาก
การคํานวณเม่ือใชแบบจําลองเร่ิมตนแสดงใหเห็นวามีการส่ันเกิดข้ึนบริเวณขอบบนและลางท่ี
ตําแหนงใกลกับทางออกขวามือของโดเมน  และการส่ันนี้จะหายไปเม่ือทําการปรับขนาดเมชใหมี
เซลลขนาดเล็กในบริเวณดังกลาว 
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รูปท่ี 5.39  แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีขอบ 
 

   
รูปท่ี 5.40  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีขอบ 
 

   
รูปท่ี 5.41  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีขอบ 

   
รูปท่ี 5.42  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 3 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีขอบ 
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 5.2.4  ปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียงเนื่องจากผลของการพา-การเกิดปฏิกิริยา 
(oblique inflow convection-reaction problem) [29] 
  ปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียงเน่ืองจากผลของการพา-การเกิดปฏิกิ ริยา 
(oblique inflow convection-reaction problem) เปนปญหาการไหลภายในโดเมนส่ีเหล่ียม
จัตุรัส ( ) ( )0,0 1,1Ω = ×   สมการเชิงอนุพันธยอยท่ีใชสําหรับวิเคราะหคือ 
 

 ( ) ( )u v
q

t x y
φ φφ κφ

∂ ∂∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
 (5.19) 

 
กําหนดใหพจนเนื่องจากแหลงกําเนิดมีคาเทากับ 1  เง่ือนไขคาเร่ิมตนของปญหาเทากับศูนยท่ัวท้ัง
โดเมน  และสนามความเร็วมีคาเทากับ ( ) ( )cos / 3 sin / 3v V i V jπ π= +  ซ่ึงจะพาใหปริมาณ 
สเกลาร φ  ไหลออกไปในแนวเฉียงทํามุม 60 องศากับแกน x  และไหลออกทางขอบดานบนของ
โดเมนในขณะท่ีการเกิดปฏิกิริยาจะทําใหปริมาณสเกลาร φ  มีคาเพิ่มมากข้ึน  การวิเคราะหปญหา
ดังกลาวสามารถแบงลักษณะของปญหาออกเปน 2 กรณี คือ 

 (1)  ปญหาท่ีการพามีอิทธิพลตอการไหลมากกวาการเกิดปฏิกิ ริยา (convection-

dominated reaction problem) ซ่ึงกําหนดคาโดย 41.0, 10V κ −= =  

 (2)  ปญหาท่ีการเกิดปฏิกิริยามีอิทธิพลตอการไหลมากกวาการพา (reaction-dominated 

convection problem) ซ่ึงกําหนดคาโดย 410 , 1.0V κ−= =  
 
  การวิเคราะหปญหาท้ังสองกรณีเร่ิมจากการใชแบบจําลองซ่ึงประกอบดวยเซลล
สามเหล่ียมท่ีมีขนาดสมํ่าเสมอจํานวน 884 เซลล( 1/ 20x yΔ = Δ = )  รูปท่ี 5.43-5.46 แสดง
แบบจําลองและแถบช้ันสีแสดงผลลัพธจากการคํานวณสําหรับปญหาท่ีการพามีอิทธิพลตอการไหล
มากกวาการเกิดปฏิกิริยาท่ีเวลา 2t =   หลังจากทําการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติท้ังส้ิน 3 คร้ังจะ
ไดแบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลจํานวน 3,580  6,758 และ 5,473 เซลลตามลําดับ  และรูปท่ี 
5.47-5.50 แสดงแบบจําลองและผลการคํานวณสําหรับปญหาท่ีการเกิดปฏิกิริยามีอิทธิพลตอการ
ไหลมากกวาการพาท่ีเวลา 1t =   หลังจากทําการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติท้ังส้ิน 3 คร้ังจะได
แบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลจํานวน 4,848  6,469 และ 6,732 เซลลตามลําดับ  ผลลัพธจากการ
คํานวณท้ังสองกรณีบนแบบจําลองเร่ิมตนพบวามีการส่ันเกิดข้ึนบริเวณดานหนาท่ีมีการไหลเกิดข้ึน
และการส่ันนี้จะหายไปเม่ือทําการปรับขนาดเมชใหมีเซลลขนาดเล็กในบริเวณดังกลาว 
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รูปท่ี 5.43  แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )41.0, 10V κ −= =  
 

   
รูปท่ี 5.44  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )41.0, 10V κ −= =  

   
รูปท่ี 5.45  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )41.0, 10V κ −= =  

   
รูปท่ี 5.46  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 3 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )41.0, 10V κ −= =  
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รูปท่ี 5.47  แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )410 , 1.0V κ−= =  
 

   
รูปท่ี 5.48  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )410 , 1.0V κ−= =  

   
รูปท่ี 5.49  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )410 , 1.0V κ−= =  

   
รูปท่ี 5.50  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 3 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )410 , 1.0V κ−= =  
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 5.2.5  ปญหาการไหลเปนแนวชั้นท่ีมุม (corner layer problem) [30] 

  ปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีมุม (corner layer problem) เปนปญหาท่ีเกี่ยวของ
กับการแพรและการเกิดปฏิกิริยาบนโดเมนส่ีเหล่ียมจัตุรัส ( ) ( )0,0 1,1Ω = ×   สมการเชิงอนุพันธ
ยอยท่ีใชสําหรับวิเคราะหคือ 
 

 q
t x x y y
φ φ φε ε κφ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (5.20) 

 
รูปแบบของปญหากําหนดใหสัมประสิทธ์ิของการพามีคาเทากับ 310ε −=  และสัมประสิทธ์ิของ
การเกิดปฏิกิริยามีคาเทากับ 2κ =   พจนเนื่องจากแหลงกําเนิดมีคาเทากับ ( )2 220 4q x y= + +   

กําหนดใหเง่ือนไขเร่ิมตนและเง่ือนไขขอบเขตเทากับศูนยท่ัวท้ังโดเมนและทําการวิเคราะหจนถึง
เวลา t = 5   ลักษณะของปญหาดังกลาวจะกอใหเกิดผลลัพธท่ีมีความชันสูงในบริเวณขอบบนและ
ขอบขวาของโดเมน x =1  และ y = 1  โดยมีคาสูงสุดท่ีตําแหนงโคออรดิเนต ( )1,1  
 
  การวิเคราะหปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีมุมเร่ิมจากการใชแบบจําลองซ่ึง
ประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมท่ีมีขนาดสมํ่าเสมอจํานวน 884 เซลล( 1/ 20x yΔ = Δ = )  เม่ือนํา
ปริมาณสเกลาร φ  ท่ีคํานวณไดจากแบบจําลองน้ีมาใชคํานวณหาขนาดของเซลลท่ีเหมาะสมเพ่ือทํา
การปรับขนาดเมชจะกอใหเกิดเซลลท่ีมีขนาดเล็กบริเวณขอบบนและขอบขวามือของโดเมนและ
เซลลท่ีมีขนาดใหญในบริเวณอ่ืน ๆ  ผลลัพธจากการคํานวณดวยแบบจําลองเร่ิมแรกมีการส่ันเกิดข้ึน
ท่ีขอบดังกลาวและเม่ือทําการปรับขนาดเมชแลวการส่ันของผลลัพธจึงลดลงตามลําดับ                 
รูปท่ี 5.51-5.54 แสดงแบบจําลองและแถบช้ันสีแสดงผลลัพธจากการคํานวณ  หลังจากทําการปรับ
ขนาดเมชโดยอัตโนมัติท้ังส้ิน 3 คร้ังจะไดแบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลจํานวน 2,616  2,867 
และ 4,581 เซลลตามลําดับ 

   
รูปท่ี 5.51  แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีมุม 
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รูปท่ี 5.52  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีมุม 
 

   
 
รูปท่ี 5.53  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีมุม 

   
 
รูปท่ี 5.54  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 3 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีมุม 
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 5.2.6  ปญหาการพาของเนนิเขารูปไซน (advection of sine hill problem) [13] 

 ปญหาการพาของเนินเขารูปไซน (advection of sine hill problem) เปนปญหาท่ี
เกี่ยวของกับการพาบนโดเมนส่ีเหล่ียมจัตุรัส ( ) ( )0.8, 0.8 0.8,0.8Ω = − − ×   สมการเชิงอนุพันธ
ยอยท่ีใชสําหรับวิเคราะหปญหาคือ 
 

 ( ) ( ) 0
u v

t x y
φ φφ ∂ ∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 (5.21) 

 
รูปแบบของปญหาแสดงไดดังรูปท่ี 5.55  โดยกําหนดใหสนามความเร็วมีคาเทากับ v y i x j= − +  
สนามความเร็วนี้จะพาใหปริมาณสเกลาร φ  หมุนวนในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา  เง่ือนไขขอบเขต
ภายนอกของโดเมนเทากับศูนยและขอบเขตภายในกําหนดใหมีการไหลเขาซ่ึงมีคาเทากับ 
 
 ( ) ( ), , sin 2 ,x y t yφ π= −  ( ) ( )0.5 0 0y x− ≤ ≤ ∩ =  (5.22) 
 
  การวิเคราะหปญหาการพาของเนินเขารูปไซนเร่ิมจากการใชแบบจําลองไรระเบียบ
ซ่ึงประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมท่ีมีขนาดสม่ําเสมอจํานวน 3,982 เซลล  เม่ือทําการปรับขนาดเมช
เพียงสองคร้ังจะไดผลลัพธ มีคาสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงดังแสดงรูปท่ี  5.56-5.58  
แบบจําลองจากการปรับขนาดท้ังสองคร้ังประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมจํานวน 8,522 และ 31,538 
เซลลตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 5.55  ปญหาการพาของเนินเขารูปไซน 
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รูปท่ี 5.56  แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและเสนช้ันแสดงการกระจายตัว 

ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาการพาของเนินเขารูปไซน 
 

   
 

รูปท่ี 5.57  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และเสนช้ันแสดงการกระจายตัว 

ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาการพาของเนินเขารูปไซน 
 

   
 

รูปท่ี 5.58  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และเสนช้ันแสดงการกระจายตัว 

ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาการพาของเนินเขารูปไซน 
 
 5.2.7  ปญหาของสมิทและฮัตตนั (Smith and Hutton problem) 

  รูปแบบปญหาของสมิทและฮัตตันไดอธิบายอยูในหัวขอ 5.1.5  ในการแสดง
ประสิทธิภาพของเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติเร่ิมจากแบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลล
สามเหล่ียมขนาดสมํ่าเสมอจํานวน 1886 เซลลวางตัวอยางไรระเบียบภายในโดเมน  เม่ือนําคาของ
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ปริมาณสเกลารท่ีคํานวณไดจากแบบจําลองน้ีมาใชคํานวณหาขนาดของเซลลท่ีเหมาะสมเพ่ือทําการ
ปรับขนาดเมชคร้ังท่ี 1  จะไดรูปแบบจําลองขนาด 2,612 เซลล  จากน้ันจึงทําการปรับขนาดเมชคร้ัง
ท่ี 2 และ 3 จะไดรูปแบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมจํานวน 13,071 เซลลและ 11,197 
เซลลตามลําดับ  รูปท่ี 5.59-5.62 แสดงแบบจําลองตาง ๆ และเสนช้ันสีแสดงผลลัพธจากการ
คํานวณดวยไฟไนตวอลุมเอลิเมนตคอมพิวเตอรท่ีสอดคลองกัน  ผลลัพธท่ีทางออกดานขวาลางของ
โดเมนจากการคํานวณเม่ือนํามาพล็อตกราฟเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงแสดงไดดังรูปท่ี 5.63 
 

   
 

รูปท่ี 5.59  แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและเสนช้ันสีแสดงการกระจายตัว 

ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาสมิทและฮัตตัน 
 

   
 

รูปท่ี 5.60  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และเสนช้ันสีแสดงการกระจายตัว 

ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาสมิทและฮัตตัน 
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รูปท่ี 5.61  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และเสนช้ันสีแสดงการกระจายตัว 

ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาปญหาสมิทและฮัตตัน 
 

   
 

รูปท่ี 5.62  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 3 และเสนช้ันสีแสดงการกระจายตัว 

ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาปญหาสมิทและฮัตตัน 
 

 
 
 

รูปท่ี 5.63  กราฟเปรียบเทียบการกระจายตัวของปริมาณ φ  สําหรับปญหาสมิทและฮัตตัน 
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บทที่ 6 

บทสรุป  ปญหาท่ีพบและขอเสนอแนะ 

 

  การวิเคราะหปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยาภายใตสภาวะไมคงตัวใน
สองมิติดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตแบบปรับขนาดไดสามารถสรุปประเด็นท่ีสําคัญ 
ปญหาท่ีพบในระหวางทํางานวิจัย และขอเสนอแนะเพ่ือการวิจัยตอไปในอนาคตไดดังนี้ 

 

6.1  บทสรุป 

  วิทยานิพนธฉบับนี้นําเสนอระเบียบวิธีเชิงตัวเลขท่ีเรียกวาระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม
เอลิเมนตแบบปรับขนาดไดซ่ึงเปนการผนวกเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติเขากับระเบียบ
วิ ธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนต   และนําวิ ธีการดังกลาวไปวิ เคราะหปญหาการพา -การแพร-                  
การเกิดปฏิกิ ริยาภายใตสภาวะไมคงตัวในสองมิติไดอยางมีประสิทธิภาพ   ลดเวลาและ
หนวยความจําท่ีใชในการคํานวณบนเคร่ืองคอมพิวเตอรลงไดมาก  เนื้อหาของวิทยานิพนธนี้เร่ิมจาก
การกลาวถึงท่ีมาและความสําคัญของวิทยานิพนธซ่ึงช้ีใหเห็นถึงความสําคัญของการนําระเบียบวิธี
เชิงตัวเลขมาวิเคราะหปญหาในรูปแบบตาง ๆ ตลอดจนงานวิจัยในอดีตท่ีเกี่ยวของในบทท่ี 1 

  ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขวิธีหนึ่งท่ีนํามาประยุกตใชกับ
ปญหาท่ีมีความเปล่ียนแปลงของผลลัพธสูงหรือเกิดความไมตอเนื่องของผลลัพธไดเปนอยางดี  
ในขณะท่ีระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตใหผลการคํานวณท่ีมีความถูกตองแมนยําสูง สามารถ
แกปญหาท่ีมีความซับซอนไดดีและมีวิธีการคํานวณสอดคลองกับลักษณะของสมการเอลลิปติก 
(elliptic equation)  ดังนั้นในบทท่ี 2 จึงไดกลาวถึงสมการเชิงอนุพันธยอยท่ีเกี่ยวของกับการพา-
การแพร-การเกิดปฏิกิริยาภายใตสภาวะไมคงตัวในสองมิติ  จากน้ันจึงนําเสนอระเบียบวิธีไฟไนต
วอลุมเอลิเมนตซ่ึงนําหลักการของวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร (cell-centered finite volume 

method) มาประยุกตบนปริมาตรควบคุม (control volume) รูปทรงสามเหล่ียมยอย ๆ ภายใน
โดเมนของปญหา  และใชหลักการของวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคางในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
(finite element method) เพื่อคํานวณหาปริมาณเกรเดียนตท่ีอยูบนผิวควบคุม (control surface) 
สําหรับพจนของการแพร  การคํานวณผลรวมของฟลักซท่ีผานเขาออกปริมาตรควบคุมสามารถ
คํานวณไดจากผลรวมของฟลักซท่ีผานเขาออกท่ีตําแหนงกึ่งกลางพื้นผิวควบคุมท้ังสามท่ีเวลาคร่ึง
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ชวงเวลา (half time step)  เม่ือใชการกระจายดวยอนุกรมเทยเลอรอันดับสอง (second order 

Taylor’s series expansion) จะทําใหผลลัพธท่ีไดจากระเบียบวิธีนี้มีความถูกตองถึงอันดับสอง  
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตท่ีนําเสนอนี้เปนระเบียบวิธีแบบชัดแจงการคํานวณหาผลลัพธ
สามารถทําไดโดยงายเนื่องจากไมตองแกระบบสมการรวม  ในสวนสุดทายของบทนี้ไดนําเสนอ
การวิเคราะหหาอันดับความถูกตองโดยทําการวิเคราะหบนปริมาตรควบคุม 1 มิติท่ีมีขนาดเทากัน 

  ข้ันตอนท้ังหมดที่ตองใชในการคํานวณจากวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตในบทท่ี 2  
จะถูกนํามาประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีสอดคลองกัน  บทท่ี 3 ไดแสดงรายละเอียดของ
โปรแกรมคอมพิวเตอรดังกลาว  ข้ันตอนการทํางานรวมท้ังแสดงตัวอยางไฟลขอมูลท่ีจําเปนตองใช
สําหรับวิเคราะหปญหา  โปรแกรมคอมพิวเตอรไดถูกเขียนข้ึนดวยภาษาฟอรแทรน (FORTRAN) 
ซ่ึงโปรแกรมดังกลาวมีช่ือวา (Finite Volume Element Method; FVEM) 

  การคํานวณหาผลลัพธหากตองการผลลัพธท่ีมีความถูกตองสูงจําเปนตองใชเซลล
ท่ีมีขนาดเล็กเปนจํานวนมากในการจําลองรูปรางของปญหาโดยเฉพาะอยางยิ่งในบริเวณท่ีมีการ
เปล่ียนแปลงของผลลัพธสูงหรือบริเวณท่ีเกิดความไมตอเนื่องของผลลัพธ  แตการเลือกใชเซลลท่ีมี
ขนาดเล็กท่ัวท้ังโดเมนของปญหาจะทําใหใชเวลาในการคํานวณมากรวมถึงส้ินเปลืองหนวยความจํา
บนเคร่ืองคอมพิวเตอรโดยไมจําเปน จึงนําเสนอเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติเพื่อ
ประยุกตใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตในบทท่ี 4  โดยอธิบายถึงหลักการของเทคนิค
การปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติและรายละเอียดข้ันตอนการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีเกี่ยวของ  
รวมท้ังแสดงตัวอยางไฟลขอมูลนําเขาท่ีจําเปนตองใชกับโปรแกรมนี้ 

  ในบทท่ี 5 นําเสนอการใชไฟไนตวอลุมเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีได
ประดิษฐข้ึนมาวิเคราะหปญหาเพื่อตรวจสอบความถูกตองโดยทําการคํานวณบนโดเมนท่ี
ประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมท่ีมีขนาดเล็กและสม่ําเสมอ  ผลลัพธจากการคํานวณดวยวิธีไฟไนต 
วอลุมเอลิเมนตพบวามีความสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรง  และมีความถูกตองมากกวาเม่ือ
เปรียบเทียบกับผลลัพธจากการคํานวณดวยวิธีผลตางอัปวินด  จากนั้นจึงประยุกตเทคนิคการปรับ
ขนาดเมชโดยอัตโนมัติใชรวมกับระเบียบวิธีดังกลาวแลวนํามาวิเคราะหปญหาท่ีมีผลจากการพา-
การแพร-การเกิดปฏิกิริยาในสถานะไมอยูตัวท่ีแตกตางกัน  ผลลัพธจากการคํานวณพบวาหากใช
แบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลขนาดใหญจะเกิดการส่ันของผลลัพธอยูบางและเม่ือทําการปรับ
ขนาดเมชในคร้ังตอไปการส่ันนี้จะลดลงตามลําดับ 
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6.2  ปญหาท่ีพบในขณะทําวิทยานิพนธ 

  ปญหาท่ีพบในขณะทําวิทยานิพนธนี้คือการทําความเขาใจทฤษฎีของระเบียบวิธี
ไฟไนตวอลุมเอลิเมนต  ข้ันตอนการคํานวณคาฟลักซท่ีผานเขาออกพื้นผิวควบคุม  รวมถึงการ
เลือกใชวิธีการคํานวณคาเกรเดียนตท่ีเกิดจากการกระจายดวยอนุกรมเทยเลอรอันดับสอง              
ซ่ึงข้ันตอนท้ังหมดท่ีกลาวมาเปนสวนสําคัญในการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีสอดคลองกัน 

  ในการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรพบวามีความยุงยากบางประการในการ
คํานวณคาของเซลลท่ีมีดานท่ีอยูบนขอบเขตของปญหา  และเน่ืองจากระเบียบวิธีท่ีนําเสนอน้ี
ตองการพื้นท่ีหนวยความจําสําหรับเก็บขอมูลท่ีจําเปนในการคํานวณท้ังท่ีตําแหนงศูนยกลางเซลล  
ตําแหนงเวอเทกซ  และตําแหนงจุดกึ่งกลางของพื้นผิวควบคุม  ทําใหโปรแกรมคอมพิวเตอรมีขนาด
ใหญและใชหนวยความจําในการจัดเก็บขอมูลสูง 

  ปญหาอีกประการหนึ่งท่ีพบคือการเลือกขนาดของเซลลท่ีเล็กท่ีสุดในข้ันตอนของ
การปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ  หากเลือกคา minh  นอยเกินไปในตอนเริ่มแรกของการปรับขนาด
จะกอใหเซลลสามเหล่ียมจํานวนมากสงผลใหการปรับขนาดคร้ังตอ ๆ ไปเกิดเซลลสามเหล่ียม
เพิ่มข้ึนอยางมากและทําใหใชเวลาในการคํานวณหาผลลัพธเพ่ิมข้ึนมากไปดวย  หากเลือกคา minh  
ท่ีใหญเกินไปในตอนเร่ิมแรกของการปรับขนาดจะทําใหแสดงผลลัพธในบริเวณท่ีมีการ
เปล่ียนแปลงสูงไดไมแมนยําสงผลใหตองทําการปรับขนาดหลายคร้ัง  ดังนั้นการเลือกคาท่ี
เหมาะสมจึงเปนส่ิงท่ีสําคัญมาก  การเลือกคา minh  ท่ีเหมาะสมควรข้ึนกับลักษณะของปญหาและ
ประสบการณของผูทําการวิเคราะหเปนหลัก 

 

6.3  ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต 

  ในงานวิจัยในอนาคตนั้นสามารถนําพื้นฐานความรูท่ีไดจากวิทยานิพนธฉบับนี้ไป
ประยุกตกับงานวิจัยอ่ืน ๆ เชนการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตบน
แบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลส่ีเหล่ียมแบบไรระเบียบ   ตลอดจนการวิเคราะหปญหาการพา-การ
แพร-การเกิดปฏิกิริยาในสามมิติ 
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ภาคผนวก ก 

รายละเอียดของโปรแกรม FVEM 

 

 โปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีไดประดิษฐข้ึนมาเพื่อใหสอดคลองกับระเบียบวิธีไฟไนต
วอลุมเอลิเมนตในบทท่ี 3 ประกอบดวยโปรแกรมหลัก (main program)  โปรแกรมยอย 
(subroutine) จํานวน 14 โปรแกรมและฟงกชัน (function) จํานวน 3  โดยมีรายละเอียดดังนี้ 

 

      PROGRAM FVEM 
C======================================================================= 
C     ==                      PROGRAM  FVEM                           == 
C     ==Combined Finite Volume and Finite Element method              == 
C     ==Solves 2D Scalar Convection-Diffusion-Reaction Equation       == 
C     ==Using Cell-centered Triangular Control Volume                 == 
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol         ,mxpoi        ,mxbou      ,mxsid 
      PARAMETER (mxvol=131072  ,mxpoi=66094  ,mxbou=2000 ,mxsid=2*mxvol) 
      INTEGER    nvol    ,npoi    ,nbou    ,nsid    ,nstep   ,istep 
      INTEGER    iwrt    ,ilim    ,iopt    ,nwrt    ,len     ,nc 
      INTEGER    iv      ,ip      ,in      ,kkk     ,NAMLEN 
      INTEGER    ic(mxpoi) 
      INTEGER    intma(3,mxvol)   ,boun(4,mxbou)    ,vadj(3,mxvol) 
      INTEGER    side(4,mxsid) 
      REAL*8     cfl     ,eps     ,k       ,toler   ,time    ,dt 
      REAL*8     tfin    ,tol     ,del     ,BC      
      REAL*8     xi(mxvol)        ,yi(mxvol)        ,ai(mxvol) 
      REAL*8     gxj(mxpoi)       ,gyj(mxpoi)       ,dmmat(mxpoi) 
      REAL*8     gxi(mxvol)       ,gyi(mxvol)       ,phij(mxpoi)  
      REAL*8     unkn0(mxvol)     ,unkn1(mxvol)     ,conve(mxvol) 
      REAL*8     nx(mxsid)        ,ny(mxsid)        ,l(mxsid) 
      REAL*8     lim(mxvol)       ,q(mxvol)         ,diffu(mxvol) 
      REAL*8     react(mxvol) 
      REAL*8     coord(2,mxpoi)  
      CHARACTER  filnam*12      ,h      ,d      ,u  
 
  40  WRITE(*,*) 'Please Type Your Input File Name : ' 
      READ (*,*)  filnam 
      len  =  NAMLEN(filnam) 
      IF (len.EQ.0) GOTO 40 
      OPEN(unit = 10 ,file = filnam(1:len)//'.in'  ,err = 40) 
     0CALL  INPUT (mxvol   ,mxpoi   ,mxbou   ,nvol    ,npoi    ,nbou    
     1            ,nstep   ,nwrt    ,iwrt    ,ilim    ,iopt    ,cfl 
     2            ,eps     ,k       ,q       ,toler   ,time    ,intma 
     3            ,coord   ,unkn0   ,boun) 
C======================================================================= 
C     ==To Collect Number of Volumes Surrounding Each Node            == 
C======================================================================= 
      DO 101 ip = 1,npoi 
         ic(ip) = 0 
 101  CONTINUE 
      DO 102 iv = 1,nvol 
      DO 102 ip = 1,3 
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         in     = intma(ip,iv) 
         ic(in) = ic(in) + 1 
 102  CONTINUE 
C======================================================================= 
C     ==To Obtain Area, Position Components of Cell-Center, Adjacent  == 
C     ==Volumes Normal Vector, Length and Co-Volume of Cell Sides     == 
C======================================================================= 
     0CALL  GETGEO(mxvol   ,mxpoi   ,mxbou   ,mxsid   ,nvol    ,npoi      
     1            ,nbou    ,nsid    ,intma   ,coord   ,boun    ,ai    
     2            ,l       ,xi      ,yi      ,nx      ,ny      ,vadj     
     3            ,side)       
C======================================================================= 
C     ==To Obtain Inversed Lumped Mass Matrix                         == 
C======================================================================= 
     0CALL  GETMAT(mxvol   ,mxpoi   ,nvol    ,npoi    ,intma   ,ai  
     1            ,dmmat) 
C======================================================================= 
C     ==To Get Time Interval                                          == 
C======================================================================= 
     0CALL  DTFIX (mxvol   ,mxpoi   ,nvol    ,nstep   ,time    ,cfl  
     1            ,eps     ,intma   ,coord   ,ai      ,dt      ,tfin)  
      nc = 1 
C======================================================================= 
C     ==To Perform Time Step Iteration                                == 
C======================================================================= 
      DO 200 istep = 1,nstep 
         IF(istep.EQ.nstep) dt = tfin 
         CALL CRVEC(gxi  ,mxvol  ,0.0d+00) 
         CALL CRVEC(gyi  ,mxvol  ,0.0d+00) 
  
         IF(iopt.EQ.20) THEN 
     0   CALL GFEM (mxvol   ,mxpoi   ,mxbou   ,nvol    ,npoi    ,nbou 
     1             ,intma   ,coord   ,boun    ,xi      ,yi      ,ai 
     2             ,unkn0   ,dmmat   ,gxi     ,gyi     ,gxj     ,gyj) 
         ENDIF 
         IF(iopt.GT.20) THEN 
     0   CALL GLSQ (mxvol   ,mxpoi   ,mxbou   ,nvol    ,npoi    ,nbou  
     1             ,iopt    ,intma   ,coord   ,boun    ,xi      ,yi 
     2             ,unkn0   ,vadj    ,gxi     ,gyi) 
         ENDIF 
     0   CALL CONV (mxvol   ,mxpoi   ,mxbou   ,mxsid   ,nvol    ,npoi 
     1             ,nbou    ,nsid    ,iopt    ,ilim    ,intma   ,coord 
     2             ,unkn0   ,boun    ,vadj    ,side    ,xi      ,yi    
     3             ,l       ,nx      ,ny      ,dt      ,lim     ,conve 
     4             ,gxi     ,gyi) 
     0   CALL DIFF (mxvol   ,mxpoi   ,mxbou   ,nvol    ,npoi    ,nbou 
     1             ,eps     ,intma   ,coord   ,boun    ,xi      ,yi 
     2             ,ai      ,unkn0   ,dmmat   ,iopt    ,gxi     ,gyi 
     3             ,gxj     ,gyj     ,diffu) 
     0   CALL REAC (mxvol   ,nvol    ,k       ,unkn0   ,xi      ,yi 
     1             ,dt      ,gxi     ,gyi     ,react) 
     0   CALL SOLV (mxvol   ,nvol    ,unkn0   ,ai      ,q       ,dt   
     1             ,conve   ,diffu   ,react   ,unkn1) 
C======================================================================= 
C     ==To Check Convergence of All Unknown Quantities                == 
C======================================================================= 
         tol = 0. 
         DO 300 iv = 1,nvol 
            del = ABS(unkn1(iv) - unkn0(iv)) 
            tol = MAX(tol ,del) 
 300     CONTINUE 
         IF(tol.LT.toler) THEN 
            GOTO 10 
         ELSE 
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            DO 400 iv = 1,nvol 
   unkn0(iv) = unkn1(iv) 
 400        CONTINUE 
         ENDIF 
         kkk = MOD(istep ,nwrt) 
C======================================================================= 
C     ==To Write Output File in Case of Time Step = nwrt              == 
C======================================================================= 
        IF((istep.EQ.1).OR.(kkk.EQ.0)) THEN 
            WRITE(*,1) istep  ,tol 
            IF (iwrt.EQ.1) THEN 
     0  CALL  CVERT (mxvol   ,mxpoi   ,mxbou   ,nvol    ,npoi   ,nbou 
     1              ,intma   ,boun    ,ic      ,coord   ,unkn1  ,phij) 
        CALL  FIOUT (nc      ,h       ,d       ,u) 
              nc = nc + 1 
            ENDIF 
        ENDIF 
 200  CONTINUE 
C======================================================================= 
C     ==To Write Final Output File (Both Error Less Than Specified    == 
C     ==Tolerance and istep = nstep                                   == 
C======================================================================= 
10   0CALL  CVERT (mxvol   ,mxpoi   ,mxbou   ,nvol    ,npoi   ,nbou 
     1            ,intma   ,boun    ,ic      ,coord   ,unkn1  ,phij) 
      CALL  FIOUT (nc      ,h       ,d       ,u) 
      IF((tol.LT.toler).OR.(istep.GT.nstep)) WRITE(*,1) istep  ,tol  
      OPEN(unit=12 ,file=filnam(1:len)//'_'//h//d//u//'.out' ,err = 40) 
     0CALL  SOLOP (mxpoi   ,nvol    ,npoi    ,nbou    ,nstep   ,nwrt 
     1            ,iwrt    ,ilim    ,iopt    ,cfl     ,eps     ,k 
     2            ,toler   ,time    ,coord   ,phij) 
      CLOSE(12) 
 
  1   FORMAT(1x ,i6 ,2x ,e15.6) 
      STOP 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE INPUT (mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou    
     1                   ,nstep  ,nwrt   ,iwrt   ,ilim   ,iopt   ,cfl  
     2                   ,eps    ,k      ,q      ,toler  ,time   ,intma  
     3                   ,coord  ,unkn0  ,boun) 
C======================================================================= 
C     ==To Obtain Nodal connection with Cell-Centered Initial Values, == 
C     ==Coordinates and Boundary Sides                                == 
C     ==Array : boun  = node1 ,node2 ,volume ,boundary option         == 
C     ==      : intma = volume vertices                               ==                   
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou   ,nstep  
      INTEGER    nwrt   ,iwrt   ,ilim   ,iopt   ,iv     ,ip     ,ib 
      INTEGER    i      ,j  
      INTEGER    intma(3,mxvol) ,boun(4,mxbou) 
      REAL*8     cfl    ,eps    ,k      ,toler  ,time 
      REAL*8     unkn0(mxvol)   ,q(mxvol)      
      REAL*8     coord(2,mxpoi)  
      CHARACTER  text*70 
   
      READ(10,1) text 
      READ(10,*) nvol  ,npoi  ,nbou  ,nstep  ,nwrt  ,iwrt  ,ilim  ,iopt   
      READ(10,1) text 
      READ(10,*) cfl  ,eps  ,k  ,toler  ,time 
      READ(10,1) text 
      READ(10,1) text 
      DO 100 iv = 1,nvol 
         READ(10,*) i  ,(intma(j,i) ,j = 1,3)  ,unkn0(i)  ,q(i) 
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100  CONTINUE 
      READ(10,1) text 
      READ(10,1) text 
      DO 200 ip = 1,npoi 
         READ(10,*) i  ,(coord(j,i) ,j = 1,2) 
200  CONTINUE 
      READ(10,1) text 
      READ(10,1) text 
      DO 300 ib = 1,nbou 
         READ(10,*) (boun(j,ib) ,j = 1,4) 
 300  CONTINUE 
      CLOSE(10) 
 
   1  FORMAT(A) 
 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE GETGEO(mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,mxsid  ,nvol   ,npoi      
     1                 ,nbou   ,nsid   ,intma  ,coord  ,boun   ,ai   
     2                 ,l      ,xi     ,yi     ,nx     ,ny     ,vadj    
     3                 ,side) 
C======================================================================= 
C     ==To Obtain Area, Position Components of Cell-Center, Adjacent  == 
C     ==Volumes Normal Vector, Length and Co-Volume of Element Sides  == 
C     ==Array : vadj =  Neigbouring Adjacent Cell of Cell i           == 
C     ==      : side =  node1 ,node2 ,upwind cell ,downwind cell      == 
C     ==               (exclude boundary)                             == 
C     ==      : nx   =  unit vector in x dir normal to upwind cell    == 
C     ==               (exclude boundary)                             == 
C     ==      : ny   =  unit vector in y dir normal to upwind cell    == 
C     ==               (exclude boundary)                             == 
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE  
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,mxsid  ,nvol   ,npoi   ,nbou  
      INTEGER    nsid   ,ns     ,iv     ,ip     ,ib     ,is     ,ic 
      INTEGER    id     ,in     ,it     ,ip1    ,ip2    ,in1    ,in2 
      INTEGER    ib1    ,ib2    ,ic1    ,ic2    ,id1    ,id2    ,code 
      INTEGER    intma(3,mxvol) ,boun(4,mxbou)  ,vadj(3,mxvol) 
      INTEGER    side(4,mxsid) 
      REAL*8     mx     ,my     ,uij    ,vij    ,udir   ,uvel   ,vvel 
      REAL*8     xi(mxvol)      ,yi(mxvol)      ,ai(mxvol) 
      REAL*8     nx(mxsid)      ,ny(mxsid)      ,l(mxsid) 
      REAL*8     x(3)           ,y(3)  
      REAL*8     coord(2,mxpoi) 
 
      ns = 0 
      DO 100 iv = 1,nvol 
         DO 200 ip = 1,3 
            in     = intma(ip,iv) 
            x(ip)  = coord(1,in) 
            y(ip)  = coord(2,in) 
 200     CONTINUE 
         mx     = (x(2) + x(3)) / 2. 
         my     = (y(2) + y(3)) / 2. 
         xi(iv) = MIN(x(1) ,mx) + 2. * ABS(mx - x(1)) / 3. 
         yi(iv) = MIN(y(1) ,my) + 2. * ABS(my - y(1)) / 3. 
         ai(iv) = x(1)*(y(2)-y(3)) + x(2)*(y(3)-y(1)) + x(3)*(y(1)-y(2)) 
         ai(iv) = ai(iv) / 2.  
         DO 300 is = 1,3 
            ip1 = is 
            ip2 = ip1 + 1 
            IF(ip1.EQ.3) ip2 = 1 
            in1 = intma(ip1,iv) 
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            in2 = intma(ip2,iv) 
C**** To Check Whether Side is Boundary 
            DO 400 ib = 1,nbou 
          ib1 = boun(1,ib) 
   ib2 = boun(2,ib) 
   IF((in1.EQ.ib1).AND.(in2.EQ.ib2)) THEN 
        vadj(is,iv) = 0 
        GOTO 300 
               ENDIF 
 400        CONTINUE 
            IF(ns.EQ.0) GOTO 11 
C**** To Check Whether Side is Repeated 
            DO 500 ic = 1,ns 
   ic1 = side(1,ic) 
   ic2 = side(2,ic) 
               IF((in1.EQ.ic2).AND.(in2.EQ.ic1)) THEN 
       code = 0 
       GOTO 12 
   ENDIF 
 500        CONTINUE 
 11         ns = ns + 1 
            IF(ns.GT.mxsid) THEN 
   WRITE(*,1) ns 
   STOP 
            ENDIF 
            mx         = (coord(1,in1) + coord(1,in2)) / 2. 
            my         = (coord(2,in1) + coord(2,in2)) / 2. 
            l(ns)      =  SQRT((y(ip2)-y(ip1))**2 + (x(ip2)-x(ip1))**2) 
            nx(ns)     = (y(ip2) - y(ip1)) / l(ns) 
            ny(ns)     = (x(ip1) - x(ip2)) / l(ns) 
            uij        =  uvel(mx ,my) * nx(ns) 
            vij        =  vvel(mx ,my) * ny(ns)   
            udir       =  uij + vij 
            side(1,ns) =  in1 
            side(2,ns) =  in2 
            code       =  1  
C**** To Obtain Internal Adjacent Volume 
12          DO 600 id = 1,nvol 
   IF (id.NE.iv) THEN 
       DO 700 it = 1,3  
          ip1 = it 
          ip2 = it + 1 
          IF(ip1.EQ.3) ip2 = 1 
          id1  = intma(ip1,id) 
          id2  = intma(ip2,id) 
                      IF((in1.EQ.id2).AND.(in2.EQ.id1)) THEN 
              vadj(is,iv) = id 
              IF(code.EQ.1) THEN 
                 IF(udir.GE.0.) THEN 
                    side(3,ns) = iv 
                    side(4,ns) = id 
                 ELSE 
                    side(3,ns) = id 
                    side(4,ns) = iv 
                    nx(ns)     = -nx(ns) 
                    ny(ns)     = -ny(ns) 
                             ENDIF 
                          ENDIF 
         GOTO 300 
                       ENDIF 
 700                CONTINUE 
     ENDIF 
 600        CONTINUE 
 300     CONTINUE        
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 100  CONTINUE 
      nsid = ns 
 
 1    FORMAT('  mxsid needs to be increased to :' ,i6) 
        
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE GETMAT(mxvol  ,mxpoi  ,nvol   ,npoi   ,intma  ,ai   
     1                 ,dmmat) 
C======================================================================= 
C     ==To Obtain Inverse Lumped Mass Matrix                         == 
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE  
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,nvol   ,npoi   ,iv     ,ip     ,in 
      INTEGER    intma(3,mxvol) 
      REAL*8     ar3  
      REAL*8     ai(mxvol)      ,dmmat(mxpoi) 
  
      CALL CRVEC(dmmat  ,mxpoi  ,0.0d+00) 
      DO 100 iv = 1,nvol 
         ar3    = ai(iv) / 3. 
         DO 200 ip = 1,3 
            in  = intma(ip,iv) 
            dmmat(in) = dmmat(in) + ar3 
 200     CONTINUE 
 100  CONTINUE 
      DO 300 ip = 1,npoi 
         dmmat(ip) = 1.0d+00 / dmmat(ip) 
 300  CONTINUE 
     
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE DTFIX(mxvol  ,mxpoi  ,nvol   ,nstep  ,time   ,cfl  
     1                ,eps    ,intma  ,coord  ,ai     ,dt     ,tfin)    
C======================================================================= 
C     ==To Obtain Fixed Time Step for All Volumes                     == 
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE  
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,nvol   ,nstep  ,iv     ,is     ,is1 
      INTEGER    is2    ,n1     ,n2 
      INTEGER    intma(3,mxvol) 
      REAL*8     eps    ,cfl    ,time   ,mxvel  ,uvel   ,vvel   ,hchar 
      REAL*8     h      ,nvel   ,uij    ,vij    ,dtconv ,mx     ,my 
      REAL*8     l      ,nx     ,ny     ,dt     ,tfin  
      REAL*8     ai(mxvol) 
      REAL*8     coord(2,mxpoi) 
  
      dt  = 1.0E+10 
      DO 100 iv = 1,nvol 
         mxvel  = 0.0 
         DO 200 is = 1,3 
            is1    =  is 
            is2    =  is1 + 1 
            IF(is1.EQ.3) is2 = 1 
            n1     =  intma(is1,iv) 
            n2     =  intma(is2,iv) 
            mx     = (coord(1,n1) + coord(1,n2)) / 2. 
            my     = (coord(2,n1) + coord(2,n2)) / 2. 
     0      l      =  SQRT((coord(2,n2)-coord(2,n1))**2 +  
     1                     (coord(1,n2)-coord(1,n1))**2) 
            nx     = (coord(2,n2) - coord(2,n1)) / l 
            ny     = (coord(1,n1) - coord(1,n2)) / l 
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            uij    =  uvel(mx ,my) * nx 
            vij    =  vvel(mx ,my) * ny 
            nvel   =  SQRT((nx * uij)**2 + (ny * vij)**2) * l  
            mxvel  =  MAX(mxvel  ,nvel) 
  200    CONTINUE 
         dtconv    =  ai(iv) / mxvel 
         dt        =  MIN(dt ,dtconv) 
 100  CONTINUE 
      dt    = cfl * dt 
      nstep = INT(time / dt) + 1 
      tfin  = MOD(time  ,dt) 
     
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE GFEM (mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou 
     1                ,intma  ,coord  ,boun   ,xi     ,yi     ,ai 
     2                ,unkn0  ,dmmat  ,gxi    ,gyi    ,gxj    ,gyj) 
C======================================================================= 
C     ==To Calculate Gradient Reconstruction Using FEM Method         ==    
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou   ,iv 
      INTEGER    ip     ,is     ,ib     ,in     ,is1    ,is2    ,is3 
      INTEGER    in1    ,in2    ,ib1    ,ib2    ,n1     ,n2     ,n3    
      INTEGER    intma(3,mxvol) ,boun(4,mxbou) 
      INTEGER    n(3) 
      REAL*8     x2     ,x3     ,y2     ,y3     ,a      ,b      ,c 
      REAL*8     nn     ,l      ,nx     ,ny  
      REAL*8     unkn0(mxvol)   ,gxi(mxvol)     ,gyi(mxvol)      
      REAL*8     dmmat(mxpoi)   ,gxj(mxpoi)     ,gyj(mxpoi) 
      REAL*8     xi(mxvol)      ,yi(mxvol)      ,ai(mxvol) 
      REAL*8     x(3)           ,y(3)     
      REAL*8     coord(2,mxpoi) 
 
      CALL CRVEC(gxj  ,mxpoi  ,0.0d+00) 
      CALL CRVEC(gyj  ,mxpoi  ,0.0d+00) 
      DO 100 iv = 1,nvol 
         DO 200 ip = 1,3 
            n(ip)  = intma(ip,iv) 
            x(ip)  = coord(1,n(ip)) 
            y(ip)  = coord(2,n(ip)) 
 200     CONTINUE 
         DO 300 is = 1,3 
            is1    = is 
            is2    = is1 + 1 
            IF(is1.EQ.3) is2 = 1 
            is3    = is2 + 1 
            IF(is2.EQ.3) is3 = 1 
            in1      = n(is1) 
            in2      = n(is2) 
            gxj(in1) = gxj(in1) - (y(is2) - y(is3)) * unkn0(iv) / 2. 
            gyj(in1) = gyj(in1) - (x(is3) - x(is2)) * unkn0(iv) / 2. 
            DO 400 ib = 1,nbou 
   ib1 = boun(1,ib) 
   ib2 = boun(2,ib) 
   IF((in1.EQ.ib1).AND.(in2.EQ.ib2)) THEN 
       l  =  SQRT((y(is2)-y(is1))**2. + (x(is2)-x(is1))**2.) 
       nx = (y(is2) - y(is1)) / l 
       ny = (x(is1) - x(is2)) / l 
       gxj(in1) = gxj(in1) + nx * l * unkn0(iv) / 2. 
       gxj(in2) = gxj(in2) + nx * l * unkn0(iv) / 2. 
                   gyj(in1) = gyj(in1) + ny * l * unkn0(iv) / 2. 
       gyj(in2) = gyj(in2) + ny * l * unkn0(iv) / 2. 
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          ENDIF 
 400        CONTINUE 
 300     CONTINUE 
 100  CONTINUE 
      DO 500 ip = 1,npoi 
         gxj(ip) = gxj(ip) * dmmat(ip) 
         gyj(ip) = gyj(ip) * dmmat(ip) 
 500  CONTINUE 
      DO 600 iv = 1,nvol 
      DO 600 is = 1,3 
         is1 =  is 
         is2 =  is1 + 1 
         IF(is1.EQ.3) is2 = 1 
         is3 =  is2 + 1 
         IF(is2.EQ.3) is3 = 1 
         n1  =  intma(is1,iv) 
         n2  =  intma(is2,iv) 
         n3  =  intma(is3,iv) 
         a   =  coord(1,n2) * coord(2,n3) - coord(1,n3) * coord(2,n2) 
         b   =  coord(2,n2) - coord(2,n3) 
         c   =  coord(1,n3) - coord(1,n2) 
         nn  = (a + b * xi(iv) + c * yi(iv)) / (2. * ai(iv)) 
         gxi(iv) = gxi(iv) + nn * gxj(n1) 
         gyi(iv) = gyi(iv) + nn * gyj(n1) 
 600  CONTINUE 
 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE GLSQ (mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou  
     1                ,iopt   ,intma  ,coord  ,boun   ,xi     ,yi  
     2                ,unkn0  ,vadj   ,gxi    ,gyi)  
C======================================================================= 
C     ==To Calculate Gradient Reconstruction Using LSQ Method         ==    
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou   ,iopt 
      INTEGER    iv0    ,is0    ,is1    ,nb1    ,nb2 
      INTEGER    intma(3,mxvol) ,boun(4,mxbou)  ,vadj(3,mxvol) 
      REAL*8     a11    ,a12    ,a13    ,a14    ,a15    ,a22    ,a23   
      REAL*8     a24    ,a25    ,a33    ,a34    ,a35    ,a44    ,a45 
      REAL*8     a55    ,b1     ,b2     ,b3     ,b4     ,b5     ,dphi  
      REAL*8     deta1  ,deta2  ,deta3  ,deta4  ,deta5  ,deta   ,dx 
      REAL*8     dy 
      REAL*8     unkn0(mxvol)   ,gxi(mxvol)     ,gyi(mxvol) 
      REAL*8     xi(mxvol)      ,yi(mxvol)     
      REAL*8     coord(2,mxpoi) 
    
      DO 100 iv0 = 1,nvol 
         a11 = 0.0d+00 
         a12 = 0.0d+00 
         a22 = 0.0d+00 
          b1 = 0.0d+00 
          b2 = 0.0d+00 
          DO 200 is0 = 1,3 
C**** To obtain equation system from 1st adjacent volume          
             nb1 = vadj(is0,iv0) 
 IF(nb1.EQ.0) THEN 
     0          CALL BOUND(mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou 
     1                    ,intma  ,coord  ,unkn0  ,boun   ,xi     ,yi 
     2                    ,is0    ,iv0    ,dx     ,dy     ,dphi)  
             ELSE 
                dx   = xi(nb1) - xi(iv0) 
    dy   = yi(nb1) - yi(iv0) 
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    dphi = unkn0(nb1) - unkn0(iv0) 
             ENDIF 
             a11  = a11 + dx * dx 
 a12  = a12 + dx * dy 
 a22  = a22 + dy * dy 
 b1  =  b1 + dx * dphi 
 b2  =  b2 + dy * dphi 
C**** To obtain equation system from 2nd adjacent volume  
 IF(iopt.NE.21) THEN   
    IF(nb1.NE.0) THEN 
                   DO 300 is1 = 1,3 
          nb2 = vadj(is1,nb1) 
          IF(nb2.NE.iv0) THEN 
             IF(nb2.EQ.0) THEN  
     0CALL BOUND(mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou 
     1          ,intma  ,coord  ,unkn0  ,boun   ,xi     ,yi 
     2          ,is1    ,nb1    ,dx     ,dy     ,dphi)  
                      ELSE 
     dx   = xi(nb2) - xi(iv0) 
               dy   = yi(nb2) - yi(iv0) 
                dphi = unkn0(nb2) - unkn0(iv0) 
                         ENDIF 
                         a11  = a11 + dx * dx 
             a12  = a12 + dx * dy 
             a22  = a22 + dy * dy 
                         b1  =  b1 + dx * dphi 
              b2  =  b2 + dy * dphi 
         ENDIF 
 300            CONTINUE 
                ENDIF 
 ENDIF 
 200      CONTINUE 
          deta1 = b1*a22  - b2*a12 
          deta2 = b2*a11  - b1*a12 
          deta  = a11*a22 - a12*a12  
          IF(deta.EQ.0.) THEN 
 WRITE(*,99) iv0 
             STOP 
          ENDIF 
          gxi(iv0)  = deta1 / deta 
          gyi(iv0)  = deta2 / deta 
 100  CONTINUE 
 
  99  FORMAT(' determinant of volume',i5,'=0') 
             
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE BOUND(mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou 
     1                ,intma  ,coord  ,unkn0  ,boun   ,xi     ,yi 
     2                ,is     ,iv     ,dx     ,dy     ,dphi)    
C======================================================================= 
C     ==To Calculate Mirror Node Adjacent to Boundary                 ==    
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou   ,nsid 
      INTEGER    is     ,iv     ,ib     ,ip1    ,ip2    ,in1    ,in2 
      INTEGER    ib1    ,ib2    ,code 
      INTEGER    intma(3,mxvol) ,boun(4,mxbou) 
      REAL*8     dx     ,dy     ,dphi   ,x1     ,x2     ,y1     ,y2 
      REAL*8     mx     ,my     ,phia   ,BC 
      REAL*8     unkn0(mxvol)   ,xi(mxvol)      ,yi(mxvol) 
      REAL*8     coord(2,mxpoi) 
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      ip1 =  is 
      ip2 =  is + 1 
      IF(ip1.EQ.3) ip2 = 1 
      in1 =  intma(ip1,iv) 
      in2 =  intma(ip2,iv) 
      x1  =  coord(1,in1) 
      x2  =  coord(1,in2) 
      y1  =  coord(2,in1) 
      y2  =  coord(2,in2) 
      mx  = (x1 + x2) / 2. 
      my  = (y1 + y2) / 2.  
      dx  =  2.*(mx - xi(iv)) 
      dy  =  2.*(my - yi(iv)) 
      DO 100 ib = 1,nbou 
         ib1 = boun(1,ib) 
         ib2 = boun(2,ib) 
         IF((in1.EQ.ib1).AND.(in2.EQ.ib2)) THEN 
 code = boun(4,ib) 
 GOTO 110 
         ENDIF 
 100  CONTINUE 
 110  IF(code.EQ.1) THEN 
         phia = BC(mx ,my) 
         dphi = 2.*(phia - unkn0(iv)) 
      ELSE 
         dphi = 0.0d+00 
      ENDIF 
 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE CONV (mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,mxsid  ,nvol   ,npoi 
     1                ,nbou   ,nsid   ,iopt   ,ilim   ,intma  ,coord 
     2                ,unkn0  ,boun   ,vadj   ,side   ,xi     ,yi 
     3                ,l      ,nx     ,ny     ,dt     ,lim    ,conve 
     4                ,gxi    ,gyi) 
C======================================================================= 
C     ==To Calculate Contribution Due to Convective Fluxes            ==    
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,mxsid  ,nvol   ,nbou   ,nsid 
      INTEGER    ilim   ,iopt   ,vol    ,iv     ,id     ,is     ,ib 
      INTEGER    is1    ,is2    ,in1    ,in2    ,v1     ,v2     ,code 
      INTEGER    npoi 
      INTEGER    intma(3,mxvol) ,boun(4,mxbou)  ,side(4,mxsid) 
      INTEGER    vadj(3,mxvol) 
      REAL*8     dt     ,tasp   ,tati   ,phiii  ,phiij  ,phijj  ,alfa 
      REAL*8     umax   ,umin   ,xx     ,yy     ,ui     ,vi     ,uij 
      REAL*8     vij    ,uvel   ,vvel   ,mx     ,my     ,nxx    ,nyy 
      REAL*8     ll     ,BC     ,udir   ,cflux  ,dx     ,dy     ,dphi 
      REAL*8     gxi(mxvol)     ,gyi(mxvol)     ,unkn0(mxvol) 
      REAL*8     xi(mxvol)      ,yi(mxvol)      ,conve(mxvol)     
      REAL*8     lim(mxvol)     ,limf(3)        ,l(mxsid) 
      REAL*8     nx(mxsid)      ,ny(mxsid)       
      REAL*8     coord(2,mxpoi) ,inf(3,mxbou) 
 
      CALL CRVEC(conve  ,mxvol  ,0.0d+00) 
      CALL CRVEC(lim    ,mxvol  ,1.0d+00) 
      IF(ilim.EQ.0) GOTO 11 
C**** To Obtain Flux Limiter Function on Each Cell 
      DO 100 iv = 1,nvol 
         umax   = -1.0E+06 
         umin   =  1.0E+06 
         phiii  =  unkn0(iv) 
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         DO 200 is = 1,3 
            id  = vadj(is,iv) 
            IF(id.EQ.0) THEN 
     0         CALL BOUND(mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou 
     1                   ,intma  ,coord  ,unkn0  ,boun   ,xi     ,yi 
     2                   ,is     ,iv     ,dx     ,dy     ,dphi)  
               phijj = dphi + unkn0(iv) 
            ELSE 
               phijj = unkn0(id) 
            ENDIF 
             umax  = MAX(phiii  ,phijj  ,umax) 
             umin  = MIN(phiii  ,phijj  ,umin) 
 200     CONTINUE 
         CALL CRVEC(limf  ,3  ,1.0d+00) 
         DO 300 is = 1,3 
            is1    =  is 
            is2    =  is1 + 1 
            IF(is1.EQ.3) is2 = 1 
            in1    =  intma(is1,iv) 
            in2    =  intma(is2,iv) 
            mx     = (coord(1,in1) + coord(1,in2)) / 2. 
            my     = (coord(2,in1) + coord(2,in2)) / 2. 
            id     =  vadj(is,iv) 
            phiii  =  unkn0(iv) 
     0      ll     =  SQRT((coord(2,in2)-coord(2,in1))**2 +  
     1                (coord(1,in2)-coord(1,in1))**2) 
            nxx    = (coord(2,in2) - coord(2,in1)) / ll 
            nyy    = (coord(1,in1) - coord(1,in2)) / ll      
            uij    =  uvel(mx ,my) * nxx 
            vij    =  vvel(mx ,my) * nyy 
            udir   =  uij + vij 
            IF(id.EQ.0) THEN 
     0         CALL BOUND(mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou 
     1                   ,intma  ,coord  ,unkn0  ,boun   ,xi     ,yi 
     2                   ,is     ,iv     ,dx     ,dy     ,dphi)  
               phiij = (dphi + 2.* unkn0(iv)) / 2. 
            ELSE 
               IF(udir.GE.0.) vol = iv 
               IF(udir.LT.0.) vol = id 
               xx    = xi(vol) 
               yy    = yi(vol) 
               ui    = uvel(xx ,yy) 
               vi    = vvel(xx ,yy) 
               dx    = mx - xx 
               dy    = my - yy 
               tasp  = dx*gxi(vol) + dy*gyi(vol) 
               tati  = dt*(ui*gxi(vol)+vi*gyi(vol))/2. 
               phiij = unkn0(vol) + tasp - tati 
            ENDIF 
            CALL LIMIT(umax  ,umin  ,phiii  ,phiij  ,alfa) 
            limf(is) = alfa 
 300     CONTINUE 
         lim(iv) = MIN(limf(1) ,limf(2) ,limf(3)) 
 100  CONTINUE 
C**** To Obtain Internal Convective Flux 
  11  DO 400 is = 1,nsid 
         in1    =  side(1,is) 
         in2    =  side(2,is) 
         v1     =  side(3,is) 
         v2     =  side(4,is) 
         mx     = (coord(1,in1) + coord(1,in2)) / 2. 
         my     = (coord(2,in1) + coord(2,in2)) / 2. 
         uij    =  uvel(mx ,my) 
         vij    =  vvel(mx ,my) 
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         xx     =  xi(v1) 
         yy     =  yi(v1) 
         ui     =  uvel(xx ,yy) 
         vi     =  vvel(xx ,yy) 
         dx     =  mx - xx 
         dy     =  my - yy 
         tasp   =  lim(v1) * (dx * gxi(v1) + dy * gyi(v1)) 
         tati   =  lim(v1) * dt * (ui * gxi(v1) + vi * gyi(v1)) / 2. 
         phiij  =  unkn0(v1) + tasp - tati 
         cflux  =  l(is) * phiij * (nx(is) * uij + ny(is) * vij) 
         conve(v1) = conve(v1) + cflux 
         conve(v2) = conve(v2) - cflux 
 400  CONTINUE 
C**** To Obtain Boundary Convective Flux 
      DO 500 ib = 1,nbou 
         in1    =  boun(1,ib) 
         in2    =  boun(2,ib) 
         v1     =  boun(3,ib) 
    code   =  boun(4,ib) 
    mx     = (coord(1,in1) + coord(1,in2)) / 2. 
    my     = (coord(2,in1) + coord(2,in2)) / 2. 
    xx     =  xi(v1) 
    yy     =  yi(v1) 
    uij    =  uvel(mx ,my) 
    vij    =  vvel(mx ,my) 
     0   ll     =  SQRT((coord(2,in2)-coord(2,in1))**2 +  
     1               (coord(1,in2)-coord(1,in1))**2) 
         nxx    = (coord(2,in2) - coord(2,in1)) / ll 
         nyy    = (coord(1,in1) - coord(1,in2)) / ll  
         IF(code.EQ.1) THEN 
            phiij = BC(mx ,my) 
         ELSE 
            udir  = uij * nxx + vij * nyy 
            IF(udir.GE.0.) THEN 
   tasp  = lim(v1)*((mx-xx) * gxi(v1) + (my-yy) * gyi(v1)) 
               tati  = lim(v1)*((ui * gxi(v1) + vi * gyi(v1))) * dt/2. 
               phiij = unkn0(v1) + tasp - tati 
            ELSE 
               phiij = unkn0(v1) 
            ENDIF 
         ENDIF 
         cflux  = ll * phiij * (nxx * uij + nyy * vij) 
         conve(v1) = conve(v1) + cflux 
 500  CONTINUE 
  
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
      SUBROUTINE LIMIT(umax   ,umin   ,phiii  ,phiij  ,alfa) 
C======================================================================= 
C     ==To Calculate Slope Limiter                                    ==    
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      REAL*8     umax   ,umin   ,phiii  ,phiij  ,alfa 
  
      IF(phiij.GT.umax) THEN 
         alfa = (umax - phiii) / (phiij - phiii) 
      ELSE 
         IF(phiij.LT.umin) THEN 
            alfa = (umin - phiii) / (phiij - phiii) 
         ELSE 
            alfa =  1. 
         ENDIF 
      ENDIF 
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      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE DIFF (mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou 
     1                ,eps    ,intma  ,coord  ,boun   ,xi     ,yi 
     2                ,ai     ,unkn0  ,dmmat  ,iopt   ,gxi    ,gyi 
     3                ,gxj    ,gyj    ,diffu) 
C======================================================================= 
C     ==To Calculate Contribution Due to Diffusive Fluxes             ==    
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou   ,iopt 
      INTEGER    iv     ,is     ,is1    ,is2    ,n1     ,n2 
      INTEGER    intma(3,mxvol) ,boun(4,mxbou) 
      REAL*8     eps    ,gxij   ,gyij   ,x1     ,x2     ,y1     ,y2 
      REAL*8     l      ,nx     ,ny     
      REAL*8     xi(mxvol)      ,yi(mxvol)      ,ai(mxvol) 
      REAL*8     unkn0(mxvol)   ,dmmat(mxpoi)   ,gxi(mxvol) 
      REAL*8     gyi(mxvol)     ,gxj(mxpoi)     ,gyj(mxpoi) 
      REAL*8     diffu(mxvol) 
      REAL*8     coord(2,mxpoi) 
 
      CALL CRVEC(diffu  ,mxvol  ,0.0d+00) 
      IF(eps.GT.0.) THEN 
         IF(iopt.NE.20) THEN 
     0      CALL GFEM (mxvol   ,mxpoi   ,mxbou   ,nvol    ,npoi    ,nbou 
     1                ,intma   ,coord   ,boun    ,xi      ,yi      ,ai 
     2                ,unkn0   ,dmmat   ,gxi     ,gyi     ,gxj     ,gyj) 
         ENDIF 
         DO 100 iv = 1,nvol 
         DO 100 is = 1,3 
            is1  = is 
            is2  = is + 1 
            IF(is1.EQ.3) is2 = 1 
            n1   = intma(is1,iv) 
            n2   = intma(is2,iv) 
            x1   = coord(1,n1) 
            x2   = coord(1,n2) 
            y1   = coord(2,n1) 
            y2   = coord(2,n2) 
            l    = SQRT((y2-y1)**2 + (x2-x1)**2) 
            nx   = (y2 - y1) / l 
            ny   = (x1 - x2) / l 
            gxij = (gxj(n1) + gxj(n2)) / 2. 
            gyij = (gyj(n1) + gyj(n2)) / 2. 
            diffu(iv) = diffu(iv) + l * eps * (nx * gxij + ny * gyij) 
 100     CONTINUE      
      ENDIF 
 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE REAC (mxvol  ,nvol   ,k      ,unkn0  ,xi     ,yi 
     1                ,dt     ,gxi    ,gyi    ,react) 
C======================================================================= 
C     ==To Calculate Contribution Due to Reaction                     ==    
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol  ,nvol   ,iv 
      REAL*8     k      ,dt     ,xx     ,yy     ,UVEL   ,VVEL   ,ui 
      REAL*8     vi 
      REAL*8     unkn0(mxvol)   ,xi(mxvol)      ,yi(mxvol) 
      REAL*8     gxi(mxvol)     ,gyi(mxvol)     ,react(mxvol) 
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      CALL CRVEC(react  ,mxvol  ,0.0d+00) 
      IF(k.GT.0.) THEN 
         DO 100 iv = 1,nvol 
            xx = xi(iv) 
            yy = yi(iv) 
            ui = UVEL(xx ,yy) 
            vi = VVEL(xx ,yy) 
            react(iv) = dt * (ui*gxi(iv) + vi*gyi(iv)) / 2. 
            react(iv) = k * (unkn0(iv) - react(iv)) 
 100     CONTINUE      
      ENDIF 
 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE SOLV (mxvol  ,nvol   ,unkn0  ,ai     ,q      ,delt   
     1                ,conve  ,diffu  ,react  ,unkn1) 
C======================================================================= 
C     ==To Update unknown quantiities at time N+1                     ==      
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol  ,nvol   ,iv 
      REAL*8     delt 
      REAL*8     unkn0(mxvol)   ,unkn1(mxvol)   ,ai(mxvol) 
      REAL*8     conve(mxvol)   ,diffu(mxvol)   ,react(mxvol) 
      REAL*8     q(mxvol) 
  
      DO 100 iv = 1,nvol 
         unkn1(iv) = unkn0(iv) - delt * (conve(iv) - diffu(iv)) /ai(iv) 
         unkn1(iv) = unkn1(iv) - delt * (react(iv) - q(iv)) 
  100  CONTINUE      
  
       RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE CVERT(mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou 
     1                ,intma  ,boun   ,ic     ,coord  ,unkn1  ,phij) 
C======================================================================= 
C     ==To Average Cell-Centered Solution to Each Node                == 
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou   ,iv  
      INTEGER    ip     ,ib     ,in     ,is     ,code 
      INTEGER    ic(mxpoi) 
      INTEGER    intma(3,mxvol) ,boun(4,mxbou) 
      REAL*8     roff   ,value  ,xx     ,yy     ,BC 
      REAL*8     unkn1(mxvol)   ,phij(mxpoi) 
      REAL*8     coord(2,mxpoi) 
      
      CALL CRVEC(phij  ,mxpoi  ,0.0d+00) 
      DO 100 iv = 1,nvol 
      DO 100 ip = 1,3 
         in       = intma(ip,iv) 
         phij(in) = phij(in) + unkn1(iv) 
 100  CONTINUE 
      DO 200 ip = 1,npoi 
         phij(ip) = phij(ip) / ic(ip) 
 200  CONTINUE 
      DO 300 ib = 1,nbou 
         code   = boun(4,ib) 
         IF(code.EQ.1) THEN 
            DO 400 is = 1,2 
               in       = boun(is,ib) 
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               xx       = coord(1,in) 
               yy       = coord(2,in) 
               phij(in) = BC(xx,yy) 
 400        CONTINUE 
         ENDIF 
 300  CONTINUE                   
      roff = 1.0E-06 
      DO 500 ip = 1,npoi 
         value  = ABS(phij(ip)) 
         IF(value.LT.roff) phij(ip) = 0.0d+00 
 500  CONTINUE 
 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
      SUBROUTINE FIOUT(nc     ,h      ,d      ,u) 
C======================================================================= 
C     ==To Sequence Output File Name(Transient Option)                == 
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    nc     ,num1   ,num2   ,num3   ,hun    ,dec    ,uni 
      CHARACTER  h      ,d      ,u       
 
      num1 = INT(nc / 100) 
      IF(num1.GT.9) THEN 
         WRITE(*,*) ' Too Many Output Files' 
         STOP 
      ENDIF 
      hun  = 048 + num1 
      h    = CHAR(hun) 
      num2 = INT(nc / 10) 
      IF(num2.GT.9) num2 = MOD(num2 ,10) 
      dec  = 048 + num2 
      d    = CHAR(dec) 
      num3 = nc - (num1 * 100) - (num2 * 10) 
      uni  = 048 + num3 
      u    = CHAR(uni) 
   
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
      SUBROUTINE CRVEC(vec    ,nvec   ,val) 
C======================================================================= 
C     ==To Initializes a Vector of Real Variables with "val"          == 
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    ii     ,nvec 
      REAL*8     val 
      REAL*8     vec(nvec)   
 
      DO 100 ii = 1,nvec 
         vec(ii) = val 
 100  CONTINUE 
 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE  SOLOP(mxpoi   ,nvol    ,npoi    ,nbou    ,nstep 
     1                 ,nwrt    ,iwrt    ,ilim    ,iopt    ,cfl 
     2                 ,eps     ,k       ,toler   ,time    ,coord  
     3                 ,phij) 
C======================================================================= 
C     == To Send Final Output file(.out)                              == 
C======================================================================= 
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      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxpoi  ,nvol   ,npoi   ,nbou    ,nstep   ,nwrt  
      INTEGER    iwrt   ,ilim   ,iopt   ,ip 
      REAL*8     cfl    ,eps    ,k      ,toler   ,time 
      REAL*8     phij(mxpoi)     
      REAL*8     coord(2,mxpoi) 
      CHARACTER  A*40   
 
     0WRITE(12,*) '   nvol   npoi   nbou   nstep  nwrite   iwrt   ilim   
     1 iopt' 
     0WRITE(12,1)     nvol  ,npoi  ,nbou  ,nstep ,nwrt    ,iwrt  ,ilim 
     1,iopt 
     0WRITE(12,*) '    cfl           eps       k          toler        
     1     time' 
     0WRITE(12,2)      cfl          ,eps      ,k         ,toler 
     1    ,time 
     0WRITE(12,*) '   node    x-coordinates    y-coordinates 
     1       solution' 
      DO 100 ip = 1,npoi 
         WRITE(12,3) ip ,coord(1,ip) ,coord(2,ip) ,phij(ip) 
 100  CONTINUE 
       
   1  FORMAT(1x,3(1x ,i6) ,2(2x ,i6) ,3x ,i6 ,2x ,i4 ,1x ,i6) 
   2  FORMAT(2x,F6.3 ,1x ,e13.6 ,2x ,F6.3 ,1x ,e14.6 ,1x ,e15.6) 
   3  FORMAT(2x,i6 ,3(2x ,e15.6)) 
 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
      FUNCTION UVEL(xx ,yy) 
      REAL*8   xx    ,yy    ,uvel 
      uvel = 1. 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
      FUNCTION VVEL(xx  ,yy) 
      REAL*8   xx    ,yy     ,vvel 
      vvel = 0. 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
      FUNCTION BC(xi  ,yi) 
      REAL*8   xi  ,yi   ,BC 
      bc = -TANH(yi/2.) 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
      FUNCTION NAMLEN(filnam) 
C======================================================================= 
C     ==To Count The Number of Characters from The Input File Name    == 
C======================================================================= 
      CHARACTER filnam*12  
      NAMLEN = 0 
      DO 100 i = 12 ,1 , -1 
         IF(filnam(i:i).EQ.' ') GOTO 100 
         NAMLEN = i 
         GOTO 200 
 100  CONTINUE 
 
 200  RETURN 
      END 
************************************************************************ 
C=============================END OF PROGRAM===========================C 



ภาคผนวก ข 

รายละเอียดของโปรแกรม FEM_FVE 

 

 โปรแกรมคอมพิวเตอร FEM_FVE มีรายละเอียดดังนี้ 

 

      PROGRAM FEM_FVE 
C======================================================================= 
C     ==                          FEM_FVE                             == 
C     ==Program Transfer Data from FEMESH File(.dat) to Input FVEM    == 
C     ==File(.in)                                                     == 
C     ==Transfer Constraint ID = 1 to 1, Specified Fixed Boundary     == 
C     ==                       = 2 to 0, Outflow Free Boundary        == 
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol        ,mxpoi       ,mxbou 
      PARAMETER (mxvol=131072 ,mxpoi=66049 ,mxbou=1024) 
      INTEGER    nvol   ,npoi   ,in     ,i      ,j      ,ip    ,iv 
      INTEGER    ipp    ,nstep  ,nwrt   ,l      ,namlen ,nbou  ,ib 
      INTEGER    iopt   ,iwrt   ,ilim   ,m 
      INTEGER    intma(3,mxvol) ,isido(4,mxbou) ,nc(mxpoi)  
      REAL*8     xi     ,yi     ,ic     ,cfl    ,eps    ,k     ,q 
      REAL*8     toler  ,time   ,pi  
      REAL*8     x(3)           ,y(3)           ,unkn0(mxvol) 
      REAL*8     load(mxpoi) 
      REAL*8     mx(3,mxvol)    ,my(3,mxvol)    ,coord(2,mxpoi) 
      CHARACTER  filnam*20      ,n*12   ,v*13   ,b*14 
C======================================================================= 
C     ==To Read Input Data from FEMESH (.dat)                         == 
C======================================================================= 
  40  WRITE(*,*) 'Please Enter Your Input File Name : ' 
      READ (*,*)  filnam 
      l = namlen(filnam) 
      IF(l.EQ.0) GOTO 40 
      OPEN(unit = 10 ,file = filnam(1:l)//'.dat' ,err = 40) 
      OPEN(unit = 12 ,file = filnam(1:l)//'.in'  ,err = 40) 
      DO 100 i = 1,32 
         READ(10,*) 
 100  CONTINUE 
      READ(10,5) v ,nvol 
      IF(nvol.GT.mxvol) THEN 
         WRITE(*,1) nvol 
         STOP 
      ENDIF 
      READ(10,5) n  ,npoi 
      IF(npoi.GT.mxpoi) THEN 
         WRITE(*,2) npoi 
         STOP 
      ENDIF 
      READ(10,5) b  ,nbou 
      IF(nbou.GT.mxbou) THEN 
         WRITE(*,1) nbou 
         STOP 
      ENDIF 
      DO 200 i = 1,6 
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         READ(10,*) 
 200  CONTINUE 
      DO 300 i = 1,npoi 
         READ(10,*) ip ,(coord(j,ip) ,j = 1,2) 
         IF(ip.NE.i) THEN 
            WRITE(*,3) i 
            STOP 
         ENDIF 
 300  CONTINUE 
      READ(10,*) 
      DO 400 i = 1,nvol 
         READ(10,*) iv ,(intma(j,iv) ,j = 1,3) 
         IF(iv.NE.i) THEN 
            WRITE(*,4) i 
            STOP 
         ENDIF 
 400  CONTINUE 
      DO 500 i = 1,npoi+2 
         READ(10,*) 
 500  CONTINUE 
      DO 600 i = 1,nbou 
         READ(10,*) (isido(j,i) ,j = 1,4) 
 600  CONTINUE 
      CLOSE(10) 
 
   1  FORMAT('  mxvol needs to be increased to :' ,i6) 
   2 FORMAT('  mxpoi needs to be increased to :' ,i6) 
   3  FORMAT('  vol  no.' ,i6 ,' in data file is missing') 
   4  FORMAT('  node no.' ,i6 ,' in data file is missing') 
   5  FORMAT(A ,i6) 
C======================================================================= 
C     ==To Set Initial Scalar Quantities and Boundary Conditions      == 
C======================================================================= 
      DO 101 iv = 1,nvol 
         DO 102 ip = 1,3 
            in     = intma(ip,iv) 
            x(ip)  = coord(1,in) 
            y(ip)  = coord(2,in) 
 102     CONTINUE 
         DO 103 ip = 1,3        
            ipp    = ip + 1 
            IF(ip.EQ.3) ipp = 1 
            mx(ip,iv)  = (x(ip) + x(ipp))/2. 
            my(ip,iv)  = (y(ip) + y(ipp))/2. 
 103     CONTINUE 
         xi        = MIN(x(1) ,mx(2,iv)) + 2.*ABS(mx(2,iv) - x(1))/3. 
         yi        = MIN(y(1) ,my(2,iv)) + 2.*ABS(my(2,iv) - y(1))/3.  
         unkn0(iv) = IC(xi,yi) 
 101  CONTINUE 
      DO 110 ib = 1,nbou 
         i = isido(4,ib) 
         IF(i.EQ.2) isido(4,ib) = 0 
 110  CONTINUE                 
C======================================================================= 
C     ==To Transfer Data to Input File of FVEM Program (.in)          == 
C======================================================================= 
      nstep  = 10000 
      nwrt   = 10000 
      iwrt   = 100 
      iopt   = 1 
      ilim   = 1 
      cfl    = 1.0 
      eps    = 0.0 
      k      = 0.0 
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      q      = 0.0 
      toler  = 1.0E-06 
      pi     = 4.* ATAN(1.) 
      time   = 1.5 
 
     0WRITE(12,*)  ' nvol    npoi    nbou    nstep   nwrt      iwrt 
     1 ilim    iopt' 
     0WRITE(12,10)   nvol   ,npoi   ,nbou   ,nstep  ,nwrt     ,iwrt 
     1,ilim   ,iopt 
      WRITE(12,*)  '  cfl     eps       k       toler       time 
      WRITE(12,11)    cfl    ,eps      ,k      ,toler      ,time 
     0WRITE(12,15)  '  Volume Nodal Connection and Initial Condition['  
     1               ,nvol ,']:' 
      WRITE(12,*)  ' volume  node1   node2   node3   initial value        q' 
      DO 700 iv = 1,nvol 
         WRITE(12,12) iv ,(intma(j,iv) ,j = 1,3) ,unkn0(iv) ,q(iv) 
 700  CONTINUE 
      WRITE(12,15)  '  Cell-Center Coordinates[' ,npoi ,']:' 
      WRITE(12,*)  '  node   x-coordinates   y-coordinates' 
      DO 800 ip = 1,npoi 
         WRITE(12,13) ip ,(coord(j,ip) ,j = 1,2) 
 800  CONTINUE 
      WRITE(12,15)  '  Boundary Sides[' ,nbou ,']:' 
      WRITE(12,*) ' node1   node2   volume   type' 
      DO 900 ib = 1,nbou 
         WRITE(12,16) (isido(j,ib), j = 1,4) 
 900  CONTINUE 
      
      CLOSE(12) 
 
  10  FORMAT(I6 ,2(2X ,I6) ,2(3X,I6) ,3(2X ,I6)) 
  11  FORMAT(1X ,F5.3 ,2(2X ,F6.4) ,3X ,F6.4 , 2X ,E7.1,2X,E14.6) 
  12  FORMAT(1X ,I6 ,3(2X ,I6) ,2(2X ,E14.6)) 
  13  FORMAT(1X ,I6 ,2(2X ,E14.6)) 
  14  FORMAT(I5 ,1X ,2(2X ,E14.6) ,2X ,3(1X ,E14.6) ,2X ,3(1X ,E14.6)) 
  15  FORMAT( A ,I6 ,A) 
  16  FORMAT(1X ,I6 ,3(2X ,I6)) 
 
      STOP 
      END 
************************************************************************ 
      FUNCTION IC(xi ,yi) 
      REAL*8   xi  ,yi  ,IC 
 
      IC = 0. 
 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
      FUNCTION namlen(fil) 
      CHARACTER fil*20 
 
      namlen = 0 
      DO 100 i = 20,1,-1 
         IF(fil(i:i).EQ.' ') GOTO 100 
         namlen = i 
         GOTO 200 
 100  CONTINUE 
 
 200  RETURN 
      END 
************************************************************************ 
C=============================END OF PROGRAM===========================C 
 



ภาคผนวก ค 

รายละเอียดของโปรแกรม FVE_FEM 

 

 โปรแกรมคอมพิวเตอร FVE_FEM มีรายละเอียดดังนี้ 

 

      PROGRAM FVE_FEM 
C======================================================================= 
C     ==                          FVE_FEM                             == 
C     ==Program Transfer Data from FVEM File(.out) to Input FEMESH    == 
C     ==File(.out)                                                    == 
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxpoi 
      PARAMETER (mxpoi=66049) 
      INTEGER    npoi   ,in     ,i      ,ip     ,l      ,k 
      INTEGER    namlen 
      REAL*8     zero   ,del    ,err 
      REAL*8     unkn0(mxvol)   ,unkn1(mxpoi) 
      CHARACTER  text*40        ,name1*20       ,name2*20 
C======================================================================= 
C     ==To Read Input Data from FVEM (.out)and FEMESH (.out)          == 
C======================================================================= 
  40  WRITE(*,*) 'Please Enter FVEM File Name : ' 
      READ (*,*)  name1 
  50  WRITE(*,*) 'Please Enter FEMESH File Name : ' 
      READ (*,*)  name2 
      l = namlen(name1) 
      IF(l.EQ.0) GOTO 40 
      k = namlen(name2) 
      IF(k.EQ.0) GOTO 50 
 
      OPEN(unit = 10 ,file = name1(1:l)//'.out' ,err = 40) 
      OPEN(unit = 11 ,file = name2(1:l)//'.out' ,err = 50) 
      OPEN(unit = 12 ,file = name1(1:l)//'.out' ,err = 40) 
      READ(10,*) 
      READ(10,*) in ,npoi 
      IF(npoi.GT.mxpoi) THEN 
         WRITE(*,1) npoi 
         STOP 
      ENDIF 
      READ(10,*) 
      READ(10,*) 
      READ(10,*) 
      DO 100 i = 1,npoi 
         READ(10,*) ip   ,unkn1(ip) 
 100  CONTINUE 
      DO 200 i = 1.30 
         READ (11,2) text 
         WRITE(12,2) text 
 200  CONTINUE 
      READ(11,*) 
      READ(11,*) 
      DO 300 ip = 1,npoi 
         READ(11,*) i  ,del  ,del  ,unkn0(i) 
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 300  CONTINUE 
   1  FORMAT('  mxpoi needs to be increased to :' ,i6) 
   2  FORMAT(5A40) 
      CLOSE(10) 
      CLOSE(11) 
 
C*****to check different output 
 
      del = 0.0d+00 
      DO 400 ip = 1,npoi 
         del = del + ((unkn1(ip)-unkn0(ip) * (unkn1(ip)-unkn0(ip)) 
 400  CONTINUE 
      del = SQRT(del) 
      err = del / npoi 
      WRITE(*,3) err 
   3  FORMAT('  average error =  ' ,e15.6) 
 
C*****to prepare data for FEMESH adaptive model (.out) 
 
      zero = 0.0d+00 
      WRITE(12,*) 
      WRITE(12,4) 
      DO 500 ip = 1,npoi 
         WRITE(12,5) ip ,unkn1(ip) , unkn1(ip) ,unkn1(ip) ,zero 
 500  CONTINUE 
   4 0FORMAT('    NODE            U             V             P' 
     1       '            H') 
   5  FORMAT(1x  ,i6  ,1x  ,4(2x ,e15.6)) 
      CLOSE(12) 
 
      STOP 
      END 
************************************************************************ 
      FUNCTION namlen(fil) 
      CHARACTER filnam*20 
 
      namlen = 0 
      DO 100 i = 20,1,-1 
         IF(filnam(i:i).EQ.' ') GOTO 100 
         namlen = i 
         GOTO 200 
 100  CONTINUE 
 
 200  RETURN 
      END 
************************************************************************ 
C=============================END OF PROGRAM===========================C 
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บทความ Solving convection-diffusion-reaction equation by
 adaptive finite volume element method 
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