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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 
ในป ค.ศ. 1966  Leo  Moser [1]  ไดตั้งปญหาปลายเปดทางดานเรขาคณิตขึ้นจํานวน

ทั้งสิน้  50 ขอดวยกนั โดยใหชื่อปญหาเหลานี้วา “Poorly formulated unsolved problem of 
combinatorial geometry” ซึ่งปญหาสวนใหญยงัไมสามารถหาคาํตอบได  หนึ่งในจํานวนนั้นคอื
ปญหาขอที ่ 11 ที่กลาววา   “เมื่อกําหนดความยาว L ให รูปที่มีพืน้ทีน่อยสุดที่สามารถปดทับเสน
โคงความยาว L หนวยตามที่กาํหนดใหไดทุกเสนคือรูปใด” ปญหานี้รูจักกนัในชื่อวา   “Moser’s 
Worm Problem”  ซึ่งเปนปญหาที่ไดรับความสนใจจากนักคณิตศาสตรเปนจํานวนมาก และ
ปจจุบันความกาวหนาของคาํตอบของปญหานี้ยงัมีไมมากนัก ผูสนใจหาคําตอบของปญหานี้ทาํได
เพียงหารูปที่เล็กลงเทานั้น ยังไมมีผูใดหาคําตอบของปญหานี้ไดสําเร็จ เนื่องจากความยากในการ
หาคําตอบของปญหา “Moser’s Worm Problem” ไมใชเพียงแคเราไมทราบวาลักษณะและรูปราง
ของรูปที่นาํมาปดทับ ซึ่งเราจะเรียกวา “ตัวปดทับ” เปนอยางไรเทานัน้ หากแตวาการหาวิธีในการ
วางตวัปดทับ และการพิสูจนใหเห็นจริงยิง่ยากกวา เพราะในความเปนจริงแลวถึงแมวาเราจะทราบ
วารูปรางของตัวปดทับเปนเชนไร การพจิารณาหาวธิีในการปดทับกย็ังไมสามารถทําไดอยูดี จะ
เห็นไดจากปญหาใกลเคียงปญหา “Moser’s Worm Problem” ที่กลาววา “รูปสามเหลี่ยมดาน
เทาที่มพีื้นที่นอยสุดที่สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึง่หนวยไดทุกเสนมีลักษณะเปน
อยางไร ซึง่ในปจจุบันยงัไมมีผูใดหาคําตอบไดเชนกัน  

สําหรับการพิจารณาปญหา “Moser’s Worm Problem” นั้น นกัคณิตศาสตรสวนใหญจะ
สนใจศึกษาในตัวแปรหลัก 3 ตัวแปรดวยกัน [2] ดังนี ้

ตัวแปรที่ 1 คอื วิธีในการปดทับ  เชน  
       - อนุญาตใหเลื่อน และ/หรือพลิก และ/หรือหมนุ ตัวปดทับได   
       - ไมอนุญาตใหหมุนและพลิกตัวปดทบัทําไดแคเลื่อนเพยีงอยางเดียว 

              - ไมอนุญาตใหพลกิตัวปดทับทาํไดแคหมุนและเลือ่นตัวปดทับเทานั้น  
เปนตน 
 ตัวแปรที่ 2 คือ รูปแบบของเสนโคงหรอืเงื่อนไขตาง ๆ ของเสนโคงที่จะนํามา

พิจารณา เชน อาจพิจารณาเฉพาะเสนโคงที่คอนเวกซ เสนโคงปด เสนโคงที่เกิดจากการ
ประกอบกันของสวนของเสนตรงจํานวนทอนจํากัด เปนตน และ  

ตัวแปรที่ 3 คือ รูปแบบของตัวปดทับ เชน พิจารณาเฉพาะตัวปดทับทีม่ีลักษณะ
เปนรูปส่ีเหลีย่ม รูปสามเหลีย่มหนาจัว่ หรือรูปสามเหลีย่มดานเทา เปนตน      
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ดวยเหตนุี้จึงทาํใหเกิดปญหาที่ใกลเคยีงกบัปญหา “Moser’s Worm Problem” ขึ้น

มากมาย โดยปญหาใกลเคียงที่เกิดขึ้นนีส้วนใหญจะมุงพิจารณาในกรณีที่เสนโคงมีความยาวหนึ่ง
หนวย คือพยายามหารูปที่มีพืน้ที่นอยสุดที่สามารถนํามาปดทับเสนโคงความยาวหนึ่งหนวยได 
เนื่องจากมีความสะดวกในการพิสูจน และจากผลที่ไดจากการพิสูจน หากเรายอหรือขยายรูปที่ได
ดวยสเกล L เทาเราก็จะไดรูปที่สามารถปดทับเสนโคงความยาว L หนวยใด ๆ ได โดยมีตัวอยาง
ของปญหาที่ใกลเคียงกับปญหา “Moser’s Worm Problem” เชน  

-“รูปที่มีพืน้ทีน่อยสุดที่สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึง่หนวยไดทุกเสนคือรูปใด” 
-“รูปสามเหลีย่มดานเทาทีม่ีพื้นทีน่อยสุดที่สามารถปดทับเสนโคงที่มคีวามยาวหนึ่งหนวย

ไดทุกเสนมีลักษณะเปนอยางไร”  
-“รูปที่มีพืน้ทีน่อยสุดที่สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซทีม่ีความยาวหนึ่งหนวยไดทกุเสน

คือรูปใด” 
-“รูปที่มีพืน้ทีน่อยสุดที่สามารถปดทับเสนโคงปดที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสนคอืรูป

ใด”  
สําหรับแนวทางในการพัฒนาคําตอบของปญหา “Moser’s Worm Problem” นั้นสวน

ใหญจะเปนการพยายามตัดแตงรูปที่ปดทับไดที่มีอยูเดมิใหมพีื้นที่นอยลง การศึกษาจากขอ
คาดการณที่มผูีตั้งไวแลว และ การกาํหนดเงื่อนไขของตัวปดทับและเสนโคงเพื่อชวยใหกลุมของตัว
ปดทับและเสนโคงที่จะนํามาพิจารณามีขนาดเล็กลง เปนตน  

จากความยากของปญหาดงัไดกลาวขางตนประกอบกับมีปญหาที่ใกลเคียงเกิดขึ้นมาก จึง
ทําใหคําตอบของปญหานี้ถกูแยกออกเปนสวนยอยและคอนขางกระจัดกระจาย  เราจึงจะ
ทําการศึกษาและรวบรวมงานวิจัยที่เกี่ยวของกับปญหาใกลเคียงกับปญหา “Moser’s Worm 
Problem” โดยทฤษฎีบท บทแทรก และการพิสจูนตาง ๆ ที่จะปรากฏในวทิยานพินธฉบับนีไ้ด
ดัดแปลงมาจากบทความทีศ่ึกษาเดิมโดยมุงเนนใหแตละทฤษฎีบทและการพิสูจนนัน้พิจารณา
เฉพาะกรณีที่เสนโคงมีความยาวหนึ่งหนวย  

 
วิทยานิพนธฉบับนี้จะแยกออกเปน 6 บทดวยกนัโดยมบีทนาํเปนบทที่ 1 
บทที ่ 2 กําหนดบทนิยาม ทฤษฎีบทที่เกีย่วของ และขอตกลงตาง ๆ ที่ใชในวิทยานิพนธ

ฉบับนี ้ และเสนอพฒันาการของคําตอบของปญหาทีใ่กลเคียงกับปญหา “Moser’s Worm 
Problem”  

บทที ่3 ศึกษาเกี่ยวกับปญหาที่ใกลเคยีงกบัปญหา “Moser’s Worm Problem” ทีก่ลาววา 
“รูปที่มีพืน้ทีน่อยสุดที่สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึง่หนวยไดทุกเสนคือรูปใด” ซึ่งในสวน
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แรกจะเปนการเสนอผลงานของ John Gerriets and George Poole [3],[4]  ซึ่งพิสูจนวา รูป
สี่เหลี่ยมขนมเปยกปูนที่มีเสนทแยงมุมหลกัยาวหนึ่งหนวยและเสนทแยงมุมรองยาว 1

3  หนวย 

(ที่มาของเซตที่มีพืน้ที่นอยทีสุ่ดในชวงป ค.ศ.1992 ถึง ค.ศ. 2002) สามารถปดทับเสนโคงที่มีความ
ยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน  และทฤษฎีบทที่แสดงแนวทางในการตัดเล็มรูปดังกลาวใหมีพืน้ที่นอยลง 
จากนั้นจะเปนการศึกษาผลงานของ  Rick Norwood, George  Poole and Michale   Laidacker  
[5]  ซึ่งแสดงวารูปที่มีลักษณะดังรูปที ่1.1 มีพืน้ที่ประมาณ  0.27542  ตารางหนวย สามารถปดทับ
เสนโคงที่มีความยาวหนึง่หนวยไดทุกเสน และรูปทีม่ีพืน้ทีน่อยสุดในปจจุบันมีลกัษณะดังรูปที ่ 1.2 
มีพื้นที่ประมาณ 0.260437 ตารางหนวย ถูกคนพบโดย Rick Norwood and George Poole [6] 
ในป ค.ศ. 2003 นอกจากนี้ทัง้สองทานยังไดเสนอรูปที่เปนเซตคอนเวกซที่มพีื้นทีน่อยกวารูป 1.1 
(เซตที่มีพืน้ที่นอยสุดตั้งแตป ค.ศ.1992 ถึง ค.ศ. 2002) ไวดวย โดยรูปใหมนี้มพีื้นที่ประมาณ 
0.2738086 ตารางหนวย ลักษณะดงัแสดงในรูปที ่ 1.3  ซึง่เราจะไมนาํเสนอวิธกีารพิสจูนใน
วิทยานิพนธฉบับนี้เนื่องจากการพิสูจนมีแนวทางเชนเดยีวกับการพิสูจนวา รูปซึ่งมีลักษณะดังรูปที่ 
1.1 สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึง่หนวยไดทุกเสนซึ่งมีรายละเอียดของการพิสูจนอยูใน
วิทยานิพนธฉบับนี้แลว หากทานผูอานสนใจสามารถศึกษาเพิม่เติมไดจาก [6]  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.1 รูปที่มีพื้นที่นอยสุดในชวงป ค.ศ.1992–2002 ที่สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุก 
เสนมีพื้นที่ประมาณ 0.27542 ตารางหนวย  
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รูปที่ 1.2 รูปที่มีพื้นที่นอยสุดในปจจุบันที่สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสนมีพื้นที่ 
ประมาณ 0.260473 ตารางหนวย 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 1.3 รูปที่เปนเซตคอนเวกซที่มีพื้นที่นอยสุดในปจจุบันที่สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุก 
              เสนมีพื้นที่ประมาณ 0.2738086 ตารางหนวย 

       
บทที่ 4 ศึกษาเกี่ยวกับปญหาที่ใกลเคียงกับปญหา “Moser’s Worm Problem” ที่กลาววา 

“รูปที่มีพื้นที่นอยสุดที่สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซไดทุกเสนคือรูปใด” ซึ่งรูปที่มีพื้นที่นอยสุดใน
ปจจุบันมีพื้นที่ประมาณ 0.24640 ตารางหนวย ไดจากการตัดเล็มบางสวนของรูปสามเหลี่ยมมุม
ฉากที่มีดานประกอบมุมฉากยาวเทากันและมีดานตรงขามมุมฉากยาวหนึ่งหนวยออก ถกูคนพบใน
ป ค.ศ.2002 [7], [8]  โดย ดร. วัชรินทร   วิชิรมาลา (ขณะนี้กําลังอยูในขั้นตอนการตีพิมพเผยแพร)  
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สําหรับเนื้อหาในบทนี้สวนแรกจะเปนการแสดงใหเห็นวารูปสามเหลี่ยมมุมฉากที่มีดาน

ประกอบมุมฉากยาวเทากันและมีดานตรงขามมุมฉากยาวหนึ่งหนวยสามารถปดทับเสนโคงคอน
เวกซที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน   จากนั้นจะแสดงการพิสูจนวารูปซ่ึงมีลักษณะดังรูปที่ 1.4 
เปนรูปที่มีพื้นที่นอยสุดเทาที่ไดรับการตีพิมพเผยแพร [9] (มีพื้นที่ประมาณ 0.2465481 ตาราง
หนวย) สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.4[9] รูปที่มีพื้นที่นอยสุด(เทาที่ไดรับการตีพิมพเผยแพร) ที่สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซความยาวหนึ่ง 
    หนวยไดทุกเสน มีพื้นที่ประมาณ 0.2465481 ตารางหนวย 
 
บทที่ 5 ศึกษาและรวบรวมขอคาดการณตาง ๆ ซึ่งนักคณิตศาสตรที่สนใจศึกษาปญหา 

“Moser’s Worm Problem” นี้ไดตั้งขึ้นโดยจะแบงออกเปน 2 สวนดวยกัน สวนแรกจะเปนการ
เสนอขอคาดการณซึ่งตั้งขึ้นและไดถูกหักลางไปแลว และในสวนที่สองจะเปนการเสนอขอ
คาดการณซึ่งในปจจุบันยังไมมีผูใดสามารถพิสูจนไดวาเปนจริงหรือเท็จ  

 
และในบทที ่ 6  ซึ่งเปนบทสุดทายในวทิยานพินธฉบับนี้ จะศึกษาเกีย่วกับการปดทับเสน

โคงหนึ่งหนวยบางรูปแบบดวยเซกเตอร 30 องศาที่มรัีศมีหนึง่หนวย โดยจะเริ่มจากการศึกษา
ผลงานของ John E. Wetzel [10] เกี่ยวกับการปดทบัเสนโคงหนึง่หนวยทีม่ีลักษณะ 2 ทอน (ดัง
ตัวอยางในรูปที่ 1.5) ดวยรูปดังกลาว จากนัน้จะเปนการศึกษาผลงานของ Patrick Coulton [11]  
ซึ่งศึกษาปญหา“Moser’s Worm Problem”  ภายใตความเชื่อในขอคาดการณที่วา “เซตคอนเวกซ
ที่สามารถปดทับเสนโคงแบบซิกแซก 3 ทอนทีม่ีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสนจะสามารถปดทับ
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เสนโคงหนึ่งหนวยใด ๆ ได” โดยเนื้อหาในสวนนี้จะประกอบไปดวยการพิสูจนวารูปดังกลาว
สามารถปดทบัเสนโคงหนึ่งหนวยที่มีลักษณะ 3 ทอน (ดงัตัวอยางในรูปที่ 1.6) และเสนโคง 
คอนเวกซ (ดังตัวอยางในรูปที่ 1.7) ไดทกุเสน  

 
 
 
 
 
 
 
 
   รูปที่ 1.5 แสดงตัวอยางของเสนโคง 2 ทอน 
       
 

 
 
 
 
 

 
รูปที่ 1.6 แสดงตัวอยางของเสนโคง 3 ทอน 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.7  แสดงตัวอยางของเสนโคงคอนเวกซ 
 



บทที่ 2 
 

ความรูเบ้ืองตน 
 
จากที่ Leo Moser ไดตั้งปญหาปลายเปดทางดานเรขาคณิตขึ้นจํานวน 50 ขอในป  

ค.ศ. 1966 นั้น จนถึงปจจุบันปญหาที่ตัง้ขึ้นนีส้วนใหญยังไมสามารถหาคําตอบได   และหนึง่ใน
จํานวนนัน้คือปญหา “Moser’s Worm Problem” ที่กลาววา [1] “เมื่อกําหนดความยาว L ให รูปที่
มีพื้นทีน่อยสุดที่สามารถนํามาปดทับเสนโคงความยาว L หนวยตามทีก่ําหนดใหไดทุกเสนคือรูป
ใด” ซึ่งหลงัจากที่มีการเผยแพรปญหานี ้ ไดมีนักคณิตศาสตรเปนจาํนวนมากใหความสนใจและ
พยายามหาคําตอบของปญหา แตเนื่องจากปญหา “Moser’s Worm Problem” มีความยากและ
เปนปญหาทีก่วาง นกัคณิตศาสตรสวนหนึง่จึงเลี่ยงไปศึกษาปญหาที่ใกลเคยีงแทนพรอมกับเพิ่ม
เงื่อนไขบางประการ เพื่อใหสามารถศึกษาและหาคําตอบของปญหาไดงายขึน้ เชน  

- “รูปที่มพีื้นที่นอยสุดที่สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสนคือรูปใด” 
โดยไมอนุญาตใหพลิกตัวปดทับ ทําไดแคเลื่อน และ/หรือหมุนเทานัน้   

- “รูปที่มพีื้นที่นอยสุดที่สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสนคือรูปใด” 
โดยอนุญาตใหเลื่อน และ/หรือหมุน และ/หรือพลิกตัวปดทับได 

- “รูปที่มีพืน้ที่นอยสุดที่สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน
คือรูปใด” โดยอนุญาตใหเลือ่น และ/หรือหมุน และ/หรือพลิกตัวปดทบัได 

- “รูปที่มีพืน้ที่นอยสุดที่สามารถปดทับเสนโคงปดที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสนคือรูป
ใด” โดยอนุญาตใหเลื่อน และ/หรือหมนุ และ/หรือพลกิตัวปดทับได    

เปนตน   
จากตัวอยางของปญหาใกลเคียงขางตนจะเห็นวาปญหา “Moser’s Worm Problem” ถกู

แยกยอยลงไปมาก ประกอบกับมีผูสนใจศึกษาในปญหานี้เปนจาํนวนมาก จึงทําใหคําตอบของ
ปญหา “Moser’s Worm Problem” คอนขางกระจัดกระจาย วิทยานพินธฉบับนีจ้ึงจัดทาํขึ้นเพื่อ
เปนการรวบรวมคําตอบของปญหา “Moser’s Worm Problem” โดยมุงสนใจคําตอบของปญหาที่
ใกลเคียงกับปญหา “Moser’s Worm Problem” ที่กลาววา “รูปที่มีพืน้ทีน่อยสุดที่สามารถปดทับ
เสนโคงที่มีความยาวหนึง่หนวยไดทุกเสนคือรูปใด” เมือ่อนุญาตใหเลื่อน และ/หรือหมุน และ/หรือ
พลิกตัวปดทับได  

เนื่องจากการศึกษาเกีย่วกับรูปที่นาํมาปดทับซึ่งเราจะเรยีกวา “ตัวปดทับ” ที่มีลักษณะเปน
เซตไมคอนเวกซทาํไดยาก ประกอบกับเครื่องมือตาง ๆ ที่ใชในการศกึษาไมคอยมปีรากฏ และผล
การคนพบของ Jones, Scheaer และ Davies [12] ทีก่ลาววา “มีเซตไมคอนเวกซพืน้ที่ประมาณ  
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0 ตารางหนวย สามารถปดทับเสนโคงทีเ่กิดจากการตอกันของสวนของเสนตรง n ทอน เมื่อ n 
เปนจํานวนเตม็บวกใด ๆ ได” สงผลใหผูสนใจศึกษาปญหา “Moser’s Worm Problem” หลีกเลีย่ง
การศึกษาการปดทับดวยเซตไมคอนเวกซ ทาํใหตัวปดทับทีพ่บสวนใหญมีลักษณะเปนเซตคอน
เวกซ มีเพยีงผลงานของ Rick Norwood and George Poole [6] ซึ่งตีพิมพในป ค.ศ. 2003 
เทานั้นที่กลาวถึงการปดทับดวยเซตไมคอนเวกซ ซึง่เราจะไมกลาวถึงรายละเอยีดการพิสูจนใน
วิทยานิพนธฉบับนี้ ผูสนใจสามารถศึกษาเพิ่มเติมไดจาก [6], [12]  ดังนัน้ตัวปดทับที่เปนคําตอบ
ของปญหาใกลเคียงปญหา “Moser’s Worm Problem” ในวทิยานพินธฉบับนี้จงึมีลกัษณะเปนเซต
คอนเวกซทัง้สิน้ 

สําหรับแนวทางที่สําคัญในการพัฒนาคาํตอบของปญหา “Moser’s Worm Problem” 
และปญหาใกลเคียง คือ การพยายามตัดแตงตัวปดทับที่มีอยูเดิมใหเล็กลงโดยการตัดเล็มบางสวน
ทิ้งไป ซึ่งรูปทีพ่ัฒนาไดนี้จะตองยังคงสามารถปดทับเสนโคงความยาวเทาเดิมไดทกุเสน เชน การ
พัฒนาเซตที่มพีื้นที่นอยสุดในปจจุบนัที่สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซไดทุกเสนซึง่ไดมาจากการ
ตัดเล็มรูปสามเหลี่ยมมุมฉากที่มีดานประกอบมุมฉากยาวเทากัน และมีความยาวของดานตรงขาม
มุมฉากเทากบัหนึง่หนวย นอกจากนี้การพยายามพสิูจนขอคาดการณที่ไดมีผูตั้งไวแลว และการ
จํากัดเงื่อนไขของตัวปดทับและเสนโคงเพือ่ชวยใหกลุมของตัวปดทับและเสนโคงทีจ่ะนํามา
พิจารณาเลก็ลงก็ถือเปนการพัฒนาคําตอบของปญหาดวยเชนกนั   
 
คําตอบของปญหาที่ใกลเคียงกับปญหา “Moser’s Worm Problem”  
 

สําหรับคําตอบของปญหาทีใ่กลเคียงที่กลาววา “รูปทีม่ีพื้นทีน่อยสุดที่สามารถปดทับเสน
โคงที่มีความยาวหนึง่หนวยไดทุกเสนคือรูปใด” โดยอนญุาตใหเลื่อน และ/หรือหมุน และ/หรือพลกิ
ตัวปดทับไดนัน้ เมื่อพิจารณาตามลักษณะของเสนโคง สามารถแยกออกเปน 3 กลุมตามลกัษณะ
ของเสนโคง ดงันี ้ 

(1) ตัวปดทับทีม่ีพืน้ทีน่อยสุดที่สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน 
(2) ตัวปดทับทีม่ีพืน้ทีน่อยสุดที่สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซที่มีความยาวหนึง่หนวย

ไดทุกเสน 
(3) ตัวปดทับทีม่ีพืน้ทีน่อยสุดที่สามารถปดทับเสนโคงปดที่มคีวามยาวหนึ่งหนวยไดทุก

เสน 
โดยตัวปดทับที่มีพืน้ที่นอยทีสุ่ดที่สามารถปดทับเสนโคงแตละกลุมไดนั้นมีรูปราง ขนาด

ของพื้นที่ และขอบเขตของพื้นที่แตกตางกนั ดังจะไดกลาวในรายละเอยีดตอไป 
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สําหรับพฒันาการของคําตอบกลุมที่(1)ซึ่งพิจารณาตวัปดทับที่มพีืน้ทีน่อยสุดที่สามารถ

ปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึง่หนวยไดทุกเสนนัน้ พบวาตัวปดทับรูปแรกที่นกัคณิตศาสตร
สามารถพิสูจนไดวาสามารถนํามาปดทับเสนโคงความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน คอื “รูปวงกลมที่
มีรัศมีหนึง่หนวย” [4], [5] พื้นที่ประมาณ 3.14 ตารางหนวย มีวิธกีารในการปดทับคือ วางจุด
ศูนยกลางของวงกลมรัศมีหนึ่งหนวยใหตรงกับปลายดานใดดานหนึง่ของเสนโคงความยาวหนึ่ง
หนวยนั้น (ดงัแสดงในรูป 2.1 (a)) ซึ่งเมื่อพิจารณาใหดีแลวจะเห็นวา “รูปวงกลมที่มีรัศมีครึง่
หนวย” [4], [5]  ซึง่มีพืน้ทีป่ระมาณ 0.78539 ตารางหนวย ก็สามารถปดทับเสนโคงหนึ่งหนวยได
ทุกเสนเชนกนั โดยมวีิธีในการปดทับคือ วางจุดศนูยกลางของวงกลมรัศมีคร่ึงหนวยลงบนจุด
กึ่งกลาง M ของเสนโคงความยาวหนึ่งหนวย (ดงัแสดงในรูป 2.1 (b)) 

 
 

 
                                                                                                  M                                  
 
 
 
 
 
 
                    (a)                                                                      (b) 

 
 

รูปที่   2.1   (a)  ตัวอยางการปดทับเสนโคงหนึ่งหนวยดวยวงกลมรัศมีหนึ่งหนวย 
   (b) ตัวอยางการปดทับเสนโคงหนึ่งหนวยดวยวงกลมรัศมีครึ่งหนวย 

 
 

    จากนัน้ในป 1968 Schaer [12]  คนพบวา มีเสนโคงความยาวหนึง่หนวยที่มีความ
กวางไดมากสดุ(เทาที่จะเปนได) คือ มีความกวางประมาณ 0.43893 หนวย โดยเสนโคงดงักลาวนี้
มีชื่อวา “The broadworm” เกิดจากการประกอบกันของสวนของเสนตรง 4 เสน และเสนโคงอีก 2 
เสน (ลักษณะดังรูปที ่ 2.2) ซึ่งจากการคนพบนี้ทาํใหการหาคาํตอบของปญหา “Moser’s Worm 
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Problem” ไดรับการพัฒนาขึ้นมาอีกระดบัหนึง่ นัน่คือชวยในการพิจารณาเบื้องตนสําหรับรูปที่
จะนํามาปดทบัเสนโคงที่มีความยาวหนึ่งหนวย โดยรูปใดก็ตามที่สามารถปดทับเสนโคง  
“The broadworm” ไดจะมีความเปนไปไดที่จะเปนตวัปดทับของเสนโคงความยาวหนึ่งหนวยใด ๆ 
มากกวารูปที่ไมสามารถปดทับ “The broadworm” ได นอกจากนี้ยังชวยใหเราสามารถบอกไดวา
รูปที่เปนเซตคอนเวกซที่จะมาเปนคาํตอบของปญหานี้จะตองมีพืน้ที่อยางนอย 

0.21946
2

0.43893
≈  ตารางหนวย [12], [13] 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.2[12]   เสนโคง “The broadworm” 
 

 ตอมาในป ค.ศ. 1970 [4], [5], [13]  A. Meir สามารถแสดงไดวารูปคร่ึงวงกลม รัศมีคร่ึง
หนวย ซึ่งมพีืน้ที่ประมาณ 0.3927 ตารางหนวย สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึง่หนวยได
ทุกเสน  
 หลังจากนั้นในป  ค.ศ. 1971 [4], [5], [13]  Wetzel ไดพิสูจนวา เซกเตอรมุม 2θ ทีม่ีรัศมี r 

หนวย โดยที ่ ))cosec(
2
1(r θ<  สามารถปดทับเสนโคงความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน ทั้งนี้เมื่อ 

1.16556≈θ  เรเดียน เซกเตอรจะมีพื้นทีน่อยสุดคือมีพืน้ทีน่อยกวา 0.34501 ตารางหนวย  
นอกจากนีย้ังพบวาหากเราตัดเล็มบริเวณจุดยอดของเซกเตอรซึ่งมีคุณสมบัติขางตนออก

ใหเหลือรูปซ่ึงมีลักษณะดังรูปที ่ 2.3 (เสนทึบ) จะไดวาเซกเตอรทีถ่กูตัดเล็มนี้จะพื้นที่นอยสุดเมื่อ 
θ ≈ 1.14687 เรเดียน โดยมพีื้นที่นอยกวา 0.34423 ตารางหนวย และยังคงสามารถปดทับเสนโคง
ที่มีความยาวหนึง่หนวยไดทุกเสน  
 
 
 



 11
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 2.3 รูปที่มีพื้นที่นอยสุดในป ค.ศ. 1971 ที่สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสนมีพื้นที่ 

ประมาณ 0.34423 ตารางหนวย 
 

 
ในป ค.ศ. 1972 [5] Gerriets ไดพิสูจนวา รูปที่เกิดจากการประกอบกันของรูปคร่ึงวงรีทีม่ี

แกนเอกยาว 1 หนวย และแกนโทยาว 
2
1  หนวยกับรูปสามเหลีย่มหนาจั่วที่มีฐานยาว 1 หนวย สูง 

4
1  หนวย (ลักษณะดังรูปที่ 2.4) มีพื้นทีน่อยกวา 0.32140 ตารางหนวยสามารถปดทบัเสนโคงที่มี

ความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 2.4 รูปที่มีพื้นที่นอยสุดในป ค.ศ. 1972 ที่สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสนมีพื้นที่ 

ประมาณ 0.32140 ตารางหนวย 
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 ตอมา ในป ค.ศ. 1974 [3], [4]  John Gerriets และ George Poole   สามารถพิสูจน
ไดวา   รูปส่ีเหลี่ยมขนมเปยกปูนที่มีเสนทแยงมุมหลกัยาวหนึ่งหนวย และเสนทแยงมุมรองยาว 

3
1  หนวยซึ่งมีพืน้ที่ประมาณ   0.28870  ตารางหนวย สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึ่ง

หนวยไดทุกเสน นอกจากนีย้ังไดเสนอวิธกีารพัฒนารูปดังกลาวใหมพีืน้ทีน่อยลงไวดวย ซึง่จากงาน
ดังกลาวสงผลใหในป ค.ศ. 1992 [5] Rick  Norwood  George Poole และ Michale Laidacker 
พิสูจนไดวารูปที่ไดจากการตัดเล็มรูปส่ีเหลีย่มขนมเปยกปูนซึ่งมีเสนทแยงมุมหลักยาวหนึง่หนวย 

และเสนทแยงมุมรองยาว 
3

1  หนวย ใหมีลักษณะดังรูปที ่ 2.5 สามารถปดทับเสนโคงหนึง่หนวย

ไดทุกเสน  โดยรูปที่ไดนี้ถือเปนรูปที่มพีืน้ทีน่อยที่สุดยาวนานถงึ 10 ปคือ  ในชวงป  
ค.ศ. 1992 - 2002 โดยมีพื้นที่ประมาณ  0.27542   ตารางหนวย  ซึ่งสําหรับวิธกีารพิสูจน และ
รายละเอียดตาง  ๆ เกี่ยวกับตัวปดทับนีจ้ะกลาวอยางละเอียดในบทที ่3  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.5 รูปที่มีพื้นที่นอยสุดในชวงป ค.ศ. 1992 – 2002 ที่สามารถปดทับเสนโคงหนึ่งหนวยไดทุกเสนมีพื้นที่ 
ประมาณ 0.27542 ตารางหนวย 
 
ในปจจุบันรูปที่มีพืน้ที่นอยสดุที่สามารถปดทับเสนโคงทีม่ีความยาวหนึ่งหนวยไดทกุเสนมี

ลักษณะเปนเซตไมคอนเวกซ (ลักษณะดงัรูปที่ 2.6) มีพื้นที่ประมาณ 0.26044 ตารางหนวยถกู
คนพบโดย Rick Norwood และ George Poole [6] ในป ค.ศ. 2003 นอกจากนีท้ัง้สองทานยังได
เสนอวิธกีารปรับปรุงรูปดังกลาวใหเปนเซตคอนเวกซและมีพืน้ทีน่อยกวารูปที่ 2.5 (ลักษณะดังรูปที่ 
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2.7) ไวอีกดวย โดยรูปที่ปรับปรุงนี้มพีื้นที่ประมาณ 0.27381 ตารางหนวย แตเนื่องจากการ
พิสูจนมีลักษณะคลายคลึงกับการพิสูจนวา รูปที่ 2.5 สามารถปดทับเสนโคงทีม่ีความยาวหนึ่ง
หนวยไดทุกเสน ดังนัน้เราจะไมใหรายละเอียดการพิสูจนวาตัวปดทับที่มีลักษณะดงัรูปที ่ 2.6 และ 
2.7 สามารถปดทับเสนโคงทีม่ีความยาวหนึ่งหนวยไดทกุเสนในวทิยานิพนธฉบับนี้ ผูสนใจสามารถ
ศึกษาไดจาก [6] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.6 รูปที่มีพื้นที่นอยสุดในปจจุบันที่สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสนมีพื้นที่ 
ประมาณ 0.260473 ตารางหนวย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.7 รูปที่เปนเซตคอนเวกซที่มีพื้นที่นอยสุดในปจจุบันที่สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุก 
              เสนมีพื้นที่ประมาณ 0.2738086 ตารางหนวย 
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สําหรับพฒันาการของการหาคําตอบของกลุม(2) ซึง่พิจารณาตัวปดทบัที่มีพืน้ที่นอยสุด

ที่สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซความยาวหนึง่หนวยไดทุกเสนนัน้ เร่ิมในป ค.ศ.1965 [14] 
Besicovitch ไดต้ังขอสังเกตวารูปสามเหลีย่มดานเทาทีม่ีความยาวดานหนึง่หนวย มพีื้นที่  

0.433013
4
3
≈  ตารางหนวย สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน 

หลังจากนั้นในป ค.ศ. 1970 [9], [12]  John E. Wetzel   ไดพิสูจนวา รูปสามเหลี่ยมมมุฉากที่มี
ดานประกอบมุมฉากยาวเทากันและมีดานตรงขามมมุฉากยาวหนึง่หนวยซึง่มพีื้นที่ประมาณ 0.25  
ตารางหนวย  สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซความยาวหนึง่หนวยไดทุกเสน  นอกจากนี้ยงัได

พิสูจนอีกวาหากตัดเล็มบริเวณมุมฉากของรูปดังกลาวออกดวยความสูง 0.028623
1

2
1 ≈−  

หนวย จะไดรูปใหมซึง่มีความสูง ≈
2 0.47140

3
และยังคงปดทับเสนโคงคอนเวกซความยาว

หนึง่หนวยไดทุกเสนเชนเดมิ โดยรูปใหมที่ไดนี้มพีื้นที่ประมาณ  0.24918  ตารางหนวย (ลักษณะ
ดังรูปที่ 2.7)  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.7 
 
  จากนั้น Joseph A. Johnson, George D. Poole และ John E. Wetzel [9], [12] ก็

พิสูจนไดวารูปที่มีพืน้ที่นอยกวา 0.2465481 ตารางหนวย (ลักษณะดังรูปที่ 2.8) สามารถปดทับ
เสนโคงคอนเวกซความยาวหนึง่หนวยไดทุกเสน โดยผลงานดังกลาวไดรับการตีพิมพในป  
ค.ศ. 2004 ซึ่งเราจะเสนอรายละเอียดเกีย่วกับการพิสูจนตาง ๆ ในบทที่ 4  ตอไป  

≈
2 0.47140

3
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สําหรับรูปทีม่พีื้นที่นอยสุดในปจจุบันมีพืน้ที่ประมาณ 0.2464 ตารางหนวย ถูกคนพบ 

โดย ดร. วัชรินทร วิชิรมาลา ในป ค.ศ.2002 [7], [8] รูปใหมที่ไดนี้ไดจากการตัดเล็มรูปสามเหลี่ยม
มุมฉากที่มีดานประกอบมมุฉากยาวเทากนัและมีดานตรงขามมุมฉากยาวหนึ่งหนวยเชนกัน ซึ่ง
ขณะนี้บทความกําลังอยูในขัน้ตอนการตีพมิพเผยแพร 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.8[9]  รูปที่มีพื้นที่นอยสุด(เทาที่ไดรับการตีพิมพเผยแพร) ที่สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซความ 
     ยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน มีพื้นที่ประมาณ 0.2465481 ตารางหนวย 
 
สําหรับพฒันาการของคําตอบของกลุมสุดทายซึ่งพิจารณาตัวปดทับที่มีพืน้ที่นอยสดุที่

สามารถปดทบัเสนโคงปดความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน   เร่ิมข้ึนในป ค.ศ. 1970 [12]  จาก
ผลงานของ Eggleston และ John E. Wetzel ซึ่งทําใหสามารถสรุปไดวา “รูปสามเหลี่ยมใดก็ตาม
จะสามารถนาํมาปดทับเสนโคงปดความยาวหนึง่หนวยไดทุกเสน กต็อเมื่อ สามเหลี่ยมนัน้เปน
สามเหลี่ยมแนบในวงกลมที่มีเสนผานศนูยกลางยาวหนึ่งหนวย” โดยสามเหลี่ยมที่มีพืน้ที่นอยทีสุ่ด

ที่สามารถปดทับเสนโคงปดไดทุกเสนคือ สามเหลี่ยมดานเทาทีม่ีความยาวดาน 
π

3  หนวย มี

พื้นที่ประมาณ 0.13162  ตารางหนวย  จากนั้นในป ค.ศ. 1972  [12] Schaer และ Wetzel ก็
พิสูจนไดวา รูปส่ีเหลี่ยมมุมฉากทีม่ีพืน้ทีน่อยสุดที่สามารถนํามาปดทับเสนโคงปดความยาวหนึ่ง

หนวยไดทุกเสนคือรูปส่ีเหลี่ยมมุมฉากทีม่ีความกวาง  
π
1  หนวย และความยาว   π

π

2 - 4
2

 

หนวย ซึง่มีพืน้ที่ประมาณ 0.12274  ตารางหนวย ซึ่งจากผลงานดังกลาวสงผลใหในป ค.ศ. 1973 
[12] สามารถสรุปขอบเขตของพืน้ที ่µ ตารางหนวยไดวา  0.09633 ≤ µ ≤ 0.12274  เมื่อ µ เปน
ขนาดของพืน้ที่ของรูปที่เปนเซตคอนเวกซที่จะสามารถปดทับเสนโคงปดที่มีความยาวหนึง่หนวยได
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ทุกเสน หลงัจากนัน้ Füredi และ Wetzel [15]  ก็สามารถปรับปรุงขอบเขตของพื้นที่ µ ตาราง
หนวยใหแคบลงได โดยขอบเขตใหมที่ไดนี้ คือ 0.09667 ≤ µ ≤ 0.12254   

จากที่ไดกลาวมาแลวขางตน จะเห็นวาปญหา “Moser’s Worm Problem” นับเปนปญหา
ที่ไดรับความสนใจอยางตอเนื่องจากนักคณิตศาสตรเปนจํานวนมาก ซึ่งการพยายามคนหาคําตอบ
ของนักคณิตศาสตรทั้งหลายกอใหเกิดขอคาดการณทีน่าสนใจขึ้นมากมาย โดยขอคาดการณที่
ไดรับความสนใจและเชื่อกันวานาจะเปนจริงจะไดรวบรวมไวในบทที ่5 ของวิทยานิพนธฉบับนี ้

ในปจจุบันพบวาคําตอบของปญหา “Moser’s Worm Problem”นี ้ มีความกาวหนาบาง
ประการเกิดขึน้ นั่นคือในป ค.ศ. 2003 John E. Wetzel [10] พิสูจนไดวาสามารถปดทับเสนโคง
หนึง่หนวยทีม่ลัีกษณะ 2 ทอนดวยเซกเตอร 30 องศาทีม่ีรัศมีหนึง่หนวย มีพืน้ที่ประมาณ 0.26175 
ตารางหนวยซึง่นอยกวารูปคอนเวกซทีม่ีพืน้ทีน่อยสุดในปจจุบัน นอกจากนี้ Patrick  Coulton [11] 
สามารถพิสูจนไดวา เซกเตอรดังกลาวสามารถนํามาปดทับเสนโคงความยาวหนึ่งหนวยแบบคอน
เวกซ 3 ทอนได แตในกรณขีองเสนโคงความยาวหนึ่งหนวยแบบซกิแซก 3 ทอนยงัไมเปนผลสําเรจ็ 
ซึ่งเราจะนาํเสนอรายละเอียดในสวนนี้ในบทที ่6  ตอไป      

 
ในลําดับตอไปเพื่อใหเกิดความเขาใจที่ตรงกันสาํหรับผูที่ตองการจะศกึษาวิทยานิพนธ

ฉบับนี้ จะเสนอบทนิยาม ทฤษฎีบท และความรูเบ้ืองตนเกี่ยวกับเรขาคณิตที่จําเปนตองใชใน
วิทยานิพนธฉบับนี ้ 

 
บทนิยาม 2.1  เซต C ของจุดหรือเวกเตอรใด ๆ จะเรียกวาเซตคอนเวกซ (convex set)   

   ถาทกุ ๆ สวนของเสนตรงที่เชื่อมระหวาง 2 จุดใด ๆ ในเซตยังคงอยูในเซต     
   หรือ อาจกลาวไดวา C   จะเปนเซตคอนเวกซ (convex set) ก็ตอเมื่อ   

           αx + (1-α)y ∈ C   สําหรับทุก ๆ x, y ∈ C และ 0 ≤ α ≤ 1      
      ถา A เปนเซตของจุดหรือเวกเตอรใด ๆ จะเรียก C วา คอนเวกซฮัลลของ  

               A (convex hull of A) ใชสัญลักษณ conv(A) ก็ตอเมื่อ C เปนเซต 
คอนเวกซ (convex set) ที่มขีนาดเล็กสุดซึง่ A ⊆ C   

บทนิยาม 2.2     สวนของเสนตรงที่เชื่อมระหวาง จุด A และ B คือ  
          { x | x = α + (1 - α)y เมื่อ 0 ≤ α ≤ 1}   

                          เราใชสัญลักษณ  AB   แทนความยาวของสวนของเสนตรงที่เชื่อม 
ระหวางจุด A และจุด B 
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บทนิยาม 2.3  ถา λ : [0, 1] → ℜ2 เปนฟงกชันตอเนื่อง เราจะเรียก λ วา เสนโคง  

(arc) และจะใชสัญลักษณ  l (λ) แทนความยาวของเสนโคง λ ซึ่ง หาก   
l (λ) = 1 เราจะเรียก λ  วาเสนโคงที่มีความยาวหนึง่หนวย (unit arc) 

   โดยในทางปฎิบัติเมื่อเรากลาวถงึเสนโคง λ เราจะหมายถึง λ([0, 1])       
บทนิยาม 2.4    เราจะเรียกเสนโคง  λ วา เสนโคงคอนเวกซ (convex arc ) ถา λ อยูบน 
                          ขอบของคอนเวกซฮัลลของ λ  (conv (λ )) 
 
บทนิยาม 2.5          ถาจุดปลายทัง้สองของเสนโคง λ  เปนจุดเดียวกนั เราจะเรียก λ วา เสน 

        โคงปด (closed arc)  
บทนิยาม 2.6          เราจะเรียกเสนโคง λ วา เสนโคงเดรป (drape) ถา λ เปนเสนโคงคอน        
                             เวกซที่ไมใชเสนโคงปด นั่นคอืมีจุดปลาย PและQ ซึ่ง P ≠ Q โดยเมื่อ  
                                   ลากเสนตรง J, K ใหต้ังฉากกับสวนของเสนตรง PQ ที่จดุปลาย P และ Q   
                                   ตามลําดับแลวไมมีสวนใดของ λ ตัดกับเสนตั้งฉากทัง้สองนัน้ (ดัง 

ตัวอยางในรูปที่ 2.5 ) 
 
 
  λ                  λ 
  J                                          K                J                                          K 
 
   P                                       Q                  P                                     Q 

(a) 
                       λ              λ 
J                                                 K                      J                                          K 
 
   P                                             Q               P                                         Q 

(b) 
 
 

รูปที่ 2.5  (a) ตัวอยางของเสนโคงที่เปนเสนโคงเดรป (drape)  
   (b) ตัวอยางของเสนโคงที่ไมใชเสนโคงเดรป (drape) 
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บทนิยาม 2.7      เราจะเรียกเสนโคง  λ วา เสนโคง 2 ทอน ถา λ เกิดจากสวนของ 

เสนตรง 2 เสนมาตอกนั และจะเรียกเสนโคง λ วา เสนโคง n ทอน ถา λ 
เกิดจากสวนของเสนตรง n เสนมาตอกัน โดยจะเรียก λ วา เสนโคง 3 
ทอนที่คอนเวกซ ถา λ เปนเสนโคงคอนเวกซและเปนเสนโคง 3 ทอน (ดัง
ตัวอยางในรูปที่ 2.6(a)) และจะเรียก λ วา เสนโคงซิกแซก ถา λ เปน
เสนโคง 3 ทอนที่ไมคอนเวกซ (ดังตัวอยางในรูปที่ 2.6(b))   

 
 
 
 

 
 
 

 
(a) 

 
 
 
 
 
 

 
                                            (b) 

 
 

รูปที่ 2.6  (a) เสนโคง 3 - ทอนที่คอนเวกซ 
                   (b) เสนโคงที่เปนเสนโคงซิกแซก 
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บทนิยาม 2.8      จะเรียกเซตของจุดใด ๆ ในระนาบ C วาเปน “ตัวปดทบั” (covers) 

ของเสนโคง λ ถา λ ⊆ C และหาก C เปนเซตคอนเวกซ จะเรียก C วา
ตัวปดทับที่คอนเวกซ และหาก C ไมใชเซตคอนเวกซ จะเรียก C วา ตัว
ปดทับที่ไมคอนเวกซ  

 

ทฤษฎบีท 2.9[16]  สําหรับแตละเสนโคงปด λ  ถา l (λ) = L จะไดวา l (conv(λ)) ≤  L   
 
บทนิยามที่ 2.10  เสนโคง “The Besicovitch Z”   คือเสนโคง 3 ทอน ABCD (ลักษณะดงั 

รูปที่ 2.8) โดยมี AB = BC = CD = 28
3    หนวย มีดาน AB ขนานกับ 

ดาน CDและ o10.9arcsinCAB )281( ≈=∠                                               
 
 
                                             
                                              
                       A                                               C           
 

รูปที่ 2.8  เสนโคง “The Besicovitch Z” 
 
 
บทนิยามที่ 2.11    เสนโคงสเตเปล (staple) คือ เสนโคงคอนเวกซ 3 ทอน ABCD (ลักษณะ 

          ดังรูปที ่2.9) ทีม่ีคอนเวกซฮัลลเปนรูปส่ีเหลีย่มจัตุรัสความยาวดาน 
3
1   

          หนวย  
 
                                                         B                             C 
 
 
 
                               A                            D 
 
                รูปที่ 2.9 เสนโคงสเตเปล (staple) 
 

B                                     D 
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S 

บทนิยามที่ 2.12         เสนค้ําจนุ (Support line) ของเซต S จากทิศ θ หมายถงึ เสนตรงทีท่าํ 

                                   มุม  πθ +
3

  และสมัผัสกับเซต S หลังจากเลื่อนเขามาจากทิศ θ   

          (ลักษณะดังรูปที่ 2.10) 
 
 
 
 
 
 
    θ 
 
 

รูปที่ 2.10 แสดงเสนค้ําจุนของเซต S จากทิศ θ 
 



บทที่  3 
 

รูปที่มีพื้นทีน่อยที่สุดที่สามารถนํามาปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึ่ง
หนวยไดทุกเสน 

 
ในบทนี้จะเปนการศึกษาการพิสูจนวา รูปที่มีพื้นที่นอยที่สุดในชวงป ค.ศ.1992 – 2002 

สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน  โดยในทฤษฎีบทที่ 3.1 จะเปนการเสนอ
ผลงานของ John Gerriets และ George  Poole [3],[4]   ที่ไดพิสูจนวารูปส่ีเหลี่ยมขนมเปยกปูนที่
มีเสนทแยงมุมหลักยาว 1 หนวย และเสนทแยงมุมรองยาว

3
1  หนวย ซึ่งมีพื้นที่ประมาณ 

0.288675 ตารางหนวย สามารถปดทับเสนโคงความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน จากนั้นในทฤษฎีบท
ที่ 3.2  จะเปนการแสดงวารูปดังกลาวสามารถตัดเล็มใหมีพื้นที่ลดลง โดยมีพื้นที่นอยกวา 0.28610 
ตารางหนวย และยังคงสามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน โดยในสวน
สุดทายของบทจะเปนการศึกษาผลงานของ  Rick Norwood, George  Poole และ Michale   
Laidacker [5] ที่แสดงใหเห็นวารูปที่มีพื้นที่นอยสุดในชวงป ค.ศ. 1992 – 2002 (ดังรูปที่ 3.1) ซึ่งมี
พื้นที่ประมาณ 0.27524 ตารางหนวย  สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน
                      
          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 3.1 รูปคอนเวกซที่มีพื้นที่นอยสุดในชวงป ค.ศ. 1992 – 2002 ที่สามารถปดทับเสนโคงความยาวหนึ่งหนวย 

ไดทุกเสน 
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สําหรับรูปที่มีพื้นที่นอยสุดในปจจุบันที่สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึ่งหนวย

ไดทุกเสนมีลักษณะดังรูปที่ 3.2 มีพื้นที่ประมาณ 0.26044 ตารางหนวย ซึ่ง Rick Norwood และ
George Poole [6] เปนผูคนพบในป ค.ศ. 2003 โดยมีวิธีในการพิสูจนคลายคลึงกับการพิสูจนวา
รูป 3.1 สามารถปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน และหากพิจารณาเฉพาะตัวปด
ทับที่มีลักษณะเปนเซตคอนเวกซ รูปที่มีพื้นที่นอยสุดในปจจุบันจะมีลักษณะดังรูปที่ 3.3 มีพื้นที่
ประมาณ 0.27381 ตารางหนวย ถูกคนพบในป ค.ศ. 2003 โดย Rick Norwood และ George 
Poole [6] เชนเดียวกัน  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 3.2 รูปที่มีพื้นที่นอยสุดในปจจุบัน (ไมคอนเวกซ) ที่สามารถปดทับเสนโคงหนึ่งหนวยไดทุกเสน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.3 รูปคอนเวกซที่มีพื้นที่นอยสุดในปจจุบันที่สามารถปดทับเสนโคงหนึ่งหนวยไดทุกเสน 
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และเพื่อความเขาใจที่ตรงกันผูจัดทําขอกําหนดสัญลักษณที่จะใชในบทที่ 3 ดังตอไปนี้  

กําหนดให Λ  เปนเซตของเปนเสนโคงที่มีความยาวหนึ่งหนวยทั้งหมด 

            Ω   แทนรูปส่ีเหลี่ยมขนมเปยกปูน ABCD ที่เกิดจากการประกอบกันของ
สามเหลี่ยมดานเทา ABD และ DBC ที่มีความยาวดาน 

3
1 หนวย ลักษณะดังรูปที่ 3.4 โดยรูป

ส่ีเหลี่ยมขนมเปยกปูนที่เกิดขึ้นนี้มีเสนทแยงมุมหลัก AC ยาว 1 หนวยและเสนทแยงมุมรอง BD 
ยาว  

3
1  หนวย โดย ∠ADC = ∠ABC = o120    และ ∠BAD = ∠BCD = o60  

          D 
 
 
 
 
     A                  C  
 
 
 
 
           B 
 

รูปที่ 3.4  แสดงรูปส่ีเหลี่ยมขนมเปยกปูน ABCD หรือ  Ω 
 
 Ω/  แทนรูป ABCHE ซึ่งเกิดจากการตัดเล็มรูป Ω  โดย Ω/ เปนการ
ประกอบกันของรูปสามเหลี่ยม ABE และ CBH ที่มีมุมภายใน o30  o60 และ o90  มีความสูง 21

หนวย และเซกเตอร EBH ที่มีมุมยอด 60 องศารัศมี 21หนวย ลักษณะดังแสดงในรูปที่ 3.5 โดย 
Ω/  เปนรูปที่มีพื้นที่นอยสุดในชวงป ค.ศ. 1992 - 2002  
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                D/  
 
                                                                                    
 
 
          A                       C 
 
 
 
                                  
                                                                       B 
 

รูปที่ 3.5   แสดงรูป ABCHE หรือ Ω/   
 
 
ทฤษฎีบทที่  3.1 แตละ α ∈ Λ สามารถปดทับไดดวย  Ω 

บทพิสูจน   

 กําหนดให α ∈ Λ  และ  O เปนจุดกึ่งกลางของ  α 
 วาง α บน Ω โดยใหจุด O อยูบนสวนของเสนตรง BD ของ  Ω  จากนั้นเล่ือนและหมุน 
α ตามแนวของ BD จนกระทั่ง α สัมผัสกับแขนของมุม ABC ของ Ω  

ให β และ γ  เปนเสนโคงยอยของ α  ที่เกิดจากการแบง α  ดวยจุด O   ดังนั้นทั้ง  β 
และ  γ   มีความยาว  21  หนวย  

จะแสดงวา  Ω ปดทับ α ได  (โดยจะแสดงวาไมมีสวนใดของ α อยูนอกบริเวณของ  
Ω หรือ อีกนัยหนึ่งคือไมมีสวนใดของ α ตัดกับแขนของมุม ADC ของ Ω  ซึ่งการพิสูจนจะทํา
โดยวิธีขัดแยง) 

 
 
 
 

   E           H 
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กรณีที่ 1   สมมุติมีการหมุนของ α  บน BD รอบจุด O ซ่ึงทําใหทั้ง γ และ β แตะกับ

แขนของมุม ABC ที่จุด W และจุด P ตามลําดับ         
    จะแสดงวา ไมมีสวนใดของα ตัดกับแขนของมุม ADC 
    พิจารณาเสนโคงยอย β  ของ α   สมมุติ β ตัดกับแขนของมุม ADC ที่ จุด Q  
ถา P อยูระหวาง O และ Q สราง PR และ BS ต้ังฉากกับ DC ที่จุด R และ S ตามลําดับ 

จากนั้น สราง PV ต้ังฉากกับ BD ที่จุด V และ PT ต้ังฉากกับ BS ที่จุด T (ดังแสดงในรูป 3.6)         
 
 
 
 
 

 
  β          

                            γ 
 
 
 
 
           
รูปที่ 3.6  

 
จะไดวา          β  >   (OP) + (PQ)  

≥  OP + PQ  
≥  VP + PR (ระยะตั้งฉากมีความยาวนอยสุด) 
=   BT + TS   (เพราะวา ∆VPB ≅ ∆TBP และ TS = PR)  
=   BS     
=   21    เกิดขอขัดแยง 
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 ถา Q อยูระหวาง O และ P สราง QR และ DS ต้ังฉากกับ BC ที่จุด R และ S 
ตามลําดับ จากนั้นสราง QV ต้ังฉากกับ BD ที่จุด V และ QT ต้ังฉากกับ DS ที่จุด T (ดังแสดงในรูป 
3.7)        

    
 

                 
 
 
 
         γ                β 
 
 
 
                                     
                  
 

รูปที่ 3.7  
 

จะไดวา       β =   (OQ) + (QP)  
>  OQ + QP  
≥   VQ  + QR  (ระยะตั้งฉากมีความยาวนอยสุด) 
=  DT + TS  (เพราะวา ∆DQV ≅ ∆QDT และ TS = QR.)  
=  DS 
= 21    เกิดขอขัดแยง 

จะไดวา ไมมีสวนใดของ β ตัดกับแขนของมุม ADC 
 

พิจารณาเสนโคงยอย  γ  ของα  โดยวิธีการพิสูจนเชนเดียวกับกรณีที่พิจารณา β จะได
วา ไมมีสวนใดของ γ ตัดกับแขนของมุม ADC 

ดังนั้นสรุปไดวา ถามีการหมุนซึ่งทําใหทั้ง γ  และ β แตะกับแขนของมุม  ABC แลว  α 
จะถูกปดทับไดดวย Ω  
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กรณีที่ 2 สมมุติวาการหมุนใด ๆ ของ α บน BD รอบจุด O ทําให β (หรือγ) แตะกับ

แขน ของมุม ABC แตไมมีสวนใดของ γ (หรือ β) แตะกับแขนของมุม ABC เนื่องจาก BD เปน
แกนสมมาตรของ Ω  โดยไมเสียนัยทั่วไป สมมุติให  β แตะกับแขนของมุม ABC แตไมมีสวนใด
ของ γ แตะกับแขนของมุม ABC (ลักษณะดังรูปที่ 3.8) 

 
 
 
 
 
            γ 
 
 
              β 
 
 
 
 

รูปที่ 3.8 
 

พิจารณาเสนโคงยอย β  ของ α  โดยการพิสูจนเชนเดียวกับในกรณีที่ 1 จะไดวาไมมี
สวนใดของ  β ตัดกับแขนของมุม ADC 

 
 
พิจารณาเสนโคงยอย  γ ของα  สมมุติ γ ตัดกับแขนของมุม ADC (ดังแสดงในรูปที่ 3.9) 
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 γ  

 
 

                                                                           β 
 
 
 
 
 
 

 รูปที่ 3.9  
     
พิจารณาลําดับการแตะระหวาง γ และ β กับแขนของมุม ABC  
เนื่องจาก AC เปนแกนสมมาตรของรูป Ω จะไดวา  มีการหมุนและเลื่อนซึ่งทําให γ แตะ

กับแขนของมุม ABC กอนที่ β จะแตะ แตเนื่องจากที่สมมุติให β แตะแขนของมุม ABC ประกอบ
กับการหมุนและเลื่อนเปนการกระทําที่ตอเนื่อง ดังนั้นหากเราหมุนและเลื่อน Ω ไปเร่ือย ๆ จะ
พบวาเปนไปไมไดที่เราจะหมุนและเลื่อนใหแขนของมุม ABC แตะกับ γ โดยไมผานการแตะกับ
แขนของมุม ABC พรอมกันของ γ และ β นั่นคือ กอนที่จะมีการหมุนและเลื่อนให γ แตะกับแขน
ของมุม ABC นั้น จะมีการหมุนและเลื่อนแบบหนึ่งที่ทําใหทั้ง γ และ β แตะกับแขนของมุม ABC 
พรอมกันได (จุดแตะอาจไมใชจุดเดิม) ซ่ึงขัดแยงกับที่สมมุติ  

ดังนั้น ไมมีสวนใดของ γ ตัดกับแขนของมุม ADC   
สรุปไดวา ถาการหมุนใด ๆ ของ α บน BD รอบจุด O ทําให β (หรือ γ) แตะกับแขนของ

มุม ABC แตไมมีสวนใดของ γ (หรือ β ) แตะกับแขนของมุม ABC  แลว α จะถูกปดทับดวย Ω  
 
จากทั้งสองกรณีไดวา Ω  สามารถปดทับทุก ๆ α ∈ Λ                     � 
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ทฤษฎีบทที่ 3.2  Ω  สามารถถูกตัดเล็มใหมีพื้นที่นอยกวา  0.28610 ตารางหนวย และยังคง
ปดทับทุก ๆ  α ∈ Λ ได   

บทพิสูจน   
 สราง  EH และ FG ต้ังฉากกับ BD ที่จุด R และ S ตามลําดับ ซ่ึงทําให 

 DR = SB = 077350
2

2
1

3
1

.≈






 −

   หนวย   RS = 21   หนวย และพื้นที่ของ 

∆DEH =∆BFG = 0.00259081 ตารางหนวย 
กําหนดให α ∈ Λ  และ  O เปนจุดกึ่งกลางของ  α  พิจารณาการวาง α ใน  Ω 

เชนเดียวกับในทฤษฎีบทที่ 3.1 นั่นคือ วาง α บน Ω โดยใหจุด O อยูบนสวนของเสนตรง BD ของ  
Ω  จากนั้นเล่ือนและหมุน α ตามแนวของ BD จนกระทั่ง α สัมผัสกับแขนของมุม ABC ของ Ω
  ให  β และ γ เปนเสนโคงยอยของ α  ที่เกิดจากการแบง α  ดวยจุด O   ดังนั้นทั้ง  β 
และ  γ   มีความยาว   21   หนวย    

จากทฤษฎีบทที่ 3.1 จะไดวา  α ∈Ω   พิจารณาตําแหนงของ α  ใน  Ω  ดังนี้  
           กรณีที่ 1  ไมมีสวนใดของ α อยูในบริเวณของ ∆DEH และ ∆BFG ของ Ω จะไดวาเรา
สามารถตัดเล็มทั้งบริเวณ ∆BFG และ ∆DEH ของ  Ω ออกได (ดังแสดงในรูปที่ 3.10) ทําให
บริเวณที่เหลือมีพื้นที่ประมาณ  0.28349338  ตารางหนวย และยังคงสามารถปดทับ α ได 
         
 
 
 
 

α 
 
 
 
 
   
   

รูปที่ 3.10  
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 E                     H 

F                G 

 กรณีที่ 2  มีบางสวนของ α อยูในบริเวณของ ∆DEH หรือ ∆BFG ของ Ω 
            กรณีที่ 2.1  α อยูในบริเวณของ∆DEH (หรือ ∆BFG) แตไมมีสวนใดของ α อยูใน
บริเวณ ∆BFG (หรือ ∆DEH) ดังตัวอยางเสนโคงในรูปที่ 3.11 (หรือ เสนโคงในรูปที่ 3.12) จะไดวา
เราสามารถตัดเล็ม บริเวณ ∆BFG (หรือ ∆DEH) ของ Ω ออกได ซ่ึงทําใหบริเวณที่เหลือมีพื้นที่
ประมาณ 0.28608419 ตารางหนวย และยังคงสามารถปดทับ α ได 
 
 
 
 
 
                α 
 
                
 
 
 
  

รูปที่ 3.11  
 
 
 
 
 
       A                     C 
           
         α 
 
 
 
       

รูปที่ 3.12  

B 

D 
R 
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          กรณีที่ 2.2   α  อยูทั้งในบริเวณของ ∆BFG และ ∆DEH ของ Ω  
 เนื่องจาก  RS =  (β) = (γ) = 21    หนวย  จะไดวา ถามีบางสวนของ β (หรือ γ ) อยูใน
บริเวณ ∆BFG (หรือ ∆DEH  ) ของ Ω แลวจะไมมีสวนใดของ β (หรือ γ ) อยูในบริเวณ ∆DEH  
(หรือ ∆BFG )ของ Ω ดังนั้นโดยไมเสียนัยทั่วไป สมมุติให β อยูในบริเวณ ∆BFG   และ γ อยูใน
บริเวณ ∆DEH 

กรณีที่ 2.2.1 สมมุติวา  ทั้ง β และ  γ   แตะกับบริเวณแขนของมุม ABC ที่จุด V และ W
ตามลําดับ (ดังแสดงในรูปที่ 3.13) 
     
 
 
 
 
                             γ                                                           
                                                                                 β 
 
 
 
 
  

 รูปที่ 3.13  
  พิจารณาเสนโคงยอย β  ของ α   

ให P เปนจุดบน  β ซ่ึงอยูในบริเวณ ∆BFG โดยที่ VPS (เมื่อ VPS เปนระยะทางตาม
แนวตั้งจาก P ถึง S) มีคามากสุด ε  (ดังแสดงในรูปที่ 3.14) 

 
 
 
           
     
   
                                              รูปที่ 3.14 

 ε 
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 VXM 

ให M เปนจุดบน BD ซ่ึงทําให RM = ε   
บทแทรกที่ 3.2.1 : ไมมีสวนใดของ β แตะกับสวนของเสนตรงที่ผานจุด M และ

ขนานกับสวนของเสนตรง AC และ CD  
บทพิสูจน  สราง  IM และ JM ขนานกับ AC และ CD ตามลําดับ 
จะแสดงวาไมมีสวนใดของ β ตัดกับแขนของมุม IMJ   

สมมุติ β ตัดกับแขนของมุม IMJ ที่จุด X   
กรณีที่ 1  X อยูบนสวนของเสนตรง JM พิจารณาลําดับของจุด O, X 

และ P บนเสนโคง β ดังนี้  
ถา X อยูระหวางจุด O และจุด P ดังรูปที่ 3.15  

                
 

 
    

                                                        
                              γ                                                           
                                                                                             β          
 

    

 
 

  
รูปที่ 3.15  

 
จะไดวา   (PX) > VPX (เมื่อ VPX คือ ระยะตามแนวตั้ง จาก P ถึง X)   
      และ XO >  VXM     (เมื่อ VXM คือ ระยะตามแนวตั้งจาก X ถึง M)  
ดังนั้น        β  > (OX) + (XP)   

≥ OX + XP  
> VXM + VXP  
= SR = 21  

เกิดขอขัดแยง 

VPX 

P 
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  VXM 

  ถา P อยูระหวางจุด O และจุด X ดังรูปที่ 3.16  
   
 
 
 
                              

                                              
                       γ                                                           
                                                                                                β                      
                        
 
 
 
 

รูปที่ 3.16  
 

จะไดวา  OD ≤ OB (เนื่องจาก  γ อยูทั้งในบริเวณของ ∆DEH ของ Ω และแตะ
กับแขนของมุม ABC) ซ่ึงทําใหไดวา OS ≥ OR และเนื่องจาก RS = 21    
ดังนั้น OP > OS ≥ 41    
และ PX >  VPX > OS > 41  (เมื่อ VPX คือ ระยะทางตามแนวตั้งจาก P ถึง X)   
ทําใหไดวา    β  > (OP) + (PX)   

≥ OP + PX  

> 4
1

4
1 +   

 = 21   
           เกิดขอขัดแยง         
 

กรณีที่ 2  X อยูบนสวนของเสนตรง IM (พิสูจนเชนเดียวกับกรณีที่ 1)  
จากทั้ง 2 กรณีไดวา ไมมีสวนใดของ β ตัดกับแขนของมุม IMJ   
ดังนั้น บทแทรกที่ 1 เปนจริง                      � 

VXP 
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l2 

 / 

พิจารณาเสนโคงยอย γ  ของ α   
สรางเสนค้ําจุน l1 ของ α ซึ่งขนานกับ CD   
ให K และ K/ อยูบน DB ซึ่งทําให DK = ε และ DK/ = 2ε     
ให N เปนจุดบน l1 ซึ่งทําให NKต้ังฉากกับ DK ที่จุด K 
สรางเสนคํ้าจุน l2 ของ α ผานจุด N ขนานกับ AD และตัดกับ CD ที่จุด X 
สราง l3 เปนเสนตรงที่ผานจุด M  ขนานกับ ADและตัดกับ CD ที่จุด Y 
 ถา l1 อยูตํ่ากวาจุด K/  (ดังแสดงในรูปที่ 3.17) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.17 
 

จะไดวาโดยการเลื่อน α ตามแนว NX  จะทําให α อยูในรูปคอนเวกซ AFGCD ซึ่งมีพื้นที่
ประมาณ 0.283494 ตารางหนวย ดังนั้นสมมุติวา l1 อยูเหนือจุด K/  

ถา l1 อยูตํ่ากวาจุด M จะไดวาโดยการเลื่อน α ผานเวกเตอร MY ดวยระยะ 
ε ε+= ≥( DR)DM

2 2  จะทําให  α  สามารถปดทับไดดวยรูปคอนเวกซ AFGCD ซึ่งมีพื้นที่
ประมาณ 0.28608419  ตารางหนวย ดังนั้น สมมุติ l1 อยูเหนือจุด M   

 
 
 

l1 

l3 

  R 
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/ 

จากบทแทรกที่ 3.2.1 จะไดวาไมมีสวนใดของ β แตะกับเสนตรง l1  แตเนื่องจาก l1  
เปนเสนค้ําจุนของ α  ทําใหไดวามีบางสวนของ γ  แตะกับเสนตรง l1  
ดังนั้น ให U เปนจุดที่ γ แตะกับเสนตรง l1 (ดังแสดงในรูปที่ 3.18) 

     
                                     
                  
 
 
 
 
 
 γ                              

 
     β                    

    
              

รูปที่ 3.18  
 
 
จะแสดงวาไมมีสวนใดของ γ อยูเหนือเสนตรง l2 
สมมุติ V เปนจุดบน γ ซึ่งอยูบนเสนตรง l2   
ให Z เปนจุดบน UV ซึ่งทําให NZ ขนานกับ  BD  
พิจารณาลําดับของจุด O, U, V และ W บน γ เร่ิมที่จุด O ดังนี้ 
ถาลําดับของจุดตาง  ๆ บน γ เร่ิมที่จุด O คือ O, U, V และ W ตามลําดับ (ดังแสดงในรูปที่ 

3.18) เห็นชัดวา U และ V อยูตํ่ากวาจุด N ดังนั้น Z อยูระหวาง U และ V  
  กําหนดให d0  เปนระยะจากจุด O ถึง l2  

d1  เปนระยะจาก l2 ถึง l3    
d2  เปนระยะจาก AB ถึง l1     และ 
d3  เปนระยะจาก K/ ถึง l2   
 

l3 

l2 

l1 

   D 
    T/ 
 
    T 
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จะไดวา      ZU + UO ≥  VO 

≥  d0 (เพราะวาระยะทางตั้งฉากมีคานอยสุดและ V อยูบน l2) 
≥ d1  

       และ เนื่องจาก W อยูบนสวนของเสนตรง AB และ U อยูบน l1 ไดวา   
         WV + VZ  ≥  WU   

 ≥ d2   
 

ถา T เปนจุดตัดระหวาง l1  กับ  DB และ  T/ เปนจุดตัดระหวาง l2  กับ DB จะไดวา   
      DT  = DK + KT  

= ε+ KT    (เพราะวาDK = ε)  
= ε + KT/    (เพราะวา NT = NT/) 
= K/K + K/T/    ((เพราะวา K/K = ε)) 
= K/T/     

ซึ่งสงผลให  d3≤ d1   ดังนั้น จึงไดวา  
  γ  ≥  WV + VZ + ZU + UO  

      ≥ d2 + d1  
      ≥  d2+ d3   (เพราะวา d1≥ d3)    

= 21   
 จะไดวาไมมีสวนใดของ γ อยูเหนือ  l2 (นั่นคือ  γ อาจอยูตํ่ากวา l2 หรืออยูบน l2) 

และเนื่องจาก l2 อยูเหนือจุด M จากบทแทรกที่ 1 ไดวา β อยูตํ่ากวา l2 ดังนั้น α ถูกปด
ทับดวยรูปคอนเวกซ AFGCD (มีพื้นที่ประมาณ 0.283494 ตารางหนวย)  เมื่อเล่ือน α ไปตาม
เวกเตอร  NX + NQ   

สําหรับกรณีที่ลําดับของจุดตาง  ๆ บน γ เร่ิมที่จุด O คือ O, U, W  และ V ตามลําดับ 
สําหรับกรณีที่ลําดับของจุดตาง  ๆ บน γ เร่ิมที่จุด O คือ O, V, U   และ W ตามลําดับ 
สําหรับกรณีที่ลําดับของจุดตาง  ๆ บน γ เร่ิมที่จุด O คือ O, V, W   และ U ตามลําดับ 
สําหรับกรณีที่ลําดับของจุดตาง  ๆ บน γ เร่ิมที่จุด O คือ O, W, V  และ U ตามลําดับ 
สําหรับกรณีที่ลําดับของจุดตาง  ๆ บน γ เร่ิมที่จุด O คือ O, W, U  และ V ตามลําดับ 
ดวยการพิสูจนเชนเดียวกับกรณีขางตนไดวา α ถูกปดทับดวยรูปคอนเวกซ AFGCD ซึ่งมี

พื้นที่ประมาณ  0.28608419  ตารางหนวย 
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กรณีที่ 2.2.2 สมมุติวา  β (หรือ γ) แตะกับแขนของมุม ABC แตไมมีสวนใดของ γ 

(หรือ β ) แตะกับแขนของมุม ABC  เนื่องจาก BD เปนแกนสมมาตรของ Ω  โดยไมเสียนัยทั่วไป 
สมมุติให  β แตะกับแขนของมุม ABC ที่จุด P แตไมมีสวนใดของ γ แตะกับแขนของมุม ABC (ดัง
แสดงในรูปที่ 3.19) 

      
 
 
 
                         γ            β 
 
 
 
                                               
    
   
 

รูปที ่3.19  
 
 โดยทฤษฎีบทที่ 3.1 กรณีที่ 2  ไดวา สําหรับทุก ๆ การหมุนซึ่งทําให  β (หรือ γ) แตะกับ

แขนของมุม ABC แตไมมีสวนใดของ γ (หรือ β ) แตะกับแขนของมุม ABC นั้น α จะถูกปดทับได
ดวย  Ω  ดังนั้น เราจึงสามารถเลือกการหมุนซึ่งทําใหจุดปลายของ β อยูบน BD  ได   

ให  IR และ JR แทนสวนของเสนตรงซึ่งขนานกับ AD และ CD ตามลําดับ 
จะแสดงวาไมมีสวนใดของ β ตัดกับแขนของมุม IRJ 
พิจารณาเสนโคงยอย β  ของ α   สมมุติ Q เปนจุดของ β ที่อยูบนแขนของมุม IRJ  
ให k0 เปนระยะจากจุด P ไปยังสวนของเสนตรง BD 
     k1 เปนระยะจากจุด Q ไปยังสวนของเสนตรง BD (ดังแสดงในรูปที่ 3.20) 
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รูปที่ 3.20  
  

จะไดวา (1)   (PQ) ≥ VPQ 
  (2)   k0  > VPB    ( เพราะวา คุณสมบัติของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก) 
  (3)   k1  >  VQR   ( เพราะวา คุณสมบัติของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก) 

ดังนั้น         β ≥  OQ + QP  
   ≥  k1 + PQ + k0  
   > VQR+ VPQ+ VPB   

> SR = 21   เกิดขอขัดแยง  
นั่นคือ ไมมีจุดใดบน β อยูบนแขนของมุม IRJ 
 
 
 

   k1 

 k0 
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พิจารณาเสนโคงยอย  γ ของα  สมมุติ  γ ตัดกับแขนของมุม IRJ เนื่องจาก IJ เปน

แกนสมมาตรของรูปคอนเวกซ  IBJR ประกอบกับ β แตะกับแขนของมุม ABC และการกระทําที่
ตอเนื่อง จะไดวามีการหมุนและเลื่อนซึ่งทําใหทั้ง γ และ β แตะกับแขนของมุม IBJ ซ่ึงขัดแยงกับที่
สมมุติ ดังนั้น สรุปไดวาไมมีสวนใดของ γ ตัดกับแขนของมุม IRJ   

จะไดวามีการหมุนซึ่งทําให γ แตะกับแขนของมุม ABC ซ่ึงขัดแยงกับที่สมมุติ ดังนั้น ไดวา
ไมมีสวนใดของ γ แตะกับแขนของมุม IRJ   
 

เพราะฉะนั้น  α สามารถปดทับไดดวยรูปคอนเวกซ ซ่ึงมีพื้นที่นอยกวา 0.28610  ตาราง
หนวย                � 

 
 
 ในลําดับตอไปจะเปนการศึกษาเกี่ยวกับพิสูจนวารูป  Ω/ (ABCHE) ซ่ึงเปนรูปที่มีพื้นที่
นอยสุดในชวงป ค.ศ. 1992 – 2002 (พื้นที่นอยกวา 0.27524 ตารางหนวย) สามารถปดทับทุก ๆ 
α∈Λ ได ซ่ึงกอนที่เราจะศึกษาเกี่ยวกับทฤษฎีบทและบทแทรกที่เกี่ยวของกับการพิสูจนดังกลาว 
จําเปนที่จะตองทําความตกลงเกี่ยวกับตัวแปรตาง ๆ ที่จําเปนตองใชดังตอไปนี้ โดยผูจัดทําจะใชตัว
แปรเหลานี้จนกระทั่งจบบทที่ 3  

สําหรับแตละ α∈Λ ให O เปนจุดกึ่งกลางของ α  
ให b เปนจุดใน α ซ่ึงมีระยะหางจากจุด O มากที่สุด  โดยจะเรียกสวนครึ่งของ α ที่มีจุด 

b  วา  β 
ให t เปนจุดใน α ซ่ึงไมอยูใน β และมีระยะหางจากจุด O มากที่สุด  โดยจะเรียกสวนครึ่ง

ของ α สวนนี้วา γ  
วาง α บน Ω/ โดยใหจุด O อยูบนสวนของเสนตรง BD/ ของ Ω/ จากนั้นเล่ือนและหมุน 

α ตามแนวของ BD/ จนกระทั่ง α สัมผัสกับแขนของมุม ABC ของ Ω/  
ดังนั้น  จะตองมีอยางนอยหนึ่งจุดของ α  แตะกับแขนของมุม ABC จากการพิ สูจนทฤษฎีบทที่ 
3.1 และ 3.2 เราไดวา  

1. α อยูในบริเวณรูปเหลี่ยม ABCD/ 

2. α อยูไมเกินแขนของมุม ABC   
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ให d0 เปนระยะจากจุด O ถึงจุด B 
ให l  เปนเสนตรงที่ต้ังฉากกับ BD/ ที่จุด O โดยจะเรียก จุด X ใด ๆ ที่อยูดานเดียวกับจุด B 

เมื่อมี l    เปนเสนแบงวา จุด X อยูลาง l    และเรียกจุด X ใด ๆ ที่อยูคนละดานกับจุด B  เมื่อมี l    
เปนเสนแบงวา  จุด X อยูเหนือ l   

 
                  D/ 
 
    
                                                                
 
            
 
 

      d0 
 

 
                                      
                                          

รูปที่ 3.21 
 
 ในการพิสูจนที่จะกลาวตอไปนี้ อนุญาตใหมีการหมุน 3 แบบที่แตกตางกัน คือ 

1. อนุญาตใหหมุนและเลื่อน α โดยที ่Ω/ อยูกับที่ ซ่ึงระหวางการหมุน O จะตอง
อยูบน BD/ และ α จะตองอยูภายในแขนของมุม ABC เสมอ ดังนั้นระยะ BO อาจเปลี่ยน
ได 

2. อนุญาตใหหมุนและเลื่อน Ω/ โดยที่ α อยูกับที ่ซ่ึงระหวางการหมุน O จะตอง
อยูบน BD/ และแขนของมุม ABC ตองแตะ α เสมอ ดังนัน้ระยะ BO อาจเปลี่ยนแปลงได 

  3. อนุญาตใหทั้ง  α และ Ω/ หมุนแตระยะ BO จะตองเทาเดิม 
 และจะกลาววา Ω/ อยูที่ 6 นาฬิกา ถา Ω/ อยูในลักษณะดังรูปที่ 3.22 (เสนประ) และจะ
กลาววา Ω/ อยูที่ 4 นาฬิกา ถา Ω/ อยูในลักษณะดังรูปที่ 3.22 (เสนทึบ) สําหรับตําแหนงอ่ืน ๆ ให
พิจารณาดาน ABC ของ Ω/ เปนปลายเข็มนาฬิกาแลวหมุนไปยังตําแหนงที่ตองการ  

l 
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รูปที่ 3.22  แสดง Ω/ อยูที่ 4 นาฬิกา และ 6 นาฬิกา 
 

 ตอไปจะเปนการศึกษาบทแทรกที่จําเปนตองใชในการพิสูจนวา Ω/ สามารถปดทับเสน
โคงที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน 

บทแทรกที ่3.3.1: ถา β (หรือγ) แตะกับแขนของมุม ABC และd0 ≤ ( )
9

32  แลวβ ( หรือγ ) 

จะสามารถปดทับไดดวย Ω /  
 บทพิสูจน  
  ให  β แตะกับแขนของมุม ABC ที่จุด X  

ถา d0 = 0 นั่นคือ จุด O อยูบนจุด B จะไดวา β อยูในวงกลมซึ่งมีศูนยกลางที่จุด 
B รัศมี 21   หนวย และเนื่องจากจุด b อยูหางจาก O ไมเกิน 21  หนวย ประกอบกับ b เปน
จุดที่หางจากจุด O มากสุด และโดยการวาง α ดังกลาวขางตน จะไดวา β ถูกปดทับได
ดวย Ω/   
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สมมุติ d0 < ( )
9

32    

  จะแสดงวาไมมีสวนใดของ βตัดกับเสนโคง CA = AE ∪ EH ∪ HC 
  สมมุติ β ตัดกับสวนของเสนโคง CA  

กรณีที่ 1  β ตัดกับสวนของเสนตรง  HC ที่จุด T 
ถาลําดับของจุดบน β เร่ิมจากจุด O คือ O, X, T สะทอนสวนของเสนตรง TC 

โดยมีสวนของเสนตรง BC เปนแกนสะทอน ให T/ เปนจุดที่เกิดจากการสะทอนจุด T (ดัง
รูปที่ 3.23)   และ d1 เปนระยะระหวางสวนของเสนตรง BD/  และ CT/ 

 
                                             D/ 
 
                                  
 
                                 
    A                                         C 
     
                                           
                      X           T/ 

 
                      B     

รูปที่ 3.23  
 
 จะไดวา   β  > (OX) + (XT) 

= (OX) + (XT/)  
≥  OT/   
>  d1  
=  21   

          เกิดขอขัดแยง  
 

    E                                              H 
  T 

 
O

  d1 
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 ถาลําดับของจุดบน β เร่ิมจากจุด O คือ O, T, X สะทอนสวนของเสนตรง XC โดยใช
สวนของเสนตรง CD/ เปนแกนสะทอน ให X/  เปนจุดที่เกิดจากการสะทอนจุด X (ดังรูปที่ 3.24)   
ให d2 เปนระยะระหวางสวนของเสนตรง BD/  และ CX/ 
 
        D/ 
 
                   / 
 
 
      
 
 
 
 
 
                                   

รูปที่ 3.24   
       
 จะไดวา  β  =  (OT) + (TX)  

=  (OT) + (TX/)  
≥ OX/  
> d2  
= 21  

            เกิดขอขัดแยง  
 ดังนั้น ไมมีสวนใดของ β ตัดกับสวนของเสนตรง CH  
 

กรณีที่ 2  β ตัดกับสวนของเสนตรง  EA ที่จุด K 
   โดยการพิสูจนเชนเดียวกับกรณีที่ 1 จะไดวาไมมีสวนใดของ β ตัดกับสวนของ

เสนตรง EA  

  d2 
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 กรณีที่ 3  β ตัดกับสวนของเสนโคง EH ที่จุด Z  
  เห็นไดชัดวา สําหรับแตละ Z ที่อยูบนเสนโคง EH จะไดวา XZ > XH  

ถาลําดับของจุดบน β เร่ิมจากจุด O คือ O, X, Z (ดังรูปที่ 3.25)  
   

                                           D/ 
                              
    
 
 
 
 
 
 
 

         
รูปที่ 3.25   

 
จะไดวา   β  >  (OX) + (XZ)  

         ≥  OX + XZ  
       >  21  

  เกิดขอขัดแยง  
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  ถาลําดับของจุดบน β เร่ิมจากจุด O คือ O, Z, X (ดังรูปที่ 3.26)    
                                                                 D/ 
       
 
 
 
 
 
  
 
 
 
    

รูปที่ 3.26   
 

 จะไดวา   β = (OZ) + (ZX)  
    ≥ OZ + XZ  
    > 21  

 เกิดขอขัดแยง  
 

ดังนั้น ไมมีสวนใดของ β แตะกับสวนของเสนโคง FE 
เพราะฉะนั้น บทแทรกที่ 3.3.1 เปนจริง        � 
 
บทแทรกที่ 3.3.2 ถา β (หรือ γ)  แตะกับสวนของเสนตรง BA หรือ BC และมีจุดบน β (หรือ 
γ)ที่มีระยะหางจากจุดO มากที่สุด อยูบน l  หรือเหนือ l   แลว β  หรือγ ) จะสามารถปดทับได
ดวย Ω /  

บทพิสูจน  
ให  β แตะกับสวนของเสนตรง BA หรือ BC และมีจุดบน β (หรือ γ) อยูบน l    หรือเหนือ 

l     โดยไมเสียนัย ให βแตะกับสวนของเสนตรง BC ที่จุด X     
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 พิจารณารูปที่ 3.27 ประกอบการพิสูจน  
 เนื่องจากบริเวณ BCD/ ของรูป  Ω  เปนรูปสามเหลี่ยมดานเทา ดังนั้นเราสามารถสรางรูป
สามเหลี่ยมดานเทา RST ซ่ึง TS ต้ังฉากกับ BD/ ที่จุด S   SR ต้ังฉาก BC ที่จุด R และ RTต้ังฉาก
กับ CD/ ที่จุด T   โดย SR = ST = TR = 31  หนวย บรรจุในบริเวณ BCD/ นั้นได  

จะไดวา BS = ( )
9

32   หนวย 

         D/ 
 
 
 
 
 
 
 
    

 
 
 

รูปที่ 3.27 
 

 โดยผลของบทแทรกที่ 3.3.1  เปนการเพียงพอที่จะแสดงวา OB ≤ ( )
9

32   หนวย 

 สมมุติ OB > ( )
9

32    นัน่คือจุด O อยูบนสวนของเสนตรง SD/ โดยที่   O ≠ S  

เนื่องจากทุก ๆ จุดที่อยูบน β และอยูเหนอื l    จะมีระยะหางจาก O ไมเกิน 31 หนวย  แต  
OX  ≥  SR = 31   หนวย ดังนัน้ จุดที่อยูบน β ซ่ึงมีระยะหางจาก O มากสดุจะตองอยูตํ่ากวา l   

เพราะฉะนัน้ O ตองอยูบนสวนของเสนตรง BS ซ่ึงยาวเทากบั  ( )
9

32  หนวย  นั่นคือ    

OB ≤ ( )
9

32   หนวย โดยบทแทรกที่ 3.3.1 สรุปไดวา  β สามารถปดทับไดดวย Ω /        �          

 

l   
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ทฤษฎีบทที่ 3.3  Ω/  สามารถปดทับ แตละ α ∈ Λ   

บทพิสูจน 
พิจารณาตําแหนงของ  α ใน Ω/ 

 กรณีที่ 1 สมมุติทุก ๆ การหมุนมีเพียงครึ่งเดียวของ α แตะกับแขนของมุม ABC ของ Ω/ 
 หมุน α  รอบจุด O จนกระทั่ง b อยูในแนวเดียวกับจุด O ตามแนวนอน สั ง เ ก ต ว า 
เมื่อหมุนและเลื่อน Ω/ มาที่ตําแหนง 4 นาฬิกา คร่ึงที่แตะตองเปนครึ่ง  β  เนื่องจากเมื่อหมุนและ
เล่ือน Ω/ มาที่ตําแหนง 4 นาฬิกา จะไดวาจุดบน α ที่แตะกับแขนของมุม ABC จุดแรกคือจุด b ซ่ึง
อยูบน β 
 หมุนทั้ง Ω/ และα จนกระทั่ง จุด b อยูเหนือ จุด O และอยูในแนวเสนตรงเดียวกันตาม
แนวตั้ง   

พิจารณาตําแหนงของ Ω/  ที่ 6 นาฬิกา จะไดวา จุด b อยูบนสวนของเสนตรง BD/ ของ 
Ω/   โดยทฤษฎีบทที่ 3.1 จะไดวาไมมีสวนใดของ β ตัดกับแขนของมุม ABC  ของ Ω/  และจาก
ขอสังเกตขางตนไมมีสวนใดของ γ แตะกับแขนของมุม ABC ดังนั้นจะไดวาเมื่อ  Ω/  อยูทีตํ่าแหนง 
6 นาฬิกา β แตะกับแขนของมุม ABC ของ Ω/ และ จุด b อยูเหนือเสนตรง  l   ดังแสดงในรูปที่ 
3.28 
      
        D/ 
 
    
 
 
 
 
 
 
 
         
  

รูปที่ 3.28  

l   
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 โดยบทแทรกที่ 3.3.2 จะไดวา  β ถูกปดทับดวย Ω/  และวงกลมจุดศูนยกลางที่ O 
รัศมี Ob อยูตํ่ากวาเสนโคง EH ของ Ω/ 
 เนื่องจาก b เปนจุดที่หางจากจุด O มากสุดแลวยังถูกปดทับดวย Ω/  ดังนั้นทุก ๆ จุดบน 
α  ยอมถูกปดทับดวย Ω/ 
 
 กรณีที่ 2 สมมุติมีการหมุนซึ่งทําใหทั้ง β และ γ แตะกับแขนของมุม ABC ของ Ω/   

ถา β และ γ แตะกับแขนของมุม ABC ไมพรอมกัน สมมุติวาเมื่อหมุนและเล่ือน Ω/ ไป 
ณ ตําแหนงหนึ่ง β แตะกับแขนของมุม ABC กอน ซ่ึงเมื่อหมุนและเลื่อน Ω/ ไปอีก ณ ตําแหนง
หนึ่ง  γ  จะแตะกับแขนของมุม ABC กอน ดวยการหมุนและเลื่อนที่ทําอยางตอเนื่อง จะไดวา จะมี 
ตําแหนงหนึ่งที่ ทั้ง β และ γ แตะกับแขนของมุม ABC พรอมกัน  
 ดังนั้น สมมุติใหมีการหมุน Ω/ ไปยังตําแหนงดังรูปที่ 3.29 แลวทําใหทั้ง β และ γ แตะกับ
แขนของมุม ABC   หมุนทั้ง Ω/ และ α จนกระทั่งจุด O และ b อยูในแนวเสนตรงเดียวกันตาม
แนวนอน โดยไมเสียนัยทั่วไปให b อยูทางขวาของ O   
 
 
   
 
 
 
 
                   
     
 
                          
 
 

รูปที่ 3.29 
 
 
 

 l   

   L0 
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 ถา t อยูตํ่ากวาเสน Ob ดังแสดงในรูปที่ 3.29 จะไดวามีการหมุนซ่ึงทําให t อยูเหนือ
เสนตรง l    หรือ b อยูเหนือเสนตรง  l    (อยางใดอยางหนึ่ง)  ดังนั้นโดยบทแทรกที่ 3.3.2 จะไดวา

ระยะ BO ≤ ( )
9

32   และโดยบทแทรกที่ 3.3.1 จะไดวา α ถูกปดทับไดดวย Ω/ ดังนั้นสมมุติให t 

อยูเหนือเสน l     
        สรางเสนตรง LO ต้ังฉากกับเสนตรง Ob ที่จุด O พิจารณาตําแหนงของจุด t เทียบกับ
เสนตรง LO ดังนี้ 
 

กรณีที่ 2.1  จุด t อยูบน LO หรืออยูทางซายของเสนตรง LO ดังแสดงในรูปที่ 3.30 
 
                         LO 
 
 
 
 
 
       
 
 
 
 

   รูปที่ 3.30 

 

 ถา  BO ≤ ( )
9

32   โดยบทแทรกที่ 3.3.1 จะไดวา α ถูกปดทับไดดวย Ω/   

 ถา  OB > ( )
9

32   จะไดวาทั้งจุด b และจุด t อยูนอกวงกลมจุดศูนยกลางที่ O รัศมี 31

หนวย และ ถามีบางจุดบน β อยูทางซายของ  LO และอยูนอกวงกลมจุดศูนยกลางที่ O รัศมี 31

หนวยแลว จะไดวาจุดเหลานั้นมีระยะหางจากจุด O มากกวา ( )
3

21+  หนวย ซ่ึงขัดแยงกับ
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ความจริงที่ทุกจุดบน β มีระยะหางจาก Oไมเกิน 21  หนวย ดังนั้นไดวา ทุกจุดที่อยูบน β และ
อยูทางซายของ จะตองอยูภายในวงกลมศูนยกลางที่ O รัศมี 31 หนวย 
 สรางวงกลมศูนยกลางที่ O รัศมี Ot จากนั้นสรางเสนสัมผัสวงกลมเสนที่ 1 โดยใหสัมผัส
วงกลมนี้ที่จุด t แลวสรางเสนสัมผัสวงกลมเสนที่ 2 โดยใหทํามุมกับเสนแรก 120 องศา ดังแสดงใน
รูปที่ 3.31 
     LO 
            C 
            t               
 
 
                l   
 
 
 
            b 
 

      
 
 

รูปที่ 3.31 

 
จากที่สมมุติวา จุด b และจุด t อยูคนละฝงของเสนตรง LO  ดังนั้นเราสามารถหมุนและ

เล่ือน Ω/  ที่ตําแหนงระหวาง  9 นาฬิกาถึง 11 นาฬิกา ซ่ึงทําให γ แตะกับแขนของมมุ ABC ทีจุ่ด t   
และจากขอสังเกตในการพิสูจน กรณีที่ 1 ขางตนไดวา เมื่อหมุน Ω/ ไปที่ตําแหนง 4 นาฬิกา β จะ
แตะกับแขนของมุม ABC  ดังนั้นจะไดวาเราสามารถหมุนและเลื่อน Ω/  ในทิศทวนเข็มนาฬิกา
ระหวางตําแหนงที่ 11 นาฬิกาถึง 4 นาฬิกาที่ทําใหทั้ง β และ γ แตะกับแขนของมุม ABC ซ่ึง
สําหรับแตละการหมุน Ω/  ในทิศทวนเข็มนาฬิการะหวางตําแหนงที่ 11 นาฬิกาถึง 4 นาฬิกา จะ
ทําใหจุด b (หรือ จุด t ) อยูเหนือเสนตรง l     และโดยบทแทรกที่ 3.3.2 จะไดวา ระยะ 

BO ≤ ( )
9

32   หนวย ดังนั้น โดยบทแทรกที่ 3.3.1  α  ถูกปดทับดวย Ω/ 

A 

  B 

    o120  
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กรณีที่ 2.2   จุด t อยูทางขวาของเสนตรง LO (นั่นคือจุด t อยูดานเดียวกับจุด b เมื่อมี 

LO เปนเสนแบง) ดังแสดงในรูปที่ 3.32   
         LO 
 
      
 
 
 
 
 
                                                          b 
 
 
 
 
                                                รูปที่ 3.32 
 
 
เนื่องจากที่สมมุติ Ω/ ไมไดอยู ณ ตําแหนง 6 นาฬิกา เมื่อพิจารณาตําแหนงของ  Ω/  ที่ 

6 นาฬิกา ไดวา 
 

 กรณีที่ 2.2.1 ทั้ง β และ γ แตะกับบริเวณแขนของมุม ABC (ดังแสดงในรูปที่ 3.33) 
 จากที่สมมุติจะไดวา จุด b อยูบนเสนตรง l  และจุด t อยูเหนือเสนตรง l     ดังนั้น โดย 
บทแทรกที่ 3.3.2  α  ถูกปดทับดวย Ω/ 

 

 

 

 

 

 

  C 

 B 

  A 

      t 

     H 

   E 
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  LO    

   
 
 
 
     l         
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 3.33 

 

 

 กรณีที่ 2.2.2  β แตะกับบริเวณแขนของมุม ABC (ดังแสดงในรูป 3.34) 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.34 

 
 
 

 l   

L0   
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 จากที่สมมุติไววาจุด b อยูบนเสนตรง l    ดังนั้นโดยบทแทรกที่ 3.3.2  β ถูกปดทับดวย 
Ω/  ถา  γ ไมถูกปดทับดวย Ω/  จะไดวามีบางสวนของ γ ตัดกับเสนโคง AC ของ Ω/   ดังนั้นมีการ
หมุนและเลื่อน Ω/  ระหวางตําแหนงที่ 10 นาฬิกา ถึง 12 นาฬิกาซึ่งทําให γ แตะกับแขนของมุม 
ABC และเนื่องจากที่ตําแหนง 6 นาฬิกา β แตะกับแขนของมุม ABC  ดังนั้นไดวามีการหมุน Ω/  
ในทิศตามเข็มนาฬิการะหวางตําแหนงที่ 6 นาฬิกา ถึง 12 นาฬิกาที่ทําให ทั้ง β และ γ แตะกับ
บริเวณแขนของมุม ABC ซ่ึงสําหรับแตละการหมุน Ω/   ในตําแหนงขางตนไดวา จุด b จะอยูเหนือ

เสนตรง l   ดังนั้นโดยบทแทรกที่ 3.3.2 ไดวาระยะ BO ≤ ( )
9

32    เพราะฉะนั้นโดยบทแทรกที่ 

3.3.1   α จะถูกปดทับไดดวย Ω/ 
 
 กรณีที่ 2.2.3 γ แตะกับบริเวณแขนของมุม ABC (ดังแสดงในรูปที่ 3.35) 
 พิจารณาการหมุน Ω/  ในทิศตามเข็มนาฬิกาไดวาระหวางการหมุน Ω/ จากตําแหนงที่ 6 
นาฬิกา ถึง 12 นาฬิกา β อาจจะแตะกับบริเวณแขนของมุม ABC หรือไมก็ได 

 
 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                 รูปที่ 3.35 
 

 
L

 l   
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 ถามีการหมุนและเลื่อน  Ω/  ระหวางตําแหนงที่ 6 นาฬิกาถึง 12 นาฬิกาซึ่ง β แตะกับ
แขนของมุม ABC และจะไดวา ทั้ง β และ γ แตะกับบริเวณแขนของมุม ABC โดยบทแทรกที่ 
3.3.1 และ 3.3.2 ดังนั้น α ถูกปดทับไดดวย Ω/  
 สําหรับแตละการหมุนและเลื่อน  Ω/ ระหวางตําแหนงที่ 6 นาฬิกาถึง 12 นาฬิกา ไมมีการ
หมุนใดที่ทําให β แตะกับแขนของมุม ABC ดังนั้นจึงไดวาสวนของเสนโคง α  ที่แตะกับแขนของ
มุม ABC มีเพียงดาน γ เทานั้น จากนั้นหมุนและเล่ือน Ω/ จนกระทั่งจุด t  อยูบนเสนตรง l  แลว
หมุนและเลื่อนทั้ง Ω/  และ γ  ให Ω/ อยู ณ ตําแหนง 6 นาฬิกา โดยจุด t ยังคงอยูบนเสนตรง l    
เหมือนเดิม โดยการพิสูจนเชนเดียวกับในกรณีที่ 2.2.2 (มองจุด t และ γ เปนจุด b และ β 
ตามลําดับ) จะไดวา α ถูกปดทับไดดวย Ω/ 
 

ดังนั้นไดวา  Ω/  สามารถปดทับทุก ๆ  α œ  L        �
    

 
 
 

 



บทที่ 4 

รูปที่มีพื้นทีน่อยสุดที่สามารถนํามาปดทับเสนโคงคอนเวกซ 

ความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน 

 

 ในบทนี้จะเปนการศึกษาผลงานของ  Joseph A. Johnson, George D. Poole และ John 
E. Wetzel [9] ที่แสดงใหเหน็วารูปที่มพีื้นที่นอยสุด(เทาที่ไดผลเปนที่รับทราบ)ที่สามารถปดทับเสน
โคงคอนเวกซความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสนซึ่งรูปดังกลาวมีพืน้ที่ประมาณ 0.2465481 ตาราง
หนวย (มีลกัษณะดังรูปที่ 4.1) โดยในสวนแรกของบทจะเปนการพิสูจนวารูปสามเหลี่ยมมมุฉากที่
มีดานประกอบมุมฉากยาวเทากนัและมีดานตรงขามมุมฉากยาวหนึง่หนวยสามารถปดทับเสนโคง
คอนเวกซไดทกุเสน จากนัน้จะเปนการพจิารณาการตัดเล็มรูปสามเหลี่ยมดงักลาวใหมีลักษณะดัง
รูปที่ 4.1 พรอมกับพิสูจนใหเห็นจริงวารูปที่ไดใหมนี้สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซความยาวหนึ่ง
หนวยไดทุกเสน และในสวนสุดทายของบทนี้จะเปนการเสนอขอคาดการณซึ่งเกีย่วของกับการปด
ทับเสนโคงคอนเวกซ  

เพื่อความเขาใจที่ตรงกนัเราจะกําหนดสัญลักษณตาง ๆ ที่จะใชในบทที่ 4 ดังตอไปนี ้

ให C คือ เซตของเสนโคงคอนเวกซที่มีความยาวหนึ่งหนวยทัง้หมด  

D คือ เซตของเสนโคงเดรป(drape)ที่มีความยาวหนึ่งหนวยทั้งหมด 

T0 คือ สามเหลี่ยมมุมฉากซึ่งมดีานประกอบมุมฉากยาวเทากันและมีดาน 

      ตรงขามมมุฉากยาวหนึง่หนวย 

T1  คือ รูปซึ่งเกิดจากการตัดเล็ม T0 มีลักษณะดังรูปที่ 4.1 
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รูปที่ 4.1[9] T1 รูปที่มีพื้นที่นอยสุด (เทาที่ทราบกันอยูในปจจุบัน) ที่สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซที่มีความยาว 

     หนึ่งหนวยไดทุกเสน 

 

บทแทรกที ่4.1 [9] สําหรับแตละ γ∈ C  จะม ี δ∈ D  ซึง่ทาํให γ  ⊆  conv( δ )  

บทพิสจูน   

ให  γ ∈C  เปนเสนโคงซึง่มี P และ Q เปนจุดปลายทัง้สองดาน  
ให S แทนสวนของเสนตรงที่ผานจุด P และ Q 
กรณีที ่1    P ≠ Q      
 สรางเสนค้ําจนุใหตั้งฉากกบั S ที่จุด U และ V แตะ γ ที่จุด E และ F  
ดังรูปที่ 4.2 

                                                                             δ 
                                                                                                        F 
                                   E                                                              
                                                             γ 
                                           U        P                                    Q         V    S 

                                     รูปที่ 4.2 
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             กําหนดให  δ/  คือเสนโคง  UEFV  
                            l(δ/)   = UE + l(EF) + FV ≤  l(PE) + l(EF) + l(FQ) = l(γ) = 1   
  ให δ เปนเสนโคงที่ไดจากการขยาย δ/ ใหมีความยาวหนึง่หนวย ดงันั้น δ∈ D    
                    จะไดวา γ ⊆ conv (δ/) ⊆ conv (δ)   
 
      กรณีที ่2     P = Q      

หมุนจุด P = Q ใหอยูในระดับแนวนอนทีต่่ําสุดของเสนโคง γ  
สรางสวนของเสนตรง S ผานจุด P = Q ตามแนวนอน จากนัน้สรางเสนค้ําจนุให
ตั้งฉากกับ S ที่จุด U และ V แตะ γ ที่จุด E และ F ตามลําดับ ดังรูปที ่4.3 

 
               
                                                                  δ 
                                                                          F 
                                           E                       γ 
 
                                           S 

              
               รูปที่ 4.3 

 
  กําหนดให  δ/  เปนเสนโคง UEFV  
                            l(δ/)   = UE + l(EF) + FV ≤    l(PE) + l(EF) + l(FP) = l(γ) = 1   
                      ให δ เปนเสนโคงที่ไดจากการขยาย δ/ ใหมีความยาวหนึง่หนวย ดงันั้น δ∈ D    
                    จะไดวา γ ⊆ conv (δ/) ⊆ conv (δ)   
จากทั้ง 2 กรณีสรุปไดวา บทแทรกที่ 4.1 เปนจริง             � 
 
 ในลําดับตอไปจะเปนบทแทรกที่แสดงใหเห็นวารูปที่เปนเซตคอนเวกซ T0 สามารถปดทับ
เสนโคงเดรป (drape) ไดทุกรูปแบบ 
 

  U P = Q              V       
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บทแทรกที ่4.2 [9] T0 สามารถปดทับทุก ๆ δ ∈ D   

  บทพสิูจน   

กําหนดให δ ∈ D 

สรางรูปสามเหลี่ยมมมุฉาก T/ = A/B/C/ โดยใหดาน A/B/ ผานจุด P และ Q เปนดานตรง
ขามมุมฉากของ T/ ให A/C/ ทํามุม 45 องศากับ A/B/ สัมผัสกับ δ ที่จุด X และ B/C/ ทํามุม 45 
องศากับ A/B/ สัมผัสกับ δ ที่จุด Y  จากนั้นสะทอนสวนของเสนโคง XP และ YQ โดยใชสวนของ
เสนตรง A/C/และ B/C/ เปนแกนสะทอน ไดสวนของเสนโคง XP/ และ YQ/ ตามลําดับ ดังรูปที่ 4.4  

 

            C/   

                                        

                                         

      

 

                     A/               P            Q         B/ 

รูปที่ 4.4 

 

จะแสดงวา A/B/  ≤  1 

 A/B/ ≤  P/Q/  ≤  l(P/Q/) = l(P/ X) + l(XY) + l(YQ/)  
= l(PX) + l(XY) + l(YQ)  
= l(δ)   = 1   

 ดังนัน้ จะไดวา A/B/ ≤ 1    

      X              Y        

  P/   Q/ 
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และเนื่องจาก T/ กับ T0 เปนสามเหลี่ยมคลายกนั ประกอบกับ A/B/  ≤  1 จึงไดวา T0 

สามารถปดทบั T/ ได โดยการวางให AB ของ T0 บน A/B/ ของ T / ดังนั้น แตละ δ ∈ D สามารถ
ปดทับไดดวย T0 โดยวางใหจุด P และ Q อยูบนดาน AB ของ T0        � 

 

ในลําดับตอไปจะเปนการแสดงวา การปดทับเสนโคงเดรป (drape) ในบทแทรกที ่4.2 นัน้
มีวิธีในการวางตัวปดทับอยางไรจึงจะชวยใหเราสามารถตัดเล็มรูป T0 ใหกลายเปนรูป T1 ซึง่มีพืน้ที่
นอยกวาเดิมได 

บทแทรกที ่4.3 [9] แตละ δ ∈ D สามารถปดทับไดดวย T0   โดยวางจุดกึ่งกลาง R ของ δ  อยู
บนเสนมัธยฐานของรูป T0  

 บทพิสจูน     

 กําหนดให  δ∈ D ซึ่งมี R เปนจุดกึง่กลาง โดยมี P และ Q เปนจุดปลายทัง้สอง  

ให α และ β เปนสวนของเสนโคงยอย PR และ RQ ของ δ ตามลําดับ สราง RM ใหตั้ง
ฉากสวนของเสนตรง PQ ทีจุ่ด M จากนั้นสรางรูปสามเหลี่ยมมมุฉาก T/ = A/B/C/ คลุมเสนโคง δ 
โดยให A/C/ = B/C/ ดาน A/B/ เปนดานตรงขามมมุฉากอยูบนสวนของเสนตรง PQ และ C/ อยูบน
สวนของเสนตรง RM และเนือ่งจาก T/ เปนรูปสามเหลีย่มหนาจั่วดงันัน้ C/M เปนเสนมัธยฐานของ 
T/ หากไมมีสวนใดของ δ แตะกับแขนของมุม A/B/C/ จะไดวา δ ถกูปดทับไดดวย T/ และมี R อยู
บนเสนมัธยฐานของ T/    

ถามีบางสวนของ δ แตะกบัแขนของมุม A/B/C/ จะแยกพิจารณาเปนกรณีดังนี ้

กรณีที ่1  δ แตะสวนของเสนตรง A/C/แตไมแตะสวนของเสนตรง B/C/ 

 สมมุติใหเสนโคงยอย α แตะกับสวนของเสนตรง A/C/ ที่จุด X   ให P/ เปนจุดบน A/B/ ซึ่ง
ทําให XP/ ตั้งฉากกับ A/B/ และ R/ เปนจุดบน MC/ ซึ่งทาํให XR/ ตั้งฉากกับ MC/ ดังรูปที่ 4.5 
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      X       

 
         
 
                      A/              P            P/                M                 Q             B/ 

 

                                                  รูปที่ 4.5  
 

จะไดวา  21  A/B/ = A/M = A/P/+ P/M = P/X + XR/  

≤ l(PX) + l (XR)  

≤ l (α)  

= 21  

ดังนัน้   A/B/ ≤ 1 

สําหรับในกรณีที่ δ แตะสวนของเสนตรง B/C/แตไมแตะสวนของเสนตรง A/C/ หรือ กรณีที่ 
δ แตะทัง้สวนของเสนตรง B/C/ และ A/C/ นั้นมวีิธกีารพสูิจนเชนเดียวกับในกรณีที ่1 จะไดวา  

A/B/ ≤ 1ทุกกรณี ดังนัน้ T/ และ T0 เปนสามเหลี่ยมที่คลายกนั สรุปไดวา T0 สามารถปดทับเสนโคง 
δ ไดและมีจุดกึ่งกลาง R ของ δ อยูบนเสนมัธยฐานของรูป T0 ดวย โดยการวางใหดาน A/B/ของ T/

อยูบนดาน AB ของ T0 และ C/M ทับ CM                                  � 

 

 R 

 C/ 

 R/ 
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 จากบทแทรกที่ 4.1 ไดวาสําหรับแตละ γ∈ C สามารถแทนไดดวยเสนโคง δ ∈ D 
โดยที ่δ ≤ 1 ได ดังนัน้จากบทแทรกที่ 4.2 และ 4.3 จึงไดวา T0 สามารถปดทับทุก γ∈ C  ได 
 

นอกจากนีเ้นื่องจากเสนขอบของคอนเวกซฮัลลของเสนโคงปดใด ๆ ที่มีความยาวหนึง่
หนวยเปนเสนโคงคอนเวกซที่มีความยาวนอยกวาหรือเทากับหนึ่งหนวย[16] (ดังตัวอยางในรูปที่ 
4.6) เราจึงสามารถสรุปไดอีกวารูป T0 สามารถปดทับเสนโคงปดใด ๆ ที่มีความยาวหนึง่หนวยได 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.6 ขอบของคอนเวกซฮัลลของเสนโคงปดใด ๆ เปนเสนโคงคอนเวกซ 
 

ในลําดับตอไปจะเปนการตดัเล็มรูป T0 ใหเปนรูป T1 ซ่ึงมีพืน้ที่นอยลงแตยังคงสามารถปด
ทับเสนโคงคอนเวกซและเสนโคงปดไดทุกเสน และเพือ่ความสะดวกเราจะทําความตกลงเกี่ยวกับ
สัญลักษณตาง ๆ เพิ่มเติมซ่ึงตองใชในการพิสูจน โดยจะใชสัญลักษณเหลานี้ไปจนจบบทนี ้ 

กําหนดให D และ E เปนจุดบนดาน AB ของ T0 ซ่ึงทาํให AD = DE = EB = 31  หนวย    
ให  F เปนจุดบน AC ซ่ึงทาํให FD ต้ังฉากกับ AB ที่จุด D   
และ G เปนจดุบน BC ซ่ึงทาํให GE ต้ังฉากกับ AB ที่จุด E 
พิจารณาเมื่อ T0 อยูบนระนาบ XY โดยให M เปนจุดกําเนิด (0,0) จะไดวาจุดตาง ๆ มีพิกัด

ดังตอไปนี้ A = ( 21− , 0), B= ( 21 , 0), C = (0, 21 ), D = ( 61− , 0), E = ( 61 , 0) และมีทางเดิน Γ- 

ของจุด (x, y) ใด ๆ ในจัตุภาคที่ 3 ซ่ึงมผีลรวมของระยะหางจากแกน y กับ ระยะหางจากจุด D 
เปน 21  หนวยนัน้มีลักษณะเปนพาราโบลา ซ่ึงมีสมการเปน  

 
Γ- : 9y2 – 6x – 2 = 0 

 
โดยมีจุด  D = ( 61− , 0) เปนจุดโฟกัส  
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สมการเสนไดเรกตริกซคือ x = 21  และถา 61− ≤ x ≤ 0 แลวจะไดวาเสนโคง Γ- นี้

เชื่อมตอจุด F = ( 61− , 31 ) กับจุด H = (0, 32 ) บนแกน y ซ่ึงความชนัของสวนของเสนโคง Γ- ใน
บริเวณนี้ลดลงจาก 1 ที่จุด F ไปถึง 

2
1 ที่จุด H 

สรางรูปพาราโบลา Γ+ ที่สมมาตรกับ Γ- จะไดวาสมการของ Γ+ คือ 
 

Γ+: 9y2 + 6x – 2 = 0 
 

โดยมีจุด  E = ( 61 , 0) เปนจุดโฟกัส  
สมการเสนไดเรกตริกซคือ x = 21−  
  เมื่อ x ≥ 0  จะไดวา G = ( 61 , 31 )   โดยมีความชันลดลงจาก 

2
1− ที่จุด H  

ไปเปน  -1 ที่จุด G  
จากนั้นลากเสนเชื่อมจุด H กับ G และ H กับ F จะไดรูป T1= ABGHF ซ่ึงมพีื้นที่เทากับ  

( ) 0.2465481
27

124
≈

+  ตารางหนวย ดังแสดงในรูปที่ 4.7  

 
 
 
 
 

 
 
 
 

รูปที่ 4.7  แสดงการตัดเล็มรูปคอนเวกซ T0ใหเปนรูปคอนเวกซ T1 

 
บทแทรกที่ 4.4[9]  สําหรับแตละ δ ∈ D  ซ่ึงม ีP, Q เปนจุดปลายทั้งสองดาน และ R เปนจุดใด 
ๆ บน δ  กําหนดให  P อยูบนสวนของเสนตรง AD โดยที่  P ≠ D และ R อยูบนสวนของเสนตรง 
CM  ถา α แตะกับสวนโคง Γ-  ของ T1 แลว  l (α) > 21  เมื่อ α เปนเสนโคงยอย PR  ของ  δ  
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 บทพิสจูน   

กําหนดให X เปนจุดที่ α แตะกับสวนโคง Γ- ของ T1 ให X/ และ R/ เปนจุดบน CM ซ่ึงทํา
ให XX/ และ XR/ ตั้งฉากกับ CM (ดังแสดงในรูป 4.8)                
 

C 
           
                                    
 
     
 
 
              A                   P   D     X/        M                 E              Q            B 
 

รูปที่ 4.8   

 
จะไดวา 

l(α)  = l(PX) + l(XR) 
           ≥ PX + XR 
            > DX + XR/ (เพราะวา P อยูบนสวนของเสนตรง AD และ P ≠ D) 
   > XX/ + XR/ 
            = 21   

 
เนื่องจาก T1 มีสวนของเสนตรง MR/ เปนแกนสมมาตร ดังนัน้โดยบทแทรกที ่4.4 จึงไดวา 

สําหรับแตละ δ ∈ D  ซ่ึงมี P และ Q เปนจุดปลายทัง้สองดาน และ R เปนจุดใด ๆ บน δ โดยที่ 
Q อยูบนสวนของเสนตรง BE, Q ≠ E และ R อยูบนสวนของเสนตรง CM ถา β แตะกับสวนโคง 
Γ-  แลว   l (β) > 21  เมื่อ β เปนเสนโคงยอย PR  ของ  δ                    � 

 
 
ตอไปจะกลาวถึงการหมนุที่เหมาะสมที่ทาํให  AEGC เขาไปอยูใน   T1 

  F                                  G 
      X          R/   R 
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บทแทรกที ่4.5[9]  ดวยการหมุน 135  องศา จะทาํใหรูปส่ีเหลี่ยม AEGC ถูกปดทับดวย T1 
 บทพิสจูน 

พิจารณารูปที่ 4.9 ประกอบการพิสูจน  
 
            C 
   
 
          
            
 
 

            A            C/    D          M      E   B 
      

     รูปที่ 4.9 
 

เนื่องจาก  MH = EF = 32   ดังนัน้ เม่ือหมนุ AEGC ดวยมมุ 135 องศาแลวจะ
ไดวา AEGC ถูกปดทับดวย T1           � 

 
 จากบทแทรกที่ 4.5 สามารถสรุปไดอีกวา การหมนุดวยมุม 135 องศาทาํใหรูปเหลี่ยม 
DBCF ถูกปดทับดวย T1  
 
ทฤษฎบีทที่ 4.6[9]  T1 = ABH สามารถปดทับทกุ ๆ  δ ∈D 
 บทพิสจูน 
 ให  δ ∈D, R เปนจุดกึง่กลางของ δ และ M เปนจุดกึ่งกลางของดาน AB เนื่องจาก T0   
เปนสามเหลีย่มหนาจัว่ ดังนั้น CM เปนเสนมัธยฐานของ T0 และ เนื่องจาก T1 เกิดจากการตัด
บริเวณจุดยอดของ T0 ตามแนวของ Γ+ และ Γ- ซ่ึงสมมาตรกนั ดังนั้น CM จึงเปนแกนสมมาตร
ของรูป T1 ดวย  

  F                                    G 
 G/ 

  H E/ 
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จากบทแทรกที่ 4.3  เราไดพิสูจนแลววา T0 สามารถปดทับ  δ ได โดยให จุดปลาย P, 

Q ของ δ อยูบน AM และ MB ตามลาํดับ และจุด R อยูบน CM จากนั้นวาง T1 ทับ T0 ซ่ึงปดทับ δ 
อยู แลวพิจารณาตําแหนงของจุดตาง ๆ บน δ ใน T1 จะไดวา   

ถา P = A และ Q = B จะไดวา δ เปนเสนตรง ดังนัน้สามารถปดทับไดดวย T1 
ถา P = A และ Q = E (หรือ P = D และ Q = B หรือ ถา P = D และ Q = E)  

หรือ ถา P = A และ Q ∈ ME ซ่ึง Q ≠ E (หรือ P∈DMซ่ึง P≠D และ Q = B) 
หรือ ถา P อยูบนสวนของเสนตรง AD ซ่ึง P≠D และ Q อยูบนสวนของเสนตรง ME (ถา P อยูบน
สวนของเสนตรง DM ซ่ึง P ≠ D และ Q อยูบนสวนของเสนตรง EBซ่ึง Q ≠ E)  
หรือ ถา P อยูบนสวนของเสนตรง AD ซ่ึง P ≠ D และ Q = E (ถา P = D และ Q อยูบนสวนของ
เสนตรง EBซ่ึง Q ≠ E)  
หรือ ถา P = D และ Q อยูบนสวนของเสนตรง MEซ่ึง Q ≠ E (หรือ P อยูบนสวนของเสนตรง DM 
ซ่ึง P ≠ Dและ Q = E)  

จะไดวา δ อยูในบริเวณรูปเหลี่ยม AEGC (หรือ DBCF) โดยบทแทรกที่ 4.5 สรุปไดวา δ 
ถูกปดทับไดดวย T1  

ถา P = A และ Q อยูบนสวนของเสนตรง EBซ่ึง Q ≠ E (หรือ P อยูบนสวนของเสนตรง 
AD ซ่ึง P ≠ D และ Q = B) โดยบทแทรกที่ 4.4 จะไดวา δ ไมแตะทั้งสวนโคง Γ+และ Γ-  ดังนั้น δ 
ถูกปดทับไดดวย T1    

ถา  P อยูบนสวนของเสนตรง AD ซ่ึง P ≠ D และ Q อยูบนสวนของเสนตรง EB ซ่ึง Q ≠ E 
โดยบทแทรกที่ 4.4 จะไดวา δ ไมแตะทั้งสวนโคง Γ+และ Γ-  ดังนัน้ δ ถูกปดทับไดดวย T1 

ถา P อยูบนสวนของเสนตรง DM ซ่ึง P ≠ D และ Q อยูบนสวนของเสนตรง ME ซ่ึง Q ≠ E 
โดยบทแทรกที่ 4.4 จะไดวา δ ไมแตะทั้งสวนโคง Γ+และ Γ-  ดังนัน้ δ ถูกปดทับไดดวย T1 
  

              � 
ในปจจุบันรูปที่มีพืน้ที่นอยสดุที่สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซทีมี่ความยาวหนึง่หนวยได

ทุกเสนมพีื้นทีป่ระมาณ 0.2464 ตารางหนวย (นอยกวารูป T1) รูปดังกลาวไดจากการตัดเล็ม
บางสวนของรปู T0 ออกถูกคนพบโดย ดร. วัชรินทร  วิชิรมาลา ในป ค.ศ. 2002 [7], [8] โดยรูปใหม
นี้ไดผานการนาํเสนอในงานสัมมนา Geometric Potpourri Seminar จัดข้ึนที่ University of 
Illinois at Urbana – Champaign เมื่อวันที่ 18 เดือน มีนาคม พ.ศ. 2546 โดยมีช่ือเร่ืองวา “A 
smaller cover for unit convex arcs” ซ่ึงขณะนี้ผลงานดังกลาวกําลังอยูในขั้นตอนการตีพิมพ 
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ขอคาดการณเกี่ยวกบัการปดทับเสนโคงคอนเวกซ 

จากที่เราไดทราบกันแลววา รูปที่จะสามารถปดทับเสนโคงความยาวหนึง่หนวยใด ๆ ได
นั้นจาํเปนจะตองปดทับเสนโคง “The broadworm” ไดกอน ซ่ึงการพจิารณาตัวปดทับสําหรับเสน
โคงที่คอนเวกซก็จําเปนจะตองพิจารณาเงือ่นไขนี้ดวยเชนกนั นักคณติศาสตรในกลุมนี้จึงไดต้ังขอ
คาดการณทีน่าสนใจไววารูปคอนเวกซ T2 [9] ซ่ึงมีพืน้ทีป่ระมาณ 0.24509 ตารางหนวย (ดังแสดง
ในรูปที่ 4.10(a)) และรูปคอนเวกซ T3 [9] พื้นที่ประมาณ 0.23982 ตารางหนวย (ดังแสดงในรูปที่ 
4.10(b)) สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซที่มีความยาวหนึง่ไดทุกเสน โดยในปจจุบันขอคาดการณ
นี้ยังไมสามารถพิสูจนได 

      
     

 
            Γ- Γ+ 

       b0 
   
                                       
 

                 A                                                      B 
   (a) รูป T2 พื้นที่ประมาณ 0.24509 ตารางหนวย 
         

 
    
                      b0 
 
 
 
 A  D               M            E                     B 
   (b) รูป T3 พื้นที่ประมาณ 0.23982 ตารางหนวย 
 

รูปที่ 4.8[9] รูปที่นาจะเปนตัวปดทับเสนโคงคอนเวกซ 
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 N 

 H 



บทที่ 5 

ขอคาดการณในปญหา  “Moser’s Worm Problem” 
 

ในบทนี้จะเปนการรวบรวมขอคาดการณทีเ่กี่ยวเนื่องกับปญหา  “Moser’s Worm Problem” 
ซึ่งนกัคณิตศาสตรที่ศึกษาปญหานี้ไดตั้งไว โดยจากการศึกษาหลักฐานตาง ๆ ที่ปรากฏนั้นสามารถแบง
ขอคาดการณออกเปน 2 กลุมใหญ ๆ ดวยกนั คือ ขอคาดการณที่ไดถูกหกัลางไปแลวเนื่องจากไม
สามารถปดทบัเสนโคงบางรูปแบบได และขอคาดการณซึ่งปจจุบนัยงัไมสามารถพสูิจนไดวาจริง หรือ
เท็จ   

สําหรับการศึกษาปญหาเกีย่วกับการปดทบั  ดังเชนปญหา “Moser’s Worm Problem”นี้ มี
ขอสังเกตทีพ่ึงตระหนัก 3 ประการดวยกนั [5] คือ  

- คําตอบของปญหาการปดทบัอาจไมไดมีเพียงคาํตอบเดยีว 
- ในการพิจารณาการปดทบัรูป λ  ใด ๆ ในระนาบดวยบริเวณ Ω  ซึ่งเปนบริเวณที่นอย

ที่สุดนัน้ ขอบของบริเวณ Ω  และขอบของรูป λ  อาจไมสัมผัสกันก็ได 
- บางครั้งการตดัเล็มบริเวณเดิมที่สามารถปดทับรูปไดไปเรื่อย  ๆ อาจไมไดนํามาซึง่บริเวณ

ที่เล็กที่สุดที่จะปดทับรูปรางได  
 
ขอคาดการณที่ปจจุบันไดถูกหักลางไปแลว  
 1. ในป ค.ศ. 1974  [8]  Norwood, Poole and Laidacker  ไดตั้งขอคาดการณหนึง่ซึง่มี
ใจความวา ”รูปสามเหลี่ยมมุมฉาก มมุภายใน o o o- -30 60 90 ที่ใหญพอจะบรรจุรูปส่ีเหลี่ยมจัตุรัสซึ่งมี
ความยาวดาน 3

1  หนวย โดยใหมุมหนึง่ของรูปส่ีเหลี่ยมนีอ้ยูที่มุมฉากของรูปสามเหลีย่มดังกลาว  จะ
สามารถปดทบัเสนโคงความยาวหนึ่งหนวยใด ๆ ได” จากการคํานวณไดวารูปสามเหลีย่มดังขอ

คาดการณขางตนนี ้ มีดานประกอบมมุฉาก ยาว 0.9106843
31 ≈+   หนวย และ  

( ) 0.5257839
33 ≈+ หนวย มีดานตรงขามมุมฉากยาว  ( ) 1.10515679

326 ≈+  หนวยและมี
พื้นที่ประมาณ 0.23941 ตารางหนวย    

หลังจากที่ขอคาดการณนี้ไดถูกตั้งขึ้นประมาณ 8 ป คอืในป ค.ศ. 2000 [17] Eric Ferguson 
วิศวกรชาวเนเธอรแลนดไดเขียนขอโตแยงของขอคาดการณผานทาง e - mail ฉบับลงวนัที ่ 10 เดือน 
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มีนาคม ค.ศ. 2000 มีใจความวา “เสนโคงคอนเวกซ 3 ทอน ซึง่แตละทอนมีความยาว 3

1  หนวย ทํา
มุมกัน o91  ไมสามารถถกูปดทบัไดดวยรูปดังกลาว” (ดังแสดงในรูปที ่5.1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 5.1  เสนโคงของ Ferguson 

 
2. ในป ค.ศ. 1996 [18]  Ian Stewart ไดเขียนบทความเรื่อง “Mother worm’s blanket” ลง

ตีพิมพในวารสาร “Scientific American Mathematical Recreations” ฉบับเดือน มกราคม  
ค.ศ. 1996 ซึง่เนื้อหาในบทความนี้กลาวถึงบริเวณ EFGH ที ่ David Reynolds อางวาสามารถปดทับ
เสนโคงความยาวหนึ่งหนวยไดทุกรูปแบบโดยบริเวณนี้มีพืน้ที่ประมาณ 0.239 ตารางหนวย ∠FEH 
= o75 และ ∠ EFG = o30  (ลักษณะดังรูปที่ 5.2)   
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รูปที่ 5.2 ตัวปดทับตามสมมุติฐานของ Reynold 
 
โดยหลงัจากทีบ่ทความดังกลาวถกูเผยแพรประมาณ 5 เดือน คือใน เดือน มถิุนายน  

ค.ศ. 1996 [19] Richard Delaware ผูอานวารสารดังกลาวไดเขียนขอโตแยงกลับมายังกอง
บรรณาธิการ โดย Richard Delaware ไดยกตัวอยางเสนโคงที่ไมสามารถปดทับไดดวยรูปดังกลาวซึง่
เสนโคงนัน้คือเสนโคง 3 ทอนแบบซิกแซก ABCD ซึ่งมีระยะ AB = x, BC = 1-2x, และ CD = x เมื่อ 0< 
x <1 ซึ่งทาํให ขนาด∠ABE = ∠CDE = o15  (ดังตัวอยางในรูปที่ 5.3) 

 
 
 
 

     
 

รูปที่ 5.3 เสนโคงของ Richard 
  

จากการศึกษาขอคาดการณที่ไดถูกหกัลางไปดังกลาวขางตนและขอสังเกตจากการพจิารณา
รูปรางของบริเวณตาง  ๆ ทีส่ามารถปดทบัไดนั้น   พบวาการที่เราจะพิจารณาคัดเลือกบริเวณทีม่ีพื้นที่
นอยกวา 0.27524  ตารางหนวย (ซึ่งเปนขนาดพืน้ทีข่องรูปที่มีพืน้ที่นอยสุดในชวงป ค.ศ. 1992 ถึง 
ค.ศ. 2002 ทีเ่รียกวา Ω/ ดังแสดงในบทที ่ 3)   เพื่อใหมีความเปนไปไดที่จะเปนคาํตอบของปญหา 
“Moser’s Worm Problem” นั้น มีคุณสมบัติสําคัญ 5 ประการ ที่ควรตระหนัก [5], [12], [18]  กอนการ
พิจารณาในขัน้ตอไปคือ 
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- บริเวณนัน้ควรจะสามารถปดทับเสนตรงที่มคีวามยาวหนึ่งหนวยได 
- บริเวณนัน้ควรจะสามารถปดทับเสนโคง “the broad worm ” ได หรืออีกนยัหนึ่งคือ

บริเวณนัน้ควรมีพื้นที่อยางนอย 0.21946 ตารางหนวย  
- บริเวณนัน้ควรจะสามารถปดทับเสนโคง “The Staple” ได  
- บริเวณนัน้ควรจะสามารถปดทับเสนโคง 3 ทอนแบบซกิแซกของ Besicovitch ได 
- บริเวณนัน้ควรจะสามารถปดทับเสนโคง 2 ทอนซึง่เปนขอบของรูปสามเหลี่ยมดานเทา

ความยาวดาน 
2
1หนวยได 

 
ในลําดับตอไปจะเปนการรวบรวมขอคาดการณตาง ๆ ที่เกีย่วกับปญหา “Moser’s Worm 

Problem” ซึ่งในปจจุบันยังไมมีผูใดสามารถแสดงไดวาขอคาดการณตอไปนี้เปนจริง หรือเท็จ 
 
ขอคาดการณซึ่งปจจุบนัยังไมสามารถแสดงไดวาจริง หรือเท็จ 
 
 ขอคาดการณที่ 1[4],[5],[12]  กลาววา “เซกเตอร 30 องศาที่มีรัศมหีนึง่หนวย พืน้ที่ 

0.26180
12
≈

π  ตารางหนวย (ลักษณะดังแสดงในรูปที ่ 5.4) สามารถปดทับเสนโคงความยาวหนึ่ง

หนวยไดทกุเสน“ ขอคาดการณนี้ไดถูกตั้งขึ้นโดย John E. Wetzel ในป ค.ศ.1970 ซึ่งนับเปนเซตที่มี
พื้นที่นอยสุดในปจจุบนัที่เชือ่กันวานาจะปดทับเสนโคงที่มีความยาวหนึง่หนวยไดทุกเสน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.4 แสดงลักษณะของตัวปดทับในขอคาดการณที่ 2 
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 ขอคาดการณที่ 2 [5],[12] กลาววา “ รูปสามเหลี่ยมมุมฉากทีม่ีมุมภายใน 

ooo 906030 −−  ซึ่งใหญพอทีจ่ะบรรจุรูปส่ีเหลี่ยมจัตุรัสความยาวดาน 
3
1  หนวย โดยใหดานหนึง่ของ

รูปส่ีเหลี่ยมอยูบนดานตรงขามมุมฉากของรปูสามเหลี่ยมนั้น จะสามารถปดทับเสนโคงความยาวหนึง่
หนวยไดทกุเสน“ ขอคาดการณนี้ไดถูกตั้งขึ้นโดย John  E. Wetzel  ในป ค.ศ. 1970  ซึ่งจากการ

คํานวณไดวารูปสามเหลี่ยมดังกลาว มีดานตรงขามมมุฉากยาว ( ) 1.1031337
27

3819
≈

+     หนวย 

ดานประกอบมุมฉากทัง้สองขางยาว ( ) 0.55157
18

343
≈

+  หนวย และ ( ) 0.955342
6

34
≈

+    

หนวย ตามลาํดับ ซึ่งมพีื้นทีน่อยกวา 0.2634674 ตารางหนวย  
 

ขอคาดการณที่ 3 [5],[12] กลาววา “รูปสามเหลี่ยมมุมฉากที่มีมมุภายใน ooo 904545 −−  

มีดานตรงขามมุมฉากยาว 1.054093
9

10
≈  หนวย ดานประกอบมุมฉากยาว 0.745356

3
5
≈  

หนวย มพีื้นทีป่ระมาณ 0.2777...  ตารางหนวย สามารถปดทับเสนโคงความยาวหนึ่งหนวยใด  ๆ ได“ 
ขอคาดการณนี้ไดถูกตั้งขึน้โดย John E. Wetzel ในป ค.ศ.1970      

 
ขอคาดการณที่ 4 [12] กลาววา “รูปสามเหลี่ยมดานเทาซึ่งมีความยาวดานเทากับ 

1.01835
27
28

≈  หนวย (มีความสูง 0.881917
3
7
≈  หนวย) พื้นทีน่อยกวา 0.4490502 ตาราง

หนวย สามารถปดทับเสนโคงความยาวหนึง่หนวยใด ๆ ได “ขอคาดการณนี้ไดถูกตัง้ขึ้นโดย 
Besicovitch ในป ค.ศ. 1965  

 
ขอคาดการณที่ 5 [4] กลาววา “เซตคอนเวกซใดที่สามารถปดทับเสนโคง 3 ทอนแบบซิกแซก

ที่มีความยาวหนึง่หนวยไดทุกเสนจะสามารถปดทับเสนโคงหนึ่งหนวยใด ๆ ได” ขอคาดการณนีเ้ปนที่
ยอมรับของ John Wetzel, John Gerriets และ George Poole (นกัคณิตศาสตรที่มีชื่อเสียงใน
การศึกษาปญหา “Moser’s Worm Problem”) ซึ่งทั้ง 3 ทานเชื่อวาขอคาดการณดังกลาวนาจะเปนจริง 
โดยขอคาดการณนี้ไดรับการตีพิมพคร้ังแรกในป ค.ศ. 1974 ในบทความชื่อ “Convex regions which 
cover arcs of constant length [4]”   

 



บทที่ 6 

การปดทับเสนโคงดวยเซกเตอร 30 องศาที่มีรัศมีหนึ่งหนวย 

 

ในบทนี้จะเปนการศึกษาผลงานของ John E. Wetzel และ Patrick Coulton เกี่ยวกับการ
พิสูจนวา เซกเตอร 30 องศาที่มีรัศมีหนึ่งหนวยสามารถปดทับ เสนโคง 2 ทอน (ตัวอยางดังรูปที่ 
6.1(a)) เสนโคงคอนเวกซ และเสนโคง 3 ทอน (ตัวอยางดังรูปที่ 6.1(b)) ที่มีความยาวหนึ่งหนวยได 

 

รูปที่ 6.1 (a) ตัวอยาง เสนโคง 2 ทอน                                            (b) ตัวอยางเสนโคง 3 ทอน  

 
จากการศึกษาพบวา เซกเตอร 30 องศาที่มีรัศมีหนึ่งหนวยนี้ไดรับการพิจารณาเพื่อเปนตัว

ปดทับมาเปนเวลานานแลว เร่ิมต้ังแตJohn E. Wetzel ไดตั้งขอคาดการณขึ้นในป ค.ศ. 1970 
[4],[5],[12] มีใจความวา “เซกเตอร 30 องศาที่มีรัศมีหนึ่งหนวย (พื้นที่นอยกวา 0.26180 ตาราง
หนวย) สามารถปดทับเสนโคงความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน” ซึ่งในปจจุบันยังไมมีผูใดสามารถ
พิสูจนไดวาขอคาดการณดังกลาวเปนจริงหรือเท็จ นอกจากนี้ยังพบวาเซกเตอรดังกลาวไดรับการ
ตรวจสอบแลววาสามารถปดทับรูปแบบพื้นฐาน (ดังที่ไดกลาวไปในบทที่ 5) ไดทุกรูปแบบ หากแต
ไมมีการบันทึกเปนลายลักษณอักษร จนกระทั่งในป ค.ศ. 2000[11] Patrick Coulton ก็ไดพิสูจน
ใหเห็นจริงวาเซกเตอรดังกลาวสามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซ และเสนโคง 3 ทอนที่สมมาตรแต
ไมคอนเวกซได และยังไดเสนอแนะการพิสูจนการปดทับเสนโคง 3 ทอนที่ไมสมมาตรและไมคอน
เวกซไวดวยหากแตวายังไมสมบูรณเราจึงจะไมกลาวถึงรายละเอียดในวิทยานิพนธฉบับนี้ แตเรา

 

 

 

 

(a) 

 

 
 

(b) 
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สามารถศึกษาไดจาก [11] โดยผลงานดังกลาวถูกเผยแพรใน งาน Geometric Potpourri 
Seminar เมื่อวันที่ 30 มิถุนายน ค.ศ. 2003 (ปจจุบันผลงานดังกลาวยังไมไดรับการตีพิมพ) 

เนื่องดวยขอคาดการณดังกลาวขางตนไดถูกตั้งขึ้นมานานกวา 30 ป ประกอบกับพืน้ที่ของ
เซกเตอร 30 องศาที่มรัีศมีหนึง่หนวยมีคานอยกวาพืน้ที่ของรูปคอนเวกซที่มพีื้นที่นอยที่สุดใน
ปจจุบัน(ดังไดกลาวไวในบทที ่ 3) และยังสามารถปดทับรูปแบบพืน้ฐานไดทั้งหมด จงึทาํให
เซกเตอรนี้ไดรับความสนใจจากผูที่ศึกษาในเรื่อง “Moser’s Worm Problem” เปนอยางมาก เราจึง
ไดทําการศึกษาและรวบรวมบทพิสูจนตาง ๆ ที่เกี่ยวของกับการพยายามแสดงวาเซกเตอรดังกลาว
สามารถปดทบัเสนโคงที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสนไวในบทนี้   

สําหรับการพสูิจนทีจ่ะกลาวถึงในบทนี ้มขีอสังเกตเบื้องตนที่ควรทราบและทําความเขาใจ
กอนการศึกษา คือ  หากตัวปดทับ Κ สามารถปดทับ conv(λ)  เมื่อ λ เปนเสนโคงความยาวหนึ่ง
หนวยใด ๆ ได Κ จะสามารถปดทับเสนโคง λ ไดดวย  นอกจากนีห้าก Κ สามารถปดทับ  
Ρ ⊇ conv(λ) แลว Κ จะสามารถปดทับ λ ไดดวย ดังนั้นในการพิจารณาการปดทบัเสนโคง λ 
ดวย Κ เราสามารถพิจารณาการปดทับเสนโคงที่มีคอนเวกซฮัลลสมนัยกับ conv(λ) หรือเสนโคง
ที่มีคอนเวกซฮลัลใหญกวา conv(λ) ก็ได  
 

พิจารณารปูที่ 6.2 ชุด a  รูปที่ 6.2 ชุด b และรูปที่ 6.2 ชุด c ประกอบการพิจารณา
ตอไปนี้ 

จะเหน็วารูปในแตละชุดขางลางนี้มีคอนเวกซฮัลลเปนเซตเดียวกนั ดังนั้นในการพิสูจนวา   
Κ สามารถปดทับเสนโคง(เสนทึบ) รูปที ่1 ในชุด a นั้นเราอาจแสดงวา Κ สามารถปดทับเสนโคง
(เสนทึบ)รูปที่ 2(หรือรูปที่ 3) ในชุด a ก็ได ดังนัน้ในการพสิูจนทฤษฎีที ่6.1 จึงเพียงพอที่จะแสดงวา 
เซกเตอร 30 องศาทีม่ีรัศมีหนึ่งหนวยสามารถปดทับเสนโคง 2 ทอนที่มลัีกษณะดังรูปที่ 3 ชุด a ได  

สําหรับในการปดทับเสนโคง 3 ทอนก็เชนเดียวกนั จะเหน็วาเสนโคง(เสนทึบ)รูปที่ 1 ในชุด 
b มีคอนเวกซฮัลลเปนเซตเดียวกับรูปที ่2 ในชุด b ดังนัน้ในทฤษฎทีี่ 6.2 หากเราแสดงวา เซกเตอร 
30 องศาที่มีรัศมีหนึง่หนวยปดทับเสนโคง 3 ทอนทีม่ีลักษณะดังรูปที ่2 ชุด b ได แลวเราจะสรุปได
วาเซกเตอรนี้สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซ 3 ทอนที่มคีวามยาวหนึ่งหนวยใด ๆ ได เสนโคงใน
ชุด c ก็แสดงไดเชนเดียวกัน  
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รูปที่ 1       รูปที่ 2 
 
 
 
 
 
 
    รูปที่ 3 

รูปที่  6.2 ชุด a 
 
 
 
 
 
    รูปที่ 1                   รูปที่ 2 

รูปที่  6.2 ชุด  b 
 
 
 
 
รูปที่ 1     รูปที่ 2      รูปที่ 3 
 

รูปที่  6.2 ชุด  c 
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เพื่อความสะดวกเราจะกําหนดสัญลักษณ ที่ใชในบทนี้ดงัตอไปนี้  

กําหนดให   Γ   เปนเซตของเสนโคง 2 ทอนที่มีความยาวหนึ่งหนวยทั้งหมด 

Ψ   เปนเซตของเสนโคง 3 ทอนที่มีความยาวหนึ่งหนวยทั้งหมด  
       และ     Π   เปนเซกเตอร 30 องศาที่มีรัศมีหนึ่งหนวยดงัรูปที ่6.3 
    
 
 
 
 
 
 
 
      

รูปที่ 6.3  แสดงตัวปดทับ Π 
 

ในลําดับตอไปจะเปนการศกึษาผลงานของ John E. Wetzel เกี่ยวกับการพิสูจนวา Π 
สามารถปดทบัเสนโคง 2 ทอนที่มีความยาวหนึง่หนวยไดทุกเสน  
 
ทฤษฎบีทที่ 6.1[10]   Π สามารถปดทบัทุก ๆ  γ  ∈   Γ  ได  

บทพิสจูน   
ให   γ  = ABC ∈ Γ เนื่องจาก conv(γ) เปนรูปสามเหลี่ยม และ  AC + CB = 1 โดยไม

เสียนัยทัว่ไปให ดาน BC ยาว a  ≤ 
2
1  หนวย และจากขอสังเกตขางตนเพียงพอทีจ่ะพิจารณา

เฉพาะกรณีที่ ∠BAC = o90≤θ  , ∠CBA = β  และดังรูปที ่6.4 
                          C 
                      a 
                             

                                                A     θ                              β       B 
                รูปที่ 6.4  แสดงเสนโคง γ = ABC 
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           กรณทีี่ 1   o30≤θ องศา   
                          เนื่องจาก OB = AB ≤ AC + CB = 1 จะไดวา γ ถูกปดทับไดดวย Π  
ดังรูปที ่6.5   
          
      
 
 
 
 
 
          
                    

รูปที่ 6.5  
 
           กรณทีี่ 2   oo 90≤< θ30  
                          วาง γ ใน Π  โดยใหดาน  AB ของ conv (γ) อยูบนดาน OV ของ Π จากนัน้
เลื่อน γ ไปทาง O จนกระทัง่ γ แตะกับ OW ที่จุด C ดังรูปที่ 6.6   
 
  
                                                                          
       
 
 
 
 
                            
 

รูปที่ 6.6  
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           จะแสดงวา   OC < 1 และ OB < 1  
                     จากรูปที ่6.6 และโดยกฎของไซน  (The law of sines) จะไดวา    
   

                             

1)-sin(150 2asin30
) - sin(150 aOB

1sin 2asin30
sin aOC

OB
)- sin(150

asin30

OC
sin

asin30

ดังนั้น

และ

≤==

≤==

=

=

ββ
ββ

β

β

o
o

o

o

o

o
o

 

 
จะไดวา Π  สามารถปดทับ γ ได   

              � 
  
 จากทฤษฎีบทที ่ 6.1 ทําใหเรายืนยนัไดวา Π สามารถปดทับเสนโคง 2 ทอนความยาว

หนึง่หนวยซึ่งมีคอนเวกซฮัลลเปนรูปสามเหลี่ยมดานเทาที่มีความยาวดาน 
2
1หนวยได 

ในลําดับตอไปจะเปนการศกึษาผลงานของ Patrick Couton ที่พิสูจนวา Π สามารถปด
ทับเสนโคงที่มคีวามยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสน ภายใตความเชื่อในขอคาดการณที่วา “เซตคอนเวกซ
ใดที่สามารถปดทับเสนโคง 3 ทอนแบบซกิแซกที่มีความยาวหนึ่งหนวยไดทุกเสนจะสามารถปดทับ
เสนโคงหนึ่งหนวยใด ๆ ได”  โดยในทฤษฎีบทที่ 6.2 จะเปนการพิสูจนวา Π สามารถปดทับเสน
โคง 3 ทอนทีม่ีความยาวหนึ่งหนวยและสมมาตรได จากนัน้ในทฤษฎีบทที่ 6.3 จะแสดงใหเห็นวา 
Π สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซสามทอนที่มีความยาวหนึ่งหนวยแตไมสมมาตรได และ
สุดทายในทฤษฎีบทที ่ 6.4 จะเปนการแสดงวา Π สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซความยาวหนึ่ง
หนวยใด ๆ ได 
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ทฤษฎบีทที ่6.2 [11]   สําหรับแตละ  ω ∈ Ψ  ถา ω สมมาตรแลว ω จะสามารถปดทับได
ดวย Π   
 บทพิสจูน  
  ให ω = ABCD ∈ Ψ  โดยที่ ω มีความสมมาตร  
 กรณีที ่1 ω มีสมมาตรแบบเสน   

จะไดวา ω มี conv(ω) เปนรูปส่ีเหลี่ยมคางหมูที่มีดานที่อยูตรงขามกันยาว
เทากันอยางนอย 1 คูและมุมที่อยูติดกันมีขนาดเทากัน 2 คู โดยไมเสียนัยทั่วไป สมมุติให  
AB = CD= a หนวยและจากขอสังเกตุขางตนเพียงพอที่จะพิจารณาเฉพาะกรณีที่  
∠DAB = ∠CDA = o90≤α  ดังนั้น ∠ABC = ∠BCD = α−o180   

วางดาน AD ของ conv(ω) ตามแนวของ OV จากนัน้เลื่อน ω ไปทางจุด O 
จนกระทั่ง ω แตะกับ OW ที่จุด B ให B/, C/ เปนจุดบน OV ซึ่งทาํให BB/ ⊥ OV และ  
CC/ ⊥ OV ตามลําดับ ดังแสดงในรูปที ่6.7 

      
 
         

       

 

                a              

 

รูปที่ 6.7 

 

 

 

 

 



 79
บทแทรกที ่6.2.1 [11]    ถา   o60=α  แลว ω จะสามารถปดทับไดดวย Π   

 บทพิสจูน   
สมมุติ  o60=α   (พิจารณารูปที่ 6.8 ประกอบการพิสูจน) 
เห็นไดชัดวา D เปนจุดบน ω ซึ่งหางจากจุด O มากสุด   
 
 
 
 
 

       

                             a 

             

รูปที่ 6.8 

 

ดังนัน้  BC = B/C/ = 1-2a  

  a2
3asin60BB ==′ o  

   DC2
acos60 aBA ′′ === o  

a
2
33a)2

3
tan30

BB BO ===
′′ (
o

 

  จึงไดวา OD = OB/ + B/C/ + C/D = 
2
a2a)(1a

2
3

+−+  = 1= OV 

  ดังนัน้ถา o60=α  แลว ω จะสามารถปดทับไดดวย Π        � 
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บทแทรกที ่6.2.2 [11]   สําหรับแตละคา a ที่กาํหนดใหจะไดวา OD มีระยะมากสดุเมื่อ  

o60=α   
 บทพิสจูน   

ให a เปนจาํนวนจรงิที่มากกวา 0 (พิจารณารูปที่ 6.9 ประกอบการพิสูจน) 
 

      

 

 

                            a 

 

รูปที่ 6.9  
 

จะไดวา   
                                 CCsin aBB ′′ == α  

        DCcos aBA ′′ == α  
   αsin a3BB 3

tan30
BB BO === ′′′

o
 

       จาก AB = a = CD และ ω มีความยาวเทากับ 1 จงึไดวา CB2a-1BC ′′==  
 ดังนัน้     

  
αα cos a2a)(1sin a3      

DC  CB  BOOD
+−+=

++= ′′′′  

 พิจารณา 0=ODd
d
α   จะไดวา 

    

o60           

3
cos
sin                         

 นั่นคือ
0sin acos a3

                            =

=

=−

α
α
α

αα
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   และเนื่องจากวา 

                           
  02

1a2
3a3

acosasin3OD
d
d

                            

2

 2

<−









−=

−−=
=

= o
o

60
60

α
α αα

α  

 
ดังนัน้บทแทรกที่ 6.2.2 เปนจริง         �
       
จากบทแทรกที่ 6.2.1 และบทแทรกที ่6.2.2 เราสรุปไดวา ถา  ω มสีมมาตรแบบ

เสน แลว  ω จะสามารถถูกปดทับไดดวย Π           
       

 กรณีที ่2 ω มีสมมาตรแบบจุด 
จะไดวา conv(ω) เปนรูปส่ีเหลี่ยมดานขนาน วางดาน AC ของ conv(ω) ตาม

แนวของ OV จากนั้นเลื่อน ω ไปทางจุด O จนกระทัง่ ω แตะกับ OW ที่จุด B ให B/, D/ 
เปนจุดบน OV ซึ่งทาํให BB/ ⊥ OV และ DD/ ⊥ OV ตามลําดับ โดยไมเสียนัยให  
AB = CD= a หนวย และจากขอสังเกตุขางตนเพียงพอทีจ่ะพิจารณาเฉพาะกรณีที่  
∠CAB =∠ D/CD = o90≤α  จะไดวา BC = 1 - 2a หนวย ดังแสดงในรูปที่ 6.10  

 
 
 
 
 
 
 
 

         

รูปที่ 6.10 
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  เนื่องจาก BB/ = DD/ และ 
a
BBsin ′

=α   จะไดวา BB/ = DD/ = αsin a  หนวย  

ให M เปนจุดกึ่งกลางของ BC เนื่องจาก conv(ω) เปนรูปส่ีเหลี่ยมดานขนาน 
จะไดวา M เปนจุดกึ่งกลางของ AD ดวย 

  เนื่องจาก
BO
BBtan30
′
′

=o  จะได αα sin a 3
tan30

sin a BO ==′
o

 

  เนื่องจาก ∆AB/B เปนสามเหลี่ยมมมุฉาก ดังนัน้  
AB/ = α22sinaa2 − = )sin(1a 22 α−  = αcos a = CD/ 

เนื่องจาก ∆BB/C เปนสามเหลี่ยมมมุฉาก ดังนัน้ 
            B/C = 22 )sin a2a)-(1 α(−  
ดังนัน้  

                         OD/ = OB/ + B/C + CD/ 
                                = ααα cos a)sin a2a)-(1sin a3 22 +−+ (  
 เนื่องจาก ∆ OD/D เปนสามเหลี่ยมมุมฉาก จะไดวา  

OD2  = (DD/)2+ (OD/)2   
= 2)sin (a α  + 2α α ( )cos a)sin a2a)-(1sin a3( 22 α+−+   

 เนื่องจาก α เปนคาคงที่และจากสมการขางตนจะไดวาคาของระยะ OD ข้ึนกับคา a 

 พิจารณา 2OD
da
d   จะไดวา  

2OD
da
d = )acossina2a)-(1 asin32(2asin 2222 αααα +−++ (  

))]2asin-4-(8a
sina2a)(12

1cossin3[ 2

222 -
α

α
αα

−
++  

  = )2acossina2a)-(12 asin3(22asin 2222 αααα +−++ (  

  ))]2asin-4-(8a
sina2a)(12

1cossin3[ 2

222 -
α

α
αα

−
++  

  = )sina2a)-(12)
6

( (4asin2asin 2222 απαα −+++ (  

   ))]2asin-4-(8a
sina2a)(12

1)
6

( [2sin 2

222 -
α

α
πα

−
++  
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พิจารณาเมื่อ  a = 0  

สําหรับแตละ α ≠ 
3
π  จะไดวา 

0a
2OD

da
d

=
= 4)

6
( 4sin −+

πα  < 0  

 สรุปไดวา เมื่อ a มีคามากขึน้ ระยะ OD จะนอยลงและนอยกวา 1 ดังนั้น ω ถูกปดทับ

ดวย Π แตเนือ่งจาก 2OD
da
d = 0 เมื่อ α = 

3
π

 ดังนั้น พิจารณา เมือ่ α = 
3
π  จะได  

 
4

3a)
2
a

4
3a4a4a1)

2
3(3(aOD

2
2

2
22

3
++−+−+=

= πα
  

  = 
4

3a)
4

13a4a1(2a
2

2
2

++−+  

  = 
4

3a
4

13a4a1
4

13a4a14a4a
222

2 ++−++−+  

 = )
4

13a4a1-4a(1-18a
2

2 +−+  

 
 ซึ่งถา a มีคาเขาใกล 0 จะได OD2 มีคาเขาใกล 1 ดังนัน้ ω ถูกปดทับดวย Π  
 
 
 พิจารณาเมื่อ  a ≠ 0 จะไดวา  

OD2 ≤ 1   1)
4

13a4a1-4a(1-18a
2

2 ≤+−+↔  

      )
4

13a4a1-4a(18a
2

2 +−≤↔  

      
4

13a4a1-12a
2

+−≤↔  

      
4

13a4a12a-1
2

+−≥↔  

      
4

13a4a
2

2 ≥↔  ซึง่จริงเสมอ  

ดังนัน้ OD2 ≤ 1 จะไดวา ω ถูกปดทับดวย Π         � 
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จากทฤษฎีบทที่ 6.2  ทาํใหเราสามารถยืนยันไดวา Π สามารถปดทับเสนโคง 3 ทอนที่

มีคอนเวกซฮัลลเปนรูปส่ีเหลีย่มจัตุรัสความยาวดาน 
3
1 หนวย (The Staple) ได และสามารถปด

ทับเสนโคง 3 ทอนแบบซกิแซกของ Besicovitch ได ในลําดับตอไปจะเปนการศึกษาถึงการปดทบั
เสนโคงคอนเวกซ 3 ทอนที่ไมสมมาตรดวย Π  
 
ทฤษฎบีทที่ 6.3[11]  สําหรับ ω∈Ψ ถา ω คอนเวกซแลว ω จะสามารถปดทับไดดวย Π   
 

บทพิสจูน  
ให ω ∈ Ψ  โดยที่ ω แทนดวย ABCD  
ถา ω มีสมมาตรจะไดวาโดยทฤษฎีบทที่ 6.2 ω สามารถปดทับไดดวย Π   

ถา ω ไมมีสมมาตร จากขอสังเกตุขางตนเพยีงพอที่จะพิจารณาเมื่อ AD เปนดานที่ยาว

ที่สุดของ conv(ω) และกําหนดใหเมื่อวาง AD ตามแนวของ OV จากนั้นเลื่อน ω ไปทาง O 

จนกระทั่ง ω แตะกับ OW ที่จุด B แลวทาํให A อยูระหวาง O กับ D และ OA มีระยะนอยสุด (นัน่

คือนอยกวาระยะ OD เมื่อ D อยูระหวาง O กับ A) 

จะแสดงวา จดุ C และจุด D อยูในบริเวณ Π 
พิจารณาจุด C 
บทแทรกที่ 6.3.1 [11] ถาจุด C ของ ω อยูบนสวนโคง WV ของ Π แลวจะไดวา ω มี

ความยาวอยางนอย 1 หนวย 
บทพิสจูน  (พิจารณารูปที่ 6.11  ประกอบการพิสูจน) 
ให ∠VOC = θ  ให S, T เปนจุดบน OV ซึ่งทําให BS ⊥ OV และ CT ⊥ OV ตามลําดับ 

เนื่องจากระยะตั้งฉากมีความยาวนอยสุด และไมทาํใหตําแหนงของจดุ C เปลี่ยน ดังนัน้สามารถ
พิจารณาเสนโคง SBCT แทนเสนโคง ABCD ให BS = a หนวย โดยไมเสียนยัทัว่ไปให CT ≥  BS 
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รูปที่ 6.11   
 
เนื่องจาก OC

CT  sin =θ  จะไดวา CT = θsin ≥ a   
 
เนื่องจาก OS

BS  tan30 =o  จะไดวา OS = a3   

เนื่องจาก OC
OT  cos =θ  จะไดวา OT = θcos   

จะได ST = OT - OS = a3 - cosθ  
จากสมบัติของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากจะไดวา BC = 22 a)-(sina)3(cos θθ +−  
พิจารณาความยาวของ ω จะไดวา  

l(ω) = AB + BC + CD  
≥ SB + BC + CT  
= a + 22 a)-(sina)3(cos θθ +−  + θsin  

22a))62sin(a(1sin1 ++−++≈ πθθ  
 

 เพราะวา θsin ≥ a จะไดวา   
l(ω) 22a))62sin(a(1sin1 ++−++≈ πθθ                         

        22a))62sin(a(1a1 ++−++≥ πθ  

        > 1 เมื่อ   60 π≤≤ θ  

θ 
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    / 

เนื่องจาก l(ω) = 1 จะไดวา จุด C อยูในบริเวณ Π 
พิจารณาจุด D 
ให ∠DAB =α  ∠ CDA = β และ AB มีคา a หนวย 
ให z เปนระยะระหวางจุด B กับ AD และ w เปนระยะระหวางจุด C กับ AD  
โดยไมเสียนยัทั่วไป ให z  ≤ w  
กรณีที ่1   z = w  

จะไดวา α ≤ β และถา α = β จะไดวา ω เปนเสนโคง 3 ทอนที่คอนเวกซและมี
สมมาตรแบบเสน โดยบทแทรกที่ 6.2.1 จะไดวา ω ถูกปดทับดวย Π 
 ถา  α <  β  ให A/ เปนจุดบน OV ซ่ึงทําให ∠DA/B = β เลือก ω/ = A/BCD ดัง
แสดงในรูปที่ 6.12  
                
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.12  
 

จะไดวา  l(ω/) ≤ 1 และ ω/ เปนเสนโคงคอนเวกซ 3 ทอนที่มีสมมาตรแบบเสน 
โดยบทแทรกที่ 6.2.1 จะไดวา ω/ ถูกปดทับดวย Π 

ดังนัน้ จุด D อยูในบริเวณ Π 
 
 
 
 

กรณีที ่2   z < w 
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ให M เปนจุดกึ่งกลางดาน AD และ N เปนจุดบนดาน BC ซ่ึงทําให NM ต้ัง

ฉากกับ AD ที่จุด M เหน็ชัดวา N อยูในบริเวณ Π  
กรณีที่ 2.1   AB + BN > NC + CD (พิจารณารูปที ่ 6.13 ประกอบการพิสูจน) 

เนื่องจาก ω มีความยาวหนึง่หนวย จะไดวา NC + CD ≤ 
2
1  พิจารณารูปเหลี่ยม 

DCNC/D/ โดย C/ และ D/ เปนจุดที่ไดจากการสะทอนจุด C และ D เมื่อมี NM เปนแกน
สะทอนตามลาํดับ จะไดวา l(DCNC/D/) ≤ 1   

 
 
 
 
 
 
 

                        
รูปที่ 6.13  

  
เนื่องจาก DCC/D/ เปนเสนโคง 3 ทอนที่มสีมมาตรแบบเสนและ l(DCC/D/) < 1 

ดังนัน้ โดยบทแทรกที ่6.2.1จึงไดวา DCC/D/ ถูกปดทับดวย Π  
 สรุปไดวาจุด D อยูในบริเวณ Π 
  
     กรณีที่ 2.2   AB + BN ≤ NC + CD (พิจารณารูปที่ 6.14 ประกอบการพิสูจน) 

เนื่องจาก ω มีความยาวหนึ่งหนวย ดังนัน้ AB + BN ≤ 
2
1  พิจารณารปูเหล่ียม ABNB/A/ 

โดย A/ และ B/ เปนจุดทีไ่ดจากการสะทอนจุด A และ B เมื่อม ี NM เปนแกนสะทอน
ตามลําดับ จะไดวา l(ABNB/A/) ≤ 1  
 
         
 
 

 
 D/ 

      

           / 
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รูปที่ 6.14 
  

เนื่องจาก DCC/D/ เปนเสนโคง 3 ทอนที่มสีมมาตรแบบเสนและ l(ABB/A/) < 1 
ดังนัน้ โดยบทแทรกที ่6.2.1จึงไดวา ABB/A/ ถูกปดทับดวย Π  
 สรุปไดวาจุด D อยูในบริเวณ Π 
  
ดังนัน้ ω ถูกปดทับดวย Π          � 

  
 ในลําดับตอไปจะแสดงวา Π สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซทีม่ีความยาวหนึง่หนวยใด 
ๆ ได ซึ่งในการพิสูจนดังกลาวจาํเปนจะตองศึกษาบทแทรกที ่6.4 นี้กอน 
 

บทแทรกที ่6.4 เสนโคงคอนเวกซ 5 ทอนที่มีความยาวหนึง่หนวยใด ๆ และมีขาสองขาง 
ต้ังฉากสามารถปดทับไดดวย Π 

บทพิสจูน  
ให  Ξ = ABCDEF เปนเสนโคงคอนเวกซ 5 ทอนที่มีความยาวหนึ่งหนวยโดยมี AF เปน

ดานทีย่าวที่สุดของ conv(Ξ) และมีขาสองขางตัง้ฉาก นั่นคือ ∠FAB = o90  = ∠EFA   
วาง AF ตามแนวของ OV โดยให A อยูระหวาง O กบั F จากนั้นเลื่อน Ξ ไปทาง O 

จนกระทั่ง ω แตะกับ OW ที่จุด C (หรือ B)   โดยไมเสียนัยทั่วไปกาํหนดให OA มีระยะนอยสดุ 
(นั่นคือนอยกวา ระยะ OF เมื่อวาง AF ตามแนวของ OV โดยให F อยูระหวาง O กับ A) 

 
 
 
กรณีที ่1   Ξ มีสมมาตร พิจารณารูปที่ 6.15 ประกอบการพิสูจน 

     / 
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รูปที่ 6.15  
 

โดยบทแทรกที่ 6.2.2 จะไดวา BE มีระยะมากสุดเมื่อ ∠ABC = o150  = ∠ FED 
และเนื่องจาก ∆OEF เปนสามเหลีย่มมมุฉากจะไดวา   

OE = 22 EFOF +   
กําหนดให AB = a และ BC = b จะไดวา EF = a และ DE = b (เนื่องจาก Ξ มี

สมมาตร) ให C/ และ D/ เปนจุดบน OV ซ่ึงทาํให CC/ ⊥ OV ที่จุด C/ และ DD/ ⊥ OV ที่จุด 
D/ ดังนั้น CD = C/D/ = 1 – 2a – 2b และให X เปนจุดบน CC/ ซึ่งทําให BX ⊥ CC/ ที่จุด X  

เพราะวา CX = obsin60 = b
2
3   

ดังนัน้     CC/ = CX + XC/ = CX + a = b
2
3  + a 

จะไดวา OC/ = a)b2
3(3tan30

CC +=′
o

 และ AC/ = BX = D/F = obsin30 =
2
b  

  เนื่องจาก OF  = OA + AC/ + C/D/ + D/F = OC/ + C/D/ + D/F  

             < a)b
2
3(3 + + 1 – 2a – 2b +

2
b  

    = 3a + 1 – 2a 
 
 

ดังนัน้  OE = 22 EFOF +  

      

          / 

      

                     / 
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       < 22 2a)13(aa −++  

       = )a32(4)a34(81 2 −−−+  

พิจารณา 
2

2
2

d OEda สําหรับ  0 < a ≤ 
2
1 จะได 

    
2

2
2

d OEda = 4(4 - 2 3) > 0  (เพราะวา 0.5359324 ≈− ) 

 จะไดวา  OE < 1 เมื่อ 0 < a ≤ 
2
1  

โดยบทแทรกที่ 6.3.1 เหน็ชดัวา จุด D อยูในบริเวณ Π 
ดังนัน้ Ξ ถูกปดทับดวย Π 
      
 กรณีที ่2   Ξ  ไมมีสมมาตร  
 กําหนดให z เปนระยะระหวางจุด C กับดาน OV และ w เปนระยะระหวางจุด D กับดาน 
OV โดยไมเสียนัยทั่วไปกาํหนดให z ≤ w (จะแสดงโดยวิธีขัดแยง)  
 สมมติให E เปนจุดบน Ξ ซึ่งอยูนอกบริเวณ Π ให D/ เปนจุดบน Ξ ซ่ึงทาํใหระยะระหวาง
จุด D/ กับ OV มีคาเปน z ดังรูปที่ 6.16 จะเหน็วา จุด E ยังคงอยูในตําแหนงเดิม ดังนัน้สามารถ
พิจารณาเสนโคง ABCD/EF แทน Ξ ได   
 
 
         

   
                  
                                     
 
     

รูปที่ 6.16  
 
 
 

 กรณีที่ 2.1  ถา AB ≤ EF  

         / 
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      ให X เปนจุดบน BC ซ่ึงทําใหระยะระหวาง X กับ OV มีคาเทากบัระยะ EF สราง

เสนโคง XC/D//E ที่มีสมมาตรแบบเสนและ ∠EXC/ = o60  = ∠D//EX จะไดวา จุด E อยูหางจาก 
O มากกวาเดมิ (ดังแสดงในรูปที่ 6.17)  

       ให A/ เปนจุดบน OV ซ่ึง XA/ ⊥ OV จะไดวา เสนโคงคอนเวกซ 5 ทอน 
AXC/D//EFมีสมมาตรและมคีวามยาวนอยกวาหนึ่ง ดังนั้นโดยกรณีที ่ 1 Π ปดทับเสนโคง 
A/XC/D//EF ได นั่นคือจุด E อยูในบริเวณ  Π ซึ่งขัดแยงกับขอสมมุติ 

                                             
 

     
 
 
 

     
 

รูปที่ 6.17  
 
กรณีที่ 2.2   ถา AB > EF  

      ให Y เปนจุดบน Ξ ซ่ึงทําใหระยะระหวาง Y กับ OV มีคาเทากบั ระยะ EF 
สรางเสนโคง 3 ทอน YC/D//E ทีม่ีสมมาตรแบบเสน และ ∠EYC/ = 60 = ∠D//EY จะได
วาจุด E อยูหางจากจุด O มากกวาเดิม (ดังแสดงในรูปที ่6.18)  

       จะไดวา เสนโคงคอนเวกซ 5 ทอน AYC/D//EF มีสมมาตรและมีความยาว
นอยกวาหนึง่ ดังนัน้โดยกรณีที่ 1 Π ปดทับเสนโคง AYC/D//EF ได นั่นคือจุด E อยูใน
บริเวณ  Π ซึง่ขัดแยงกับขอสมมุติ  

 
 
 
 
 
   

 

      

          / 

      

          /D// 

      

        C/ 
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รูปที่ 6.18  
 

ทฤษฎบีทที่ 6.5  Π สามารถปดทับทกุ ๆ เสนโคงคอนเวกซที่มีความยาวหนึ่งหนวยได 
 บทพิสจูน 
 สมมุติให λ เปนเสนโคงคอนเวกซความยาวหนึง่หนวยที่ไมสามารถปดทับไดดวย Π  

จะแสดงวา  λ  สามารถแทนไดดวยเสนโคงคอนเวกซ 5 ทอนที่มีขาสองขางตัง้ฉากและ
เมื่อวางเสนโคงใน Π ดวยการวางดานยาวสุดของคอนเวกซฮัลลของเสนโคงทาบรัศมีดานหนึง่
ของ Π แลวบางสวนอยูนอก Π 
 พิจารณาการแทนเสนโคงคอนเวกซ λ ดวยเสนโคงคอนเวกซ 5 ทอน  

กําหนดให A และ F เปนจดุปลายทัง้สองขางของ λ วาง AF ตามแนวของ OV โดยให A 
อยูระหวาง O กับ F จากนัน้เลื่อน λ ไปทาง O จนกระทั่ง λ แตะกบั OW  เรียกจุดบน λ ซ่ึงแตะ
กับOW จุดแรกวา B และให D เปนจุดบน λ ซึ่งอยูหางจากจุด O มากสุดและอยูนอก Π (ดัง
แสดงในรูปที ่6.19) จากนั้น พลกิ λ แลววาง AF ตามแนวของ OV โดยให F อยูระหวาง O กับ A 
เล่ือน λ ไปทาง O จนกระทั่ง λ แตะกับ OW  เรียกจดุบน λ ซึ่งแตะกับ OW จุดแรกวา E และให 
C เปนจุดบน λ ซ่ึงอยูหางจากจุด O มากสุดและอยูนอก Π (ดังแสดงในรูปที ่6.20) ลากเสนเชื่อม
จุดทั้งหมดตามลําดับบนเสนโคงคอนเวกซ λ เร่ิมจากจุด F จะไดเสนโคงคอนเวกซ 5 ทอน 
FDEBCA ที่มคีวามยาวนอยกวาหนึ่ง และมีบางสวนอยูนอก Π   

พิจารณาเสนโคง D/DEBCC/ เมื่อ D/D⊥OVและ CC/⊥OV จะไดวา เสนโคง D/DEBCC/  
เปนเสนโคงคอนเวกซ 5 ทอนที่มีขาสองขางตั้งฉาก มีความยาวนอยกวาหนึ่งและมีบางสวนอยูนอก
บริเวณ Π 

 

      

               /   // 

      

           C/ 
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รูปที่ 6.19 
 
 
 

 
 
 
 
       
 
 
 

รูปที่ 6.20 
    
สรุปไดวา เสนโคงคอนเวกซใดก็ตามที่ไมสามารถปดทับไดดวย Π จะสามารถแทนไดดวย

เสนโคงคอนเวกซ 5 ทอนที่มขีาสองขางตัง้ฉากและมีความยาวนอยกวาหนึ่งหนวยซึง่ขัดแยงกับบท
แทรกที ่6.4 ดังนัน้ ทฤษฎีบทที ่6.5 เปนจริง         � 

 
 
จากการศึกษาผลงานของ John E. Wetzel และ Patrick Coulton เกี่ยวกบัการพจิารณา 

Π เปนตัวปดทับในปญหา Moser’s Worm Problem สามารถสรุปไดดังตอไปนี้  

      

           / 

      

               / 



 94
ประการแรก เห็นไดชัดวา Π สามารถปดทับสวนของเสนตรงความยาวหนึง่หนวย
ได 

ประการที่สอง พื้นที่ของ Π ประมาณ  0.26180 ตารางหนวย ซ่ึงมีขนาดพื้นที่นอยกวา
เซตคอนเวกซที่มีพืน้ที่นอยสดุในปจจุบัน (ดังไดกลาวไวในบทที่ 3) 

ประการที่สาม  Π  สามารถปดทับเสนโคง 2 ทอนที่มีคอนเวกซฮัลลเปนรูปสามเหลี่ยม
ดานเทาได (จากการพิสูจนของ John E. Wetzel ทฤษฎีบทที่ 6.1) 

ประการที่ส่ี  Π  สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซ  3 ทอนที่มีคอนเวกซฮัลลเปนรูป
ส่ีเหลี่ยมจัตุรัสความยาวดาน 3

1  หนวยได (จากการพิสูจนของ Patrick  
Coulton ทฤษฎีบทที่ 6.2 บทแทรกที่ 6.2.1) 

ประการทีห่า  Π  สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซ  3 ทอนแบบซิกแซก และมีสมมาตร
ได นั่นคือ สามารถปดทับเสนโคงของ  ไดจากการพิสูจนของ Patrick 
Coulton ในทฤษฎีบทที่ 6.2 บทแทรกที ่6.2.2) 

 ประการที่หก Π  สามารถปดทับเสนโคงคอนเวกซใด ๆ ได (จากการพสูิจนของ 
Patrick Coulton ทฤษฎีบทที่ 6.5) 

จากบทสรุปขางตน จะเหน็ไดวาหากเราเชื่อตามขอคาดการณที่กลาววา “สําหรับแตละ
บริเวณคอนเวกซที่สามารถปดทับเสนโคงแบบซิกแซก 3 ทอนที่มีความยาวหนึง่หนวยไดทุกเสนจะ
สามารถปดทบัเสนโคงหนึ่งหนวยใด ๆ ได”   จะเหน็ไดวา การพิสูจนวา Π เปนตัวปดทับเสนโคง
ความยาวหนึ่งหนวยใด ๆ จะเหลือแคเพียงการพิสูจนวา Π ปดทับเสนโคงแบบซิกแซก 3 ทอนที่ไม
สมมาตรไดเทานัน้  โดยในขณะนี้ Patrick Coulton ไดเสนอการพิสูจนสําหรับกรณีดังกลาวแลว
หากแตวาอยูในข้ันตอนของการตรวจสอบความถกูตอง  นอกจากนี้ยงัมีผลการทดลองโดยการ
คํานวณดวยคอมพิวเตอร ซ่ึงใชวิธกีารสุมหาจุด 4 จุดทีเ่รียงกนัเปนเสนโคงแบบซกิแซก จากนั้นวัด
ความยาวเมื่อทดลองใสจุดลงใน Π ทกุรูปแบบที่เปนไดพบวาความยาวนอยสุดของเสนโคงแบบ
ซิกแซก 3 ทอนที ่ Π ไมสามารถปดทบัไดจะตองมคีวามยาวอยางนอยหนึ่งเสมอ จึงทําใหเรา
สามารถเชื่อไดวา Π ปดทบัเสนโคงแบบซิกแซก 3 ทอนที่ไมสมมาตรไดอยางแนนอน   
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สัจพจน (Postulates) คือส่ิงที่ยอมรับในวิชาเรขาคณิตวาเปนความจริงโดยไมตองพิสูจน

และนําไปใชอางเพื่อการพิสูจนขอความอืน่วาเปนความจริงได ดังนี้ 
1. มีเสนตรงเพียงเสนเดียวเทานั้นที่ลากผานจุดที่กําหนดได 2 จุดได 
2. เสนตรง 2 เสนตัดกันไดที่จุดๆ เดียวเทานั้น 
3. สวนของเสนตรงทั้ง 2 ปลายอาจถูกตอออกไปไดโดยไมจํากัดความยาว 
4. บรรดาเสนทั้งหลายที่ลากผานจุด 2 จุดคูเดียวกนั เสนตรงยอมส้ันที่สุด 
5. เมื่อมีจุดหนึ่งซึ่งถือเปนจุดศูนยกลาง และสวนของเสนตรงที่กําหนดใหเปนรัศมี ยอมสราง

วงกลมไดเพียงวงเดียวเทานัน้ 
6. รูปเรขาคณิตตางๆ อาจทาํใหเคลื่อนที่ไปไดโดยรูปลักษณะ และขนาดคงเดิม 
7. สวนของเสนตรงเสนหนึ่ง มีจดุกึ่งกลางไดเพียงจุดเดียวเทานั้น 
8. มุมๆ หนึ่ง ยอมมีเสนแบงครึ่งมุมภายในไดเพียงเสนเดียวเทานั้น 
9. มุมฉากทุกมุม มุมตรงทุกมุม ยอมเทากัน 
10. เมื่อกําหนดจดุบนเสนตรงให จะลากเสนใหตั้งฉากกับเสนตรงนั้นที่จุดนั้นได เพียงเสนเดียว

เทานั้น 
11. เสนตั้งฉากที่ลากจากจุดภายนอกมายังเสนตรงเสนหนึ่งยอมมีเสนเดียว และเปนเสนสั้น

ที่สุดในบรรดาเสนทั้งหลายทีล่ากจากจุดเดียวกนัมายังเสนตรงเสนเดียว 
12. มุมรอบจุดๆ หนึ่งรวมกนัยอมเปนสองเทาของมุมตรง หรือเปนสี่เทาของมุมฉาก 
13. รัศมีของวงกลมที่เทากนัยอมเทากัน 
14. เสนตรงเสนหนึ่งลากผานวงกลมหนึ่งไดเพียงสองจุดเทานั้น เสนตรงชนิดนี้ เรียกวา เสนพา

ดวง (Secant) หรือเสนผานวง 
 
ทฤษฎบีท เสนตรงเสนหนึ่งพบเสนตรง ทําใหเกิดมุมประชิดรวมกันเปนสองมุมฉาก 
ทฤษฎบีท ถาเสนตรงสองเสนมาพบกันที่จุดปลายขางหนึ่งของเสนตรงเสนหนึ่ง ทําใหเกิดมุม

ประชิดรวมกันเปน 2 มุมฉาก เสนตรงทั้งสองที่มาพบกันนี ้ยอมเปนเสนตรงเดียวกัน 
ทฤษฎบีท เสนตรงสองเสนตัดกัน มุมตรงขามยอมเทากัน 
ทฤษฎบีท เสนแบงครึ่งมุมภายในและมุมภายนอกของมุมๆ หนึ่ง ยอมต้ังฉากกนั 
ทฤษฎบีท สามเหลี่ยมสองรูปที่มีดานเทากนัสองดาน ดานตอดาน และมุมในระหวางดานทั้งสอง

นี้เทากนั สามเหลี่ยมสองรูปนี้เทากนัทกุประการ 
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ทฤษฎบีท ถาลากเสนแบงครึ่งมุมยอดของสามเหลี่ยมหนาจั่วยอมทาํให 

1. สามเหลี่ยมที่เกิดขึ้นเทากนัทุกประการ 
2. เสนแบงครึ่งมุมยอดนัน้จะแบงครึ่งฐานของสามเหลี่ยมหนาจัว่ 
3. เสนแบงครึ่งมุมยอดนัน้จะตัง้ไดฉากกับดานฐาน 

ทฤษฎบีท รูปสามเหลี่ยมสองรูป มีดานเทากันสามดาน ดานตอดาน สามเหลี่ยมสองรูปนี้เทากัน
ทุกประการ 

ทฤษฎบีท รูปสามเหลี่ยมสองรูป มีดานเทากันหนึ่งดาน และมมีุมเทากันสองมุม มมุตอมุม 
สามเหลี่ยมทั้งสองรูปนี้จะเทากันทุกประการ 

ทฤษฎบีท รูปสามเหลี่ยมมุมฉากสองรปู มีดานตรงขามมุมฉากยาวเทากนั และมีดานอืน่อีกดาน
หนึ่งยาวเทากนัดวย สามเหลี่ยมทั้งสองนีย้อมเทากนัทกุประการ 

ทฤษฎบีท เสนขนานสองเสนมีเสนตรงเสนหนึ่งตัดขวาง จะทําให 
1. มุมแยงเทากัน 
2. มุมภายในและมุมภายนอกบนขางเดียวกนัของเสนตัดเทานั้น 
3. มุมภายในบนขางเดียวกันของเสนตรงตัดรวมกันเทากับสองมุมฉาก 

ทฤษฎบีท  มุมทั้งสามของรูปสามเหลี่ยมใดๆ ยอมรวมกันไดเทากับสองมุมฉาก 
ทฤษฎบีท ในรูปสามเหลีย่มใดๆ มุมที่อยูตรงขามกับดานยาว ยอมใหญกวามุมทีอ่ยูตรงขามดาน

ส้ัน 
ทฤษฎบีท ดานสองดานของรูปสามเหลี่ยมใดๆ รวมกันเขายอมยาวกวาดานที่สามของ

สามเหลี่ยมรูปนั้น 
ทฤษฎบีท รูปสามเหลี่ยมสองรูป มีดานเทากันสองดาน แตมุมในระหวางดานเทาไมเทากัน ฐาน

ที่อยูตรงขามกบัมุมใหญของรูปหนึ่งยอยยาวกวาฐานที่อยูตรงขามมุมเล็กของอีกรูป
หนึ่ง 

ทฤษฎบีท ถาเสนขนานคูหนึ่งยาวเทากนั เสนตรงที่ปดหัวทายของเสนขนานคูนีย้อมยาวเทากนั
และขนานกันและทําใหเกิดสี่เหลี่ยมดานขนาน 

ทฤษฎบีท ในรูปส่ีเหลี่ยมดานขนานทุกรูป 
1. เสนทแยงมมุแตละเสนยอมแบงครึ่งรูปส่ีเหลี่ยมดานขนาน 
2. ดานตรงขามยอมยาวเทากนั 
3. มุมตรงขามยอมกางเทากนั 
4. เสนทแยงมมุสองเสนยอมแบงครึ่งซึ่งกันและกัน 
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ลักษณะสมบติัของรูปสี่เหลี่ยม 
 ลักษณะสมบติัของรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 

1. ดานตรงขามขนานกนัและยาวเทากัน 
2. มุมตรงขามเทากัน 
3. เสนทแยงมมุแตละเสนทําใหเกิดรูปสามเหลี่ยมสองรูปเทากันทุกประการ 
4. เสนทแยงมมุแบงครึ่งซึ่งกันและกัน 

 ลักษณะสมบติัของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 
1. มีลักษณะสมบัติเชนเดียวกับรูปส่ีเหลี่ยมดานขนาน 
2. มุมทุกมุมเปนมุมฉาก 
3. เสนทแยงมมุสองเสนยาวเทากัน 

 ลักษณะสมบติัของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรสั 
1. มีลักษณะสมบัติเหมือนรูปส่ีเหลี่ยมผืนผา 
2. ดานทั้งสี่ยาวเทากนั 
3. เสนทแยงมมุต้ังฉากซึ่งกันและกัน 

 ลักษณะสมบติัของรูปสี่เหลี่ยมขนมเปยกปูน 
1. มีลักษณะสมบัติเหมือนรูปส่ีเหลี่ยมดานขนาน 
2. ดานทั้งสี่ยาวเทากนั 
3. มุมทุกมุมไมเปนมุมฉาก 
4. เสนทแยงมมุต้ังฉากซึ่งกันและกัน 

 
ทฤษฎบีท เสนตรงที่ลากจากจุดกึ่งกลางของดานหนึ่งของสามเหลี่ยมและขนานกบัอีกดาน 

หนึ่ง ยอมแบงครึ่งดานที่สามของสามเหลีย่มนัน้ 
ทฤษฎบีท เสนตรงที่ตอจุดกึ่งกลางของดานสองดานของสามเหลี่ยม 

1. ยอมขนานกับดานทีส่ามของสามเหลี่ยมนัน้ 
2. ยอมยาวเปนครึ่งหนึ่งของดานที่สามของสามเหลี่ยมนั้น 

ทฤษฎบีท เสนมัธยฐานของสามเหลี่ยมใดๆ จะตัดกันที่จุดๆ หนึ่ง และจุดนั้นจะแบงเสนมัธยฐาน
ออกเปนหนึ่งในสามของเสนมัธยฐานแตละเสน จุดนั้นเรียกวา Centroid 

ทฤษฎบีท ส่ีเหลี่ยมผืนผา หรือส่ีเหลี่ยมดานขนานทกุรูปที่อยูบนฐานเดียวกนัหรอืบนฐานที่
เทากัน และอยูในระหวางคูขนานเดียวกัน หรือมีสวนสูงเทากัน ยอมมพ้ืีนที่เทากนั 
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ทฤษฎบีท พ้ืนที่ของสามเหลี่ยมใดๆ ยอมเปนครึ่งหนึ่งของสี่เหลี่ยมผนืผาหรือส่ีเหลี่ยมดาน

ขนานที่มีฐานเทากนัและสวนสูงเทากัน หรืออยูในระหวางคูขนานคูเดียวกนั 
ทฤษฎบีท พ้ืนที่ของรูปส่ีเหลี่ยมคางหมูเทากับคงหนึ่งของผลคูณระหวางสวนสูงและผลบวก 

ของดานคูขนาน 
ทฤษฎบีท สามเหลี่ยมทกุรูปที่อยูบนฐานเดียวกนั หรือบนฐานที่เทากัน และมีสวนสูงเทากันหรอื

อยูระหวางเสนคูขนานเดียวกัน ยอมมีพ้ืนที่เทากนั 
ทฤษฎบีท ในสามเหลี่ยมมุมฉากใดๆ พ้ืนที่สี่เหลี่ยมจตัุรัสบนดานแระกอบมุมฉากรวมกนัเทากบั

พ้ืนที่ส่ีเหลี่ยมจัตุรัสบนดานตรงขามมุมฉาก 
ทฤษฎบีท ทางเดินของจดุซึ่งอยูหางจากจุดที่กาํหนดใหสองจุดมีระยะทางเทากันเปนเสน 

ตรง ซึ่งแบงครึ่งและตั้งฉากกบัเสนตรงที่ตอระหวางจุดสองจุดที่กําหนดให 
ทฤษฎบีท ทางเดินของจดุซึ่งอยูหางจากเสนตรงสองเสนที่ตัดกนัในระยะทางเทากันเปนเสน 

ตรงที่แบงครึ่งมุมที่เกิดจากเสนตรงทั้งสองตัดกัน 
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ไดรับทนุโครงการเรงรัดการผลิตและพฒันาบัณฑิตระดับปริญญาตรี สาขาวิชาคณิตศาสตรของ
ประเทศ (รพค.) จากทบวงมหาวทิยาลยั และในปการศึกษา 2545 ไดเขาศึกษาตอในระดบั
ปริญญาโท สาขาวิชาคณิตศาสตร ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณ
มหาวิทยาลยั ดวยทุนอุดหนุนการศึกษา ระดับบัณฑิตศึกษา จุฬาลงกรณมหาวทิยาลัย เพ่ือเฉลิม
ฉลองในวโรกาสที่พระบาทสมเด็จพระเจาอยูหวัทรงเจริญพระชนมายุครบ 72 พรรษา จากบัณฑิต
วิทยาลัย จุฬาลงกรณมหาวทิยาลยั เปนเวลา 2 ป  
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