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บทท่ี 1

บทนํา

1.1 บทนิยามของคําศัพทท่ีเกี่ยวของ
ในที่นี้จะใหบทนิยามเบ้ืองตนเก่ียวกับคําศัพทที่เก่ียวของในวิทยานิพนธเลมนี้

บทนิยามท่ี 1.1.1 ไมบรรทัดท่ีมีมาตรวัดแบบปกติ คือ ไมบรรทัดที่แบงความยาวเปนชวงละ 1
หนวยเทาๆ กัน เชน

จะพบวา สามารถใชไมบรรทัด 6 หนวยดังรูป วัดความยาวไดต้ังแต 1,2,3, ,6 หนวย

บทนิยามท่ี 1.1.2 ไมบรรทัดท่ีมีมาตรวัดแบบไมปกติ คือ ไมบรรทัดที่ไมใชไมบรรทัดที่มีมาตร
วัดแบบปกติ นั่นคือ จะแบงชวงความยาวเปนชวงละเทาไรก็ได และแตละชวงอาจจะมีขนาดไม
เทากัน เชน

จะพบวา ไมบรรทัด 6 หนวยดังรูป ไมสามารถใชวัดความยาว 1 หนวยได

บทนิยามท่ี 1.1.3 ให n เปนจํานวนนับ ไมบรรทัดท่ีมี n ชวงความยาว คือ ไมบรรทัดที่
แบงเปน n ชวง

บทนิยามท่ี 1.1.4 ให n เปนจํานวนนับ L เปนไมบรรทัดที่มี n ชวงความยาว และใหความยาว
ในแตละชวงแทนดวย 1 2 3

, , , ,
n

a a a a หนวย ตามลําดับ เรียก 1 2 3
, , , ,

n
a a a a วา

ชุดความยาวของ L และเขียนแทน L ดวย  1 2 3
, , , ,

n
a a a a

0 2 6

0 1 2 3 4 5 6
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บทนิยามท่ี 1.1.5 การวัดท่ีตอเน่ือง คือ การวัดความยาวที่เกิดจาก 1 ชวงความยาว หรือ เกิด
จากผลรวมของชวงความยาวที่อยูติดกัน นั่นคือ เปนการวัดความยาวของวัตถุโดยเกิดจากการวัด
เพียงครั้งเดียวไมมีการเคลื่อนที่ไมบรรทัดในการวัดความยาว

บทนิยามท่ี 1.1.6 การวัดท่ีไมตอเน่ือง คือ การวัดความยาวของวัตถุที่เกิดจากการรวมของชวง
ความยาวที่ไมติดกัน นั่นคือ เปนการวัดความยาวของวัตถุมากกวาหนึ่งครั้งและมีการเคลื่อนไม
บรรทัดในการวัดความยาว

พิจารณาไมบรรทัดและวิธีการวัดความยาวตอไปนี้

ตัวอยางความยาวที่ตองการวัด ตัวอยางวิธีการวัด
1 หนวย วัดจาก 0 ถึง 1
3 หนวย วิธีการวัดที่ตอเนื่อง วัดจาก 0 ถึง 3

วิธีการวัดที่ไมตอเนื่อง วัดจาก 0 ถึง 1 (ยาว 1 หนวย) และวัด
จาก 2 ถึง 4 (ยาว 2 หนวย) รวม 2 ครั้ง ไดความยาว 3
หนวย

หมายเหตุ สําหรับวิทยานิพนธเลมนี้ การวัดที่กลาวถึงทั้งหมดจะหมายถึง การวัดที่ไดจากไม
บรรทัดที่มีมาตรวัดแบบไมปกติ และเมื่อกลาวถึงการวัดความยาวของวัตถุจะหมายถึงการวัดที่
ตอเนื่องเทานั้น และถาความยาวใดมีวิธีการวัดไดหลายวิธีผูเขียนจะขอยกตัวอยางเพียงแค 1 วิธี
เพื่อแสดงวาสามารถใชไมบรรทัดวัดความยาวนั้นได

บทนิยามท่ี 1.1.7 สําหรับจํานวนนับ k ใดๆ ไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด คือ
ไมบรรทัดที่มีความยาว k หนวย และสามารถใชวัดความยาวไดต้ังแต 1,2,3, ,k หนวย โดยใน
การวัดความยาวตองเปนวิธีการวัดที่ตอเนื่อง

ตัวอยางท่ี 1.1.8 พิจารณาไมบรรทัด 6 หนวย ดังรูป

0 1 2 3 4 5 6
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จะเห็นไดวา ไมบรรทัดขางตนมี 3 ชวงความยาว แทนดวย    1 2 3
, , 1, 3,2a a a 

เมื่อพิจารณาวิธีการวัดความยาวพบวา สามารถใชไมบรรทัดวัดความยาวตางๆ ไดดังนี้
1

1 ,a
3

2 ,a
2

3 ,a
1 2

4 ,a a 
2 3

5 a a  และ
1 2 3

6 a a a  

จะพบวาไมบรรทัด  1,3,2 สามารถใชวัดความยาวไดต้ังแต 1,2,3, ,6 หนวย
ดังนั้น ไมบรรทัด  1,3,2 เปนไมบรรทัด 6 หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด

ตัวอยางท่ี 1.1.9 พิจารณาไมบรรทัด 6 หนวย ดังรูป

จะเห็นไดวา ไมบรรทัดขางตนมี 3 ชวงความยาว แทนดวย    1 2 3
, , 1,2,3a a a 

เมื่อพิจารณาวิธีการวัดความยาวจะเห็นไดวา ไมสามารถใชไมบรรทัด  1,2,3 วัดความยาว 4
หนวยได แมวา 1 3

4 a a  แตเปนวิธีการวัดที่ไมตอเนื่อง
ดังนั้น ไมบรรทัด  1,2,3 ไมเปนไมบรรทัด 6 หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด

1.2 ความเปนมา และความสําคัญของปญหา
จากตัวอยางขางตน สรุปไดวาการจัดเรียงชวงความยาวของไมบรรทัด k หนวย เปนปจจัย

สําคัญที่มีผลในการทําใหเปนไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด นอกจากนี้การตรวจ-
สอบวาไมบรรทัดนั้นเปนไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวไดทุกขนาดหรือไม มีความยุงยากและ
ซับซอน ตอมาสุพินดา [1] ไดศึกษาวิธีในการตรวจสอบการเปนไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวได
ทุกขนาด ไวดังนี้

บทนิยามท่ี 1.2.1 กําหนดให L เปนไมบรรทัด k หนวย ที่มี n ชวงความยาว และมีชุดความยาว
เปน

1 2 3
(1,1), (1,2), (1,3), , (1, )

n
a d a d a d a d n    เมื่อ k และ n เปนจํานวน

231

0 1 4 6

2 31

0 1 3 6
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นับใดๆ รูปสามเหลี่ยมผลตาง (difference triangle) ของ L ประกอบดวยชุดของจํานวนนับ n
ชุด ซึ่งไดมาจากความสัมพันธเวียนเกิด

( , ) ( 1, ) ( 1, 1) ( 2, 1)d i j d i j d i j d i j       

เมื่อ i และ j เปนจํานวนนับ โดยที่ 2 i n  และ 1 ( 1)j n i    และ
(0,2) (0,3) (0, ) 0d d d n   

และนําจํานวนนับที่อยูในรูป ( , )d i j เมื่อ i และ j เปนจํานวนนับ โดยที่ 1 i n  และ
1 ( 1)j n i    มาเขียนเรียงกันในลักษณะดังนี้
(1,1)d (1,2)d (1,3)d (1,4)d  (1, )d n

(2,1)d (2,2)d (2,3)d  (2, 1)d n

(3,1)d (3,2)d  (3, 2)d n

(4,1)d  (4, 3)d n

( 1,1)d n ( 1,2)d n

( ,1)d n

ตัวอยางท่ี 1.2.2 รูปสามเหลี่ยมผลตางของไมบรรทัด 13 หนวย ที่มีชุดความยาวเปน
 2,1,1,5,1,2,1 คือ 2 1 1 5 1 2 1

3 2 6 6 3 3

4 7 7 8 4

9 8 9 9

10 10 10

12 11

13
จากตัวอยางที่ 1.2.2 เมื่อพิจารณารูปสามเหลี่ยมผลตางสังเกตวา
(3,2) 7 1 1 5 (1,2) (1, 3) (1, 4)d d d d      

(4, 4) 9 5 1 2 1 (1,4) (1,5) (1,6) (1,7)d d d d d        

จากขอสังเกตนี้สามารถสรุปเปนทฤษฎีบทในกรณีทั่วๆ ไปไดดังนี้
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ทฤษฎีบทท่ี 1.2.3 [1] กําหนดให L เปนไมบรรทัด k หนวย ที่มี n ชวงความยาว และมีชุดความ
ยาวเปน  (1,1), (1,2), (1,3), , (1, )d d d d n จะไดวา

        ( , ) (1, ) (1, 1) (1, 2) (1, 1)d i j d j d j d j d j i

เมื่อ i และ j เปนจํานวนนับ โดยที่ 1 i n  และ 1 ( 1)j n i   

นั่นคือ ( , )d i j เปนผลรวมของชวงความยาว i ชวงตอเนื่องกันโดยเริ่มจากชวงความยาวที่
(1, )d j โดยที่ 1 i n  และ 1 ( 1)j n i   

1.3 สมบัติของรูปสามเหลี่ยมผลตาง

ทฤษฎีบทท่ี 1.3.1 [1]
1

(1, )
n

j

d j k




ทฤษฎีบทท่ี 1.3.2 [1] { ( , ) | ,D d i j i j  ซึ่ง 1 i n  และ 1 ( 1) }j n i    คือ

เซตของความยาวทั้งหมดที่สามารถใชไมบรรทัด L วัดได และ ( 1)
2

n n
D


 เมื่อ D คือ

จํานวนสมาชิกใน D

ทฤษฎีบทท่ี 1.3.3 [1] ( ,1)d n คือ ความยาวของไมบรรทัด L

ทฤษฎีบทท่ี 1.3.4 [1] กําหนดให L เปนไมบรรทัด k หนวย จะไดวา L เปนไมบรรทัด k หนวย
วัดความยาวไดทุกขนาด ก็ตอเมื่อ D k เมื่อ k เปนจํานวนนับ

ตัวอยางท่ี 1.3.5 พิจารณาไมบรรทัด  2,2,2 ดังรูป

รูปสามเหลี่ยมผลตางของไมบรรทัดนี้ คือ 2 2 2

4 4

6
ดังนั้น {2,4,6}D และ 3 6D k  

0 2 4 6

2 2 2
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โดยทฤษฎีบทที่ 1.3.4 จะไดวาไมบรรทัด  2,2,2 ไมเปนไมบรรทัด 6 หนวยวัดความยาวไดทุก
ขนาด

ตัวอยางท่ี 1.3.6 พิจารณาไมบรรทัด  1,3,2 ดังรูป

รูปสามเหลี่ยมผลตางของไมบรรทัดนี้ คือ 1 3 2

4 5

6
ดังนั้น {1,2,3,4,5,6}D และ 6D k 

โดยทฤษฎีบทที่ 1.3.4 จะไดวาไมบรรทัด  1,3,2 เปนไมบรรทัด 6 หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด

จะเห็นวาการตรวจสอบวา L เปนไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด โดยใช
ทฤษฎีบทที่ 1.3.4 [1] เปนวิธีที่มีรูปแบบและขั้นตอนที่แนนอน อยางไรก็ดี [1] ไมไดนําเสนอขั้นตอน
วิธีการแบงไมบรรทัด k หนวย ใหไดเปนไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด

จากตัวอยางและแนวคิดขางตนผูวิจัยจึงสนใจจะขยายและปรับปญหาของ [1] โดยในบท
ที่ 2 ของงานวิจัยชิ้นนี้ไดขยาย [1] โดยนําเสนอขั้นตอนวิธีการแบงไมบรรทัด k หนวย และแสดงวา
ขั้นตอนที่นําเสนอไวทําใหไดไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด นอกจากนี้ในบทที่ 3 และ
บทที่ 4 จะปรับมุมมองของ [1] ไปเปนการวัดพื้นที่ในสองมิติ จึงไดนําเสนอขั้นตอนวิธีการแบงของ
รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวย ใหมีพื้นที่ทุกขนาดเชนเดียวกัน ทั้งนี้บทนิยามที่เก่ียว-
ของกับการวัดพื้นที่ในสองมิติจะอธิบายโดยละเอียดในบทดังกลาวตอไป

0 1 4 6

21 3
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บทท่ี 2

การสรางไมบรรทัดวัดความยาวไดทุกขนาด

ในบทนี้จะนําเสนอขั้นตอนวิธีการแบงไมบรรทัด k หนวยออกเปน k
n ชวงความยาว นั่น

คือ    1 2 3
, , , , (1,1), (1,2), (1,3), , (1, )

kn k
L a a a a d d d d n   เพื่อให L เปนไมบรรทัด k

หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด เมื่อ k และ k
n เปนจํานวนนับ

ขั้นตอนวิธีท่ี 2.1 สําหรับ {1,2,3, ,10}k  

ถา 1k  แลว  1L 

ถา 2k  แลว  1,1L 

ถา 3k  แลว  1,2L 

ถา 4k  แลว  1,1,2L 

ถา 5k  แลว  1,2,2L 

ถา 6k  แลว  1,2,1,2L 

ถา 7k  แลว  1,2,2,2L 

ถา 8k  แลว  1,2,1,2,2L 

ถา 9k  แลว  1,2,2,2,2L 

ถา 10k  แลว  1,2,3,2,2L 

เห็นไดชัดวาในกรณีที่ {1,2,3}k  ไมบรรทัด L เปนไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวได
ทุกขนาด สําหรับกรณีอ่ืนๆ สามารถแสดงไดวาเปนไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวไดทุกขนาดได
ดังนี้

กรณี  4k จะไดวา  1,1,2L  นั่นคือ    
1 3 2 3

1 ,2 ,3a a a a และ
4  1 2 3
a a a  ดังนั้น ไมบรรทัด L ที่ไดจากขั้นตอนวิธีที่ 2.1 เปนไมบรรทัด 4 หนวยวัดความ

ยาวไดทุกขนาด
กรณี  5k จะไดวา  1,2,2L  นั่นคือ      

1 3 1 2 2 3
1 ,2 , 3 , 4a a a a a a

และ   
1 2 3

5 a a a ดังนั้น ไมบรรทัด L ที่ไดจากขั้นตอนวิธีที่ 2.1 เปนไมบรรทัด 5 หนวยวัด
ความยาวไดทุกขนาด
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กรณี  6k จะไดวา  1,2,1,2L  นั่นคือ
1 4 1 2 1

1 ,2 ,3 , 4a a a a a     

2 3
,a a   

2 3 4
5 a a a และ    

1 2 3 4
6 a a a a ดังนั้น ไมบรรทัด L ที่ไดจากขั้น-

ตอนวิธีที่ 2.1 เปนไมบรรทัด 6 หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด
กรณี  7k จะไดวา  1,2,2,2L  นั่นคือ

1 4 1 2 3
1 ,2 ,3 ,4a a a a a     

4 1 2 3 2 3 4
,5 ,6a a a a a a a      และ    

1 2 3 4
7 a a a a ดังนั้น ไมบรรทัด L ที่

ไดจากขั้นตอนวิธีที่ 2.1 เปนไมบรรทัด 7 หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด
กรณี  8k จะไดวา  1,2,1,2,2L  นั่นคือ

1 5 1 2
1 ,2 ,3 , 4a a a a    

4 5 3 4 5 1 2 3 4
,5 ,6 ,a a a a a a a a a       

2 3 4 5
7 a a a a    และ 8 

1 2 3 4 5
a a a a a    ดังนั้น ไมบรรทัด L ที่ไดจากขั้นตอนวิธีที่ 2.1 เปนไมบรรทัด 8 หนวย
วัดความยาวไดทุกขนาด

กรณี  9k จะไดวา   1,2,2,2,2L นั่นคือ
1 5 1 2

1 ,2 ,3 ,4a a a a    

4 5 1 2 3 2 3 4 1 2 3 4 2 3
,5 ,6 ,7 , 8a a a a a a a a a a a a a a             

4 5
a a และ     

1 2 3 4 5
9 a a a a a ดังนั้น ไมบรรทัด L ที่ไดจากขั้นตอนวิธีที่ 2.1 เปน

ไมบรรทัด 9 หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด
กรณี  10k จะไดวา   1,2,3,2,2L นั่นคือ

1 2 3 4
1 ,2 , 3 , 4a a a a    

5 2 3 1 2 3 3 4 5 1 2 3 4 2
,5 ,6 ,7 , 8 ,9a a a a a a a a a a a a a a             

3 4 5
a a a  และ     

1 2 3 4 5
10 a a a a a ดังนั้น ไมบรรทัด L ที่ไดจากขั้นตอนวิธีที่

2.1 เปนไมบรรทัด 10 หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด

ขั้นตอนวิธีท่ี 2.2 สําหรับ 10k  และ 9(mod10)k 

1. หา {1,2,3,4,5}t  ที่  (mod5)k t

2. ให 10
5

k t
s

 
 เนื่องจาก 10k  และ  (mod5)k t ดังนั้น s เปนจํานวนนับ

2.1 ถา s เปนจํานวนเต็มคู กําหนดให
2.1.1  (1,1) 1, (1,2) 2d d และ (1,3) 3d

2.1.2 (1, 3 ) 5d l  สําหรับ 1,2,3,...,
2
s

l
        

2.1.3       
1, 4

2
s

d t
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2.1.4 (1,5 ) 5d l  สําหรับ , 1, 2,..., 1
2 2 2
s s s

l s
          

2.1.5 (1,5 ) (1,6 ) 2d s d s   

สังเกตวา จํานวนชวงความยาวในกรณีนี้จาก 2.1.1 – 2.1.5 เปน 3, , 1,
2 2
s s และ 2

ตามลําดับ ดังนั้น ไมบรรทัด L จะมี 10
6 6

5k

k t
n s

 
    ชวงความยาว

2.2 ถา s เปนจํานวนเต็มค่ี กําหนดให
2.2.1  (1,1) 1, (1,2) 2d d และ (1,3) 3d

2.2.2 (1, 3 ) 5d l  สําหรับ 1
1,2,3,...,

2
s

l
        

2.2.3        

1
1,4

2
s

d t

2.2.4 (1,5 ) 5d l  สําหรับ 1 1 1
, 1, 2,..., 1

2 2 2
s s s

l s
            

2.2.5    (1,5 ) (1,6 ) 2d s d s

สังเกตวา จํานวนชวงความยาวในกรณีนี้จาก 2.2.1 – 2.2.5 เปน 1 1
3, , 1,
2 2
s s  และ 2

ตามลําดับ ดังนั้น ไมบรรทัด L จะมี 10
6 6

5k

k t
n s

 
    ชวงความยาว

ขั้นตอนวิธีท่ี 2.3 สําหรับ 10k  และ 9(mod10)k 

ให 9
5
k

s


 เนื่องจาก 10k  และ 9(mod10)k  ดังนั้น s เปนจํานวนนับ กําหนดให

1. (1,1) 1d  และ (1,2) 2d 

2. (1,2 ) 5d l  สําหรับ {1,2,3,..., }l s

3. (1,3 ) (1,4 ) (1,5 ) 2d s d s d s     

สังเกตวา จํานวนชวงความยาวในกรณีนี้จาก 1 – 3 เปน 2,s และ 3 ตามลําดับ ดังนั้น

ไมบรรทัด L จะมี 9
5 5

5k

k
n s


    ชวงความยาว

จากการสังเกตเก่ียวกับจํานวนชวงความยาวของขั้นตอนวิธีที่ 2.2 และ 2.3 สามารถนํามาสรุป
เปนทฤษฎีบทไดดังนี้
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ทฤษฎีบทท่ี 2.4 ให k เปนจํานวนนับใดๆ ที่ 10k  และ L เปนไมบรรทัด k หนวยที่ไดจาก

ขั้นตอนวิธีที่ 2.2 หรือ 2.3 จะไดวา L มี k
n ชวงความยาวโดยที่ 10

5
5k

k
n

      
เมื่อ a    คือ

จํานวนเต็มที่นอยที่สุดที่มากกวาหรือเทากับจํานวนจริง a

บทพิสูจน

กรณี 10k  และ 9(mod10)k  เนื่องจาก {1,2,3,4,5}t  ดังนั้น 0 1
5
t

 

10 10 10 10
6 6 6 1 5

5 5 5 5 5k

k t k t k k
n

                         
กรณี 10k  และ 9(mod10)k  จะไดวา

9 9 1 10
5 5 5

5 5 5 5k

k k k
n

                    


จากทฤษฎีบทที่ 2.4 เมื่อกําหนดให L เปนไมบรรทัด k หนวย ที่แบงดวยขั้นตอนวิธีที่ 2.2
หรือ 2.3 จะสามารถหาชวงความยาว k

n ได ตอไปจะนําเสนอขั้นตอนวิธีการแบงเมื่อทราบจํานวน
ชวงความยาว k

n ที่คํานวณไดจากทฤษฎีบทขางตน

ขั้นตอนวิธีท่ี 2.2ก สําหรับ 10k  และ 9(mod10)k 

1. ให     (1,1) 1, (1,2) 2, (1, 3) 3, (1, 1) 2
k

d d d d n และ (1, ) 2
k

d n

2. หา {1,2,3,4,5}t  ที่  (mod5)k t

2.1 ถา k
n เปนจํานวนเต็มคู ให

      
1, 1
2
k
n

d t และ (1, ) 5d i  ทุก

{4,5,6,i  ..., , 2,..., 2}
2 2
k k

k

n n
n 

2.2 ถา k
n เปนจํานวนเต็มค่ี ให 1

1,
2
k
n

d t
      

และ (1, ) 5d i  ทุก

{4,5,6,i 
1 1

..., 1, 1,..., 2}
2 2
k k

k

n n
n
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ขั้นตอนวิธีท่ี 2.3ก สําหรับ 10k  และ 9(mod10)k  กําหนดให
1.      (1,1) 1, (1,2) 2, (1, 2) 2, (1, 1) 2

k k
d d d n d n และ (1, ) 2

k
d n

2. (1, ) 5d i  ทุก {3,4,5,..., 3}
k

i n 

เนื่องจากไมบรรทัด L ที่สรางจากขั้นตอนวิธีที่ 2.2 หรือ 2.3 (หรือ 2.2ก หรือ 2.3ก) ขึ้นอยู
กับความยาว k หนวยของไมบรรทัด และจํานวนชวงความยาว k

n ดังนั้นหากเปนที่เขาใจตรงกัน
วาไมบรรทัดที่กลาวถึงยาวเทาใด และมีก่ีชวงความยาว จะใชสัญลักษณ L แทนไมบรรทัดนั้น แต
บางครั้งอาจใชสัญลักษณ

kn
L เพื่อเนนวาเปนไมบรรทัด k หนวยที่มี k

n ชวงความยาว

ตัวอยางท่ี 2.5 พิจารณาไมบรรทัด 16 หนวย โดยขั้นตอนวิธีที่ 2.2 หรือ 2.2ก จะได 16
7n 

และ 7
(1,2,3,1,5,2,2)L  จะไดรูปสามเหลี่ยมผลตางของ 7

L ดังรูป

1 2 3 1 5 2 2

3 5 4 6 7 4

6 6 9 8 9

7 11 11 10

12 13 13

14 15

16

ตัวอยางท่ี 2.6 พิจารณาไมบรรทัด 21 หนวย โดยขั้นตอนวิธีที่ 2.2 หรือ 2.2ก จะได 21
8n 

และ 8
(1,2,3,5,1,5,2,2)L  จะไดรูปสามเหลี่ยมผลตางของ 8

L ดังรูป

1 2 3 5 1 5 2 2

3 5 8 6 6 7 4

6 10 9 11 8 9

11 11 14 13 10

12 16 16 15

17 18 18

19 20

21
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ขอสังเกตท่ี 2.7 พิจารณาไมบรรทัด 7
L จะเห็นวา  (2,5) 7, (2,6) 4d d และ (3,5) 9d

พิจารณาไมบรรทัด 8
L จะเห็นวา  (2,6) 7, (2,7) 4d d และ (3,6) 9d

เนื่องจาก 8
L สรางโดยการเติม 5 ไประหวางตําแหนง (1,3)d และ (1,4)d ของ 7

L ดังนั้น 8
L

ยังคงวัดความยาว 7,4 และ 9 หนวยไดเชนเดียวกับ 7
L แตตําแหนงการวัดจะขยับไปทางขวาอีก

หนึ่งตําแหนง
นั่นคือ โดยทั่วไปสําหรับไมบรรทัด

kn
L ที่สรางจากขั้นตอนวิธีที่ 2.2 หรือ 2.2ก จะไดวา

(2, 2) 7, (2, 1) 4
k k

d n d n    และ (3, 2) 9
k

d n  

คําถามที่นาสนใจ คือ ไมบรรทัด L ที่ไดจากขั้นตอนวิธีที่ 2.2 หรือ 2.3 (หรือ 2.2ก หรือ 2.3
ก) เปนไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวไดทุกขนาดหรือไม ทฤษฎีบทประกอบตอไปนี้จะนําไปสู
ทฤษฎีบทที่ตอบคําถามสําคัญนี้

ทฤษฎีบทประกอบท่ี 2.8 สําหรับจํานวนนับ k ที่ 10k  และ 9(mod10)k  ให
kn
L เปน

ไมบรรทัดที่แบงตามขั้นตอนวิธีที่ 2.2 หรือ 2.2ก จะไดวา
1. (1,1) 1d 2. (1,2) 2d 3. (1, 3) 3d

4. (2, 1) 4
k

d n   5. (2,2) 5d 6. (3,1) 6d

7. ( ,1)k
d n k 8. ( 1,2) 1

k
d n k   9. ( 1,1) 2

k
d n k  

10. ( 2,3) 3
k

d n k   11. ( 2,1) 4
k

d n k   12. ( 3,2) 5
k

d n k  

13. ( 3,4) 6
k

d n k   14. ( 4,3) 7
k

d n k   15. ( 4,4) 8
k

d n k  

บทพิสูจน ให
kn
L เปนไมบรรทัดที่แบงตามขั้นตอนวิธีที่ 2.2 หรือ 2.2ก จะไดวา

kn
L มีชุดความ

ยาวเปน
5

(1,2, 3,5,5,5, ,5, ,5,5,5, ,5,2,2)

kn

t



 


เห็นไดชัดวา 1 – 3 เปนจริง ตอมา

4. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา (2, 1) (1, 1) (1, ) 2 2 4
k k k

d n d n d n      

5. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา     (2,2) (1,2) (1, 3) 2 3 5d d d

6. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา       (3,1) (1,1) (1,2) (1,3) 1 2 3 6d d d d

7. โดยทฤษฎีบทที่ 1.3.3 ( ,1)k
d n k

8. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 และทฤษฎีบทที่ 1.3.1 จะไดวา
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1

( 1,2) (1,2) (1,3) (1,4) (1, )

(1, ) (1,1)

1

k

k k
n

j

d n d d d d n

d j d

k


     

 

 





9. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 และทฤษฎีบทที่ 1.3.1 จะไดวา
( 1,1) (1,1) (1,2) (1,3) (1, 1)
k k

d n d d d d n      

1

(1, ) (1, )

2

kn

k
j

d j d n

k


 

 



10. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 และทฤษฎีบทที่ 1.3.1 จะไดวา
( 2,3) (1,3) (1,4) (1,5) (1, )
k k

d n d d d d n     

1

(1, ) (1,1) (1,2)

1 2 3

kn

j

d j d d

k k


  

    



11. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 และทฤษฎีบทที่ 1.3.1 จะไดวา
( 2,1) (1,1) (1,2) (1,3) (1, 2)
k k

d n d d d d n      

1

(1, ) (1, 1) (1, )

2 2 4

kn

k k
j

d j d n d n

k k


   

    



12. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 และทฤษฎีบทที่ 1.3.1 จะไดวา
( 3,2) (1,2) (1,3) (1,4) (1, 2)
k k

d n d d d d n      

1

(1, ) (1,1) (1, 1) (1, )

1 2 2 5

kn

k k
j

d j d d n d n

k k


    

     



13. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 และทฤษฎีบทที่ 1.3.1 จะไดวา
( 3,4) (1,4) (1,5) (1,6) (1, )
k k

d n d d d d n     

1

(1, ) (1,1) (1,2) (1, 3)

1 2 3 6

kn

j

d j d d d

k k


   

     



14. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 และทฤษฎีบทที่ 1.3.1 จะไดวา
( 4,3) (1,3) (1,4) (1,5) (1, 2)
k k

d n d d d d n      

1

(1, ) (1,1) (1,2) (1, 1) (1, )

1 2 2 2 7

kn

k k
j

d j d d d n d n

k k
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15. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 และทฤษฎีบทที่ 1.3.1 จะไดวา
( 4,4) (1,4) (1,5) (1,6) (1, 1)
k k

d n d d d d n      

1

(1, ) (1,1) (1,2) (1,3) (1, )
kn

k
j

d j d d d d n


    

1 2 3 2 8k k      


ขอสังเกตท่ี 2.9 เมื่อ 6
k
n  และ {11,12,13,14,15}k  จากทฤษฎีบทประกอบที่ 2.8 จะได

วาไมบรรทัด 6
L ที่ไดจากขั้นตอนวิธีที่ 2.2 หรือ 2.2ก เปนไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวไดทุก

ขนาด

ทฤษฎีบทประกอบท่ี 2.10 ให
k
n เปนจํานวนชวงความยาวของไมบรรทัด

kn
L ที่ยาว k หนวย

ซึ่งไดจากขั้นตอนวิธีที่ 2.2 หรือ 2.2ก ถา
k
n เปนจํานวนเต็มคูที่ 2 4

k
n l  เมื่อ l เปนจํานวน

นับ แลว
1. ( , 3) 5 2d l l  2. ( 1,2) 5d l l 

3. ( 2,1) 5 1d l l   4. ( ( 2), 3) ( 1) 5
k

d n l l k l     

5. ( ( 3), 3) ( 3) 5
k

d n l l k l     

บทพิสูจน ให
k
n เปนจํานวนชวงความยาวของไมบรรทัด

kn
L ที่ไดจากขั้นตอนวิธีที่ 2.2 หรือ

2.2ก สมมติวา
k
n เปนจํานวนเต็มคูที่ 2 4

k
n l  เมื่อ l เปนจํานวนนับ โดยขั้นตอนวิธีที่ 2.2ก

จะไดวา ไมบรรทัด
kn
L มีชุดความยาวเปน

1 1

(1,2, 3,5,5,5, ,5, ,5,5,5, ,5,2,2)

l l

t

 

 
 

และ 10k t l  โดยที่ {1,2, 3, 4,5}t 

1. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา
1

1

( , 3) (1, 3) (1, 3 ) 3 5( 1) 5 2
l

i

d l d d i l l




       
2. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะได

วา
1

1

( 1,2) (1,2) (1, 3) (1, 3 ) 2 3 5( 1) 5
l

i

d l d d d i l l




         
3. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา
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1

1

( 2,1) (1,1) (1,2) (1,3) (1,3 )

1 2 3 5( 1)

5 1

l

i

d l d d d d i

l

l





     

    
 



4. เนื่องจาก ( ( 2), 3) ( 2, 3)
k

d n l l d l l      ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา

2

4

( (2 ), 3 ) ( 2, 3)

(1, 3) (1, ) (1,2 3) (1,2 4)

5( 2 4 1) (1, 1) (1, )

5( 1) 2 2

4 5 5

( 10 ) 1 5

( 1) 5

k
l

i

k k

d n l l d l l

d l d l i d l d l

t l d n d n

t l

t l

t l l

k l





     

       

       
    
   
   
  



5. เนื่องจาก ( ( 3), 3) ( 1, 3)
k

d n l l d l l      ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา

2

4

( ( 3), 3) ( 1, 3)

(1, 3) (1, ) (1,2 3)

5( 2 4 1) (1, 1)

5( 1) 2

3 5

10 3 5

( 3) 5

k
l

i

k

d n l l d l l

d l d l i d l

t l d n

t l

t l

t l l

k l





     

     

      
   
  
   
  




ขอสังเกตท่ี 2.11 พิจารณา

กรณี 6
k
n  นั่นคือ 1l  และ

6
(1,2, 3, ,2,2)L t เมื่อ {1,2,3,4,5}t  จาก

ทฤษฎีบทประกอบที่ 2.10 ขอ 1 – 3 จะได (1,3) 3, (2,2) 5d d  และ (3,1) 6d 

กรณี 8
k
n  นั่นคือ 2l  และ

8
(1,2, 3,5, ,5,2,2)L t เมื่อ {1,2,3,4,5}t  จาก

ทฤษฎีบทประกอบที่ 2.10 ขอ 1 – 3 จะได (2, 3) 8,d  (3,2) 10d  และ (4,1) 11d  เพิ่ม
จากกรณี 6

k
n  และ

8
L ยังคงวัดความยาว (1,3) 3, (2,2) 5d d  และ (3,1) 6d  โดย

ชวงความยาวเหลานี้อยูในตําแหนงเดิมเหมือนในกรณี 6
k
n  กลาวคือ ทฤษฎีบทประกอบที่

2.10 ขอ 1 – 3 ยืนยันวา 8
L สามารถวัดความยาวเพิ่มขึ้นจาก 6

L ไดอีก 3 แบบที่แตกตางกัน
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ตอมากรณี 6
k
n  นั่นคือ 1l  และ

6
(1,2, 3, ,2,2)L t เมื่อ {1,2,3,4,5}t 

จากทฤษฎีบทประกอบที่ 2.10 ขอ 4 และ 5 จะได ( 3,4) (3,4) 6
k

d n d k    และ
( 4,4) (2,4) 8
k

d n d k   

กรณี 8
k
n  นั่นคือ 2l  และ

8
(1,2, 3,5, ,5,2,2)L t เมื่อ {1,2,3,4,5}t  จาก

ทฤษฎีบทประกอบที่ 2.10 ขอ 4 และ 5 จะได ( 4,5) (4,5) 11
k

d n d k    และ
( 5,5) (3,5) 13
k

d n d k    เพิ่มจากกรณี 6
k
n  และ

8
L ยังคงวัดความยาว

( 3,4) (5,4) 6
k

d n d k    และ ( 4,4) (4,4) 8
k

d n d k    ไดเหมือน
6
L แต

ตําแหนงมีการเปลี่ยนขึ้นอยูกับจํานวนชวงความยาว กลาวคือ ทฤษฎีบทประกอบที่ 2.10 ขอ 4
และ 5 ยืนยันวา 8

L สามารถวัดความยาวเพิ่มขึ้นจาก 6
L ไดอีก 2 แบบที่แตกตางกัน

ดังนั้น โดยทั่วไปทฤษฎีบทประกอบที่ 2.10 ยืนยันวา ถา k
n เปนจํานวนเต็มคู และ

2
k k
n n  แลว

kn
L สามารถวัดความยาวเพิ่มขึ้นจาก

kn
L ไดอีก 5 แบบที่แตกตางกัน

ทฤษฎีบทประกอบท่ี 2.12 ให
k
n เปนจํานวนชวงความยาวของไมบรรทัด

kn
L ที่ยาว k หนวย

ซึ่งไดจากขั้นตอนวิธีที่ 2.2 หรือ 2.2ก ถา
k
n เปนจํานวนเต็มค่ีที่ 2 5

k
n l  เมื่อ l เปนจํานวน

นับ แลว
1. ( 1, ( 1)) 5 2d l n l l     2. ( 2, ( 1)) 5 4d l n l l    

3. ( ( 2),1) ( 4) 5
k

d n l k l     4. ( ( 3),2) ( 5) 5
k

d n l k l    

5. ( ( 4),3) ( 7) 5
k

d n l k l    

บทพิสูจน ให
k
n เปนจํานวนชวงความยาวของไมบรรทัดที่ไดจากขั้นตอนวิธีที่ 2.2 หรือ 2.2ก

สมมติวา
k
n เปนจํานวนเต็มค่ีที่ 2 5

k
n l  เมื่อ l เปนจํานวนนับ โดยขั้นตอนวิธีที่ 2.2ก

จะไดวา ไมบรรทัด n
L มีชุดความยาวเปน

1

(1,2, 3,5,5,5, ,5, ,5,5,5, ,5,2,2)

l l

t 
 

และ ( 5) 10k t l   หนวย โดยที่ {1,2, 3, 4,5}t 

1. เนื่องจาก           ( 1, ( 1)) ( 1,(2 5) ( 1)) ( 1, 4)d l n l d l l l d l l

ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา
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3

5

( 1, ( 1)) ( 1, 4)

(1, 4) (1, ) (1,2 4)

5 5( 1) (1, 1)

5 5( 1) 2

5 2

l

i

d l n l d l l

d l d l i d l

l d n

l

l





     

     

    
   
 



2. เนื่องจาก           ( 2, ( 1)) ( 2,(2 5) ( 1)) ( 2, 4)d l n l d l l l d l l

ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา

3

5

( 2, ( 1)) ( 2, 4)

(1, 4) (1, ) (1,2 4) (1,2 5)

5 5( 1) (1, 1) (1, )

l

i

d l n l d l l

d l d l i d l d l

l d n d n





     

       

     



5 5( 1) 2 2

5 4

l

l

    
 

3. เนื่องจาก    ( ( 2),1) ( 3,1)d n l d l ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา

1

1

( ( 2),1) ( 3,1)

(1,1) (1,2) (1, 3) (1, 3 ) (1, 3)

1 2 3 5( 1)

6 5( 1)

1 5

( 5) 10 4 5

( 4) 5

k
l

i

d n l d l

d d d d i d l

l t

l t

t l

t l l

k l





   

      

     
   
  
    
  



4. เนื่องจาก    ( ( 3),2) ( 2,2)d n l d l ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา

1

1

( ( 3),2) ( 2,2)

(1,2) (1, 3) (1, 3 ) (1, 3)

2 3 5( 1)

5

( 5) 10 5 5

( 5) 5

k
l

i

d n l d l

d d d i d l

l t

l t

t l l

k l





   

     

    
 
    
  



5. เนื่องจาก ( ( 4),3) ( 1,3)
k

d n l d l    ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา

1

1

( ( 4), 3) ( 1, 3)

(1, 3) (1, 3 ) (1, 3)

k
l

i

d n l d l

d d i d l
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3 5( 1)

2 5

( 5) 10 7 5

( 7) 5

l t

t l

t l l

k l

   
  
    
  


ขอสังเกตท่ี 2.13 พิจารณา

กรณี 7
k
n  นั่นคือ 1l  และ

7
(1,2, 3, ,5,2,2)L t โดยที่ {1,2,3,4,5}t  จาก

ทฤษฎีบทประกอบที่ 2.12 ขอ 1 และ 2 จะได (2, 2) (2,5) 7
k

d n d   และ (3, 2)
k

d n  

(3,5) 9d 

กรณี 9
k
n  นั่นคือ 2l  และ

9
(1,2, 3,5, ,5,5,2,2)L t โดยที่ {1,2,3,4,5}t 

จากทฤษฎีบทประกอบที่ 2.12 ขอ 1 และ 2 จะได (3, 3) (3,6)
k

d n d   12 และ
(4, 3) (4,6) 14

k
d n d   เพิ่มจากกรณี 7

k
n  และ

9
L ยังคงวัดความยาว

(2, 2) (2,7) 7
k

d n d   และ (3, 2) (3,7) 9
k

d n d   ไดเหมือน
7
L แตตําแหนงมีการ

เปลี่ยนขึ้นอยูกับจํานวนชวงความยาว กลาวคือ ทฤษฎีบทประกอบที่ 2.12 ขอ 1 และ 2 ยืนยันวา
9
L สามารถวัดความยาวเพิ่มขึ้นจาก 7

L ไดอีก 2 แบบที่แตกตางกัน
ตอมากรณี 7

k
n  นั่นคือ 1l  และ

7
(1,2, 3, ,5,2,2)L t โดยที่ {1,2,3,4,5}t 

จากทฤษฎีบทประกอบที่ 2.12 ขอ 3 – 5 จะได ( 3,1) (4,1)
k

d n d   9,k  ( 4,2)
k

d n  

(3,2) 10d k  และ ( 5,3) (2,3) 12
k

d n d k   

กรณี 9
k
n  นั่นคือ 2l  และ

9
(1,2, 3,5, ,5,5,2,2)L t โดยที่ {1,2,3,4,5}t 

จากทฤษฎีบทประกอบที่ 2.12 ขอ 3 – 5 จะได
( 4,1) (5,1)
k

d n d   14,k  ( 5,2)
k

d n  (4,2) 15d k   และ
( 6,3) (3,3) 17
k

d n d k    เพิ่มจากกรณี 7
k
n  และ

9
L ยังคงวัดความยาว

( 3,1) (6,1) 9, ( 4,2)
k k

d n d k d n      (5,2) 10d k  และ
( 5,3) (4,3) 12
k

d n d k    ไดเหมือน
7
L แตตําแหนงมีการเปลี่ยนขึ้นอยูกับจํานวนชวง

ความยาว กลาวคือ ทฤษฎีบทประกอบที่ 2.12 ขอ 3 – 5 ยืนยันวา 9
L สามารถวัดความยาวเพิ่มขึ้น

จาก 7
L ไดอีก 3 แบบที่แตกตางกัน

ดังนั้น โดยทั่วไปทฤษฎีบทประกอบที่ 2.12 ยืนยันวา ถา k
n เปนจํานวนเต็มค่ี และ

k
n 

2
k
n  แลว

kn
L จะสามารถวัดความยาวเพิ่มขึ้นจาก

kn
L ไดอีก 5 แบบที่แตกตางกัน
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ขอสังเกตท่ี 2.14 จากขอสังเกตที่ 2.11 และ 2.13 จะไดวา
กรณี 6

k
n  จากทฤษฎีบทประกอบที่ 2.10 จะได (1,3) 3, (2,2) 5,d d  (3,1)d 

6, ( 3,4) (3,4) 6
k

d n d k    และ ( 4,4) (2,4) 8
k

d n d k   

กรณี 7
k
n  จากทฤษฎีบทประกอบที่ 2.12 จะได (2, 2) (2,5) 7,

k
d n d  

(3, 2) (3,5) 9,
k

d n d   ( 3,1) (4,1) 9,
k

d n d k    ( 4,2) (3,2)
k

d n d 

10k  และ ( 5,3) (2,3) 12
k

d n d k    เพิ่มจากกรณี 6
k
n  และ

7
(1,2,3, ,5,2,2)L t ยังคงวัดความยาว (1,3) 3,d  (2,2) 5, (3,1) 6,d d 

( 3,4) (4,4) 6
k

d n d k    และ ( 4,4) (3,4) 8
k

d n d k    ไดเหมือน
6
L ซึ่งบาง

ความยาวอยูในตําแหนงเดิม และบางความยาวเปลี่ยนตําแหนงไปขึ้นอยูกับจํานวนชวงความยาว
กลาวคือ โดยทั่วไปทฤษฎีบทประกอบที่ 2.10 และ 2.12 ยืนยันวา ถา ˆˆ 1

kk
n n  แลว

ˆk̂n
L จะสามารถวัดความยาวเพิ่มขึ้นจาก

kn
L ไดอีก 5 แบบที่แตกตางกัน

ทฤษฎีบทท่ี 2.15 สําหรับจํานวนนับ k ที่ 10k  และ 9(mod10)k  ถา
kn
L เปนไม

บรรทัดที่แบงตามขั้นตอนวิธีที่ 2.2 หรือ 2.2ก แลว
kn
L เปนไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวไดทุก

ขนาด

บทพิสูจน กรณี {11,12,13,14,15}k  จากขอสังเกตที่ 2.9 ของทฤษฎีบทประกอบที่ 2.8 จะได
วาทฤษฎีบทที่ 2.15 เปนจริง
กรณี 15k  และ 9(mod10)k  จะแสดงวาทฤษฎีบทที่ 2.15 เปนจริงโดยใชหลักอุปนัยเชิง
คณิตศาสตรอยางเขมบนจํานวนชวงความยาว k

n ของไมบรรทัด
kn
L ที่แบงตามขั้นตอนวิธีที่ 2.2

หรือ 2.2ก สําหรับจํานวนนับ 7
k
n  ให ( )kP n แทนขอความที่วา

kn
L เปนไมบรรทัดที่แบงตาม

ขั้นตอนวิธีที่ 2.2 หรือ 2.2ก เปนไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด

ขั้นฐาน พิจารณา 7
k
n  จะได {16,17,18,20}k  โดยทฤษฎีบทประกอบที่ 2.8 จะไดวาไม

บรรทัด  7
1,2,3, ,5,2,2L t วัดความยาว 1,2,3,4,5,6, 8, 7, 6, 5, 4,k k k k k    

3,k  2, 1k k  และ k หนวยได ตอมาโดยทฤษฎีบทประกอบที่ 2.12 จะไดวาไมบรรทัด 7
L

วัดความยาว 7,9, 12, 10k k  และ 9k  หนวยได ดังนั้น 7
L เปนไมบรรทัด k หนวยวัด

ความยาวไดทุกขนาด จึงสรุปวา (7)P เปนจริง
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พิจารณาเมื่อ 8
k
n  จะได {21,22,23,24,25}k  ขอสังเกตที่ 2.14 ยืนยันวา 8

L สามารถวัด
ความยาวเพิ่มขึ้นจาก 7

L ไดอีก 5 แบบที่แตกตางกัน นั่นคือ 8
L เปนไมบรรทัด k หนวยวัดความ

ยาวไดทุกขนาด จึงสรุปวา (8)P เปนจริง

ขั้นอุปนัย ให k
m เปนจํานวนนับที่ 7

k
m  สมมติวา (7), (8), (9),..., ( )

k
P P P P m เปนจริง

จะแสดงวา ˆˆ( )kPm เปนจริง เมื่อ ˆˆ 1
kk

m m 

กรณี k
m เปนจํานวนเต็มคู จะไดวามีจํานวนนับ l ที่ 2 6

k
m l 

เมื่อ ( )
k

P m เปนจริง จะไดวา ไมบรรทัด
km

L อยูในรูป
2 6

(1,2, 3,5,5,5, ,5, ,5,5,5, ,5,2,2)
l

l l

L t   
 

เปนไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวไดทุก

ขนาด นั่นคือ สามารถวัดความยาว 1,2,3, ,k หนวย โดยที่ (10 ) 10k t l   ดังนั้นโดย
ทฤษฎีบทที่ 1.3.4 ไมบรรทัด 2 6l

L  มี (10 ) 10D t l  

ตอมา พิจารณา ˆˆkm เมื่อ ˆˆ 1
kk

m m  จะไดวา ˆˆ 1 2 7
kk

m m l    นั่นคือ ˆˆkm เปน
จํานวนเต็มค่ี และ ไมบรรทัด

ˆˆkm
L อยูในรูป

2 7

1

(1,2, 3,5,5,5, ,5, ,5,5,5, ,5,2,2)
l

l l

L t



  
 

และ ˆ (10 ) 5(2 1) (10 ) 10 5 5k t l t l k          จากขอสังเกตที่ 2.14 จะไดวา
ไมบรรทัด 2 7l

L  สามารถวัดความยาวเพิ่มขึ้นจาก 2 6l
L  ไดอีก 5 แบบที่แตกตางกัน นั่นคือ ไม

บรรทัด 2 7l
L  มี ˆ(10 ) 10 5 (15 ) 10D t l t l k        ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่

1.3.4 ไมบรรทัด
ˆˆ 2 7km l

L L  เปนไมบรรทัด k̂ หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด
จึงสรุปไดวา ˆˆ( )kP m เปนจริง
กรณี k
m เปนจํานวนเต็มค่ี จะไดวามีจํานวนนับ l ที่ 2 5

k
m l  เมื่อ ( )

k
P m เปนจริง จะได

วา ไมบรรทัด
km

L อยูในรูป
2 5

1

(1,2, 3,5,5,5, ,5, ,5,5,5, ,5,2,2)
l

l l

L t



  
 

เปนไมบรรทัด k

หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด นั่นคือ สามารถวัดความยาว 1,2,3, ,k หนวย โดยที่
10 5(2 1) (5 ) 10k t l t l       ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.3.4 ไมบรรทัด 2 5l

L  มี
(5 ) 10D t l  

ตอมา พิจารณา ˆˆkm เมื่อ ˆˆ 1
kk

m m  จะไดวา ˆˆ 1 2 6
kk

m m l    นั่นคือ ˆˆkm เปน
จํานวนเต็มคู และ ไมบรรทัด

ˆˆkm
L อยูในรูป

2 6
(1,2, 3,5,5,5, ,5, ,5,5,5, ,5,2,2)

l

l l

L t   
 

และ ˆ (10 ) 5(2 ) (10 ) 10 5k t l t l k        จากขอสังเกตที่ 2.14 จะไดวาไมบรรทัด
2 6l
L  สามารถวัดความยาวเพิ่มขึ้นจาก 2 5l

L  ไดอีก 5 แบบที่แตกตางกัน นั่นคือ ไมบรรทัด 2 6l
L 
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มี ˆ(5 ) 10 5 (10 ) 10D t l t l k        ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.3.4 ไมบรรทัด

ˆˆ 2 6km l
L L  เปนไมบรรทัด k̂ หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด จึงสรุปไดวา ˆˆ( )kP m เปนจริง
โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตรสรุปไดวาทฤษฎีบทที่ 2.15 เปนจริง


ตอไปจะพิจารณาการแบงไมบรรทัดยาว k หนวย สําหรับกรณี 9(mod10)k  แบงโดย

ขั้นตอนวิธีที่ 2.3 หรือ 2.3ก

ตัวอยางท่ี 2.16 พิจารณาไมบรรทัด 19 หนวย โดยขั้นตอนวิธีที่ 2.3 หรือ 2.3ก จะได 19
7n 

และ 7
(1,2,5,5,2,2,2)L  จะไดรูปสามเหลี่ยมผลตางของ 7

L ดังรูป

1 2 5 5 2 2 2

3 7 10 7 4 4

8 12 12 9 6

13 14 14 11

15 16 16

17 18

19

สําหรับกรณี 9(mod10)k  จะใชทฤษฎีบทประกอบเหลานี้ในการชวยนําไปสูทฤษฎี
บทที่จะตรวจสอบวาขั้นตอนวิธีที่ 2.3 หรือ 2.3ก ทําใหไดไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวไดทุก
ขนาดหรือไม

ทฤษฎีบทประกอบท่ี 2.17 ให k
n เปนจํานวนชวงความยาวของไมบรรทัด

kn
L ที่ยาว k หนวย

ซึ่งไดจากขั้นตอนวิธีที่ 2.3 หรือ 2.3ก แลว
1. (1,1) 1d 2. (1,2) 2d 3. (2,1) 3d

4. (2, 1) 4
k

d n   5. (1, 3) 5d 6. (3, 2) 6
k

d n  

7. (2,2) 7d 8. (3,1) 8d 9. (3, 3) 9
k

d n  

10. (2, 3) 10d 11. (4, 3) 11
k

d n   12. (3,2) 12d

13. (4,1) 13d 14. (4, 4) 14
k

d n   15. ( ,1)k
d n k

16. ( 1,2) 1
k

d n k   17. ( 1,1) 2
k

d n k  

18. ( 2,3) 3
k

d n k   19. ( 2,1) 4
k

d n k  
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บทพิสูจน ให k
n เปนจํานวนชวงความยาวของไมบรรทัดที่ไดจากขั้นตอนวิธีที่ 2.3 หรือ 2.3ก

จะไดวา ไมบรรทัด k หนวย
kn
L มีชุดความยาวเปน

5

(1,2,5,5,5, ,5,2,2,2)

kn 




เห็นไดชัดวา 1, 2 และ 5 เปนจริง ตอมา
3. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา     (2,1) (1,1) (1,2) 1 2 3d d d

4. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา (2, 1) (1, 1) (1, ) 2 2 4
k k k

d n d n d n      

6. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา
(3, 2) (1, 2) (1, 1) (1, )

k k k k
d n d n d n d n     

2 2 2 6   
7. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา     (2,2) (1,2) (1, 3) 2 5 7d d d

8. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา
      (3,1) (1,1) (1,2) (1,3) 1 2 5 8d d d d

9. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา
(3, 3) (1, 3) (1, 2) (1, 1)

k k k k
d n d n d n d n      

5 2 2 9   
10. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา     (2,3) (1,3) (1,4) 5 5 10d d d

11. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา
(4, 3) (1, 3) (1, 2) (1, 1) (1, )

k k k k k
d n d n d n d n d n       

5 2 2 2 11    
12. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา

      (3,2) (1,2) (1, 3) (1, 4) 2 5 5 12d d d d

13. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา
        (4,1) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) 1 2 5 5 13d d d d d

14. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา
(4, 4) (1, 4) (1, 3) (1, 2) (1, 1)

k k k k k
d n d n d n d n d n        

5 5 2 2 14    
15. โดยทฤษฎีบทที่ 1.3.3 ( ,1)k

d n k

16. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 และ
1

(1, )
kn

j

d j k


 จะไดวา



23

1

( 1,2) (1,2) (1,3) (1,4) (1, )

(1, ) (1,1)

1

k

k k
n

j

d n d d d d n

d j d

k


     

 

 





17. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 และ
1

(1, )
kn

j

d j k


 จะไดวา

( 1,1) (1,1) (1,2) (1,3) (1, 1)
k k

d n d d d d n      

1

(1, ) (1, )

2

kn

k
j

d j d n

k


 

 



18. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 และ
1

(1, )
kn

j

d j k


 จะไดวา

( 2,3) (1,3) (1,4) (1,5) (1, )
k k

d n d d d d n     

1

(1, ) (1,1) (1,2)

1 2 3

kn

j

d j d d

k k


  

    



19. โดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 และ
1

(1, )
kn

j

d j k


 จะไดวา

( 2,1) (1,1) (1,2) (1,3) (1, 2)
k k

d n d d d d n      

1

(1, ) (1, 1) (1, )

2 2 4

kn

k k
j

d j d n d n

k k


   

    





ทฤษฎีบทประกอบท่ี 2.18 ให k
n เปนจํานวนชวงความยาวของไมบรรทัด

kn
L ที่ไดจากขั้นตอน

วิธีที่ 2.3 หรือ 2.3ก ถา k
n เปนจํานวนเต็มค่ีที่ 2 5

k
n l  เมื่อ l เปนจํานวนนับ แลว

1. (1 2( 1), 3) 10 5d l l    2. (3 2( 1), 2 ) 10 4
k

d l n l l    

3. (2 2( 1),2) 10 3d l l    4. (3 2( 1),1) 10 2d l l   

5. (3 2( 1), (2 1)) 10 1
k

d l n l l      6.   (2 2( 1), 3) 10d l l

7. (4 2( 1), (2 1)) 10 1
k

d l n l l      8.    (3 2( 1),2) 10 2d l l

9.    (4 2( 1),1) 10 3d l l

10. (4 2( 1), 2( 1)) 10 4
k

d l n l l     
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บทพิสูจน ให k
n เปนจํานวนชวงความยาวของไมบรรทัดที่ไดจากขั้นตอนวิธีที่ 2.3 หรือ 2.3ก

สมมติวา k
n เปนจํานวนเต็มค่ีที่ 2 5

k
n l  เมื่อ l เปนจํานวนนับ โดยขั้นตอนวิธีที่ 2.3ก จะได

วา ไมบรรทัด
kn
L มีชุดความยาวเปน

2

(1,2,5,5,5, ,5,2,2,2)

l




1. เนื่องจาก    (1 2( 1), 3) (2 1,3)d l d l ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา

2 2

0

(1 2( 1), 3) (2 1,3)

(1, 3 )

5(2 1)

10 5

l

i

d l d l

d i

l

l





   

 

 
 



2. เนื่องจาก (3 2( 1), 2 ) (2 1,5)
k

d l n l d l     ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา

2 3

0

(3 2( 1),5) (2 1,5)

(1,5 ) (1,2 3) (1,2 4) (1,2 5)

5(2 2) 2 2 2

6 5(2 2)

10 4

l

i

d l d l

d i d l d l d l

l

l

l





   

       

    
  
 



3. เนื่องจาก   (2 2( 1),2) (2 ,2)d l d l ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา

2 1

1

(2 2( 1),2) (2 ,2)

(1,2) (1,2 )

2 5(2 1)

10 3

l

i

d l d l

d d i

l

l





  

  

  
 



4. เนื่องจาก    (3 2( 1),1) (2 1,1)d l d l ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา

2 1

1

(3 2( 1),1) (2 1,1)

(1,1) (1,2) (1,2 )

1 2 5(2 1)

3 5(2 1)

10 2

l

i

d l d l

d d d i

l

l

l





   

   

   
  
 



5. เนื่องจาก (3 2( 1), (2 1)) (2 1,4)
k

d l n l d l      ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3
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2 2

1

(3 2( 1), 4) (2 1,4)

(1,4) (1,4 ) (1,2 3) (1,2 4)

5 5(2 2) 2 2

10 1

l

i

d l d l

d d i d l d l

l

l





   

      

    
 



6. เนื่องจาก   (2 2( 1), 3) (2 ,3)d l d l ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา





  

  

  



2 1

1

(2 2( 1), 3) (2 , 3)

(1, 3) (1, 3 )

5 5(2 1)

10

l

i

d l d l

d d i

l

l

7. เนื่องจาก (4 2( 1), (2 1)) (2 2,4)
k

d l n l d l      ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3





   

        

     
    


2 2

1

(4 2( 1), 4) (2 2,4)

(1,4) (1,4 ) (1,2 3) (1,2 4) (1,2 5)

5 5(2 2) 2 2 2

11 10( 1) 10 1

l

i

d l d l

d d i d l d l d l

l

l l

8. เนื่องจาก    (3 2( 1),2) (2 1,2)d l d l ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา



   

  

 
 


2

1

(3 2( 1),2) (2 1,2)

(1,2) (1,2 )

2 5(2 )

10 2

l

i

d l d l

d d i

l

l

9. เนื่องจาก    (4 2( 1),1) (2 2,1)d l d l ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3 จะไดวา



   

   

  
 


2

1

(4 2( 1),1) (2 2,1)

(1,1) (1,2) (1,2 )

1 2 5(2 )

10 3

l

i

d l d l

d d d i

l

l

10. เนื่องจาก (4 2( 1), (2 2)) (2 2,3)
k

d l n l d l      ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.2.3





   

      

  
 


2 1

1

(4 2( 1), 3) (2 2,3)

(1,3) (1,3 ) (1,2 3) (1,2 4)

5(2 ) 2 2

10 4

l

i

d l d l

d d i d l d l

l

l
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ขอสังเกตท่ี 2.19 พิจารณา
กรณี 7

k
n  นั่นคือ 1l  และ

7
(1,2,5,5,2,2,2)L  จากทฤษฎีบทประกอบที่ 2.18

จะได (1,3) 5, (3, 2) (3,5) 6, (2,2) 7, (3,1) 8, (3, 3)
k k

d d n d d d d n       

(3,4) 9, (2,3) 10,d d  (4, 3) (4, 4) 11, (3,2) 12, (4,1) 13
k

d n d d d     และ
(4, 4) (4,3) 14

k
d n d  

กรณี 9
k
n  นั่นคือ 2l  และ

9
(1,2,5,5,5,5,2,2,2)L  จากทฤษฎีบทประกอบที่

2.18 จะได (3,3) 15,d  (5, 4) (5,5) 16, (4,2) 17, (5,1) 18,
k

d n d d d    

(5, 5) (5,4) 19, (4, 3) 20, (6, 5) (6,4) 21, (5,2) 22,
k k

d n d d d n d d       

(6,1) 23d  และ (6, 6) (6,3) 24
k

d n d   เพิ่มจากกรณี 7
k
n  และ

9
L ยังคงวัดความ

ยาว (1, 3) 5, (3, 2) (3,7) 6, (2,2) 7, (3,1) 8, (3, 3)
k k

d d n d d d d n       

(3,6) 9, (2,3) 10,d d  (4, 3) (4,6) 11, (3,2) 12, (4,1) 13
k

d n d d d     และ
(4, 4) (4,5) 14

k
d n d   โดยความยาวเหลานี้บางความยาวอยูในตําแหนงเดิมและบาง
ความยาวเปลี่ยนตําแหนงขึ้นอยูกับจํานวนชวงความยาว กลาวคือ ทฤษฎีบทประกอบที่ 2.18
ยืนยันวา 9

L ที่ไดจากขั้นตอนวิธีที่ 2.3 หรือ 2.3ก สามารถวัดความยาวเพิ่มขึ้นจาก 7
L ไดอีก 10

แบบที่แตกตางกัน
ดังนั้น โดยทั่วไปจากทฤษฎีบทประกอบที่ 2.18 ยืนยันวา ถา k

n เปนจํานวนเต็มค่ี และ
2

k k
n n  แลว

kn
L สามารถวัดความยาวเพิ่มขึ้นจาก

kn
L ไดอีก 10 แบบที่แตกตางกัน

ทฤษฎีบทท่ี 2.20 สําหรับจํานวนนับ k ที่  10k และ 9(mod10)k  ถา
kn
L เปนไมบรรทัด

ที่แบงตามขั้นตอนวิธีการแบงที่ 2.3 หรือ 2.3ก จะไดวา
kn
L เปนไมบรรทัดวัด k หนวยวัดความ

ยาวไดทุกขนาด

บทพิสูจน ให k เปนจํานวนนับที่  10k และ 9(mod10)k  จากขั้นตอนวิธีที่ 2.3 หรือ
2.3ก จะไดวา k

n เปนจํานวนเต็มค่ีที่  2 5
k
n l เมื่อ l เปนจํานวนนับ จะแสดงวาทฤษฎีบทที่

2.20 เปนจริงโดยใชหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตรบนจํานวนนับ l ดังกลาว
สําหรับจํานวนนับ l ใดๆ  ให ( )P l แทนขอความที่วา ไมบรรทัด

kn
L ที่มีจํานวนชวงความยาว

 2 5
k
n l แบงตามขั้นตอนวิธีที่ 2.3 หรือ 2.3ก เปนไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวไดทุก
ขนาด
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ขั้นฐาน พิจารณา  1l จะไดวา 19
7n  และ  19k โดยทฤษฎีบทประกอบที่ 2.17 จะไดวา

ไมบรรทัด  7
1,2,5,5,2,2,2L  วัดความยาว

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 4,k  3,k  2, 1k k  และ k หนวยได ดังนั้น 7
L

เปนไมบรรทัด 19 หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด จึงสรุปวา (1)P เปนจริง

ขั้นอุปนัย ให m เปนจํานวนนับ สมมติวา ( )P m เปนจริง จะไดวา 2 5
k
n m  และไม

บรรทัด
kn
L อยูในรูป

2 5

2

(1,2,5,5,5, ,5,2,2,2)
m

m

L   


เปนไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวได

ทุกขนาด นั่นคือ สามารถวัดความยาว 1,2,3, ,k หนวย โดยที่ 9 5(2 ) 9 10k m m   

ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.3.4 ไมบรรทัด 2 5m
L  มี 9 10D m 

จะแสดงวา ( 1)P m  เปนจริง
โดยขั้นตอนวิธีที่ 2.3 หรือ 2.3ก จะไดวาเมื่อ 1l m  แลวจํานวนชวงความยาวจะ
เปน 2( 1) 5

k
n m   2 7m  ชวง และไมบรรทัด

kn
L อยูในรูป

2 7

2 2

(1,2,5,5,5, ,5,2,2,2)
m

m

L 



 


และ 9 5(2 2) 19 10 10k m m k       โดย

ขอสังเกตที่ 2.19 จะไดวาไมบรรทัด 2 7m
L  สามารถวัดความยาวเพิ่มขึ้นจาก 2 5m

L  ไดอีก 10
แบบที่แตกตางกัน นั่นคือ ไมบรรทัด 2 7m

L  มี ˆ9 10 10 19 10D m m k     

ดังนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 1.3.4 ไมบรรทัด 2 7kn m
L L  เปนไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวไดทุก

ขนาด จึงไดวา ( 1)P m  เปนจริง
โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตรสรุปไดวาทฤษฎีบทที่ 2.20 เปนจริง
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บทท่ี 3

รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสท่ีมีพื้นท่ีทุกขนาด

ในบทนี้จะขยายแนวคิดของไมบรรทัด k หนวยวัดไดทุกขนาดในบทที่ 2 ซึ่งเปนการวัดใน
หนึ่งมิติมาเปนการวัดพื้นที่ใหไดทุกขนาดซึ่งเปนการวัดในสองมิติ โดยพื้นที่ซึ่งจะกลาวถึงตอไปนี้จะ
เปนพื้นที่ทั้งหมดของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส k k ตารางหนวย หรือเปนพื้นที่ยอยที่มีขนาดเปนจํานวน
นับและเปนสวนหนึ่งของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส k k ตารางหนวย

บทนิยามท่ี 3.1 รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส k k ตารางหนวยท่ีแบงแบบปกติ คือ รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส
ขนาด k k ตารางหนวยที่แบงออกเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสยอยที่มีพื้นที่รูปละหนึ่งตารางหนวย เชน
รูปตอไปนี้ คือ รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 3 3 ตารางหนวยที่แบงแบบปกติ

บทนิยามท่ี 3.2 รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส k k ตารางหนวยท่ีแบงแบบไมปกติ คือ รูปสี่เหลี่ยม
จัตุรัสขนาด k k ตารางหนวยที่ไมใชรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส k k ตารางหนวยที่แบงแบบปกติ แต
เกิดจากการแบงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวยออกเปนรูปหลายเหลี่ยมที่มีดานแตละ
ดานมีความยาวเปนจํานวนนับและขนานกับดานของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสดังกลาว นั่นคือ รูปหลาย
เหลี่ยมที่เกิดจากการแบงอาจมีพื้นที่ก่ีตารางหนวยก็ได และรูปหลายเหลี่ยมแตละชิ้นอาจจะมีพื้นที่
เทากันหรือไมก็ได เชน รูปตอไปนี้ คือ รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 3 3 ตารางหนวยที่แบงแบบไมปกติที่
ประกอบดวยรูปหลายเหลี่ยม 4 รูป

1
A

2
A3

A

4
A
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บทนิยามท่ี 3.3 พื้นท่ีแบบตอเน่ือง คือ พื้นที่ของรูปหลายเหลี่ยมในบทนิยามที่ 3.2 จํานวน 1
ชิ้น หรือพื้นที่ซึ่งเกิดจากผลรวมของพื้นที่ของรูปหลายเหลี่ยมบางรูปจากรูปหลายเหลี่ยม

1 2
, ,A A

3
,...,

n
A A ที่เกิดจากการแบงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวย โดยรูปหลายเหลี่ยม
ทั้งหลายที่จะนํามารวมกันไดนั้นตองมีเงื่อนไขวา สําหรับรูปหลายเหลี่ยม i

A จะมีรูปหลาย
เหลี่ยม

j
A ที่ดานใดดานหนึ่งอยางนอยหนึ่งดานของรูปหลายเหลี่ยม i

A เชื่อมติดกันกับรูปหลาย
เหลี่ยม

j
A และความยาวของดานที่เชื่อมติดกันนั้นเปนจํานวนนับ
สําหรับพื้นที่ที่ไมใชพื้นที่แบบตอเนื่องจะเรียกวาพื้นท่ีแบบไมตอเน่ือง

ตอไปนี้กําหนดให         แทนพื้นที่ขนาด 1 ตารางหนวย

ตัวอยางท่ี 3.4 พื้นที่แบบตอเนื่อง 4 ตารางหนวย เชน

ตัวอยางท่ี 3.5 พื้นที่แบบไมตอเนื่อง 4 ตารางหนวย เชน

หมายเหตุ สําหรับวิทยานิพนธเลมนี้ รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส k k ตารางหนวย จะหมายถึง รูป
สี่เหลี่ยมจัตุรัส k k ตารางหนวยที่แบงแบบไมปกติ และเมื่อกลาวถึงขนาดของพื้นที่ จะหมายถึง
พื้นที่แบบตอเนื่องเทานั้น และถาขนาดพื้นที่ใดเกิดจากพื้นที่แบบตอเนื่องไดหลายวิธี ผูเขียนจะขอ
ยกตัวอยางเพียง 1 วิธีเทานั้น
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บทนิยามท่ี 3.6 สําหรับจํานวนนับ k ใดๆ รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส k k ตารางหนวยท่ีมีพื้นท่ีทุก
ขนาด คือ สี่เหลี่ยมจัตุรัส k k ตารางหนวยที่แบงแบบไมปกติ และมีพื้นที่แบบตอเนื่องขนาด
ต้ังแต 1,2,3, , k k ตารางหนวย

ตัวอยางท่ี 3.7 พิจารณารูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 3 3 ตารางหนวย

จะไดวารูปดังกลาวจะมีพื้นที่ขนาดตางๆ ดังตอไปนี้

1 ตารางหนวย คือ , 2 ตารางหนวย คือ , 3 ตารางหนวย คือ
,

4 ตารางหนวย คือ , 5 ตารางหนวย คือ ,

6 ตารางหนวย คือ , 7 ตารางหนวย คือ ,

8 ตารางหนวย คือ , 9 ตารางหนวย คือ

นั่นคือรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 3 3 ตารางหนวยที่กําหนดใหนี้เปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 3 3 ตาราง
หนวยที่มีพื้นที่ทุกขนาด

1
23

3

1 2 3

3

1

3
2

3 3

1 1

2

3

1

3 3

3 3

2 2
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ตัวอยางท่ี 3.8 พิจารณารูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 3 3 ตารางหนวย

จะไดวารูปดังกลาวจะไมมีพื้นที่ขนาด 2,6 และ 7 ตารางหนวย
แมวา รวมกับ จะเทากับ 6 ตารางหนวย แตเปนพื้นที่แบบไมตอเนื่อง

นั่นคือรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 3 3 ตารางหนวยที่กําหนดใหนี้เปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 3 3 ตาราง
หนวยที่ไมมีพื้นที่ทุกขนาด

จากตัวอยางขางตน สรุปไดวาวิธีการแบงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวย
ออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอยๆ เปนปจจัยที่มีผลในการไดพื้นที่แตละขนาด เชนเดียวกับการแบง
ชวงความยาวของไมบรรทัดเพื่อใหไดเปนไมบรรทัดที่วัดความยาวไดทุกขนาด ผูวิจัยจึงสนใจจะ
นําเสนอวิธีการแบงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวย เพื่อใหไดรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส k k

ตารางหนวยที่มีพื้นที่ทุกขนาด

1

3

5

1

5
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บทท่ี 4

การแบงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสใหมีพื้นท่ีทุกขนาด

พิจารณารูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวย กําหนดให แทนพื้นที่ขนาด 1
ตารางหนวย และ

ij
s เปนสัญลักษณแทนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 1 ตารางหนวยในแถวที่ i และ

หลักที่ j ดังนั้นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวย สามารถพิจารณาไดวาประกอบมา
จาก

ij
s เมื่อ , {1,2, 3,..., }i j k ดังรูป

เพื่อความสะดวกในการกําหนดสัญลักษณจะพิจารณาการแบงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k

ตารางหนวยเปนการหลอมรวม
ij
s บางชิ้นที่มีดานอยางนอย 1 ดานอยูติดกันใหเปนรูปหลาย

เหลี่ยมที่มีพื้นที่ใหญขึ้น ทั้งนี้จะใชสัญลักษณ  หรือ  แสดงการหลอมรวม
ij
s บางชิ้นที่อยู

ติดกัน เชน
, 1ij i j

s s  จะหมายถึงการหลอมรวม กับ เปน ที่มีขนาด
2 ตารางหนวย โดยจะเขียนตัวเลขกํากับขนาดพื้นที่ของรูปหลายเหลี่ยมที่เปนผลจากการหลอม
รวมไวภายในดังนี้ และเมื่อทราบขนาดพื้นที่ของรูปหลายเหลี่ยม

เชน จะใชสัญลักษณ 1 3 4  แทนการหลอมรวมพื้นที่ขนาด 1 กับ 3

เปน 4 ตารางหนวย

ตอไปจะไดนําเสนอขั้นตอนวิธีการแบงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวยโดย
แบงเปนขั้นตอนวิธีสําหรับ k ที่เปนจํานวนเต็มค่ี และ จํานวนเต็มคูตามลําดับ และจากนั้นจะ
นําเสนอบทพิสูจนที่จะยืนยันวารูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวย ที่ไดจากการแบง
ดังกลาวเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส k k ตารางหนวยที่มีพื้นที่ทุกขนาด









   

1k
s

21
s

22
s 23

s
2k
s

31
s

32
s

33
s

3k
s

1k
s

2k
s 3k

s
kk
s

ij
s , 1i j

s 

2

11
s

12
s 13

s

ij
s

, 1i j
s 

3
1
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ขั้นตอนวิธีท่ี 4.1 ให k เปนจํานวนเต็มค่ีในรูป 2 1k m  เมื่อ m เปนจํานวนนับ

4.1.1 แบงโดยพิจารณาการหลอมรวมพื้นที่ขนาด 1 ตารางหนวยในรูป
1

,
1 1

m k

m i j
i j

s



 


นั่นคือ แบงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวยออกเปนสองสวน โดยสวนลางมีพื้นที่เปน
1
2
k

k
      

ตารางหนวย ดังรูป

4.1.2 แบงโดยใช
mm
s จะไดพื้นที่ 1 ตารางหนวย ดังรูป

1
2
k

k
      

ตารางหนวย

1
2
k

k
      

ตารางหนวย

1
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4.1.3 สําหรับแตละ 1
{ 1, 2, 3, , }

2
k

i m m m m


     แบงโดยพิจารณาการ

หลอมรวมพื้นที่ขนาด 1 ตารางหนวยในรูป
1

,2 , 1
1 0

m i m i

i j m i i m j
j j

s s
  

   
 

  จะไดพื้นที่ 2,4,6, ,

1k  ตารางหนวย ดังรูป

4.1.4 สําหรับแตละ 1
{ 1, 2, 3, , }

2
k

i m m m m


     แบงโดยพิจารณาการ

หลอมรวมพื้นที่ขนาด 1 ตารางหนวยในรูป
, ,

1 1

m i m i

i j i ii i i j
j j

s s s
 

 
 

   จะไดพื้นที่ 3,5,7, ,k

ตารางหนวย ดังรูป

1
2
k

k
      

ตารางหนวย

1

4

1k 



3

5

k



2

1
2
k

k
      

ตารางหนวย

1

4

1k 



2
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ขั้นตอนวิธีท่ี 4.2 ให k เปนจํานวนเต็มคูในรูป 2k m เมื่อ m เปนจํานวนนับ

4.2.1 แบงโดยพิจารณาการหลอมรวมพื้นที่ขนาด 1 ตารางหนวยในรูป
,

1 1

m k

m i j
i j

s 
 


นั่นคือ แบงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวยออกเปนสองสวนเทาๆ กันและแตละสวนมี

พื้นที่เปน
2
k

k ตารางหนวย ดังรูป

4.2.2 แบงโดยใช
mm
s จะไดพื้นที่ 1 ตารางหนวย ดังรูป

2
k

k ตารางหนวย

2
k

k ตารางหนวย

1
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4.2.3 สําหรับแตละ 2
{ 1, 2, 3, , }

2
k

i m m m m


     แบงโดยพิจารณาการ

หลอมรวมพื้นที่ขนาด 1 ตารางหนวยในรูป
1

,2 , 1
1 0

m i m i

i j m i i m j
j j

s s
  

   
 

  จะไดพื้นที่ 2,4,6,...,

2k ตารางหนวย ดังรูป

4.2.4 แบงโดยพิจารณาการหลอมรวมพื้นที่ขนาด 1 ตารางหนวยในรูป
1

m

ik
i

s

 จะไดพื้นที่

2
k

m  ตารางหนวย ดังรูป

2
k

k ตารางหนวย

2
k

k ตารางหนวย

2
k

1

1



4

2k 

2



4

2k 

2
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4.2.5 สําหรับแตละ 2
{ 1, 2, 3, , }

2
k

i m m m m


     แบงโดยพิจารณาการ

หลอมรวมพื้นที่ขนาด 1 ตารางหนวยในรูป
, ,

1 1

m i m i

i j i ii i i j
j j

s s s
 

 
 

   จะไดพื้นที่ 3,5,7, ,

1k ตารางหนวย ดังรูป

ตัวอยางท่ี 4.3 รูปตอไปนี้ คือ รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 5 5 ตารางหนวย ที่แบงตามขั้นตอนวิธีที่
4.1

จากรูป เห็นไดชัดวามีพื้นที่ขนาด 1,2,3,4 และ 5 ตารางหนวย ตอมาจากรูปจะเห็นวาสามารถ
หลอมรวมรูปหลายเหลี่ยมเปนพื้นที่แบบตอเนื่องขนาดตางๆ ดังนี้ 1 2 3 6,1 2 4    

7, 3 5 8,   1 3 5 9, 10, 1 10 11, 2 10 12, 3 10 13,         4 10

14, 5 10 15,1 2 3 10 16, 1 2 4 10 17,           3 5 10 18,  

1 3 5 10 19, 1 2 3 4 10 20,         1 2 3 5 10 21, 1 2      

4 5 10 22,1 3 4 5 10 23,        2 3 4 5 10 24     และ 1 2 

2
k

k ตารางหนวย

3

5

1k 



2
k

1



4

2k 

2

4

23

10

1

5
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3 4 5 10 25    ตารางหนวย ทําใหไดวารูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 5 5 ตารางหนวย ที่
แบงตามขั้นตอนวิธีที่ 4.1 เปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 5 5 ตารางหนวยที่มีพื้นที่ทุกขนาด

บทนิยามท่ี 4.4 ให
k
R แทนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่เปนครึ่งลางของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k

ตารางหนวยที่แบงโดยขั้นตอนวิธีที่ 4.1 ขอ 4.1.1 หรือ 4.2 ขอ 4.2.1 และ
k
R แทนรูปสี่เหลี่ยมมุม

ฉากที่เปนครึ่งบนของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวยที่แบงโดยขั้นตอนวิธีที่ 4.1 หรือ
4.2

ขอสังเกตท่ี 4.5 จากตัวอยางที่ 4.3 จะเห็นวา รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 5 5 ตารางหนวยที่มี
พื้นที่ทุกขนาดจะมีพื้นที่ขนาด 1 9 ตารางหนวย มาจาก

5
R ดังรูป

จากขอสังเกตดังกลาวสามารถสรุปเปนทฤษฎีบทประกอบเก่ียวกับพื้นที่ขนาดตางๆ ที่ไดมา
จากรูป

k
R เมื่อ k เปนจํานวนเต็มค่ี โดยที่ 3k  ไดดังนี้

ทฤษฎีบทประกอบท่ี 4.6 สําหรับจํานวนเต็มค่ี k โดยที่ 3k  จะไดวา
k
R ที่แบงตามขั้นตอน

วิธีที่ 4.1 มีพื้นที่ขนาด 1 ถึง
2

1
2

k k
 ตารางหนวย

บทพิสูจน สําหรับจํานวนนับ l ใดๆ  ให ( )P l แทนขอความ รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก
k
R ที่เปนครึ่งบน

ของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวยที่แบงตามขั้นตอนวิธีที่ 4.1 มีพื้นที่ขนาด 1 ถึง
2

1
2

k k
 ตารางหนวย โดย 2 1k l 

ขั้นฐาน พิจารณา 1l  นั่นคือ 3k  จากขั้นตอนวิธีที่ 4.1 จะแบงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด
3 3 ตารางหนวย ไดดังรูป

4

23
1

5

23
1

3
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พิจารณา
3
R ดังรูป

เห็นไดชัดวามีพื้นที่ขนาด 1 และ 2 ตารางหนวย นั่นคือ
3
R มีพื้นที่ขนาด 1 ถึง

23 3
1 2

2

 

ตารางหนวย โดย 3 2(1) 1  ดังนั้น (1)P เปนจริง

ขั้นอุปนัย ให m เปนจํานวนนับ สมมติวา ( )P m เปนจริง นั่นคือ
k
R ดังรูป

มีพื้นที่ต้ังแต
2

1,2,3, , 1
2

k k
 ตารางหนวย

จะแสดงวา ( 1)P m  เปนจริง
ให 2( 1) 1 2 3 2k m m k        ซึ่งโดยขั้นตอนวิธีที่ 4.1 จะได

k
R  ดังรูป

จะแสดงวา
k
R  มีพื้นที่ต้ังแต

2( 2) ( 2)
1,2,3, , 1

2
k k  

 ตารางหนวย หรือนั่นคือ
k
R  มี

พื้นที่ต้ังแต
2

1,2,3, ,
2

k k
k


 ตารางหนวย

3 2

5

1k k



1

4

3 2

5

1k k



1

4

1k 2k 

23
1
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จาก ( )P m เปนจริง เห็นไดวา
k
R เปนสวนหนึ่งของ

k
R  ดังนั้น

k
R  จะมีพื้นที่

ต้ังแต1,2,3, ,
2

1
2

k k
 ตารางหนวย หรือนั่นคือ

k
R  จะมีพื้นที่

ต้ังแต1,2,3, ,
2

1
2

k k
k


  ตารางหนวย ตอมาจะแสดงวา

k
R  มีพื้นที่

ขนาด
2 2 2

, 1, 2, ,
2 2 2

k k k k k k
k k k

  
     

2

2
k k

k

 ตารางหนวย โดยจะ

แบงเปน 3 กรณี ดังตอไปนี้

กรณี 1 พิจารณา
k
R

k
R มีพื้นที่

2

2
k k ตารางหนวย เมื่อนํารูปหลายเหลี่ยมที่มีพื้นที่ขนาด 1,2,3, ,k ตารางหนวย

ออกจาก
k
R จะไดรูปหลายเหลี่ยมที่มีพื้นที่แบบตอเนื่องขนาด

2 2

, 1,
2 2

k k k k
k k

 
  

2

2, ,
2

k k
k


  

2

1
2

k k
 ตารางหนวย

กรณี 2 พิจารณารูปหลายเหลี่ยมตอไปนี้

รูปหลายเหลี่ยมนี้มีพื้นที่
2

( 1)
2

k k
k


  ตารางหนวย เมื่อนํารูปหลายเหลี่ยมที่มีพื้นที่ขนาด

1,2,3, , 2k  ตารางหนวย และ k ตารางหนวยออกจากรูปหลายเหลี่ยมนี้ จะไดรูปหลาย

1k 

3 2

5

1k k



1

4

3 2

5

1k k



1

4
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เหลี่ยมที่มีพื้นที่แบบตอเนื่องขนาด
2

1
2

k k
 ตารางหนวย และ

2 2

3, 4,
2 2

k k k k 
 

2 2

5, ,
2 2

k k k k
k

 
  ตารางหนวย ตามลําดับ

กรณี 3 พิจารณา
k
R  ดังรูป

มีพื้นที่
2

2 3
2

k k
k


  ตารางหนวย เมื่อนํารูปหลายเหลี่ยมที่มีพื้นที่ขนาด 1, 1k k  และ

1 ตารางหนวยออกจากรูปหลายเหลี่ยมนี้ จะไดรูปหลายเหลี่ยมที่มีพื้นที่แบบตอเนื่องขนาด
2

2
2

k k
 ตารางหนวย

จากกรณี 1 – 3 จะไดวา
k
R  มีพื้นที่

2

1,2,3, ,
2

k k
k


 ตารางหนวย

จึงไดวา ( 1)P m  เปนจริง
โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตรจึงสรุปไดวาทฤษฎีบทประกอบที่ 4.6 เปนจริง



ตอมาจะพิจารณาวารูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวย ที่แบงตามขั้นตอนวิธีที่

4.1 มีพื้นที่ขนาด
2

2
k k ถึง 2k โดยอาศัยขอสังเกตตอไปนี้

ขอสังเกตท่ี 4.7 จากตัวอยางที่ 4.3 จะเห็นวา รูปหลายเหลี่ยมขนาด 1, 2, 3, 4 และ 5 ตาราง
หนวยที่ประกอบกันเปน

5
R มีดาน 1 ดานเชื่อมติดกับพื้นที่ขนาด 10 ตารางหนวยของ

5
R  ดังนั้น

รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 5 5 ตารางหนวยที่มีพื้นที่ทุกขนาด จะมีพื้นที่ขนาด 10 19 ตาราง
หนวย มาจากพื้นที่ขนาด 10 ตารางหนวยของ

5
R  และการหลอมรวมพื้นที่ขนาด 10 ตาราง

หนวยของ
5
R  กับพื้นที่ 1 9 ตารางหนวยที่ไดจากขอสังเกตที่ 4.5

3 2

5

1k k



1

4

1k 2k 
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ดังนั้น ในกรณีทั่วๆ ไป ขั้นตอนวิธีที่ 4.1 สําหรับจํานวนเต็มค่ี k โดยที่ 3k  จะทําใหได
รูปหลายเหลี่ยมขนาด 1, 2, 3, , k ตารางหนวยประกอบกันเปน

k
R ที่รูปหลายเหลี่ยมแตละรูป

มีดาน 1 ดานเชื่อมติดกับพื้นที่ขนาด
2

2
k k ตารางหนวยของ

k
R โดยทฤษฎีบทประกอบที่ 4.6

จะไดวา
k
R มีพื้นที่ขนาด 1 ถึง

2

1
2

k k
 ตารางหนวย ในขณะที่พื้นที่ขนาด

2

2
k k ถึง

2 1k k  ตารางหนวย มาจากพื้นที่ขนาด
2

2
k k ตารางหนวยของ

k
R  และการหลอมรวม

พื้นที่ขนาด
2

2
k k ตารางหนวยของ

k
R กับพื้นที่ขนาด 1 ถึง

2

1
2

k k
 ตารางหนวยที่ไดมา

จาก
k
R ตามลําดับ

ขอสังเกตท่ี 4.8 จากตัวอยางที่ 4.3 จะเห็นไดวา รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 5 5 ตารางหนวยที่มี
พื้นที่ทุกขนาด จะมีพื้นที่ขนาด 20 24 ตารางหนวย ไดมาจากการหักพื้นที่ขนาด 1 5 ตาราง
หนวยออกจากรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 5 5 ตารางหนวย

ดังนั้นในกรณีทั่วไป สําหรับจํานวนเต็มค่ี k โดยที่ 3k  การหักพื้นที่ขนาด 1 ถึง k
ตารางหนวยของ

k
R ออกจากรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวยที่ไดจากขั้นตอนวิธีที่

4.1 จะทําใหไดพื้นที่แบบตอเนื่องขนาด 2k k ถึง 2 1k  ตารางหนวยเสมอ

ขอสังเกตท่ี 4.9 จากขอสังเกตที่ 4.7 – 4.8 จะไดวา การพิจารณาวารูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด
5 5 ตารางหนวยที่ไดจากขั้นตอนวิธีที่ 4.1 มีพื้นที่ทุกขนาดหรือไม จึงเพียงพอที่จะพิจารณาวา
5
R มีพื้นที่ขนาด 1 9 ตารางหนวยหรือไม

ดังนั้นในกรณีทั่วไป สําหรับจํานวนเต็มค่ี k โดยที่ 3k  การพิจารณาวารูปสี่เหลี่ยม
จัตุรัสขนาด k k ตารางหนวยที่ไดจากขั้นตอนวิธีที่ 4.1 มีพื้นที่ทุกขนาดหรือไม จึงเพียงพอที่จะ

พิจารณาวา
k
R มีพื้นที่ขนาด 1 ถึง

2

1
2

k k
 ตารางหนวยหรือไม

ทฤษฎีบทท่ี 4.10 สําหรับจํานวนเต็มค่ี k โดยที่ 3k  จะไดวารูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k

ตารางหนวย ที่แบงตามขั้นตอนวิธีที่ 4.1 เปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวย มีพื้นที่
ทุกขนาด

บทพิสูจน พิสูจนไดโดยตรงจากทฤษฎีบทประกอบที่ 4.6 และขอสังเกตที่ 4.9 
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บทนิยามท่ี 4.11 ให
k
T แทนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ไดมาจากการหักพื้นที่ขนาด

2
k ตารางหนวย ที่

ไดมาจากขั้นตอนวิธีที่ 4.2 ขอ 4.2.4 ออกจาก
k
R

ตัวอยางท่ี 4.12 รูปตอไปนี้ คือ รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 6 6 ตารางหนวย ที่แบงตามขั้นตอนวิธี
ที่ 4.2

จากรูป เห็นไดชัดวามีพื้นที่ขนาด 1,2,3,4 และ 5 ตารางหนวย ตอมาจากรูปจะเห็นวาสามารถ
หลอมรวมรูปหลายเหลี่ยมเปนพื้นที่แบบตอเนื่องขนาดตางๆ ดังนี้ 1 2 3 6,   1 2 4  

7, 3 5 8,1 3 5 9, 1 2 3 4 10, 1 2 3 5 11,             1 2 4  

5 12, 1 3 4 5 13,     2 3 4 5 14, 1 2 3 4 5 15,1 3          

4 3 5 16, 2 3 4 3 5 17, 18        ตารางหนวย ในทํานองเดียวกันกับขอสังเกตที่
4.7 พื้นที่ขนาด 19 36 ตารางหนวย มาจากการหลอมรวมพื้นที่ขนาด 18 ตารางหนวยกับพื้นที่
1 18 ตารางหนวยที่ไดจากขางตน ทําใหไดวารูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 6 6 ตารางหนวย ที่
แบงตามขั้นตอนวิธีที่ 4.2 เปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 6 6 ตารางหนวยที่มีพื้นที่ทุกขนาด

ขอสังเกตท่ี 4.13 จากตัวอยางที่ 4.12 จะเห็นวา รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 6 6 ตารางหนวยที่มี
พื้นที่ทุกขนาดจะมีพื้นที่ขนาด 1 15 ตารางหนวย ไดมาจาก 6

T ดังรูป

จากขอสังเกตดังกลาวสามารถสรุปเปนทฤษฎีบทประกอบเก่ียวกับพื้นที่ขนาดตางๆ ที่
ไดมาจาก k

T เมื่อ k เปนจํานวนเต็มคู โดยที่ 4k  ไดดังนี้

23

18

1

5
4

3

23
1

5
4
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ทฤษฎีบทประกอบท่ี 4.14 สําหรับจํานวนเต็มคู k โดยที่ 4k  จะไดวา k
T ที่แบงตามขั้นตอน

วิธีที่ 4.2 มีพื้นที่ขนาด 1 ถึง
2

2
k k ตารางหนวย

บทพิสูจน สําหรับจํานวนนับ l ใดๆ  ให ( )P l แทนขอความที่วา k
T ที่แบงตามขั้นตอนวิธีที่ 4.2

มีพื้นที่ขนาด 1 ถึง
2

2
k k ตารางหนวย โดย 2 2k l 

ขั้นฐาน พิจารณา 1l  นั่นคือ 4k  จากขั้นตอนวิธีที่ 4.2 จะแบงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด
4 4 ตารางหนวย ไดดังรูป

พิจารณา
4
T ดังรูป

เห็นไดชัดวามีพื้นที่ขนาด 1,2 และ 3 ตารางหนวย ตอมาจากรูปจะเห็นวาสามารถหลอมรวมรูป
หลายเหลี่ยมเปนพื้นที่แบบตอเนื่องขนาดตางๆ ดังนี้ 1 3 4,  2 3 5  และ 1 2 3  

6 ตารางหนวย นั่นคือ 4
T ที่แบงตามขั้นตอนวิธีที่ 4.2 มีพื้นที่ขนาด 1 ถึง

24 4
6

2

 ตาราง

หนวย โดย 4 2(1) 2  ดังนั้น (1)P เปนจริง

ขั้นอุปนัย ให m เปนจํานวนนับ สมมติวา ( )P m เปนจริง นั่นคือ k
T ที่แบงตามขั้นตอนวิธีที่ 4.2

ดังรูป

มีพื้นที่ต้ังแต
2

1,2, 3, ,
2

k k
 ตารางหนวย

223
1

8

3 2

5

2k 1k 



1

4

23
1
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จะแสดงวา ( 1)P m  เปนจริง
ให 2( 1) 2 2 4 2k m m k        ซึ่งโดยขั้นตอนวิธีที่ 4.2 จะได kT  ดังรูป

จะแสดงวา
k
T  มีพื้นที่ต้ังแต

2( 2) ( 2)
1,2,3, ,

2

k k  
 ตารางหนวย หรือนั่นคือ

k
T  มีพื้นที่

ต้ังแต
2 3

1,2,3, , 1
2

k k
 ตารางหนวย

จาก ( )P m เปนจริง จะเห็นวา
k
T เปนสวนหนึ่งของ

k
T  ดังนั้น

k
T  จะมีพื้นที่ต้ังแต 1,2,3, ,

2

2

k k ตารางหนวย ตอมาจะแสดงวา
k
T  มีพื้นที่ขนาด

2 2

1, 2,
2 2

k k k k 
 

2 2 3
3, , 1

2 2

k k k k 
  ตารางหนวย โดยจะแบงเปน 2 กรณี ดังตอไปนี้

กรณี 1 พิจารณารูปหลายเหลี่ยมตอไปนี้

รูปหลายเหลี่ยมนี้มีพื้นที่
2

2
k k ตารางหนวย เมื่อนํารูปหลายเหลี่ยมที่มีพื้นที่ขนาด 1,2,3, ,

3k  และ 1,k k ตารางหนวยออกจากรูปหลายเหลี่ยมนี้ จะไดพื้นที่แบบตอเนื่องขนาด
2 2

, 1
2 2

k k k k 
 และ

2 2

3, , 1
2 2

k k k k 
  ตารางหนวย

k1k 

3 2

5

2k 1k 



1

4

k

3 2

5

2k 1k 



1

4
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กรณี 2 พิจารณา
k
T  ดังรูป

มีพื้นที่
2 3

1
2

k k
 ตารางหนวย เมื่อนํารูปหลายเหลี่ยมที่มีพื้นที่ขนาด , 2k k  และ 1 ตาราง

หนวยออกจาก
k
T  จะไดพื้นที่แบบตอเนื่องขนาด

2

2
2

k k
 ตารางหนวย และเมื่อนํารูปหลาย

เหลี่ยมที่มีพื้นที่ขนาด 1,2,3, , 1k  ตารางหนวยออกจาก
k
T  จะไดพื้นที่แบบตอเนื่องขนาด

2 2 2

, 1, 2, ,
2 2 2

k k k k k k  
  

2 3
2

k k ตารางหนวย

จากกรณี 1 และ 2 จะไดวา
k
T  มีพื้นที่

2( 2) ( 2)
1,2,3, ,

2

k k  
 ตารางหนวย หรือนั่นคือ

k
T  มีพื้นที่

2 3
1,2,3, , 1

2
k k

 ตารางหนวย จึงไดวา ( 1)P m  เปนจริง
โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตรจึงสรุปไดวาทฤษฎีบทประกอบที่ 4.14 เปนจริง


ตอมาจะพิจารณาวารูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวย ที่แบงตามขั้นตอนวิธีที่

4.2 มีพื้นที่ขนาด
2

1
2

k k
 ถึง 2k โดยอาศัยขอสังเกตตอไปนี้

ขอสังเกตท่ี 4.15 จากตัวอยางที่ 4.12 จะเห็นวา รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 6 6 ตารางหนวยที่มีพื้นที่
ทุกขนาด มีพื้นที่ขนาด 16 และ 17 ตารางหนวย ไดมาจากการหักพื้นที่ขนาด 1 และ 2 ตาราง
หนวยออกจาก

6
R

ดังนั้น ในกรณีทั่วๆ ไป ขั้นตอนวิธีที่ 4.2 สําหรับจํานวนเต็มคู k โดยที่ 4k  การหัก

พื้นที่ขนาด 1 ถึง 1
2
k
 ตารางหนวยของ

k
R จะทําใหไดพื้นที่แบบตอเนื่องขนาด

2

1
2

k k


ถึง
2

1
2
k
 ตารางหนวยเสมอ

k1k 

3 2

5

2k 1k 



1

4
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ขอสังเกตท่ี 4.16 จากตัวอยางที่ 4.12 จะเห็นวา รูปหลายเหลี่ยมขนาด 1, 2, 3, 4, 5 และ 6
2

ตารางหนวยที่ประกอบกันเปน
6
R มีดาน 1 ดานเชื่อมติดกับพื้นที่ขนาด 18 ตารางหนวยของ

6
R

ดังนั้นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 6 6 ตารางหนวยที่มีพื้นที่ทุกขนาด จะมีพื้นที่ขนาด 18 36 ตาราง
หนวย มาจากพื้นที่ขนาด 18 ตารางหนวยของ

6
R และการหลอมรวมพื้นที่ขนาด 18 ตาราง

หนวยนี้กับพื้นที่ 1 18 ตารางหนวยที่ไดจากขอสังเกตที่ 4.13 และ 4.15

ดังนั้น ในกรณีทั่วๆ ไป ขั้นตอนวิธีที่ 4.2 สําหรับจํานวนเต็มคู k โดยที่ 4k  จะทําใหได
รูปหลายเหลี่ยมขนาด 1, 2, 3, , 1k  และ

2
k ตารางหนวยประกอบกันเปน

k
R ที่รูปหลาย

เหลี่ยมแตละรูปมีดาน 1 ดานเชื่อมติดกับพื้นที่ขนาด
2

2
k ตารางหนวยของ

k
R จากทฤษฎีบท

ประกอบที่ 4.14 และขอสังเกตที่ 4.15 จะไดวา
k
R จะมีพื้นที่ขนาด 1 ถึง

2

1
2
k
 ตารางหนวย

ในขณะที่พื้นที่ขนาด
2

2
k ถึง 2k ตารางหนวย มาจากพื้นที่ขนาด

2

2
k ตารางหนวยของ

k
R และ

การหลอมรวมพื้นที่ขนาด
2

2
k ตารางหนวยของ

k
R กับพื้นที่ขนาด 1 ถึง

2

2
k ตารางหนวยที่ไดมา

จาก
k
R

ขอสังเกตท่ี 4.17 จากขอสังเกตที่ 4.16 จะไดวาการพิจารณาวารูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 6 6

ตารางหนวยที่ไดจากขั้นตอนวิธีที่ 4.2 มีพื้นที่ทุกขนาดหรือไม จึงเพียงพอที่จะพิจารณาวา
6
R มี

พื้นที่ขนาด 1 17 ตารางหนวยหรือไม
ดังนั้นในกรณีทั่วไปสําหรับจํานวนเต็มคู k โดยที่ 4k  การพิจารณาวารูปสี่เหลี่ยม

จัตุรัสขนาด k k ตารางหนวยที่ไดจากขั้นตอนวิธีที่ 4.2 มีพื้นที่ทุกขนาดหรือไม จึงเพียงพอที่จะ

พิจารณาวา
k
R มีพื้นที่ขนาด 1 ถึง

2

1
2
k
 ตารางหนวยหรือไม

ทฤษฎีบทท่ี 4.18 สําหรับจํานวนเต็มคู k โดยที่ 4k  จะไดวา รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k

ตารางหนวย ที่แบงตามขั้นตอนวิธีที่ 4.2 เปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส k k ตารางหนวยที่มีพื้นที่ทุก
ขนาด
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บทพิสูจน จากขอสังเกตที่ 4.17 การพิจารณาวารูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวยที่
แบงตามขั้นตอนวิธีที่ 4.2 มีพื้นที่ทุกขนาดหรือไม จึงเพียงพอที่จะพิสูจนวา

k
R ดังรูป

มีพื้นที่ต้ังแต
2

1,2,3, , 1
2
k
 ตารางหนวย โดยจะแบงพิจารณาเปน 2 กรณี ดังตอไปนี้

กรณี 1 พิจารณา k
T โดยทฤษฎีบทประกอบที่ 4.14 จะไดวา k

T ที่แบงตามขั้นตอนวิธีที่ 4.2 ดังรูป

มีพื้นที่ต้ังแต
2

1,2,3, ,
2

k k
 ตารางหนวย หรือนั่นคือ มีพื้นที่ต้ังแต

2

1,2,3, ,
2 2
k k

k 

ตารางหนวย

กรณี 2 พิจารณา
k
R ดังรูป

3 2

5

2k 1k 



1

4

3 2

5

2k 1k 



1

4 2
k

3 2

5

2k 1k 



1

4 2
k
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มีพื้นที่
2

2
k ตารางหนวย เมื่อนํารูปหลายเหลี่ยมที่มีพื้นที่ขนาด 1,2,3, , 1k  ตารางหนวยออก

จาก
k
R จะไดพื้นที่แบบตอเนื่องขนาด

2 2 2

1, 2, 3, ,
2 2 2
k k k

k k k      
2

1
2
k


ตารางหนวย

จากกรณี 1 – 2 จะไดวา
k
R มีพื้นที่

2

1,2,3, ,
2
k

k และ
2 2

1, 2, ,
2 2
k k

k k    

2

1
2
k
 ตารางหนวย จากขอสังเกตที่ 4.17 จึงสรุปไดวารูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตาราง

หนวยมีพื้นที่ทุกขนาด
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บทท่ี 5

ขอสรุป และขอเสนอแนะ

5.1 ขอสรุป
5.1.1 วิทยานิพนธฉบับนี้ไดใหขั้นตอนวิธีการสรางไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวไดทุก

ขนาด โดยขั้นตอนวิธีที่ไดจะเก่ียวเนื่องกันเมื่อความยาวไมบรรทัดเพิ่มขึ้น 1 หนวย ทําใหการพิสูจน
วาไมบรรทัด k หนวยที่สรางเปนไมบรรทัด k หนวยวัดไดทุกขนาดสามารถใชหลักอุปนัยเชิงคณิต-
ศาสตรได

5.1.2 วิทยานิพนธฉบับนี้ใหขั้นตอนวิธีการแบงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวย
ใหเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส k k ตารางหนวยที่มีพื้นที่ทุกขนาด โดยขั้นตอนวิธีที่ไดจะเก่ียวเนื่องกัน
เมื่อความยาวดานของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเพิ่มขึ้น 2 หนวย ทําใหการพิสูจนวารูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส
ขนาด k k ตารางหนวยที่สรางมีพื้นที่ทุกขนาดสามารถใชหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตรได

5.1.3 จํานวนชวงความยาวที่ไดจากขั้นตอนวิธีการสรางไมบรรทัด k หนวยวัดความยาว
ไดทุกขนาด ยังไมไดรับการยืนยันวาเปนจํานวนชวงความยาวที่นอยที่สุด แตไดแบงใหชวงความ
ยาวที่มีขนาดสั้นมีจํานวนนอย กลาวคือ มีชวงความยาว 1 หนวยไมเกิน 2 ชวง ชวงความยาว 2
หนวยไมเกิน 4 ชวง ชวงความยาว 3 หนวยไมเกิน 2 ชวง และชวงความยาว 4 หนวยไมเกิน 1
ชวง นอกจากนั้นจะเปนชวงความยาว 5 หนวยทั้งสิ้น

5.1.4 จํานวนชิ้นของรูปหลายเหลี่ยมที่ไดจากขั้นตอนวิธีการแบงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด
k k ตารางหนวยใหเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส k k ตารางหนวยที่มีพื้นที่ทุกขนาด ยังไมไดรับการ
ยืนยันวาเปนจํานวนชิ้นที่นอยที่สุด แตไดแบงใหมีจํานวนรูปหลายเหลี่ยมจํานวน 1k  ชิ้น

5.2 ขอเสนอแนะ
5.2.1 เนื่องจากขั้นตอนวิธีการสรางไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด ที่ไดนํา-

เสนอในวิทยานิพนธฉบับนี้เปนเพียงวิธีหนึ่งในการสรางไมบรรทัดเพื่อใหไดผลลัพธที่ตองการ
อยางไรก็ดีผลที่ไดยังไมไดรับการยืนยันวาจะไดจํานวนชวงความยาวที่นอยที่สุด ผูวิจัยจึงเสนอวา
ควรหาขั้นตอนวิธีที่ทําใหไดไมบรรทัด k หนวยวัดความยาวไดทุกขนาด และบทพิสูจนที่ยืนยันวา
ขั้นตอนวิธีดังกลาวทําใหไดจํานวนชวงความยาวที่นอยที่สุด

5.2.2 เนื่องจากขั้นตอนวิธีในการแบงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวยใหมีพื้นที่
ทุกขนาด ที่ไดนําเสนอไวในวิทยานิพนธฉบับนี้เปนเพียงวิธีหนึ่งในการแบงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด
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k k ตารางหนวยเพื่อใหไดผลลัพธที่ตองการ อยางไรก็ดีผลที่ไดยังไมไดรับการยืนยันวาจะได
จํานวนชิ้นที่นอยที่สุด ผูวิจัยจึงเสนอวาควรหาขั้นตอนวิธีที่ทําใหไดรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส k k ตาราง
หนวยที่มีพื้นที่ทุกขนาด และบทพิสูจนที่ยืนยันวาขั้นตอนวิธีดังกลาวทําใหไดจํานวนชิ้นที่นอยที่สุด

5.2.3 เนื่องจากขั้นตอนวิธีในการแบงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวยใหมีพื้นที่
ทุกขนาด ที่ไดนําเสนอไวในวิทยานิพนธฉบับนี้ไมสามารถแบงไดในรูปสี่เหลี่ยมลักษณะอ่ืนๆ ได
ผูวิจัยจึงเสนอวาควรจะมีการหาขั้นตอนวิธีในการแบงรูปสี่เหลี่ยมลักษณะอ่ืนๆ เชน รูป
สี่เหลี่ยมผืนผา เพื่อใหมีพื้นที่ทุกขนาด

5.2.4 เนื่องจากขั้นตอนวิธีในการแบงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวยใหมีพื้นที่
ทุกขนาด จะแบงไดรูปหลายเหลี่ยมในลักษณะแตกตางกันไป เชน รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส รูป
สี่เหลี่ยมผืนผา และรูปหกเหลี่ยม (รูปตัว L) ผูวิจัยจึงเสนอวาควรจะมีการหาขั้นตอนวิธีในการแบง
รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด k k ตารางหนวยใหมีพื้นที่ทุกขนาด ใหไดรูปหลายเหลี่ยมในลักษณะ
เหมือนกันหมด
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[1] สุพินดา รักสันติชาติ. (2550). ความสัมพันธระหวางไมบรรทัดวัดความยาวไดทุกขนาดและ
กลองวัดปริมาตรไดทุกขนาด. โครงงานคณิตศาสตร, จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย.
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นางสาวนิศารัตน บัวแดง เกิดวันอังคารที่ 22 มกราคม พ.ศ. 2528 ที่จังหวัดสุราษฎรธานี
สําเร็จการศึกษาปริญญาวิทยาศาสตรบัณฑิต (คณิตศาสตร) จากคณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัย-
สงขลานครินทร ในปการศึกษา 2549 และสําเร็จการศึกษาประกาศนียบัตรบัณฑิต สาขาวิชาชีพครู
จากมหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ ประสานมิตร ในปการศึกษา 2550 ดวยทุนการศึกษาโครงการ
สงเสริมการผลิตครูที่มีความสามารถพิเศษทางวิทยาศาสตรและคณิตศาสตร (สควค.) ตอมาในป
พ.ศ.2551 ไดบรรจุเขารับราชการครูที่โรงเรียนสุราษฎรพิทยา จังหวัดสุราษฎรธานี และตอมาในป
พ.ศ. 2554 ไดศึกษาตอระดับปริญญามหาบัณฑิตที่ภาควิชาคณิตศาสตรและวิทยาการคอมพิว-
เตอร คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ซึ่งในขณะที่ศึกษาระดับชั้นปที่ 1 ไดรับทุนการ-
ศึกษาจากศูนยความเปนเลิศทางคณิตศาสตร (CEM)

สําหรับผลงานทางวิชาการในระหวางการจัดทําวิทยานิพนธ ไดมีการนําเสนอผลงานทาง
วิชาการในงาน Thailand-Japan Joint Conference on Computational Geometry and Graphs
(TJJCCGG 2012) ระหวางวันที่ 6 – 8 ธันวาคม 2555 ณ มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ และไดมี
การนําเสนอผลงานและเผยแพรในงานการประชุมวิชาการทางคณิตศาสตรประจําป 2556 ครั้งที่
18 (18th Annual Meeting in Mathematics) ระหวางวันที่ 14 – 16 มีนาคม 2556 ณ โรงแรมอาว
นาง อโยธยา บีช รีสอรท แอนด สปา จ.กระบ่ี จัดโดยคณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยทักษิณ
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