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 This research is concentrating on development software to solve nonlinear programming 
problem with equality piecewise linear constraints and inequality nonlinear constraints based on a 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
ในปจจุบันองคกรตาง ๆ ไดมีการเพิ่มขนาดขององคกรเองใหโตขึ้นตามการขยายตัวอยาง

รวดเร็วของภาวะเศรษฐกิจ ซ่ึงทําใหองคกรน้ันมีความซับซอนมากข้ึน เปนผลใหผูบริหารองคกร
น้ันมีการตัดสินใจที่ซับซอนขึ้น การตัดสินใจผิดพลาดของผูบริหารอาจกอใหเกิดความเสียหายตอ
กิจการขององคกร ทําใหมีผูพยายามหาวิธีการอยางมีหลักการในการแกปญหา โดยกําหนดแนวทาง
ของปญหา จุดประสงค วิธีการดําเนินงาน เพ่ือใหการตัดสินใจเกิดความผิดพลาดที่นอยที่สุด และ
สงผลดีตอองคกรมากที่สุด วิชาการแขนงหนึ่งไดถูกพัฒนาขึ้นเพื่อหาหลักการดําเนินงานดังกลาวคือ
วิชาที่วาดวย การวิจัยดําเนินงาน  

 
การวิจัยดําเนินงาน เปนวิชาการแขนงหนึ่งซ่ึงเกิดขึ้นระหวางสงครามโลกครั้งที่ 2 เพ่ือใช

บริหารงานทางทหาร  เมื่อสงครามสิ้นสุดลงความสําเร็จของทีมงานทางทหารที่ใชหลักวิจัย
ดําเนินงานเริ่มถูกนํามาใชในวงการอุตสาหกรรม เพ่ือนํามาแกไขปญหาที่ซับซอนดานการผลิต การ
ขนสงและการจัดการ ความนิยมของการวิจัยดําเนินงานจึงมีเพ่ิมข้ึน จุดประสงคหลักในการวิจัย
ดําเนินงาน คือการหาแนวทางปฏิบัติที่ทําใหไดผลลัพธเหมาะสมที่สุดภายใตเงื่อนไขที่กําหนด โดย
ผลลัพธที่ไดตองสอดคลองกับจุดมุงหมายของการแกปญหา 

 
กําหนดการเชิงเสน เปนเทคนิคในการแกปญหาทางการวิจัยดําเนินงานที่มีลักษณะ

ความสัมพันธของตัวแปรตาง ๆ ที่เก่ียวของเปนฟงกชันเชิงเสน เราสามารถมองผลความกาวหนา
ทางคณิตศาสตร ซ่ึงมีความคิดริเร่ิมมาจากนักคณิตศาสตรและนักวิทยาศาสตรหลาย ๆ ทาน เชน 
Von Neumann, J.  เริ่มใชทฤษฎีสูงสุด-ตํ่าสุดในทฤษฎีของเกมในป 1928 และถูกพัฒนานําไปใชใน
ปญหาทางการขนสงในป 1941 เทคนิคดังกลาวนําไปใชกับการแกปญหาทางโภชนาการในป 1945 
โดย Stigler, G. จากน้ันในป 1947 Dantzig, G. B., Marshall, C. W. และเพ่ือนรวมงานในกองทัพ 
อากาศสหรัฐอเมริกาไดใชวิธีทางคณิตศาสตร และเทคนิคท่ีเก่ียวของมาแกปญหาทางการวางแผน
โครงงานในกองทัพ โดยเร่ิมจัดรูปองคกรทั้งหมดใหมีความสัมพันธทางคณิตศาสตรเปนฟงกชันเชิง
เสน แลวใชวิธีทางคณิตศาสตรแกปญหานั้น ผลงานที่ปรากฏไดรับการยอมรับเปนอยางมาก ทําให
เกิดวิธีการที่เรียกวา simplex method ซ่ึงเปนเทคนิคที่ใชสําหรับแกปญหากําหนดการเชิงเสนที่มี
ประสิทธิภาพ 
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ปญหาการวิจัยดําเนินงานบางปญหามีลักษณะความสัมพันธของตัวแปรตาง ๆ เปนแบบไม
เชิงเสน  พิจารณาตัวอยางตอไปน้ี โรงงานแหงหน่ึงผลิตสินคา 3 ชนิด โดยที่ปริมาณการขายของ
สินคาแตละชนิดข้ึนอยูราคาของสินคา ยกเวนสินคาชนิดที่ 3 ท่ีปริมาณการขายของสินคาจะขึ้นอยู
กับราคาของสินคาชนิดที่ 2 และชนิดที่ 3 ดวย สมมุติให ix  คือปริมาณการขายของสินคาชนิดที่ i
โดยท่ี 321 ,,i =  ฝายผลิตควรจะดําเนินการผลิตอยางไรจึงจะไดผลกําไรสูงที่สุด เมื่อกําไรทั้งหมดที่
ไดจากการผลิตสินคาทั้ง 3 ชนิดมีความสัมพันธดังน้ี 

32
2
33

2
22

2
11321 2

121094),,( xxxxxxxxxxxf −−+−+−=  

เราตองการหาคา 321 x,x,x ที่จะทําให ),,( 321 xxxf มีคามากที่สุด โดยที่การผลิตน้ันใชทรัพยากรที่
มีอยูอยางจํากัดคือ 

2000102040
1000104020

321

321

≤++
≤++

x.x.x.
x.x.x.  

ดังน้ันปญหาจงึอยูในรูปแบบ 

0,,
20001.02.04.0
10001.04.02.0tosubject

2
121094maximize

321

321

321

32
2
33

2
22

2
11

≥
≤++
≤++

−−+−+−

xxx
xxx
xxx

xxxxxxxx

 

จะเห็นไดวาปญหาขางตนมีความสัมพันธของตัวแปรเปนแบบไมเชิงเสน ดังน้ันเราจะเรียกปญหานี้
วา ปญหากําหนดการไมเชิงเสน 
  

สําหรับวิธีการหาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงเสนนั้นมีอยูหลายวิธี ในป 1951 
Kuhn, H. W. และ Tucker A. W. ไดนําเสนอ Lagrange multipliers เพ่ือหาผลเฉลยของปญหา
กําหนดการไมเชิงเสนแบบที่มีเงื่อนไขบังคับแบบสมการ ในป 1956 Frank, M.  และ P. Wolfe ได
คิดคนวิธีการใชทิศทางที่เปนไปไดเพ่ือใชในการหาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงเสนแบบที่
มีเงื่อนไขบังคับเปนอสมการเชิงเสน ตอมาในป 1955 Camp, G. D. ไดคิดคน penalty method เพ่ือ
ใชหาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงเสนทั้งในกรณีเงื่อนไขบังคับเปนฟงกชันเชิงเสน และ
ฟงกชันไมเชิงเสน แตขอเสียของวิธีน้ีคือการเลือก penalty function ใหสอดคลองกับปญหาน้ัน
คอนขางจะยุงยากและซับซอน ในป 1960 Kelley, J. E. ไดเสนอวิธีหาผลเฉลยปญหากําหนดการไม
เชิงเสนแบบมีเงื่อนไข โดยวิธีระนาบตัด (cutting-plane)  จากนั้นในป 1971 Zangwill, W. I. ได
เสนอวิธีระนาบตัด ซ่ึงมีความแตกตางจากของ Kelley, J. E. คือ วิธีระนาบตัดของ Zangwill, W. I  
เปนการหาผลเฉลยของปญหาคูควบที่เกิดจากฟงกชัน Lagrangian dual แทนปญหากําหนดการไม
เชิงเสนต้ังตน 

 



 3

 งานวิจัยน้ีไดสรางซอฟตแวรสําหรับแกปญหากําหนดการไมเชิงเสนภายใตเงื่อนไขบังคับ
สมการเชิงเสนเปนชวงและอสมการไมเชิงเสนโดยวิธีระนาบตัด ซ่ึงมีรูปแบบการหาผลเฉลยที่
สามารถเขียนเปนขั้นตอนวิธีสรางซอฟตแวรคอมพิวเตอร ขั้นตอนการหาผลเฉลยของปญหา
กําหนดการไมเชิงเสนโดยวิธีระนาบตัดน้ันประกอบดวยการหาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิง
เสน การคํานวณคา gradient และ Hessian ของฟงกชันจุดประสงคและฟงกชันเงื่อนไขบังคับ และ
การหาผลเฉลยของระบบสมการไมเชิงเสน ในข้ันตอนการหาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิง
เสน เราเรียกใชคําสั่งใน library ของ GNU Linear Programming Kit (GLPK) ซ่ึงเปนคําส่ังที่ใชเพ่ือ
หาผลเฉลยโดยวิธี revised simplex ในขั้นตอนการหาคา gradient และ Hessian ของฟงกชัน
จุดประสงคและฟงกชันเงื่อนไขบังคับใชหลักการ automatic differentiation โดยเรียกใชคําสั่งใน 
library ของ ADOL-C และในขั้นตอนการหาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงเสนแบบมี
เงื่อนไขเปนสมการ เราใช Lagrange multipliers เพ่ือเปลี่ยนปญหาใหเปนปญหากําหนดการไมเชิง
เสนแบบไมมีเงื่อนไข ในข้ันตอนการหาผลเฉลยของระบบสมการไมเชิงเสนเราจะใชวิธี Newton 
และวิธี steepest descent เพ่ือนําเวลาที่ไดจากการหาผลเฉลยในแตละวิธีนํามาเปรียบเทียบ 
 
 วิทยานิพนธน้ีแบงออกเปน 5 บท ในบทที่ 1 จะเปนบทนําซ่ึงกลาวถึงที่มาของการวิจัย
ดําเนินงาน วัตถุประสงคของงานวิจัย และงานวิจัยอ่ืนที่เก่ียวของ  

 
บทที่ 2 กลาวถึงความรูพ้ืนฐานที่เก่ียวกับงานวิจัย ปญหากําหนดการเชิงเสน ปญหา

กําหนดการไมเชิงเสน ฟงกชัน Lagrangian dual ซ่ึงจะอธิบายถึงความหมายทางเรขาคณิตของ
ปญหา Lagrangian dual และทฤษฎี strong duality รวมถึงวิธีการระนาบตัดของ Zangwill, W. I.  

 
บทที่ 3 กลาวถึงการสรางซอฟตแวร ขั้นตอนวิธีระนาบตัด ขั้นตอนวิธีระนาบตัดแบบขยาย

ท่ีสามารถใชหาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงเสนภายใตเงื่อนไขบังคับอสมการไมเชิงเสน 
และสมการเชิงเสนเปนชวง รวมทั้งผังงานโครงสรางของซอฟตแวรในสวนที่เปนโปรแกรมหลัก 
และสวนที่เปนโปรแกรมยอยที่ใชหาผลเฉลยของปญหาหลักและปญหายอย  

 
บทที่ 4 อธิบายถึงขั้นตอนกอนการใชงาน และข้ันตอนการใชงาน แสดงตัวอยางการเตรียม

แฟมขอมูลที่จะเปนตัวกําหนดเงื่อนไขตาง ๆ ของปญหา และวิธีการเปลี่ยนแปลงฟงกชันท้ังฟงกชัน
จุดประสงค และฟงกชันเงื่อนไขบังคับ 

 
บทที่ 5 กลาวถึงการเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากซอฟตแวรที่สรางขึ้น กับผลลัพธที่ไดจาก

โปรแกรม GAMS และสรุปผลงานวิจัย  
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ภาคผนวกจะแบงออกเปน 2 หมวด ในหมวด ก จะอธิบายถึงวิธีการหาผลเฉลยของระบบ
สมการไมเชิงเสนโดยวิธี Newton, steepest descent และ combination of Newton and steepest 
descent (combine N_S) ที่นํามาใชในซอฟตแวร และในภาคผนวก ข จะอธิบายถึงโปรแกรม 
Automatic Differentiation of Algorithms written in C/C++ (ADOL-C) ที่ใชสําหรับหาคา gradient 
และ Hessian ของฟงกชัน โปรแกรม GNU Linear Programming Kit (GLPK) ที่ใชหาผลเฉลยของ
ปญหากําหนดการเชิงเสน และโปรแกรม General Algebraic Modeling System (GAMS) ที่ใช
สําหรับหาผลเฉลยเหมาะที่สุดของปญหากําหนดการไมเชิงเสน เพ่ือใชในการเปรียบเทียบความ
ถูกตองและเวลาที่ใชในการประมวลผลกับซอฟตแวรที่สรางขึ้น ดังจะกลาวรายละเอียดในแตละบท
ตอไป 
 



บทท่ี 2 
ความรูพื้นฐานในงานวิจัย 

 
 ในบทนี้ จะกลาวถึงความรูพ้ืนฐานที่เก่ียวกับงานวิจัย ปญหากําหนดการเชิงเสน ปญหา
กําหนดการไมเชิงเสน ฟงกชัน Lagrangian dual ความหมายทางเรขาคณิตของปญหา Lagrangian 
dual และทฤษฎี strong duality รวมถึงวิธีการระนาบตัดของ Kelley, J. E. 
 
2.1 ปญหากําหนดการเชิงเสน 
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 ปญหากําหนดการเชิงเสนที่จะศึกษาในวิทยานิพนธน้ี เปนปญหาการหาคามากสุด โดยที่ 
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เรียกวาเงื่อนไขบังคับ

ที่ i  jx สําหรับ n,,,j …21=  เรียกวาตัวแปรตัดสินใจ jij c,a  สําหรับ m,,,i …21=  และ
n,,,j …21=  เปนสัมประสิทธิ์คาคงที่ 
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รูปที่ 2-1 แสดงถึงคอนทัวรของฟงกชันจุดประสงคกับบริเวณที่เปนไปได 
 

ผลเฉลยเหมาะที่สุดของปญหากําหนดการเชิงเสนหาไดจากการเลื่อนระนาบ 21 3xxz +=

ไปในทิศทาง c ใหไกลที่สุดโดยที่ระนาบนั้นยังคงอยูในบริเวณที่เปนไปได ดังน้ันผลเฉลยเหมาะ
ที่สุดจะเกิดเฉพาะที่จุดมุมของบริเวณที่เปนไปไดเทาน้ัน 
  
2.2 ปญหากําหนดการไมเชิงเสน 
 พิจารณาปญหา 

0xh

0xg

x

=

≤

)(

)(tosubject

)(minimize f

 

 
เม่ือ mnn ,f RRgRR →→ ::  และ ln RRh →:  โดยท่ี t)( n21 ,...,x,xx=x เรียกวาตัวแปร
ตัดสินใจ n  คือจํานวนตัวแปรตัดสินใจ ฟงกชัน f เรียกวาฟงกชันจุดประสงค ฟงกชันอสมการg
และฟงกชันสมการh เรียกวาฟงกชันเงื่อนไขบังคับ 
 สําหรับเวกเตอร x ซ่ึงสอดคลองกับทุกเงื่อนไขบังคับเรียกวา ผลเฉลยที่เปนไปได บริเวณที่
รวบรวมผลเฉลยที่เปนไปไดเรียกวา บริเวณที่เปนไปได  
 ปญหาน้ีเรียกวาปญหากําหนดการไมเชิงเสน ถามีฟงกชันใดฟงกชันหน่ึงในปญหานี้ ไมวา
จะเปนฟงกชันจุดประสงค หรือฟงกชันเงื่อนไขบังคับเปนฟงกชันไมเชิงเสน แตถาเมื่อใดฟงกชัน
ทุกฟงกชันในปญหาน้ีเปนฟงกชันเชิงเสนแลว ปญหาน้ีเรียกวาปญหากําหนดการเชิงเสน 

82 21 =+− xx

183 21 =+ xx

93 21 =+ xx

03 21 =+ xx

621 =+ xx

( )31 ,c =
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สําหรับการหาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงเสนคือการหา x  ท่ีอยูในบริเวณที่
เปนไปไดที่ทําให )()( xx ff ≤ สําหรับทุก x ที่อยูในบริเวณท่ีเปนไปได จุด x น้ีเรียกวาผลเฉลย
เหมาะที่สุด 

 
ปญหากําหนดการไมเชิงเสนที่จะศึกษาในวิทยานิพนธมีรูปท่ัวไปดังน้ี 
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)(tosubject
)(minimize

=
≤

x
0xg

x

h

f
 

โดยที่   เปนฟงกชันนูนตอเน่ืองที่สามารถหาอนุพันธได และ RR →nh : เปนฟงกชันเชิงเสน ใน
บางครั้ งปญหากําหนดการไม เชิง เสนอาจตองการหาคา สูงสุดของฟงก ชันจุดประสงค 
( )(maximize xf ) เราสามารถแปลงปญหากําหนดการไมเชิงเสนเปน )(minimize xf−  และ
สําหรับเงื่อนไขบังคับ )(xg  อาจอยูในรูป 0xg ≥)( เราสามารถแปลงเงื่อนไขบังคับใหอยูในรูป 

0xg ≤− )(  
 
ตัวอยาง 2 
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03tosubject
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จะเห็นไดวาปญหานี้มีฟงกชันจุดประสงคคือ 2
2

2
121 )2(3)()( −+−= xx,xxf  และมี 3 เงื่อนไข

บังคับที่เปนอสมการ 
( )
( )
( ) 1213

2212

21211

1
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รูปที่ 2-2 แสดงถึงคอนทัวรของฟงกชันจุดประสงคตัดกับบริเวณที่เปนไปไดที่จุด (2,1) ซ่ึงเปนผล
เฉลยเหมาะทีสุ่ดของปญหา 

  
การหาผลเฉลยนี้คือ การหาจุดในบริเวณท่ีเปนไปไดท่ีทําใหคา 2

2
2

1 )2(3)( −+− xx มี
คานอยที่สุด จากสมการวงกลม cxx =−+− 2

2
2

1 )2(3)(  เมื่อ 0≥c จะเห็นไดวา c  คือรัศมี
ของวงกลม และ (3,2) คือจุดศูนยกลางของวงกลม เราตองการหาวงกลมที่มีรัศมีนอยที่สุด โดยที่
เสนรอบรูปของวงกลมน้ันยังตัดกับบริเวณที่เปนไปได(บริเวณแรเงาในรูป 2-2) จากรูปที่ 2-2 คา c
ที่เล็กที่สุดคือ 2 และสัมผัสกับบริเวณที่เปนไปไดคือ (2,1) ดังน้ันผลเฉลยเหมาะที่สุดเกิดขึ้นที่จุด 
(2,1) และใหคาจุดประสงคเทากับ 2  
 การหาผลเฉลยโดยวิธีน้ีจะไมสะดวกเมื่อปญหากําหนดการไมเชิงเสนมีตัวแปรมากกวา 2 
ตัวข้ึนไป หรือฟงกชันจุดประสงคและฟงกชันเงื่อนไขบังคับมีความซับซอนมาก 
 
 
 
 
 

3g

1x

2x

1g

2g ( )23 ,
•

Contours of the 
objective function 

( )12 ,
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2.3 Lagrangian dual 
 
พิจารณาปญหากําหนดการไมเชิงเสน 
 

0xh
0xg

x

=
≤

)(
)(tosubject
)(minimize:primal f

 

 
เม่ือ mnnf RRgRR →→ :,: , ln RRh →:  และ nRx ∈ จะมีปญหาคูควบที่เรียกวาปญหา 
Lagrangian dual ซ่ึงอยูในรูปแบบ 
 

0u
vu

≥  tosubject
),( maximize:duallagrangian θ  

 
เม่ือฟงกชัน Lagrangian dual คือ { }nttf,θ Rxxhvxguxvu ∈++= :)()()(inf)(  
 
 ฟงกชัน Lagrangian dual θ  อาจจะมีคาเขาใกล ∞−  สําหรับบางเวกเตอร ),( vu จากปญหา
น้ีจะเห็นไดวาเงื่อนไขบังคับ )(xg และ )(xh  ในปญหา Primal ถูกรวมอยูในฟงกชันจุดประสงคใน
ปญหา Lagrangian dual โดยใช Lagrange multipliers u และ v  โดยที่u  สัมพันธกับเงื่อนไขบังคับ

0xg ≤)(  ทําให 0u ≥  ขณะที่ v  สัมพันธกับเงื่อนไขบังคับ 0xh =)(  ทําให v  จึงเปนตัวแปรไม
จํากัด 
  
 
2.3.1 การแปลความหมายทางเรขาคณิตของปญหา Lagrangian dual 
 พิจารณากรณีที่ปญหากําหนดการไมเชิงเสนมีเพียง 1 เงื่อนไขบังคับที่เปนอสมการ น่ันคือ

RR →ng :   และสนใจเฉพาะ Bx∈  เม่ือ nRB ⊆ และB  เปนเซตนูน ดังน้ันปญหา
กําหนดการไมเชิงเสนจึงอยูในรูปแบบ 

Bx
x
x

∈
≤ 0)(toubject

)(minimize:P
gs
f

 

  
 
 



 10

ใหเซต )(),(:){(G xx fzgyy,z ===  สําหรับทุก } Bx∈ ดังแสดงในรูปที่ 2-3 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2-3 แสดงบริเวณที่เกิดจากการสง x ในเซต B ไปยังเซต G โดยผานฟงกชัน f,g  
  

ดังน้ันผลเฉลยเหมาะที่สุดของปญหา P คือการหาคูอันดับใน G โดยที่ 0≤y  และทําให z
มีคานอยที่สุด จากรูปที่ 2-4 แสดงวาคูอันดับ )( z,y เปนผลเฉลยของปญหา P 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2-4 แสดงจุดที่เปนผลเฉลยเหมาะที่สุดของปญหา P 
ปญหา Lagrangian dual ท่ีสอดคลองกับปญหา P คือ 

( )
0tosubject

maximize:LD
≥u
uθ  

เมื่อ { }Bxxx ∈+= :)()(inf)( ugfuθ  
สมมุติวาเราสามารถหาคาที่นอยที่สุดของ )()( xx guf +  เม่ือ Bx∈ ได ดังน้ันเรา

สามารถกลาวไดวา { }Bxxx ∈+ :)()(inf ugf มีคาเทากับ  )()(minimum xgx uf + สําหรับทุก
Bx∈  เน่ืองจาก )(xgy = และ )(xfz = สําหรับ Bx∈  ดังน้ัน )(uθ ก็คือการหาคานอยที่สุด

)( z,y

B
x

)](),([ xxg f

y

z

G

B
x

y

z
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ของ uyz + บนเซตG น่ันเอง จะเห็นไดวา α=+ uyz เปนสมการเสนตรงที่มีความชัน u− และมี
จุดตัดบนแกน z  คือ α  ดังแสดงในรูปที่ 2-5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2-5 แสดงสมการเสนตรงที่ตัดแกน z ที่ α  
 
การหาคานอยที่สุดของ uyz + บนเซตG ทําไดโดยเลื่อนเสนตรง α=+ uyz  ในทิศทางที่

ขนานกับเสนตรงเดิม และทําใหจุดตัดบนแกน z มีคานอยที่สุดในขณะที่เสนตรงน้ันยังคงสัมผัสกับ
เซตG ซ่ึงก็คือการเล่ือนเสนตรงไปใหสัมผัสอยูใตเซตG น่ันเอง ดังน้ันจุดตัดบนแกน z  คือ )(uθ  
ดังแสดงในรูปท่ี 2-6 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 2-6 แสดงจุดตัดบนแกน z ที่เปน )(uθ  
 
ดังน้ันปญหา LD คือการหาความชันของ supporting hyperplane ที่ทําใหจุดตัดบนแกน z มี

คามากที่สุด จากรูปท่ี 2-7 จะเห็นไดวาสมการเสนตรง αyuz =+ ที่มีความชัน u− และสัมผัสเซต
G  ที่จุด )( z,y เปนสมการที่ใหผลเฉลยของปญหา LD น่ันคือมีผลเฉลยเหมาะที่สุดคือu  และมีคา
จุดประสงคคือ z นอกจากนั้น คาจุดประสงคของปญหา P และคาจุดประสงคของปญหา LD ยังมีคา
เทากันสําหรับในกรณีน้ีดวย  

ความชัน 

α

ความชัน 

α=+ uyz
u− y

z

G

y

z

)(uθ

α

α

α

u−

G
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รูปท่ี 2-7 แสดงจุดที่เปนผลเฉลยเหมาะที่สุดของปญหา LD 
 
ตัวอยางที่ 3 

0
04tosubject

minimize

21

21

2
2

2
1

≥
≤+−−

+

x,x
xx
xx

 

 
จะเห็นไดวาปญหาน้ีมีผลเฉลยเหมาะที่สุดเกิดขึ้นที่ )2,2(),( 21 =xx มี คาจุดประสงคเทากับ 8 
ให 4)( 21 +−−= xxg x และ }0:){( 2121 ≥= x,xx,xB  ไดฟงกชัน Lagrangian dual   

}0:)4(inf{)( 2121
2
2

2
1 ≥+−−++= x,xxxuxxuθ   

ดังน้ันปญหา Lagrangian dual ที่สอดคลองกับปญหาน้ีคือ  

0  tosubject
)( maximize
≥u
uθ  

จาก Kaczor, W. J. และ Nowak, M. T. [1] จะไดวา 
uxuxxxuxxx,xxxuxx 4}0:inf{}0:inf{}0:)4(inf{ 22

2
211

2
12121

2
2

2
1 +≥−+≥−=≥+−−++

 
ให  uxxx −= 2)(ϕ  เม่ือ 0≥x  และ 0≥u  

จุดวิกฤตของ )(xϕ  คือ x เม่ือ 0)(
=

dx
xdϕ  

       ux
dx
xd

−= 2)(ϕ  

 ดังน้ัน 
2
ux =  พิจารณา 2)(

2

2

=
dx
xd ϕ  แสดงวา )(xϕ จะมีคาต่ําสุดที่ x เน่ืองจาก

0)(
2

2

>
dx
xd ϕ  คาขอบเขตลางมากสุดของϕ  เกิดข้ึนที่ 

2
ux =    

จึงสรุปไดวาคาขอบเขตลางมากสุดของ )(uθ  เกิดขึ้นที่
221
uxx ==  เมื่อ 0≥u   

)()( uθz,y =

ความชัน u−
y

z

G



 13

uu

uuu

uuuuuu

4
2

4
2

)4
22

(
44

)(

2

2
2

22

+−=

+−=

+−−++=θ

 

ดังน้ัน 0:4
2

)(
2

≥+−= uuuuθ  

เน่ืองจาก 2u เปนฟงกชันพาราโบลาหงายซึ่งเปนฟงกชันนูน ดังน้ัน
2

2u
− จึงเปนฟงกชันเวา 

และ u4 เปนฟงกชันเชิงเสนจึงเปนทั้งฟงกชันนูนและฟงกชันเวา จาก Peressini, A. L. และ 

Sullivan, F. E. [2] ดังน้ัน uu 4
2

2

+− เปนฟงกชันเวา จึงสรุปไดวา )(uθ  เปนฟงกชันเวาและคาที่

มากที่สุดที่เกิดบนชวง 0≥u เกิดขึ้นที่ 4=u  และ 8)( =uθ  ดังน้ัน คาจุดประสงคจึงมีคาเทากับ 8 
 
 ตอไปเราจะพิจารณาปญหาบนระนาบ yz  เม่ือ ( )xg=y และ ( )xfz =  เราสนใจในการ
หาเซต G ซ่ึง 2

2
2
121 4,:){(G xxzxxyy,z +=+−−==  สําหรับทุก }0 21 ≥x,x  ซ่ึงกระทําได

โดยการหาขอบเขตลางและขอบเขตบนของเซต G ซ่ึงแทนดวย )(y′α  และ )(y′β  ตามลําดับ 
 

 ให )(y′α  และ )(y′β  คือ คาจุดประสงคที่เหมาะที่สุดของปญหา P1 และ P2 ตามลําดับ 
 

0
4tosubject              

minimize        :P1

21

21

2
2

2
1

≥

′=+−−
+

x,x
yxx

xx
 

0
4tosubject              

maximize        :P2

21

21

2
2

2
1

≥

′=+−−
+

x,x
yxx

xx
 

 จากเงื่อนไขบังคับของทั้งสองปญหา yxx ′=+−− 421  จะได yxx ′−=+ 421  และ
0, 21 ≥xx  ดังน้ัน 4≤′y  และเมื่อคา y′ ลดลง 21 xx + จะมีคาเพ่ิมมากขึ้น 
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รูปที่ 2-8 ผลเฉลยทางเรขาคณิตของปญหากําหนดการไมเชิงเสน P1 และ P2 
  
 

ใหฟงกชันจุดประสงค 2
2

2
121 ),( xxxx +=η  จาก yxx ′−=+ 421 จะได 12 4 xyx −′−=  

แทน 2x  ลงใน ),( 21 xxη  ดังน้ันตัวแปรในฟงกชันจุดประสงคจะถูกลดลงเหลือเพียงตัวแปรเดียว จะ
ได 
 

2
1

2
1

2
11

22
1

2
1

2
11

)4()4(22

)4(2)4(

)4()(

yyxx

xyxyx

xyxx

′−+′−−=

+′−−′−+=

−′−+=η

 

ดังน้ัน 2
1

2
11 )4()4(22)( yyxxx ′−+′−−=η   

 
 เน่ืองจาก y′ เปนคาคงที่ใน )( 1xη  ดังน้ัน 2

1 )4()4(2 yyx ′−+′−−  เปนฟงกชันเชิง
เสนจึงเปนทั้งฟงกชันนูนและฟงกชันเวา และ 2

12x เปนฟงกชันพาราโบลาหงายซึ่งเปนฟงกชันนูน 
จึงสรุปไดวา )( 1xη เปนฟงกชันนูน 
 จุดวิกฤตของ )( 1xη  จะเกิดขึ้นท่ี 1x  เม่ือ 0

)(

1

1 =
dx
xdη  

)-(424)(
1

1

1 yx
dx
xd ′−=

η  

 
2

)-(4
4

)-(42
1

yyx
′

=
′

=   จากนั้นตรวจสอบ 2
1

1
2 )(
dx
xd η  ถา 0

)(
2
1

1
2

>
dx
xd η แลว )( 1xη

จะมีคาตํ่าสุดที่ 1x  

Contours of the 
objective function

( )04 ,y′−

( )y, ′−40







 ′−′−

2
4

2
4 y,y

1x

2x
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     4)(
2
1

1
2

=
dx
xd η  

 ดังน้ันที่ 
2

)-(4
1

yx
′

= จะทําให )( 1xη มีคาตํ่าสุดวงกวาง 

2
)-(4

2
)-(442

y

yyx

′
=

′
−′−=

 

 จึงสรุปไดวาจุด 





 ′′

2
)-(4

2
)-(4 y,y  เปนจุดที่ทําให ),( 21 xxη มีคาต่ําสุด ดังน้ันคา

จุดประสงคจะมีคาเทากับ 

2
)4(

2
4

2
4 222 yyy ′−

=





 ′−

+





 ′−  

 

กลาวคือ  ( ) ( )
2

4 2yy
′−

=′α  
เน่ืองจากจุดวิกฤตของ ),( 21 xxη  มี 3 จุดคือ จุดขอบ )0-(4 ,y′ , )-(0,4 y′ และจุด







 ′′

2
)-(4

2
)-(4 y,y  จะพิจารณาอีก 2 จุดที่เหลือ  

 
ท่ีจุด )0-(4 ,y′ , ( ) ( )22

21 404),( yyxx ′−=+′−=η  
ท่ีจุด )-(0,4 y′ , ( ) ( )22

21 440),( yyxx ′−=′−+=η  
  

ดังน้ัน 2 จุดน้ีคือจุดที่ทําให ),( 21 xxη มีคามากที่สุด กลาวคือ ( ) ( )24 yy ′−=′β  เซต G 
จึงมีลักษณะดังรูป 2-9 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2-9 แสดงเซต G ของตัวอยาง 2 

G 

สมการเสนตรงมีความชันเทากับ -4 

คาจุดประสงคของปญหา 

4

z

y

( ) ( )24 yy −=β

( ) ( )
2

4 2yy −
=α
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 จากรูปที่ 2-9 จะเห็นไดวา สมการเสนตรงที่มีความชันเทากับ –4 สัมผัสกับเซต G ที่จุด
)8,0( เปนสมการเสนตรงที่ใหผลเฉลยของปญหา Lagrangian dual น่ันคือมีผลเฉลยเหมาะที่สุด

เทากับ 4 และมีคาจุดประสงคเทากับ 8 
 
2.3.2 Strong Duality Theorem 

ให RR →nf :  และ mn RRg →:  เปนฟงกชันนูน และ ln RRh →: เปนฟงกชัน
เชิงเสน ถามี x̂ ซ่ึง 0xh0xg =≤ )()( ˆ,ˆ  แลว 

{ } { }0uvu0xh0xgx ≥==≤ :),(sup)()(:)(inf θ,f  
 

ถาเรากําหนดเงื่อนไขของปญหา เพ่ือกําจัดผลตางระหวางคาจุดประสงคของปญหา primal 
และ  Lagrangian dual แลว เราสามารถหาผลเฉลยของปญหา primal โดยหาผลเฉลยของปญหา 
Lagrangian dual แทน สําหรับการหาผลเฉลยของปญหา Lagrangian dual ในวิทยานิพนธน้ีเราจะใช
วิธี cutting-plane โดยมีขั้นตอนวิธีดังน้ี 
 
2.3.3 วิธี Cutting-Plane 

พิจารณาปญหากําหนดการไมเชิงเสน 

0xh
0xg

x)I(

=
≤

)(
)(tosubject

)(minimize f
 

เม่ือ mnn :g,:f RRRR →→ , lnh RR →: เมื่อ nRx ∈  สําหรับการหาผลเฉลยของปญหา
)( I โดยวิธี cutting-plane จะไมไดหาผลเฉลยของปญหาโดยตรง แตจะหาผลเฉลยของปญหาคูควบ

ท่ีเรียกวาปญหา Lagrangian dual )( ΙΙ  
 

0u
vu)II(

≥  tosubject
),( maximize θ  

โดยที่ }: )()()(inf{),( nttfθ Rxxhvxguxvu ∈++=        
 

เมื่อเราสมมุติให  ),( vuθz =  เพราะฉะนั้น )()()( xhvxgux ttfz ++≤  สําหรับทุก 
nRx ∈  ดังน้ันปญหา ),(maximize vuθ โดยที่ 0u ≥  จึงสมมูลกับปญหา )( ΙΙΙ  

 

0u

Rxxhvxgux

)III(

≥

∈++≤ nttfz

z

ทุก)()()(tosubject

maximize
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จะเห็นไดวาปญหา )( ΙΙΙ เปนปญหากําหนดการเชิงเสนที่มีจํานวนเงื่อนไขบังคับไมจํากัด 
ซ่ึงยากตอการหาผลเฉลย ดังน้ันเราจะพิจารณาหาผลเฉลยของปญหา )( VΙ แทนปญหา )( ΙΙΙ   
 

( ) ( ) ( )

0u
xhvxgux

)IV(

≥
−=++≤ 110;)()()(tosubject

maximize

k,...,,jfz

z
jtjtj  

เม่ือ ( ) ( ) ( ) nk,...,, Rxxx ∈−110  จะเห็นวาปญหา )( VΙ เปนปญหากําหนดการเชิงเสนที่มี
จํานวนเงื่อนไขบังคับจํากัด สมมุติวาไดผลเฉลยเปน ( ) ( ) ( )),( kkk ,z vu แตเรายังไมสามารถยืนยันไดวา

( ) ( ) ( )),( kkk ,z vu  จะเปนผลเฉลยของปญหา )( ΙΙΙ ดวย เน่ืองจากปญหา )( VΙ น้ี เราพิจารณาเพียงแค
( ) ( ) ( )110 −k,...,, xxx เทาน้ันอาจจะมี nRx ∈′ ที่ไมใช ( ) ( ) ( )110 −k,...,, xxx ที่ทําให z ขัดแยงกับ

เงื่อนไขบังคับในปญหา )( ΙΙΙ น่ันคือ )()()( xhvxgux ′+′+′> ttfz ดังน้ันเราจึงตองทดสอบวา
ผลเฉลยจากปญหา )( VΙ  สอดคลองกับทุกเงื่อนไขบังคับของปญหา )( ΙΙΙ  หรือไม โดยพิจารณา
หาผลเฉลยของปญหา )(V  

 
( ) ( )

n

tktkf

Rx

xhvxgux)V(

∈

++

tosubject

)()( )(minimize  

สมมุติได ( )kx เปนผลเฉลยของปญหา )(V  น่ันหมายความวา ที่ ( ) ( ))()( kk ,, vuvu =  คา x ที่
ทํ า ใ ห  ( ) ( ) )()( )( xhvxgux tktkf ++ มี ค า น อ ย ที่ สุ ด คื อ ( )kx  ดั ง น้ั น

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))()( )( ktkktkkk fθ xhvxgux ++=  ถา ( ) ( )kk θz ≤ แลวแสดงวา ( )kz สอดคลองกับทุกเงื่อนไข
บังคับของปญหา )( ΙΙΙ ทําให ( ) ( ))( kk ,vu เปนผลเฉลยของปญหา )( ΙΙ  ในทางปฏิบัติเราสามารถหา
คา ( )kz  ที่มีคาใกลเคียง ( )kθ มากพอที่จะยอมรับไดน่ันคือ ( ) ( ) ε≤− kk θz  โดยที่ε  เปนจํานวนจริง
ท่ีมีนอยมาก แตถา ( ) ( ) ε>− kk θz แสดงวา ( ) ( ) ( ))( kkk ,,z vu ผลเฉลยนี้ไมสอดคลองกับเงื่อนไขของ
ปญหา )( ΙΙΙ  ดังน้ันเราจึงตองเพ่ิมเงื่อนไขบังคับ ( ) ( ) ( ))()()( ktktkfz xhvxgux ++≤  ในปญหา

)( VΙ แลวกลับไปหาผลเฉลยของปญหา )( VΙ ใหม ทําเชนน้ีเรื่อยไปจนกระทั่งไดผลเฉลยของ
ปญหา )( ΙΙ หรือจํานวนครั้งของการทําซ้ํามากกวาที่กําหนดไว 
 



บทที่ 3 
การสรางซอฟตแวร 

 
 ในบทน้ีเราจะกลาวถึงรายละเอียดของขั้นตอนวิธี cutting-plane และผังงานของซอฟตแวร
ท่ีใชหาผลเฉลยที่เหมาะสมที่สุดของปญหากําหนดการไมเชิงเสนภายใตเงื่อนไขบังคับอสมการไม
เชิงเสนและสมการเชิงเสนเปนชวง การสรางซอฟตแวรในวิทยานิพนธน้ีไดใชภาษาซี เน่ืองจากเรา
สามารถเรียกใชซอฟตแวรที่ใชหาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิงเสน และซอฟตแวรที่ใชหา
อนุพันธของฟงกชันที่เขียนโดยใชภาษาซีอยูแลว 
 
3.1 ข้ันตอนวิธีระนาบตัด (Cutting-Plane Algorithm) 

 
( )
( )
( ) 0

tosubject

minimize

=

≤

xh

0xg

xf

 

 
ให nRx∈ , RR →nf : และ mn RRg →:  เปนฟงกชันนูนตอเน่ืองที่สามารถหาอนุพันธได
และ ln RRh →:  เปนฟงกชันเชิงเสน ปญหา Lagrangian dual ที่สอดคลองกับปญหาน้ีคือ 
 

0u

vu

≥  tosubject

),( maximize θ  

โดยที่ } : )()()(inf{),( nttfθ Rxxhvxguxvu ∈++=   
 
ขั้นตอนเริ่มตน 

กําหนด ( )0x  ซึ่ง ( ) 0xg ≤)( 0  และ ( ) 0)( 0 =xh  ให 1=k  แลวเขาสูขั้นตอนหลัก 
โดยที่ 

( )

( )

( )

( ) 



















=

)(g

)(g
)(gg

)(

0
m

0
2

0
1

0

x

x
x

xg  
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ขั้นตอนหลัก 
ขั้นที่ 1 :  หาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหาหลัก 

 

( ) ( ) ( )

0u
xhvxgux

≥
−=++≤ 110;)()()(tosubject

maximize
k,...,,jfz

z
jtjtj  

ให ( ) ( ) ( )),( kkk ,z vu เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหาหลัก 
 
ขั้นที่ 2 :   หาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหายอย  

 
( ) ( )

n

tktkf
Rx

xhvxgux
∈

++

tosubject
)()( )(minimize  

ให ( )kx เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหายอย  
 
ขั้นที่ 3  ให ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))()( )( ktkktkkk fθ xhvxgux ++=  
 
ขั้นที่ 4 ถา ( ) ( ) εθz kk <− แลวหยุด ( ) ( ) ( )),( kkk ,θ vu เปนคาประมาณของผลเฉลยที่เหมาะ

ท่ีสุดของปญหา lagrangian dual เม่ือ ε เปนจํานวนจริงบวกที่มีขนาดเล็ก 
ถาไมเชนน้ันใหเพ่ิมเงื่อนไขบังคับ ( ) ( ) ( ))()()( ktktkfz xhvxgux ++≤ ในปญหา
หลัก เพ่ิมคา 1+= kk  แลวกลับไปขั้นตอนหลักอีกคร้ัง 

 
3.2 ข้ันตอนวิธีระนาบตัดแบบขยายออก (Extended Cutting Plane Algorithm) 

เราไดดัดแปลงและขยายวิธีการระนาบตัดใหหาผลเฉลยไดงายขึ้น ทั้งยังสามารถใชในกรณี
ที่ปญหากําหนดการไมเชิงเสนมีเงื่อนไขบังคับเปนสมการเชิงเสนเปนชวงได ปญหากําหนดการไม
เชิงเสนที่จะศึกษาในวิทยานิพนธมีรูปแบบดังน้ี 

 

0)(
)(tosubject
)(minimize :P

=
≤

x
0xg

x

h

f
 

  
เม่ือ Dx ∈ และ m,f RDgRD →→ ::  เปนฟงกชันนูนตอเน่ืองท่ีสามารถหาอนุพันธได 

และ :h →D R  โดยที่ nRD ⊆ ในกรณีที่ h เปนฟงกชันเชิงเสนจะมีเงื่อนไขดังน้ี 
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• h เปนฟงกชันตอเน่ือง 
• ให bxa ≤≤ 1 และ lt,,t,t …10 โดยที่ bttta l =<<<= …10  แลว [ ] 1

1
−

− ×= n
iii t,t RD

สํ า ห รั บ l,,,i …21= โ ด ย ท่ี  DD =
=
∪
l

i
i

1

แล ะ  ( ) ( ) φji =DD intint ∩ เ มื่ อ  ji ≠ แล ะ 

( )iDint หมายถึงx ทุกตัวที่อยูใน iD  
• ( ) i

t
i ch += xpx ถา iDx ∈ เม่ือ RRp ∈∈ i

n
i c,  

 
 ผลเฉลยที่เหมาะที่สุดที่ไดจากแตละชวงจะเปนคาต่ําสุดเฉพาะที่ ถานําผลเฉลยที่เหมาะที่สุด
ที่ไดจากแตละชวงมาเปรียบเทียบกัน ผลเฉลยที่มีคานอยที่สุดจะเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดสําหรับ
ปญหากําหนดการไมเชิงเสน กลาวคือ ผลเฉลยนี้เปนคาต่ําสุดวงกวางนั่นเอง 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่3.1 แสดงถึงตัวอยางโดเมนของ x  

 
ขั้นตอนวิธีสําหรับวิธีระนาบตัดแบบขยายออก 

ข้ันที่ 1:  แบงปญหากําหนดการไมเชิงเสนออกเปนชวงตามเงื่อนไขบังคับสมการเชิงเสน 
ข้ันที่ 2:  หาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงในแตละชวง 
ข้ันที่ 3:  นําผลเฉลยที่ไดจากแตละชวงมาเปรียบเทียบ 

  
 
 
 

1D 2D 3D

2x

1x1lx
2lx 3lx
1ux 2ux 3ux
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ปญหากําหนดการไมเชิงเสนในชวงที่ iDx ∈ มีรูปแบบดังน้ี 
ปญหา (I) 

i

h

f

Dx
x

0xg
x

∈
=
≤

0)(
)(tosubject
)(minimize

 

 
โดยที่ { } 1

11
−×≤≤= n

uilii xxx|x RD  และ RD →if : , m
i RDg →:  เปนฟงกชันนูนตอเน่ืองที่

สามารถหาอนุพันธไดและ RDh →i:  โดยที่ ( ) i
t
i ch += xpx เมื่อ RRp ∈∈ i

n
i c,  ดังน้ัน

ปญหากําหนดการไมเชิงเสนจึงอยูในรูป  
ปญหา (II) 

( )
( )

( ) 0

0
0

tosubject
minimize

1

1

=+=

≤−
≤+−
≤

i
t
i

ui

li

ch

xx
xx

f

xpx

0xg
x

 

 
เราจะเพิ่มฟงกชัน lixx +− 1  และ uixx −1 ลงใน g  ดังน้ัน 2: +→ m

i RDg โดเมนของ x
สามารถเปลี่ยนจาก iD เปน nR โดยไมทําใหบริเวณที่เปนไปไดเปลี่ยนไป เน่ืองจากเราเพิ่มเงื่อนไข

01 ≤+− lixx และ 01 ≤− uixx  ลงในปญหากําหนดการไมเชิงเสนดังรูป 3.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 3.2 แสดงถึงบริเวณที่เปนไปไดของปญหา (I) และปญหา (II) 
 
จาก Bazaraa, Sherali and Shetty [3] ให ( ){ }0: =+=∈=′ i

t
i

n ch xpxRxD  ดังน้ัน
ปญหากําหนดการไมเชิงเสนจึงอยูในรูป 

2x

1x1lx 1ux

2x

1x1lx 1ux
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( )
( )
Dx
0xg

x

′∈
≤tosubject

minimize f
 

  
ดังน้ันปญหา lagrangian dual ที่สอดคลองกับปญหาน้ีคือ 
 

0u
u
≥  tosubject
)( maximize θ  

โดยท่ี } : )()(inf{)( Dxxguxu ′∈+= tfθ        
 

ขั้นตอนเริ่มตน 
กําหนด ( ) Dx ′∈0 , ( ) 0xg ≤)( 0 ให 1=k  และเขาสูขั้นตอนหลัก 

 
ขั้นตอนหลัก 
ขั้นที่ 1:  หาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหาหลัก 

( ) ( )

0u
xgux

≥
−=+≤ 110;)()(tosubject

maximize
k,...,,jfz

z
jtj  

ให ( ) ( ))( kk ,z u เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหาหลัก เราสังเกตไดวาเมื่อ 1=k

แลวผลเฉลยที่เหมาะที่สุดจะได ( ) ( ) ( ) 0ux == 111 )( ,fz  เพราะวา ( ) 0xg ≤)( 0 ดังน้ัน
การที่จะหาคา z ที่มากที่สุดตองให 0u = เพราะถา u เพ่ิมขึ้น คา z จะลดลง หลังจาก
น้ันเมื่อ k เพ่ิมขึ้นเร่ือย ๆ บริเวณที่เปนไปไดของปญหาจะมีพ้ืนที่ลดลงอาจจะเปนไดทั้ง
กรณีที่พ้ืนที่มีขอบเขต(bounded) หรือพ้ืนที่ไมมีขอบเขต(unbounded) ซ่ึงจะขึ้นอยูกับ
เงื่อนไขบังคับที่เพ่ิมเขามาในแตละรอบที่เพ่ิมคา k  แตทุกคร้ังเราสามารถหาผลเฉลยที่
เหมาะที่สุดไดเน่ืองจากคาจุดประสงคของปญหาขึ้นอยูกับตัวแปร z เพียงตัวเดียว
เทาน้ัน น่ันคือเราตองหาจุดขอบของบริเวณที่เปนไปไดที่ทําใหคา z มีคามากที่สุด 

 
ขั้นที่ 2: หาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหายอย  

( )

Dx
xgux

′∈
+

tosubject
)( )(minimize

tkf  

  สามารถเขียนไดเปน 
( )

( ) 0tosubject
)( )(minimize

=
+
x

xgux
h

f
tk
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0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2 2.25 2.5

0.5

0.25

0.25

0.5

0.75

1

1.25

1.5

1.75

2

( )xh

จะเห็นไดวาปญหาน้ีเปนปญหากําหนดการไมเชิงเสน ที่มีเงื่อนไขบังคับเปนสมการเชิงเสน 
ดังน้ันเราสามารถหาอนุพันธยอยอันดับที่หน่ึงของเงื่อนไขบังคับได จาก Frederick Hiller, 
Gerald Lieberman [4] เราสามารถลดรูปปญหาน้ีใหเปนปญหากําหนดการไมเชิงเสนที่ไมมี
เงื่อนไขบังคับได โดยใช lagrange multiplierw  เพ่ือกําจัดเงื่อนไขบังคับ 0)( =xh  โดยที่ w  
เปนตัวแปรแบบไมจํากัดคา ดังน้ันปญหากําหนดการไมเชิงเสนน้ี จึงอยูในรูป 

 
( ) )()( )(minimize xxgux whf
tk ++  

ให ( )kx เปนผลเฉลยเหมาะที่สุดของปญหายอย 
 
ขั้นที่ 3:  ให ( ) ( ) ( ) ( ))( )( ktkkk fθ xgux +=  
 
ขั้นที่ 4:  ถา ( ) ( ) εθz kk <−  แลวจึงหยุดจะได ( ) ( )),( kkθ u เปนผลเฉลยเหมาะที่สุดของ

ปญหา lagrangian dual สําหรับกรณีที่ iDx ∈ เม่ือ ε เปนจํานวนจริงบวกที่มีขนาด
เล็ก ถาไมเชนนั้นใหเพ่ิมเงื่อนไขบังคับ ( ) ( ))()( ktkfz xgux +≤  ในปญหาหลัก 
เพ่ิมคา 1+= kk  แลวกลับไปข้ันตอนหลักอีกครั้ง 
 

ตัวอยางที่ 1  

432

01
2
7tosubject

4
1)2(minimize

21

21

2
2

2
1

=+

≤−−

+−

xx

xx

xx

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.1 แสดงถึงคอนทัวรของฟงกชันจุดประสงคตัดกับบริเวณที่เปนไปไดของตัวอยางที่ 1 
 

Contours of the 
objective function 

( )xg
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ในปญหากําหนดการไมเชิงเสนนี้มี ( ){ }2
211 RDD ∈== x,x เราให 

( ){ }432: 2121 =+=′ xxx,xD  
 

ฟงกชัน lagrangian dual 
}432:)12

7(4
1)2min{()( 2121

2
2

2
1 =+−−++−= xxxxuxxuθ  

 
ขั้นตอนเริ่มตน 

( ) 110
2
1

4
5 60 ==






= − k,,, εx  

 
ข้ันตอนหลัก 

รอบที่ 1 
ขั้นที่ 1: 

0
2
3

8
5tosubject

maximize

≥

−≤

u

uz

z

 

เม่ือ ( )( ) ( )( )
2
3

8
5 00 −== xx g,f  ได ( ) ( ) 08

5 11 == u,z  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด 
ขั้นที่ 2: 

432tosubject
4
1)2(minimize

21

2
2

2
1

=+

+−

xx

xx  

ได ( ) ( )021 ,=x  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด 
ขั้นที่ 3: ( ) 01 =θ   
ขั้นที่ 4: ( ) ( )11 zθ <  
 

รอบที่ 2 
ขั้นที่ 1: 

0
0

2
3

8
5tosubject

maximize

≥
+≤

−≤

u
uz

uz

z

 

เม่ือ ( )( ) ( )( ) 10 11 == xx g,f  ได ( ) ( )

4
1

4
1 22 == u,z  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด 
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ขั้นที่ 2: 

432tosubject

)12
7(4

1
4
1)2(minimize

21

21
2
2

2
1

=+

−−++−

xx

xxxx  

ได ( ) ( )4
1

8
132 ,=x เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด 

ขั้นที่ 3: ( )
32
32 =θ  

ขั้นที่ 4:  ( ) ( )22 zθ <  
 

รอบที่ 3 
ขั้นที่ 1: 

0
4
1

32
5

0
2
3

8
5tosubject

maximize

≥

−≤

+≤

−≤

u

uz

uz

uz

z

 

เม่ือ ( )( ) ( )( )
4
1

32
5 22 −== xx g,f  ได ( ) ( )

8
1

8
1 33 == u,z  เปนผลเฉลยที่เหมาะ

ที่สุด 
ขั้นที่ 2: 

432tosubject

)1
2
7(

8
1

4
1)2(minimize

21

21
2
2

2
1

=+

−−++−

xx

xxxx  

ได ( ) 





=

8
1

16
293 ,x  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด 

ขั้นที่ 3: ( )

128
113 =θ   

ขั้นที่ 4: ( ) ( )33 z<θ  
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ผลลัพธจาก 4 ขั้นตอนแรกเปนตามตารางดังน้ี 
 
Iteration ( )k  Constraint Added ( ) ( )( )kk u,z  ( )tkx  ( )kθ  

1 uz
2
3

8
5
−≤  






 0

8
5 ,  ( )02 ,  0  

2 uz +≤ 0  







4
1

4
1 ,  








4
1

8
13 ,  

32
3  

3 uz
4
1

32
5
−≤  








8
1

8
1 ,  








8
1

16
29 ,  

128
11  

4 uz
8
3

128
5

+≤  







16
3

64
7 ,  








16
3

32
55 ,  

512
51  

ฟงกชัน Lagrangian Dual มีคาสูงสุดที่ 
5
1

=u  โดยท่ี 
10
1

=θ  
 

ตัวอยางที่ 2 





∈=−−
∈=−+

=

≤−+

−+−

221

121

2
2

2
1

2
2

2
1

0124
042

)(

05tosubject
)2()3(minimize

Dx
Dx

x
;xx
;xx

h

xx
xx

 

เม่ือ { } RD ×≤≤= 11- 111 xx และ { } RD ×≤≤= 21 112 xx  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 3.2 แสดงถึงคอนทัวรของฟงกชันจุดประสงคตัดกับบริเวณที่เปนไปไดของตัวอยางที่ 2 

Contours of the 
objective function

1 0.6 0.2 0.2 0.6 1 1.4 1.8 2.2 2.6 3

0.4

0.8

1.2

1.6

2

2.4

2.8

3.2

3.6

4

( )xg

( )x2h

( )x1h

user
Text Box
26



 28

ขั้นที่ 1:  แบงปญหาออกเปน 2 สวน 
สวนที่ 1 สวนที่ 2 
( ) ( )22

1 2

2 2
1 2

1

1

1 2

minimize 3 2

subject to 5 0
1 0
1 0

2 4 0

x x

x x
x
x

x x

− + −

+ − ≤
− − ≤

− ≤

+ − =

 

( ) ( )22
1 2

2 2
1 2

1

1

1 2

minimize 3 2

subject to 5 0
1 0
2 0

4 2 1 0

x x

x x
x
x

x x

− + −

+ − ≤
− + ≤

− ≤

− − =

 

 
ฟงกชัน lagrangian dual สําหรับสวนท่ี 1 

}042:1)-(1)-(-5)-()2()3min{()( 211312
2
2

2
11

2
1

2
1 =−+++++−+−= xxxuxuxxuxxuθ

ฟงกชัน lagrangian dual สําหรับสวนท่ี 2 
}0124:2)-(1)(-5)-()2()3min{()( 211312

2
2

2
11

2
1

2
1 =−−+++++−+−= xxxuxuxxuxxuθ

 
ขั้นที่ 2: หาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิงเสนในชวงที่ 1 ( ) ( )5110 .,=x  

ผลลัพธจาก 4 ขั้นตอนแรกเปนตามตารางดังน้ี 
Iteration ( )k  Constraint Added ( ) ( ) ( ) ( )( )kkkk u,u,u,z 321  ( )tkx  ( )kθ  

1 3219 uuuz −−−≤  ( )0009 ,,,  ( )8042 .,.  81.  
2 321 41434181 u.u.u..z +−+≤  ( )0036 ,,,  ( )4121 .,.  21.−  
3 321 20226163 u.u.u..z +−−≤  ( )540054 .,,,.  ( )7160 .,.  054.  
4 321 3040751855 u.u.u..z −+−≤  ( )75300354 .,,,.  ( )55190 .,.  2374.  

ฟงกชัน lagrangian dual มีคาสูงสุดที่ ( )5300 .,,=u  โดยที่ 254.θ =  
 

หาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิงเสนในชวงที่ 2, ( ) ( )5110 .,=x  
ผลลัพธจาก 4 ขั้นตอนแรกเปนตามตารางดังน้ี 
Iteration ( )k  Constraint Added ( ) ( ) ( ) ( )( )kkkk u,u,u,z 321  ( )tkx  ( )kθ  

1 31751254 uu..z −−≤  ( )000254 ,,,.  ( )7261 .,.  452.  
2 321 4060854452 u.u.u..z −−+≤  ( )0027307733 ,,.,.  ( )1231 .,.  23.  
3 321 70301192 u.u.u..z −−+≤  ( )0047404213 ,,.,.  ( )7160 .,.  2553.  
4 321 850150440463 u.u.u..z −−−≤  ( )0036603033 ,,.,.  ( )9512251 .,.  2643.  
ฟงกชัน lagrangian dual มีคาสูงสุดที่ ( )003970 ,,.=u  โดยที่ 273.θ =  
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ขั้นที่ 3: เปรียบเทียบคาตํ่าสุดเฉพาะที่ของแตละชวง 
คาต่ําสุดเฉพาะที่จากชวงที่ 1 เทากับ 4.25 
คาต่ําสุดเฉพาะที่จากชวงที่ 2 เทากับ 3.27 
ดังน้ันคาตํ่าสุดวงกวางเทากับ 3.27 
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3.3 ผังงาน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ไมใช 

ใช 

n = จํานวนตัวแปรอิสระ 
NH = จํานวนชวงของเงื่อนไขบังคับสมการเชิงเสน 
NG = จํานวนเงื่อนไขบังคับอสมการ 
 

ใช 

ไมใช 

เริ่มตน 

โมดูล A 
หาคา ( )0x  

อานคา 
n, NH, NG 

เปรียบเทียบผลเฉลยในแตละชวงเพื่อหา 
คาต่ําสุดวงกวาง 

จบ 

โมดูล B 
หาคาต่ําสุดเฉพาะที่ของชวงที่ i 

i = 1 

i≤NH 

i =i+1 

 หาคา ( )0x ของแตละชวง 

ผูใชกําหนดเอง 

    ( ) 0xg ≤)( 0

ออกจากโปรแกรม 
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Text Box
29



 31

โมดูล A แผนผังการหาคาเร่ิมตนเมื่อ jDx ∈ เม่ือ NH21 ,,,j …=  
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เริ่มตน 

    อานคา         , ujxljx

 

ไมใช 
ใช ไมใช 

ไมใช 

ไมใช 

ไมใช 

ใช 

ใช 

ใช 

ใช 

 

i ≤NG 

i = 1 

หาจุดตัดระหวางเงื่อนไขบังคับ 
)(xh กับ )(xig  

i = i+1 

จบ 

 

 

มีจุดตดัคือ  
x ′

( )
ujxx =0

0xg ≤′)(  ( ) xx ′=0

เมื่อ   NG คือจํานวนเงื่อนไขบังคับอสมการ 
         NH = จํานวนชวงของเงื่อนไขบังคับสมการเชิงเสน 
         ujlj ,xx คือจุดท่ีอยูบนขอบเขตลางและขอบเขตบน  
          ของ jD ตามลําดับ โดยที่ ( ) ( ) 0== ujlj hh xx  

( ) 0xg ≤)( 0

( ) 0xg ≤)( 0

( )
ljxx =0

ออกจากโปรแกรม 

 
ได ( )0x   

เมื่อ jDx∈  

โมดูล A ไมสามารถหา ( )0x  ในชวง jDx∈  
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B แผนผังการหาคาต่ําสุดเฉพาะที่เมื่อ jDx∈ เมื่อ NH21 ,,,j …=   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

ไมใช 

ใช 

เริ่มตน 

k = 1 

ไมใช 

ใช 

จบ 

ไมใช 

ใช 

หาผลเฉลยของ  
ปญหาหลัก  B1 

หาผลเฉลยของ 
 ปญหายอย  B2 

k = k+1 

( ) ( ) ( ) ( ))()( ktkkk fθ xgux +=  

เพ่ิมเงื่อนไขบังคับ 
( ) ( ))()( ktkfz xgux +≤

 

ได ( ) ( )kk z,u  

( ) ( ) εθz kk <−

k     MAXIT ≤

เมื่อ NH คือจํานวนชวงของเงื่อนไขบังคับสมการเชิงเสน 
       MAXIT คือจํานวนการทําซ้ําที่มากที่สุดที่กําหนดไว  
       ε คือจํานวนจริงบวกที่มีขนาดเล็ก 

  ได ( )kx  ออกจากโปรแกรม 

ไมมีคําตอบ 

( )kx เปนคาประมาณของผลเฉลยที่เหมาะที่สุดใน jD  
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เริ่มตน 

จบ 

สรางปญหากําหนดการเชิงเสน 
   
 

เรียกใช GLPK 

( ) ( )

0u
xgux

≥
−=+≤ 110)()(tosubject

maximize
k,...,,jfz

z
jtj สําหรับ

B1 แผนผังการหาผลเฉลยของปญหาหลัก 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ได ( ) ( )kk z,u  
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B2 แผนผังการหาผลเฉลยของปญหายอย 
 

ปญหายอยคือ   
 

( ) )()( )()(minimize xxguxx whfw,S
tk ++=  เม่ือ jDx∈ สําหรับ NH21 ,,,j …=  

 
เมื่อ NH คือจํานวนชวงของเงื่อนไขบังคับสมการเชิงเสนปญหาขางตนเปนปญหา

กําหนดการไมเชิงเสนแบบไมมีเงื่อนไข และ )( w,S x เปนฟงกชันนูนตอเน่ืองที่สามารถหาอนุพันธ
ได จากความรูทางแคลคูลัสฟงกชัน )( w,S x จะมีคาตํ่าสุดสัมพัทธเม่ือ 0x =∇ )( w,S น่ันคือ 
 

0)(

0)(

0)(

0)(

2

1

=
∂

∂

=
∂

∂

=
∂

∂

=
∂

∂

w
w,S

x
w,S

x
w,S

x
w,S

n

x

x

x

x

 

 
 ดังน้ันการหาผลเฉลยของปญหายอยคือการแกปญหาระบบสมการไมเชิงเสน สําหรับ
งานวิจัยน้ีเลือกใชวิธี Newton, วิธี steepest descent และวิธี combine N_S มาใชในการหาผลเฉลย
ของระบบสมการไมเชิงเสนซึ่งไดเขียนรายละเอียดของทั้ง 3 วิธีไวในภาคผนวก ก โดยผูใชสามารถ
เลือกใชวิธีใดวิธีหน่ึงได ถาผูใชไมกําหนดโปรแกรมจะใชวิธี combine N_S เราสามารถเขียนสรุป
เปนผังงานไดดังน้ี 
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เริ่มตน 

จบ 

อาน ( )ku  

เรียกใช  ADOL-C เพื่อหา 
)( w,S x∇  

ใช  steepest descent 
หรือ Newton 

หรือ combine N_S 

( ) )()( )()( xxguxx whfw,S
tk ++=  

ไดระบบสมการไมเชิงเสน 

0)(

0)(

0)(

0)(

2

1

=
∂

∂

=
∂

∂

=
∂

∂

=
∂

∂

w
w,S

x
w,S

x
w,S

x
w,S

n

x

x

x

x

 

ได ( )kx  
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บทที่ 4 
การใชงานซอฟตแวรที่สรางขึ้น 

 
4.1 ขั้นตอนกอนใชงาน 
 ซอฟตแวร CUT ท่ีสรางข้ึนบีบอัดไฟลขอมูลทั้งหมดอยูในไฟล CUT.tar.gz เร่ิมตนการใชงาน 
ตองคลายไฟลออกมาโดยใชคําสั่ง 

$gunzip CUT.tar.gz  
 คําส่ังน้ีหมายถึง ใหคลายไฟล CUT.tar.gz เปน CUT.tar จากน้ันใชคําส่ัง 

$tar –xvf CUT.tar 
 คําส่ังน้ีหมายถึง คลายไฟล CUT.tar เปน directory CUT ซ่ึงประกอบไปดวยไฟลและกลุมไฟล
ที่อยูใน directory ดังน้ี 

 
1. Directory ประกอบดวย 3 กลุมคือ 

include  เปน directory ที่ประกอบไปดวย header file ของ GLPK 
LIB เปน directory ที่ประกอบไปดวย library file ของ GLPK คือ libglpk.a และ 

library file ของ ADOL-C คือ libad.a 
SRC  เปน directory ที่ประกอบไปดวย header file ของ ADOL-C 

2. File ประกอบดวย 6 ไฟลคือ 
adol.c เปนไฟลที่ใชในการคํานวณหาคา gradient และ Hessian ของฟงกชันจุดประ 

สงคในปญหายอย 
tag.c เปนไฟลที่ใชในการคํานวณหาคา gradient ของเงื่อนไขบังคับของปญหากํา 

หนดการไมเชิงเสนทั้งที่เปนอสมการไมเชิงเสน และสมการเชิงเสนเปนชวง 
initial.c     เปนไฟลที่ใชหาคาเริ่มตนใหกับปญหา 
cut.c      เปนไฟลหลักควบคุมการทาํงานตามวิธีระนาบตัด 
prob.txt     เปนไฟลขอมูลของปญหา 
makefile   เปนไฟลที่ส่ังใหคอมพิวเตอรแปลโปรแกรมเปนภาษาเครื่องคอมพิวเตอร 
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4.2 ขั้นตอนการใชงาน 
 

เริ่มตนการใชงาน ผูใชงานตองเตรียมไฟลขอมูล prob.txt และกําหนดฟงกชันตาง ๆ ใน file 
adol.c, tag.c, initial.c และ cut.c แลวพิมพคําสั่ง 

$makefile 
 
คอมพิวเตอรแปลโปรแกรมเปนภาษาเครื่อง เราสามารถดูผลลัพธที่ไดจากการพิมพคําสั่ง 

$./cut 
 
ตัวอยางที่1  

( )

0432

01
2
7tosubject

4
12minimize

21

21

2
2

2
1

=−+

≤−−

+−

xx

xx

xx

 

 

 
รูปที่ 4.1 แสดงถึงบริเวณที่เปนไปไดและโดเมน x ของตัวอยางที่ 1 

 
 
 
 

( )xh

( )xg

1x

2x
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ตัวอยางที่2  

( )




∈=−−
∈=−+

=

≤−
≤
≤−+

−+−

221

121

2

1

2
2

2
1

2
2

2
1

0124
042

0
0-
05tosubject

)2()3(minimize

Dx
Dxx

xx
xxh

x
x

xx

xx

 

 
เม่ือ { } RD ×≤≤= 11- 111 xx  และ { } RD ×≤≤= 21 112 xx  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.2 แสดงถึงบริเวณที่เปนไปไดและโดเมน x ของตัวอยางท่ี 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 0.6 0.2 0.2 0.6 1 1.4 1.8 2.2 2.6 3
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( )x2h( )x1h

( )x3g

( )532 .,

( )511 .,
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( )x1g

( )x2g
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ไฟล prob.txt เปนไฟลที่ใชบันทึกรายละเอียดของปญหาคือ วิธีที่ใชสําหรับแกปญหาระบบสมการไม
เชิงเสน (1= วธีิ Newton, 2=วิธี steepest descent, 3=วธีิ combine N_S) จํานวนตัวแปรอิสระ จํานวน
เงื่อนไขบังคับอสมการ และจํานวนชวงของเงื่อนไขบังคับสมการเชิงเสน หากสมการเชิงเสนมีมากกวา 
1ชวง จะตองบอกถึงจุดที่เปนจุดเริ่มตนและจุดปลายของแตละชวง เพ่ือชวยใหการหาคา ( )0x  สะดวก
และมีความถูกตองมากขึ้น 

ตัวอยางที่ 1 ตัวอยางที่ 2 
1 // วิธีแกปญหาระบบสมการไมเชิงเสน 
2 //จาํนวนตัวแปรอิสระ 
1 //จาํนวนเงื่อนไขบังคับอสมการ 
1            //จาํนวนชวงของเงือ่นไขบังคับสมการเชิงเสน 
 

1 // วิธีแกปญหาระบบสมการไมเชิงเสน 
2 //จาํนวนตัวแปรอิสระ 
3 //จาํนวนเงื่อนไขบังคับอสมการ 
3            //จาํนวนชวงของเงือ่นไขบังคับสมการเชิงเสน 
-1 2.5// ( )21 x,x  ที่เปนจุดเริ่มตนของ )(1 xh  
1 1.5// ( )21 x,x  ที่เปนจุดปลายของ )(1 xh  
2 3.5// ( )21 x,x  ที่เปนจุดปลายของ )(2 xh  
 

 
ไฟล tag.c มีการเปลี่ยนฟงกชันยอย 2 ฟงกชันคือ 
(1) adouble GX(int i, adouble xx[])  เปนฟงกชันที่ใชคํานวณเงือ่นไขบังคับ )(xxg ของปญหา

กําหนดการไมเชิงเสน โดยมีขอมูลเขา 2 ตวัคือ  
- ขอมูลเขา int i มีชนิดตัวแปรเปนจํานวนเต็ม เปนคาท่ีแสดงใหรูวาเปนการคํานวณจากฟงกชัน 

g  ตัวไหน เชนถา i=0 แสดงวาเปนการคํานวณจากฟงกชัน 1g   
- ขอมูลเขา adouble xx[] มีชนิดตัวแปรเปน adouble ซ่ึงเปนตัวแปรในโปรแกรม ADOL-C xx

จะรับคาจาก x ท่ีอยูในโปรแกรมหลัก  
ขอมูลออกที่ไดคือคาท่ีไดจากการคํานวณ )(xxig  

 
/* ตัวอยางที่ 1 */ 
adouble GX(int i, adouble xx[]) 
{ adouble gg; 

 switch(i+1) 
 { case 1:  gg = xx[0]-7.0/2.0*xx[1]-1; break; 
 } 

return gg; 
} 
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/* ตัวอยางที่ 2 */ 
adouble GX(int i, adouble xx[]) 
{ adouble gg; 

 switch(i+1) 
{ case 1:  gg = xx[0]* xx[0]+ xx[1]* xx[1]-5; break; 
 case 2 : gg = -xx[0]; break; 

  case 3: gg = -xx[1]; break; 
 }  

return gg; 
} 

 
(2) adouble HX(int pcs, adouble xx[])  เปนฟงกชันที่ใชคํานวณเงือ่นไขบังคับ )(xxh ของปญหา

กําหนดการไมเชิงเสน โดยมีขอมูลเขา 2 ตวัคือ  
- ขอมูลเขา int pcs มีชนิดตัวแปรเปนจํานวนเต็ม เปนคาที่แสดงใหรูวา xx อยูใน D ใด ถา pcs=0 

แสดงวา 1Dxx∈  
- ขอมูลเขา adouble xx[] มีชนิดตัวแปรเปน adouble ซ่ึงเปนตัวแปรในโปรแกรม ADOL-C xx

จะรับคาจาก x ท่ีอยูในโปรแกรมหลัก  
ขอมูลออกที่ไดคือคาท่ีไดจากการคํานวณ )(xxh เมื่อ pcsDxx∈  

 
/* ตัวอยางที่ 1 */ 
adouble HX(int pcs, adouble xx[]) 
{ adouble hh; 
 switch(pcs+1) 
     {  case 1:  hh = 2*xx[0]+3*xx[1]-4;  break; 
 } 

return hh; 
} 
 
/* ตัวอยางที่ 2 */ 
adouble HX(int pcs, adouble xx[]) 
{ adouble hh; 
 switch(pcs+1) 



 40

 {  case 1:  hh = xx[0]+2*xx[1]-4;  break; 
     case 2:  hh = 4*xx[0]-2*xx[1]-1;  break;  
 } 

return hh; 
} 

 
ไฟล initial.c  มีการเปลี่ยนฟงกชันยอย 2 ฟงกชันคือ 
(1) double GX(int i, double xx[])  เปนฟงกชันที่ใชคํานวณเงื่อนไขบังคับ )(xxg ของปญหากําหนดการ

ไมเชิงเสน โดยมีขอมูลเขา 2 ตัวคือ 
- ขอมูลเขา int i มีชนิดตัวแปรเปนจํานวนเต็ม เปนคาท่ีแสดงใหรูวาเปนการคํานวณจากฟงกชัน 

g  ตัวไหน เชนถา i=0 แสดงวาเปนการคํานวณจากฟงกชัน 1g  
- ขอมูลเขา double xx[] มีชนิดตัวแปรเปน double xx จะรับคาจาก x ที่อยูในโปรแกรมหลัก 
ขอมูลออกที่ไดคือคาท่ีไดจากการคํานวณ )(xxig  

 
/* ตัวอยางที่ 1 */ 
double GX(int i,double *xx) 
{ double gg; 

switch(i+1) 
 {  case 1: gg = xx[0]-7.0/2.0*xx[1]-1; break; 
              } 

return gg; 
} 
 
/* ตัวอยางที่ 2 */ 
double GX(int i,double *xx) 
{ double gg; 

switch(i+1) 
 {  case 1: gg = xx[0]* xx[0]+ xx[1]* xx[1]-5; break; 
                case 2: gg = -xx[0]; break; 
                case 3: gg = -xx[1]; break; 
              } 

return gg; 



 41

} 
 
(2) ฟงกชัน double HX(int pcs, double xx[])  เปนฟงกชันที่ใชคํานวณเงื่อนไขบังคับ )(xxh ของปญหา

กําหนดการไมเชิงเสน โดยมีขอมูลเขา 2 ตวัคือ  
- ขอมูลเขา int pcs มีชนิดตัวแปรเปนจํานวนเต็ม เปนคาที่แสดงใหรูวา xx อยูใน D ใด ถา pcs=0 

แสดงวา 1Dxx∈  
- ขอมูลเขา double xx[] มีชนิดตัวแปรเปน double xx จะรับคาจาก x ที่อยูในโปรแกรมหลัก  
ขอมูลออกที่ไดคือคาท่ีไดจากการคํานวณ )(xxh เมื่อ pcsDxx∈  

 
/* ตัวอยางที่ 1 */ 
double HX(int pcs, double *xx) 
{    double hh; 
 switch(pcs+1) 
     {  case 1:  hh = 2*xx[0]+3*xx[1]-4;  break; 
 } 
     return hh; 
} 
 
/* ตัวอยางที่ 2 */ 
double HX(int pcs, double *xx) 
{    double hh; 
 switch(pcs+1) 
 {  case 1:  hh = xx[0]+2*xx[1]-4;  break; 
     case 2:  hh = 4*xx[0]-2*xx[1]-1;  break; 
 } 
 return hh; 
} 

 
ไฟล adol.c  มีการเปลี่ยนฟงกชันยอย 3 ฟงกชันคือ 
(1) ฟงกชัน adouble FX( adouble xx []) เปนฟงกชันที่ใชคํานวณคาจุดประสงค มีขอมูลเขาคือ xx มี

ชนิดตัวแปรเปน adouble ซ่ึงเปนตัวแปรในโปรแกรม ADOL-C โดยที่ xx จะรับคาจากx ที่อยูใน
โปรแกรม หลัก ขอมูลออกที่ไดคือคาที่ไดจากการคาํนวณ )(xxf  
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/* ตัวอยางที่ 1 */ 
adouble FX( adouble xx[]) 
{  adouble f; 
   f = (xx[0]-2)*( xx[0]-2)+0.25*xx[1]* xx[1]; break; 

return f; 
} 
 
/* ตัวอยางที่ 2 */ 
adouble FX( adouble xx[]) 
{  adouble f; 
  f = (xx[0]-3)*( xx[0]-3)+( xx[1]-2)*( xx[1]-2); break; 

return f; 
} 

 
(2) ฟงกชัน adouble GX(int pcs,int i, adouble xx[]) เปนฟงกชันที่ใชคํานวณเงื่อนไขบังคับ )(xxg ของ

ปญหากําหนดการไมเชิงเสน จะเห็นไดวาฟงกชัน GX ในไฟล adol.c แตกตางจากไฟล tag.c  และ 
initial.c ที่มีขอมูลเขาถึง 3 ตัวคือ  
- ขอมูลเขา int pcs มีชนิดตัวแปรเปนจํานวนเต็ม เปนคาที่แสดงใหรูวา xx อยูใน D ใด ถา pcs=0 

แสดงวา 1Dxx∈  
- ขอมูลเขา int i มีชนิดตัวแปรเปนจํานวนเต็ม เปนคาท่ีแสดงใหรูวาเปนการคํานวณจากฟงกชัน 

g  ตัวไหน แตจะแตกตางกับไฟล tag.c และ initial.c ที่วา )(xxg  ในไฟล adol.c จะเพิ่ม
เงื่อนไขบังคับวา xx จะตองอยูใน pcsD   

- ขอมูลเขา adouble xx[] มีชนิดตัวแปรเปน adouble ซ่ึงเปนตัวแปรในโปรแกรม ADOL-C xx
จะรับคาจาก x ท่ีอยูในโปรแกรมหลัก  

ขอมูลออกที่ไดคือคาท่ีไดจากการคํานวณ )(xxig  
 
/* ตัวอยางที่ 1 */ 
adouble GX(int pcs,int i, adouble xx[]) 
{  adouble gg; 
   switch(pcs+1) 
              {  case 1: switch(i+1) 
                {   case 1: gg = gg = xx[0]-7.0/2.0*xx[1]-1; break; 
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                             } 
   break; 
 } 

return gg; 
} 
 
/* ตัวอยางที่ 2 */ 
adouble GX(int pcs,int i, adouble xx[]) 
{  adouble gg; 
   switch(pcs+1) 
              {  case 1: switch(i+1) 
   { case 1: gg = xx[0]* xx[0]+ xx[1]* xx[1]-5; break; 
    case 2: gg = -xx[0]; break; 
    case 3: gg = -xx[1]; break; 
    case 4: gg = -xx[0]-1; break; //lower bound 1D  
    case 5: gg = xx[0]-1; break; // upper bound 1D  
   } 
                   break; 
  case 2:  switch(i+1) 

  {   case 1: gg = xx[0]* xx[0]+ xx[1]* xx[1]-5; break; 
                case 2: gg = -xx[0]; break; 
                case 3: gg = -xx[1]; break; 
                case 4: gg = -xx[0]+1; break; //lower bound 2D  
                case 5: gg = xx[0]-2; break;   //upper bound 2D  
  } 
   break; 
} 
return gg; 

} 
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(3) ฟงกชัน adouble HX(int pcs, adouble xx[])  เปนฟงกชันที่ใชคํานวณเงื่อนไขบังคับ )(xxh ของ
ปญหากําหนดการไมเชิงเสน โดยมีขอมูลเขา 2 ตวัคือ 
- ขอมูลเขา int pcs มีชนิดตัวแปรเปนจํานวนเต็ม เปนคาที่แสดงใหรูวา xx อยูใน D ใด ถา pcs=0 

แสดงวา 1Dxx∈  
- ขอมูลเขา adouble xx[] มีชนิดตัวแปรเปน adouble ซ่ึงเปนตัวแปรในโปรแกรม ADOL-C xx

จะรับคาจาก x ท่ีอยูในโปรแกรมหลัก  
ขอมูลออกที่ไดคือคาท่ีไดจากการคํานวณ )(xxh เมื่อ pcsDxx∈  

  
/* ตัวอยางที่ 1 */ 
adouble HX(int pcs,adouble xx[]) 
{  adouble hh; 
  switch(pcs+1) 
 {  case 1: hh = 2*xx[0]+3*xx[1]-4;  break; 
      } 
 return hh; 
} 
 
/* ตัวอยางที่ 2 */ 
adouble HX(int pcs,adouble xx[]) 
{  adouble hh; 
  switch(pcs+1) 
 { case 1: hh = xx[0]+2*xx[1]-4;  break; 
  case 2: hh = 4*xx[0]-2*xx[1]-1;  break; 
 } 

return hh;  
} 
 
ไฟล cut.c มีการเปลี่ยนฟงกชันยอย 2 ฟงกชันคือ 
(1) ฟงกชัน double FX( double x[]) เปนฟงกชันที่ใชคํานวณคาจุดประสงค มีขอมูลเขาคอื x ซ่ึงเปนตัว

แปรชนิด double ขอมูลออกที่ไดคือคาท่ีไดจากการคํานวณ )(xf  
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/* ตัวอยางที่ 1 */ 
double FX( double x[]) 
{  double f; 
 f = (x[0]-2)*(x[0]-2)+0.25*x[1]*x[1]; break; 

return f; 
} 

 
/* ตัวอยางที่ 2 */ 
double FX( double x[]) 
{  double f; 
   f = (x[0]-3)*(x[0]-3)+(x[1]-2)*(x[1]-2);  break; 

return f; 
} 

 
(2) ฟงกชัน double GX(int pcs,int i, double x[]) เปนฟงกชันที่ใชคํานวณเงื่อนไขบังคับ )(xg ของ

ปญหากําหนดการไมเชิงเสน จะเห็นไดวาฟงกชัน GX ในไฟล cut.c แตกตางจากไฟล tag.c  และ 
initial.c ที่มีขอมูลเขาถึง 3 ตัว และแตกตางจากไฟล adol.c ที่ขอมูลเขาของ x เปนตัวแปรชนิด 
double และขอมูลออกที่ไดก็เปนชนิด double ที่เปนเชนนั้นเพราะวา ฟงกชัน GX ที่อยูในไฟล cut.c 
เปนโปรแกรมหลัก แตฟงกชัน GX ในไฟล adol.c เปนฟงกชันที่ใชในโปรแกรม ADOL-C ดังน้ัน
ชนิดของตัวแปรจึงเปน adouble  

 
/* ตัวอยางที่ 1 */ 
double GX(int pcs,int i, double x[]) 
{  double gg; 
   switch(pcs+1) 
              {  case 1: switch(i+1) 
                {   case 1: gg = x[0]-7.0/2.0*x[1]-1; break; 
                 } 
    break; 
 } 

return gg; 
} 
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/* ตัวอยางที่ 2 */ 
double GX(int pcs,int i, double x[]) 
{  double gg; 
   switch(pcs+1) 
              {  case 1: switch(i+1) 
   { case 1: gg = x[0]*x[0]+x[1]*x[1]-5; break; 
    case 2: gg = -x[0]; break; 
    case 3: gg = -x[1]; break; 
    case 4: gg = -x[0]-1; break; //lower bound 1D  
    case 5: gg = x[0]-1; break; // upper bound 1D  
   } 
                   break; 
  case 2:  switch(i+1) 

  {   case 1: gg = x[0]*x[0]+x[1]*x[1]-5; break; 
   case 2: gg = -x[0]; break; 
    case 3: gg = -x[1]; break; 
                case 4: gg = -x[0]+1; break; //lower bound 2D  
                case 5: gg = x[0]-2; break;  //upper bound 2D  
  } 
  break; 

 } 
return gg; 

} 
 



บทที่ 5 
การทดสอบซอฟตแวรและบทสรุป 

 
5.1 การทดสอบผลการวิจัย 
 การทดสอบซอฟตแวรสําหรับหาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงเสนภายใตเงื่อนไข
บังคับอสมการไมเชิงเสน และสมการเชิงเสนเปนชวง ไดทําการทดสอบกับปญหาทั้งหมด 10 
ตัวอยาง โดยให 0001.0=ε  ซ่ึงไดแสดงผลลัพธจากการประมวลผลทั้งหมด และคํานวณเวลาที่ใช
ในการประมวลผลดังรูปที่ 5-1 
 
clock_t start,end; 
double time; 
start = clock(); 
. 
. 
. 
end = clock(); 
time = ((double)(end-start))/CLOCKS_PER_SEC; 
 

รูปที่ 5-1 แสดงการคํานวณหาเวลาในการประมวณผล 
 
ปญหา NLP1 

( )

0432

012
7tosubject

4
12mininmize

21

21

2
2

2
1

=−+

≤−−

+−

xx

xx

xx

 

 
คาเริ่มตนที่ไดจากโปรแกรมคือ ( ) ( )t.,. 199996069996710 =x  

จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ
คํานวณไดดังน้ี 
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Iteration Software Optimal solution Objective value 
Cutting Total 

Time 

NEWTON (1.709375 , 0.193750) 0.099902 6 12 0.03 
Steepest descent (1.709379 , 0.193748) 0.099902 6 267 1.14 CUT 
Combine N_S (1.709375 , 0.193750) 0.099902 6 18 0.04 
GAMS (1.7 , 0.2) 0.1 1 0.11 

 
ปญหา NLP2 
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คาเริ่มตนที่ไดจากโปรแกรมคือ ( ) ( )t.,. 251759125175810 =x  
จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ

คํานวณไดดังน้ี 
 

Iteration 
Software Optimal solution Objective value 

Cutting Total 
Time 

Newton (0.002734 , 0.002734) 1.99997 10 44 0.08 
Steepest descent (0.002667 , 0.002672) 1.999962 10 5817 24.72 Cut 
Combine N_S (0.002734 , 0.002734) 1.99997 10 57 0.08 
GAMS (0.000 , 0.000) 2 1 0.11 

 

 
ปญหา NLP3 
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คาเริ่มตนที่ไดจากโปรแกรมคือ ( ) ( )t.,. 999998000000000 =x  
จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ

คํานวณไดดังน้ี 
 

Iteration 
Software Optimal solution Objective value 

Cutting Total 
Time 

Newton (0.662608 , 0.867478) -6.613143 8 14 0.03 
Steepest descent (0.662599 , 0.867480) -6.613143 8 173 0.82 Cut 
Combine N_S (0.662609 , 0.867478) -6.613143 8 23 0.07 
GAMS (0.659 , 0.868) -6.613143 8 0.11 

 
 
ปญหา NLP4 
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คาเริ่มตนที่ไดจากโปรแกรมคือ ( ) ( )t.,.,. 8076924000000096153800 =x  

จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ
คํานวณไดดังน้ี 

 
Iteration Software Optimal solution Objective 

value Cutting Total 
Time 

Newton (0.000759 , 1.400000 , 5.279848) 7.079999 10 45 0.11 
Steepest descent (0.000758 , 1.400000 , 5.279848 7.079999 10 248 1.2 Cut 
Combine N_S (0.000759 , 1.400000 , 5.279848 7.079999 10 55 0.15 
GAMS (0.000 , 1.400 , 5.280) 7.08 51 0.11 
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ปญหา NLP5 
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คาเริ่มตนที่ไดจากโปรแกรมคือ ( ) ( )t.,.,.,. 67123308219181876712080821900 =x  

จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ
คํานวณไดดังน้ี 
 

Iteration Software Optimal solution Objective 
value Cutting Total 

Time 

Newton (0.761614,0.380807,0.299763,1.199051) 5.227972 2 6 0.03 
Steepest descent (0.761614,0.380807,0.299763,1.199051) 5.227972 2 120 0.62 Cut 
Combine N_S (0.761614,0.380807,0.299763,1.199051) 5.227972 2 7 0.03 
GAMS (0.762 , 0.0381 , 0.300 , 1.199) 5.228 9 0.05 

 
 
 
ปญหา NLP 6 
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คาเริ่มตนที่ไดจากโปรแกรมคือ ( ) ( )t999999.0,999999.00 =x  
จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ

คํานวณไดดังน้ี 
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Iteration Software Optimal solution Objective value 
Cutting Total 

Time 

Newton      
Steepest descent (0.999812 , 0.999812) 1.386241 7 3524 16.54 Cut 
Combine N_S      
GAMS (1.000 , 1.000) 1.386 1 0.05 

 
 จากปญหานี้จะเห็นไดวาเราไมสามารถหาผลเฉลยโดยวิธี Newton และ Combine N_S ที่
เปนเชนนี้เพราะวาในขั้นตอนการหาผลเฉลยของทั้ง 2 วิธีมีการหาเมทริกซผกผันของ  
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เม่ือ 1 2( , )x x เขาใกล (1.000 ,1.000) ซ่ึงเปนผลเฉลยเหมาะที่สุด จะเห็นไดวา เมทริกซน้ีมีดีเทอร
มิแนนตเทากับ 0 ซ่ึงทําใหเราไมสามารถหาเมทริกซผกผันได 

 

ปญหา NLP 7 
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คาเริ่มตนที่ไดจากโปรแกรมคือ ( ) ( )t391667.1,725.0,383333.2,125.1,991667.00 =x  

จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ
คํานวณไดดังน้ี 
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Iteration Software Optimal solution Objective 
value Cutting Total 

Time 

Newton (0.379685,0.094921,3.940343,0.094921,0.549786) 17.895423 2 7 0.01 
Steepest descent (0.379699,0.094921,3.940337,0.094921,0.549786) 17.895423 2 515 2.62 Cut 
Combine N_S (0.379684,0.094920,3.940340,0.094921,0.549786) 17.895423 2 29 0.03 
GAMS (0.380 , 0.095 , 3.940 , 0.095 , 0.550 ) 17.895 12 0.06 

 
 
ปญหา NLP 8 
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คาเริ่มตนที่ไดจากโปรแกรมคือ ( ) ( )t2,1,0,1,0,1,0,1,0,10 =x  

จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ
คํานวณไดดังน้ี 
 

Iteration Software Optimal solution Objective 
value Cutting Total 

Time 

Newton (0.153879,0.051293,0.002883,0.153879,-0.001604 
0.001668,0.041034,0.307757,-0.000152,0.025646) 

0.153284 59 118 0.76 

Steepest 
descent 

(0.154536,0.051512,-0.001135,0.154536,0.000230 
0.003471,0.041210,0.309073,0.000045,0.025756) 

0.153261 61 5139 38.49 Cut 

Combine 
N_S 

(0.153896,0.051346,0.000641,0.153896,-0.001632 
0.001552,0.041135,0.307481,-0.000211,0.025713) 0.153275 59 311 1.32 

GAMS (0.153 , 0.051 , 0.000 , 0.153 , 0.000 , 0.000 , 0.041, 
0.0307 , 0.000 , 0.026) 0.153 40 0.11 
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ปญหา NLP 9 
( ) ( )
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เม่ือ { } RD ×≤≤−= 11| 111 xx และ { } RD ×≤≤= 21| 112 xx  
 
จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ

คํานวณไดดังน้ี 
 

   PCS1 PCS2 
Initial (1 , 1.5) (1 , 1.5)  
Optimal solution  (1.005468 , 1.497266) (1.194531 , 1.889063)  
Objective value  4.249963 3.270174  

Cutting  9 9  
Newton 

Iteration 
Total 15   17 

Optimal solution  (1.005468 , 1.497256) (1.194524 , 1.889047)  
Objective value  4.249963 3.270174  

Cutting 9  9 
Steep 

descent 
Iteration 

Total 266  145 
Optimal solution  (1.005468 , 1.497266) (1.194530 , 1.889059)  
Objective value  4.249963 3.270174  

Cutting 9  9 
Combine 

N_S 
Iteration 

Total 24  28 
Optimal solution  (1.000 , 1.500) (1.195 , 1.890)  
Objective value 4.25  3.27 GAMS 

Iteration  1 6 
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  Newton Steepest descent Combine N_S GAMS 

Optimal solution  (1.194531,1.889063)  (1.194524,1.889047)    (1.194530,1.889059)  (1.195 , 1.890)   

Global minimum  3.270174   3.270175   3.270174   3.27 

Piecewise No. 2  2  2   2 

Total time  0.07 1.85   0.09 1.16  
 
 
 

ปญหา NLP10 
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เม่ือ { } 2

111 11| RD ×≤≤−= xx , { } 2
112 21| RD ×≤≤= xx และ 

{ } 2
113 42| RD ×≤≤= xx  

 
จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ

คํานวณไดดังน้ี 
 
 
 
 
 
 
 



 55

 
   PCS1 PCS2 PCS3 

Initial (1 , 2 , 3) (1 , 2 , 3)  (2 , 3 , 2) 
Optimal solution (-0.0050,2.4366,1.6244)  (0.9913,2.617,1.7478)  (1.9915,2.9889,1.9926) 
Objective value 2.640612  3.562458 5.999909 

Cutting  9 10 9 
Newton 

Iteration 
Total  18 20 18 

Optimal solution (-0.0050,2.4366,1.6244)  (1.0087,2.6283,1.7522) (1.9915,2.9889,1.9926) 
Objective value 2.640612  3.562457 5.999909 

Cutting  9 10 9 
Steep 

descent 
Iteration 

Total 3457 5241 3874 
Optimal solution (-0.0050,2.4366,1.6244)  (0.9925,2.6191,1.7510) (1.9917,2.9889,1.9926) 
Objective value 2.640612  3.562459 5.999909 

Cutting  9 10 9 
Combine 

N_S 
Iteration 

Total 38 55 41 
Optimal solution  (0.000 , 2.437 , 1.625) (1.000 , 2.625 , 1.750)  (2.000 , 3.000 , 2.000)  
Objective value  2.641 3.562  6 GAMS 

Iteration 3  3 3 
 
 

  Newton Steepest descent Combine N_S GAMS 

Optimal solution
 (-0.0050,2.4366, 

1.6244)  
(-0.0050,2.4366, 

1.6244)   
(-0.0050,2.4366, 

1.6244)   
(0.000 , 2.437 , 1.625) 

Global 
minimum 

2.640612    2.640612   2.640612   2.641 

Piecewise No. 1  1 1 1 

Total time 0.17  63.3  0.34   0.28 
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5.2 สรุปผล  
จากการสรางซอฟตแวรเพ่ือหาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงเสนภายใตเงื่อนไข

บังคับอสมการไมเชิงเสน และสมการเชิงเสนเปนชวงโดยใชวิธี cutting-plane สามารถหาผลเฉลย
ไดจริงเมื่อเปรียบเทียบการคํานวณหาผลเฉลยโดยใชโปรแกรม ผลเฉลยเหมาะที่สุดที่ไดมีคาเทากัน 
หรือแตกตางกันที่ทศนิยมตําแหนงที่ 3  
 

กราฟแสดงเวลาของการประมวลผล

0
5
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Steepest descent
Combine
GAMS

รูปที่ 5.1 แสดงถึงเวลาในการประมวลผลของทั้ง 4 วิธีโดยพิจารณาเฉพาะกรณีที่จํานวนชวงของ
เงื่อนไขบังคับสมการเชิงเสนเปน 1 เทาน้ัน 

 
จากรูปที่ 5.1จะเห็นไดวาเวลาที่ใชในซอฟตแวรที่สรางขึ้นระหวางวิธีการหาผลเฉลยระบบ

สมการไมเชิงเสนโดยวิธี Steepest descent กับวิธีอื่น ๆ แตกตางกันอยูมาก เวลาที่ใชในวิธี Newton 
และวิธี Combine N_S นอยกวาเวลาที่ใชในวิธี Steepest descent เน่ืองจากการทาํซํ้าของวิธี Steepest 
descentในขั้นตอนการหาผลเฉลยระบบสมการไมเชิงเสน มากกวาทั้ง 2 วิธีน่ันเอง 
 

ดังน้ันเราจะพิจารณาเวลาที่ใชในการประมวลผลจากซอฟตแวรที่สรางข้ึนโดยใชวิธี 
Newton และวิธี Combine N_S หาผลเฉลยของระบบสมการไมเชิงเสนกับเวลาที่ใชในการ
ประมวลผลจากโปรแกรม GAMS ดังแสดงในรูปที่ 5.2 
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กราฟแสดงเวลาของการประมวลผล
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รูปที่ 5.2 แสดงถึงเวลาในการประมวลผลของวิธี Newton, วิธี Combine N_S และเวลาในการ

ประมวลผลจากโปรแกรม GAMS โดยพิจารณาเฉพาะกรณีที่จํานวนชวงของเงื่อนไขบังคับสมการ
เชิงเสนเปน 1 เทาน้ัน 

 
จากรูปที่ 5.2 จะเห็นไดวาเวลาที่ใชในการประมวลผลจากซอฟตแวรที่สรางขึ้นโดยใชวิธี 

Combine N_S จะใชเวลามากกวาวิธี Newton เน่ืองจากมีจํานวนการทําซ้ําในข้ันตอนการหาผลเฉลย
ของระบบสมการไมเชิงเสนมากกวาเพราะมีการใชวิธี Steepest descent ในชวงแรกจากนั้นจึง
เปลี่ยนไปใชวี Newton  

สําหรับเวลาที่ใชในการประมวลผลจากซอฟตแวรที่สรางขึ้นโดยใชวิธี  Newton นอยกวา
เวลาที่ใชในการประมวลผลจากโปรแกรม GAMS เม่ือปญหามีจํานวนตัวแปรอิสระนอย หรือคา
เร่ิมตน ( )0x อยูใกลกับผลเฉลยจริง  
   

ขอเสนอแนะเกี่ยวกับงานวิจัยขั้นตอไป ศึกษาวิธีการพัฒนาซอฟตแวรน้ีใหผูใชสามารถใช
งานไดงายขึ้น ไมจําเปนตองแกไขไฟลทุกครั้งที่ตองการใชงานจริง และหาวิธีการท่ีจะขยายขอบเขต
ของปญหาใหใชไดในกรณีที่ฟงกชันเปนฟงกชันนูนแตไมสามารถหาอนุพันธไดเชน ฟงกชันคา
สัมบูรณ 
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ภาคผนวก ก 
 
Solution of system of nonlinear equation 
 ขั้นตอนในการหาผลเฉลยของระบบสมการไมเชิงเสนนั้นยุงยากกวาการผลเฉลยของระบบ
สมการเชิงเสนอยูมาก โดยสวนมากเราจะหลีกเลี่ยงฟงกชันไมเชิงเสน โดยการหาฟงกชันเชิงเสนมา
ประมาณฟงกชันไมเชิงเสน แตถาเมื่อใดที่การหาฟงกชันเชิงเสนที่ใชประมาณฟงกชันไมเชิงเสนไม
สามารถทําได หรือเปนไปไดยากแลว เราจะใชวิธีการประมาณคาผลเฉลยของสมการไมเชิงเสนมา
ประยุกตใชแทน 
 
Newton method 
 วิธี Newton สําหรับการประมาณคาผลเฉลย x สําหรับปญหาสมการไมเชิงเสน 

0)( =xf  
เม่ือ RR →:f  ตองการ คาเร่ิมตน ( ) R∈0x และนิยามลําดับของ ( )kx โดย 

( ) ( )
( )

( ))(
)(

1

1
1

−

−
−

′
−=

k

k
kk

xf
xfxx  

สําหรับการหาผลเฉลย x สําหรับปญหา 
0xF =)(   

 
โดยที่        และ RRRRRR →→→ nn

2
n

1 ::: mf,,f,f …  
 
 
เราตองการ คาเริ่มตน ( ) nRx ∈0  และนิยามลําดับของ ( )1−kx  โดย 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) 1:)()( 1111 ≥−= −−−− kkkkk xFxJxx  
เม่ือ )(xJ คือเมทริกซ Jacobian 
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ขนาดของเมทริกซ )(xJ เกิดขึ้นได 3 กรณีคือ nm > , nm < และ nm =  เม่ือm เปน
จํานวนสมการไมเชิงเสน และn  เปนจํานวนตัวแปรในระบบสมการ ในกรณีที่ nm > และ nm <  



















=

)(

)(
)(

)( 2

1

x

x
x

xF

mf

f
f



 61

เราไมสามารถหาดีเทอรมิแนนตของ )(xJ ได ดังน้ันการหา ( )[ ] 11 )(
−−kxJ ตองใช QR-factorization 

ระบบสมการไมเชิงเสนในวิทยานิพนธน้ีเราสนใจเพียงกรณีเดียวคือ nm = เน่ืองจาก  
)()( )()( 21212121 nn

t
knn x,x,xwhx,x,xx,x,xfw,x,x,xS ………… ++= gu  

เราตองการหาผลเฉลย )( 21 nx,x,x …  ท่ีทําให 0=∇ )( 21 w,x,x,xS n… น่ันคือ 
 

0)(

0)(

0)(

0)(

21

21

2

21

1

21

=∂
∂

=∂
∂

=∂
∂

=∂
∂

w
w,x,x,xS

x
w,x,x,xS

x
w,x,x,xS

x
w,x,x,xS

n

n

n

n

n

…

…

…

…

 

จะเห็นไดวาระบบสมการนี้มีจํานวนตัวแปรเทากับจํานวนสมการ 
 
เราจําเปนตองหา เมทริกซ ( )[ ] 11 )(

−−kxJ ทุกการทําซํ้า ในทางปฏิบัติเราจึงหลีกเลี่ยงโดยการ
หา ( )1−ky  ที่สอดคลอง  

( ) ( ) ( ))()( 111 −−− −= kkk xFyxJ  
น่ันคือ     ( ) ( )[ ] ( ))()( 1111 −−−− −= kkk xFxJy  
ดังน้ัน    ( ) ( ) ( ) 1:11 ≥+= −− kkkk yxx  
 
ตัวอยาง ระบบสมการไมเชิงเสน 
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เม่ือกําหนดให ( ) ( )t.,.,. 1010100 −=x  แลววิธี Newton จะลูเขาสูคําตอบและมีผลเฉลย
โดยประมาณอยูที่ ( )t.,,. 523598770050 −   
เมทริกซ Jacobian สําหรับระบบสมการไมเชิงเสนนี้คือ 
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ดังน้ันที่การทําซํ้าที่ k เราตองการผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน  

( ) ( ) ( ))()( 111 −−− −= kkk xFyxJ  
เม่ือ 
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เราอาจใชวิธี Finite difference ในการประมาณคาอนุพันธ หรือเรียกใชโปรแกรม ADOL-C 

เพ่ือคํานวณหาอนุพันธท่ี ( )1−kx  ได 
ผลลัพธที่ไดจากการทําซ้ํามีดังน้ี 
 

k  ( )kx1  ( )kx2  ( )kx3  ( ) ( )1−− kk xx  
0 0.10000000 0.10000000 -0.10000000  
1 0.50003712 0.01946686 -0.52152047 0.422 
2 0.00158859 0.00158859 -0.52355711 0.00179 
3 0.50000034 0.00001244 -0.52359845 0.000158 
4 0.50000000 0.00000000 -0.52359877 0.00000124 
5 0.50000000 0.00000000 -0.52359877 0 

 
จากตัวอยางที่ผานมา วิธี Newton สามารถลูเขาสูผลเฉลยไดเร็วมาก อยางไรก็ตามวิธีน้ี

ตองการคาเริ่มตน ( )0x  ที่ดีพอ ไมเชนน้ันแลว วิธี Newton น้ีอาจจะไมลูเขาสูผลเฉลยเชน เม่ือเรา
เลือก ( ) ( )t,, 10001000 =x จะไดผลลัพธจากการทําซ้ําดังน้ี 
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k  ( )kx1  ( )kx2  ( )kx3  ( ) ( )1−− kk xx  
0 100.00000000 0.00000000 100.00000000  
1 0.50000000 -840.05711662 4200.80918189 4.300809e+03 
2 0.74877177 -420.09211710 -6300.89591726 2.100087e+03 
3 1.12072258 -210.07671804 -9450.87995117 3.149984e+03 

     
9 -2594.75322379 30.54168612 -0.47359878 1.489677e+05 

10 nan nan nan  
 

 
 
Steepest descent 
 ขอดีของวิธี Newton ที่ใชสําหรับหาผลเฉลยของระบบสมการไมเชิงเสนคือ ลูเขาสูผลเฉลย
ไดเร็ว แตเราจําเปนตองรูคาเริ่มตน ( )0x  ที่ใกลกับผลเฉลยมากพอ วิธี steepest descent ที่จะกลาวถึง
ตอไปน้ี เปนวิธีที่ไมสนใจคาเริ่มตน ( )0x วาจะมีคาเทาใด แตใชเวลาในการลูเขาสูผลเฉลยชามาก 
 
ระบบสมการไมเชิงเสน 
 

( )
( )

( ) 0

0
0

21

212

211

=

=
=

nm

n

n

x,,x,xf

x,,x,xf
x,,x,xf

…

…
…

 

 
จะมีผลเฉลยอยูที่ ( )tnx,,x,x …21=x เมื่อฟงกชัน g  นิยามโดย 
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มีคาต่ําสุดเทากับ 0 
 จากทฤษฎี Extreme value ฟงกชันตัวแปรเดียวที่สามารถหาอนุพันธไดจะมีคาตํ่าสุด
สัมพัทธ เม่ืออนุพันธของฟงกชันมีคาเทากับ 0 เราสามารถขยายผลนี้มาใชในกรณีที่เปนฟงกชัน
หลายตัวแปร โดยอาศัย gradient ของฟงกชัน เมื่อ 
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 กลาวคือฟงกชัน g  จะมีคาตํ่าสุดสัมพัทธที่ x ถา ( ) 0x =∇g  หลักการของวิธี steepest 
descent คือ การหาคา x  ที่ทําให ( ) 0x =∇g และนิยามลําดับของ ( )kx  โดย 

( ) ( ) ( )( ) 1:11 ≥∇−= −− kgα kkk xxx  
 
เม่ือ ( )( )1−∇− kg x  คือทิศทางที่ทําให ( )( )1−kg x  มีคาลดลงมากที่สุด และ ( )( ) ( )( )1−< kk gg xx  สําหรับ
การเลือกคา α  เราจะพิจารณาฟงกชันของหนึ่งตัวแปร ( ) ( ) ( )( )( )11 −− ∇−= kk gαgαh xx เราจะใช α
ท่ีทําใหคา ( )αh  มีคานอยที่สุด น่ันคือการหาผลเฉลยของ 
 

( ) ( ) ( )( )( )
0tosubject

minimize 11

>
∇−= −−

α
gαgαh kk xx  

 
การหาคาท่ีต่ําที่สุดของ ( )αh  โดยวิธีตรง จําเปนตองใชอนุพันธของ ( )αh  และหาผลเฉลยของ
สมการไมเชิงเสนตัวแปรเดียวซ่ึงใชเวลานาน Burden, R. L. และ Faires, J. D. [5] ไดนําเสนอวิธีการ
ประมาณ ( )αh  ดวยพหุนามกําลังสอง ( )αP และจํานวนจริง 3 จํานวน 321 ααα ,, ใหเขาใกลกับ
คาที่ตํ่าที่สุดของ ( )αh มากที่สุด โดยใช Newton’s Interpolatory Divided-Difference Formula 

( ) [ ] [ ]( ) [ ]( )( )
[ ]( )( ) ( )110210

102100100nP

−−−−++
−−+−+=

nn aaaaaaa,,a,a,af
aaaaa,a,afaaa,afafa

………
 

เม่ือ 2=n  
( ) [ ] [ ]( ) [ ]( )( )1021001002P aaaaa,a,afaaa,afafa −−+−+=  

เม่ือ  [ ] ( )ii afaf =  
 [ ] [ ] [ ]

ii

ii
ii aa

afafa,af −
−=

+

+
+

1

1
1  

 [ ] [ ] [ ]
ii

iiii
iii aa

a,afa,afa,a,af −
−=

+

+++
++

2

121
21  

 
ดังแสดงในตัวอยาง 
 
ตัวอยาง ระบบสมการไมเชิงเสน 

( )

( )
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31020

00611081
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13

3

3
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2
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1

321

21 =−++

=+++−

=−−

− πxe

,.xsin.xx
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หาผลเฉลยของระบบสมการไมเชิงเสน โดยวิธี steepest descent  
ให ( ) ( )t,, 0000 =x  
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และ 
( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]23213

2
3212

2
3211321 x,x,xfx,x,xfx,x,xfx,x,xg ++=  

เม่ือ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )xFxJ

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxxx

t

x
ffx

ffx
ff

,x
ffx

ffx
ff

,x
ffx

ffx
ffgx,x,xg

2
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222

222

3

3
3

3

2
2

3

1
1

2

3
3

2

2
2

2

1
1

1

3
3

1

2
2

1

1
1321

=





∂
∂+∂

∂+∂
∂

∂
∂+∂

∂+∂
∂





∂
∂+∂

∂+∂
∂=∇≡∇

 

 
สําหรับ ( ) ( )t,, 0000 =x  
จะได  

( )( ) ( )( ) ( )t.,.,.g,.g 99958300193062002145140975111 00 −−=∇= xx  
 
เน่ืองจาก ( ) ( ) ( )( )001 xxx gα∇−=  ดังน้ันเราจะตองหาα ที่ทําให ( )( )1xg มีคานอยที่สุดโดย Newton’s 
Interpolatory Divided-Difference Formula  
ให ,k 1= 0 1 1 2 2 30, 0.5, 1a a aα α α= = = = = = และ ( ) ( )( )( )1 1k k

i iG g gα− −= − ∇x x  
[ ] 10 Gaf =  

 [ ] 1
12

12
10 Hαα

GGa,af =−
−=  

 [ ] 2
23

23
21 H

GG
a,af =

−
−

=
αα

 

[ ] [ ] [ ]
3

13

12

13

1021
210 H

HHa,afa,af
a,a,af =

−
−

=
−
−

=
αααα

 

 ( ) ( )2311 ααααα −++= HHGP  
 
ดังน้ัน 

1 1

2 2 1

3 3 2 3

0, 111.975,
0.5, 2.53357, 218.878,
1, 93.5649, 182.059, 400.937

G
G H
G H H

α
α
α

= =
= = = −
= = = =

 

และ  
( ) ( )50937400878218975111 ....P −+−= αααα  

เน่ืองจาก ( )αP  มีคานอยสุดที่ ( ) 3242420 .P =α  ดังน้ัน 52295900 .=α  และ 
( ) ( ) ( )( )[ ] ( )t.,.,.g. 522741001009640011218205229590 001 −=∇−= xxx  
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ดังน้ัน ( )( ) 3276221 .g =x  
 

ผลลัพธที่ไดจากการทําซํ้ามีดังน้ี 
 

k  ( )kx1  ( )kx2  ( )kx3  ( ) ( ) ( )( )kkk x,x,xg 321  
0 0.0 0.0 0.0 111.975 
1 0.0112182 0.0100964 -0.522741 2.32762 
2 0.137860 -0.205453 -0.522059 1.27406 
3 0.266959 0.00551102 -0.558494 1.06813 
4 0.272734 -0.00811751 -0.522006 0.468309 

     
119 0.49898101 -0.00006058 -0.52362759 0 

 
จากตารางขางตน จะเห็นไดวา วิธี steepest descent มีการลูเขาสูผลเฉลยชามาก หลังจาก

การทําซ้ําครั้งที่ 1 คา ( ) ( ) ( )( )kkk x,x,xg 321  มีคาลดลงนอยมาก เมื่อเทียบกับการทําซํ้าคร้ังแรก แตขอดี
ของวิ ธี น้ี คือ  เราสามารถใชค า เริ่มตน ( )0x ใดก็ได  จากตัวอย างที่ผ านมาเมื่ อ กําหนดให 

( ) ( )t,, 10001000 =x จะเห็นไดวาวิธี Newton ไมลูเขาสูผลเฉลย สําหรับวิธี steepest descent 
ผลลัพธที่ไดจากการทําซ้ํามีดังน้ี 

 
k  ( )kx1  ( )kx2  ( )kx3  ( ) ( ) ( )( )kkk x,x,xg 321  
0 100 0 100 100278416.54681215 
1 99.01634906 0.17847847 99.97599311 100134057.04954873 
2 98.04437641 0.41231675 99.95172866 96126418.29077032 
3 97.12553776 0.80624910 99.92821595 91863600.73902583 
4 96.33327751 1.41607970 99.90747162 86822428.75550768 

     
50643 0.50102151 0.00006087 -0.52357041 0.00000968 
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Combination of Newton and steepest descent (combine N_S) 
 วิธี Newton มีการลูเขาสูผลเฉลยเร็วมาก แตตองการคาเร่ิมตน ( )0x ที่ใกลเคียงผลเฉลยมาก
พอ แตวิธี steepest descent สามารถใชคาเร่ิมตนใดก็ได แตมีการลูเขาสูผลเฉลยชามาก เม่ือนําขอดี
ของแตละวิธีมารวมกัน โดยเร่ิมจากการหาผลเฉลยโดยวิธี steepest จนกระทั่ง 

( ) ( ) ( ) ( ) ε<− +
321

1
321 ,,,, xxxgxxxg kk  

จากนั้นจึงเปลี่ยนไปใชวิธี Newton หาผลเฉลยตอไป โดยใช ( )1+kx เปนคาเร่ิมตนของวิธี Newton 
โดยที่ ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]2

3213
2

3212
2

3211321 ,,,,,,,, kkkkkkkkkk xxxfxxxfxxxfxxxg ++=  สําหรับใน
วิทยานิพนธน้ี เราเลือก 1=ε เพราะวาถาเลือก ε  ที่มีคานอยมากจะทําใหเสียเวลาการทําซํ้าใน
ข้ันตอน steepest descent มากไป แตถาเลือกε  ที่มีคามากเกินไป อาจทําใหวิธี Newton ไมลูเขาสูผล
เฉลย  
 
ตัวอยาง ระบบสมการไมเชิงเสน 

( )

( )
03

31020

00611081

02
13

3

3
2

2
2
1

321

21 =−++

=+++−

=−−

− πxe

,.xsin.xx

,xxcosx

xx

 

หาผลเฉลยของระบบสมการไมเชิงเสน โดยวิธี combine N_S ให ( ) ( )t,, 10001000 =x ผลลัพธที่
ไดจากการทําซ้ํามีดังน้ี 
 

k  ( )kx1  ( )kx2  ( )kx3  ( ) ( ) ( )( )kkk x,x,xg 321  
0 100 0 100 100278416.54681215 
1 99.01634906 0.17847847 99.97599311 100134057.04954873 
2 98.04437641 0.41231675 99.95172866 96126418.29077032 
3 97.12553776 0.80624910 99.92821595 91863600.73902583 

     
20892 65.43936752 7.17340556 2.48467886 41643.82332295 
20893 65.43892838 7.17250815 2.48469276 41642.82324227 

 
จะเห็นไดวา ( ) ( ) ( ) ( ) 1,,,, 321

20893
321

20892 <− xxxgxxxg ดังน้ันจึงเปลี่ยนไปใชวิธี Newton หา
ผลเฉลย โดยท่ี ( )0x ของวิธี Newton คือ (65.43892838 , 7.17250815 , 2.48469276 ) 
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k  ( )kx1  ( )kx2  ( )kx3  ( ) ( )1−− kk xx  

20894 11.80179229 1.40611448 0.47359878 7.724072e+01 
20895 -0.56251311 -0.03489793 -0.47359888 1.236431e+01 
20896 0.50005938 -0.00896540 -0.52322072 6.245373e-02 
20897 0.50000336 0.00036949 -0.52358910 8.595916e-03 
20898 0.50000001 0.00000068 -0.52359876 3.688071e-04 
20899 0.50000000 0.00000000 -0.52359878 6.814229e-07 
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ภาคผนวก ข 

 
โปรแกรมคํานวณหาคาอนุพันธของฟงกชัน ADOL-C 
  

Automatic differentiable of algorithms written in C/C++ หรือ ADOL-C คือซอฟตแวรที่
ใชคํานวณหาคาอนุพันธของฟงกชันโดยใชวิธีการ Automatic differentiable พัฒนาขึ้นโดย 
Griewank, A., Juedes, D., Mitey, H., Utke, J., Vogel, O., และ Walther, A. นักวิทยาศาสตรของสถาบัน 
Institute of Scientific Computing Technical University Dresden ประเทศเยอรมนี ในป ค.ศ. 1999 
เขียนโดยใชภาษา C/C++ มีการสราง header file และ library file ขึ้นมาใชเอง โดยท่ัวไปหลัก
ไวยากรณในการเขียนโปรแกรมใน ADOL-C จะเหมือนกับภาษา C และ C++ จะมีแตกตางกันอยู
บาง เชน ชนิดของตัวแปร และฟงกชันการใชงานเฉพาะที่มีอยูในโปรแกรม ADOL-C เทาน้ัน 
 
ตัวอยาง การใชงานโปรแกรม ADOL-C เพ่ือหา Gradient และ Hessian ของ 

)42()2()3()( 213
2

2
2

1321 −++−−−= xxxxxx,x,xf   
ท่ีจุด ( ) )000(0 ,,=x  
 
 
#include “adolc.h”   // ประกาศ header file ของ ADOL-C 
#include <iostream.h>   // ประกาศ header file ของ C 
 
int main(void) 
{ 
 int I,J,n; 
 int tag=1;   // กําหนดหมายเลขใหกับเทป 

n=3;    // กําหนด จํานวนตัวแปรอิสระ  
double xp[n]; 
double yp; 
double Grad[n]; 
double Hess[n][n];    
adouble *x = new adouble[n]; 
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adouble y; 
for(I=0 ;I<n; I++) 
    xp[I]=0;    // กําหนด x เริ่มตน 
trace(on(tag);    // เริ่มเทป 
for(I=0 ;I<n; I++) 
    x[I] <<= xp[I]; 
y=(x[0]-3)*( x[0]-3)- (x[1]-2)*( x[1]-2)+x[2]*(x[0]+2*x[1]-4) // กําหนดฟงกชัน 
y >>= yp;    // กําหนดคาใหตัวแปรตาม 
delete[] x;    // ลบตัวแปร 
trace_off(tag);    // ปดเทป 
gradient(tag,n,xp,Grad);  // ฟงกชันหาคา Gradient 
printf(“ Gradient of f(x,y)\n “); 
for(I=0 ;I<n; I++) 
 printf(“ %.3lf\t ”,Grad[I]); 
hessian(tag,n,xp,Hess);  // ฟงกชันหาคา Hessian 
printf(“ Hessian of f(x,y)\n “); 
for(I=0 ;I<n; I++) 
   { for(J=0 ;J<n; J++) 
     printf(“ %.3lf\t ” Hess[I][J]); 
      printf(“ \n “); 
    } 
return 0; 

} 
 

 
หลังจากไดชุดคําส่ังหลักแลว ขั้นตอนตอไปคือส่ังใหตัวแปรภาษาซีทําการแปลชุดคําส่ังดวยคําส่ัง
ตอไปน้ี 

$g++ -c –I../SRC adol.c –o adol.out 
 คําส่ังน้ีหมายถึง ใหแปลชุดคําส่ังท่ีอยูในไฟลที่ชื่อ adol.c โดยใช header file ที่อยูใน
แฟมขอมูลที่ช่ือ SRC แลวใหเก็บผลลัพธท่ีไดไวในไฟลที่ชื่อ adol.out ซ่ึงเปนไฟลที่สามารถใชงาน
ไดและคําส่ังตอไปนี้เปนคําส่ังในการเรียกใชงานไฟล adol.out 

$./adol.out 
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และจะไดผลลัพธคือ gradient และ Hessian ของ )( 321 x,x,xf  ที่จุด ( ) )000(0 ,,=x  
 
gradient of f(x,y) 
-6.000  4.000  -4.000 
Hessian of f(x,y) 
2 0 0 
0 -2 0 
1 2 0 

 
จากตัวอยางจะเห็นไดวา คําส่ัง Hessian จะคํานวณเพียงเมทริกซสามเหลี่ยมลางของ ( ))( 02 xf∇  
เทาน้ัน คาในตําแหนงอื่นจะเปน 0 ทั้งหมด และอนุพันธที่หาจาก ADOL-C จะไดเปนจํานวนจริง 
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โปรแกรมคํานวณหาผลเฉลยกําหนดการเชิงเสน GLPK 
  

GNU Linear Programming Kit หรือ GLPK เปนโปรแกรมสําหรับหาผลเฉลยของปญหา
กําหนดการเชิงเสนโดยวิธี Revised Simplex method พัฒนาขึ้นโดยนักวิทยาการคอมพิวเตอรชาว
รัสเซีย Makhorin, A. [6], Department for Applied Informatics, Moscow Aviation Institute ในป 
ค.ศ. 2000 มีการสราง header file และ library file ขึ้นมาใชเอง 
 
ตัวอยาง การใชงานโปรแกรม GLPK เพ่ือหาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิงเสน 
 

 

0
300622
6005410
100tosubject

4610maximize

331

321

321

321

321

≥
≤++
≤++
≤++

++=

x,x,x
xxx
xxx
xxx

xxxz

 

จากปญหาดังกลาว กําหนดให 

321

321

321

622
5410
xxxr
xxxq

xxxp

++=
++=

++=
 

เม่ือ qp ,  และ r คือตัวแปรที่กําหนดขึ้นมาเพื่อความสะดวกในการอางอิง ดังน้ันจะไดวา 

300
600
100

≤<∞−
≤<∞−
≤<∞−
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p

 

และ 

∞+<≤
∞+<≤
∞+<≤

3

2

1

0
0
0

x
x
x

 

  
จากขอมูลของปญหากําหนดการเชิงเสนที่ได เมื่อนําไปสรางเปนชุดคําส่ังภาษาซี พรอมกับการ
เรียกใชชุดคําสั่งของ GLPK 
 
/* sample.c */ 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
#include "glpk.h" 
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int main(void) 
{     LPX *lp; 
      int rn[1+9], cn[1+9]; 
      double a[1+9], Z, x1, x2, x3; 
 
s1:   lp = lpx_create_prob(); 
s2:   lpx_set_prob_name(lp, "sample"); 
 
s3:   lpx_add_rows(lp, 3); 
 
s4:   lpx_set_row_name(lp, 1, "p"); 
s5:   lpx_set_row_bnds(lp, 1, LPX_UP, 0.0, 100.0); 
s6:   lpx_set_row_name(lp, 2, "q"); 
s7:   lpx_set_row_bnds(lp, 2, LPX_UP, 0.0, 600.0); 
s8:   lpx_set_row_name(lp, 3, "r"); 
s9:   lpx_set_row_bnds(lp, 3, LPX_UP, 0.0, 300.0); 
 
s10:  lpx_add_cols(lp, 3); 
 
s11:  lpx_set_col_name(lp, 1, "x1"); 
s12:  lpx_set_col_bnds(lp, 1, LPX_LO, 0.0, 0.0); 
s13:  lpx_set_col_name(lp, 2, "x2"); 
s14:  lpx_set_col_bnds(lp, 2, LPX_LO, 0.0, 0.0); 
s15:  lpx_set_col_name(lp, 3, "x3"); 
s16:  lpx_set_col_bnds(lp, 3, LPX_LO, 0.0, 0.0); 
 
s17:  rn[1] = 1, cn[1] = 1, a[1] =  1.0; 
s18:  rn[2] = 1, cn[2] = 2, a[2] =  1.0; 
s19:  rn[3] = 1, cn[3] = 3, a[3] =  0.0; 
s20:  rn[4] = 2, cn[4] = 1, a[4] = 10.0; 
s21:  rn[5] = 3, cn[5] = 1, a[5] =  2.0; 
s22:  rn[6] = 2, cn[6] = 2, a[6] =  4.0; 
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s23:  rn[7] = 3, cn[7] = 2, a[7] =  2.0; 
s24:  rn[8] = 2, cn[8] = 3, a[8] =  5.0; 
s25:  rn[9] = 3, cn[9] = 3, a[9] =  6.0; 
s26:  lpx_load_mat3(lp, 9, rn, cn, a); 
 
s27:  lpx_set_obj_dir(lp, LPX_MAX); 
 
s28:  lpx_set_col_coef(lp, 1, 10.0); 
s29:  lpx_set_col_coef(lp, 2, 6.0); 
s30:  lpx_set_col_coef(lp, 3, 4.0); 
 
s31:  lpx_simplex(lp); 
 
s32:  Z = lpx_get_obj_val(lp); 
s33:  lpx_get_col_info(lp, 1, NULL, &x1, NULL); 
s34:  lpx_get_col_info(lp, 2, NULL, &x2, NULL); 
s35:  lpx_get_col_info(lp, 3, NULL, &x3, NULL); 
 
s36:  printf("\nZ = %g; x1 = %g; x2 = %g; x3 = %g\n", Z, x1, x2, x3); 
 
s37:  lpx_delete_prob(lp); 
 
      return 0; 
} 
 
 

หลังจากไดชุดคําส่ังหลักแลว ข้ันตอนตอไปคือส่ังใหตัวแปรภาษาซีทําการแปลชุดคําส่ัง
ดวยคําสั่งตอไปน้ี 

 
$gcc  sample.c  –I../glpk-4.0/include ../glpk-4.0/libglpk.a  –o sample.out 
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 คําสั่งน้ีหมายถึง ใหแปลชุดคําสั่งในไฟลที่ช่ือ sample.c โดยใช header file ที่อยูในแฟมที่
ช่ือ include และ library file ท่ีชื่อ libglpk.a แลวใหเก็บผลลัพธในไฟลที่ชื่อ sample.out ซ่ึงเปนไฟล
ท่ีสามารถใชงานได และคําส่ังตอไปนี้เปนคําสั่งในการเรียกใชงานไฟล sample.out 
 

$./sample.out 
 

และจะไดผลลัพธคือผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิงเสน  
 
*     0:   objval =   0.000000000e+00   infeas =   0.000000000e+00 (0) 
*     2:   objval =   7.333333333e+02   infeas =   0.000000000e+00 (0) 
OPTIMAL SOLUTION FOUND 
 
Z = 733.333; x1 = 33.3333; x2 = 66.6667; x3 = 0 
 
 
 
น่ันคือ ปญหากําหนดการเชิงเสนมีผลเฉลยที่เหมาะสมที่สุดคือ  

333733.z =   
ซ่ึงเปนคาที่ไดจาก   0666766333333 321 === x,.x,.x  
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โปรแกรมคํานวณหาผลเฉลยกําหนดการไมเชิงเสน GAMS 
General Algebraic Modeling System หรือ GAMS เปนโปรแกรมสําหรับหาผลเฉลยของ

ปญหากําหนดการเชิงเสนและปญหากําหนดการไมเชิงเสน พัฒนาขึ้นในชวงปค.ศ. 1980-1990โดย 
GAMS Development Corporation  
 
ตัวอยาง การใชงานโปรแกรม GAMS เพ่ือหาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงเสน 
 

( )

0432

01
2
7tosubject

4
12mininmize 22

=−+

≤−−

+−

yx

yx

yx

 

จากปญหาดังกลาว สามารถเขียนเปนชุดคําส่ังในโปรแกรม GAMS ไดดังรูป 6-1 หลังจากนั้นบันทึก
ไวในไฟล 1.gms 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6-1 แสดงชุดคําส่ังของปญหาในตัวอยาง 
 
จากนั้นสั่งรันโปรแกรมจะไดผลลัพธดังรูป 6-2 
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รูปที่ 6-2 แสดงผลลัพธจากการรันโปรแกรม 
หลังจากรันโปรแกรมจะไดไฟล 1.lst ที่แสดงผลลัพธของปญหากําหนดการไมเชิงเสนนี้ ดังรูป 6-3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6-3 แสดงผลลัพธจากไฟล 1.lst  
จากไฟล 1.lst ผลเฉลยเหมาะที่สุดคือ 2.0,7.1 == yx และคาฟงกชันจุดประสงคเทากับ 0.1 
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ประวัติผูเขยีนวิทยานิพนธ 
 
ช่ือ-นามสกุล  นางสาวศุภิสรา ศรีขวานทอง 
วัน เดือน ปเกิด 1 พฤษภาคม พ.ศ.2523 
ภูมิลําเนา กรุงเทพมหานคร 
สําเร็จการศึกษา วิทยาศาสตรบัณฑิต สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกลาพระนครเหนือ สาขา

คณิตศาสตรประยุกต คณะวิทยาศาสตรประยุกต ปการศึกษา 2543 
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