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 The simulation of viscoelastic fluid for wire-coating flow has been considered 
for die-swell with drag, pressure- and tube-tooling cases via application of Navier-
Stokes and Phan-Thien/Tanner constitutive equations for the creeping flow model. 
The computation of free surfaces after die with and without slip velocity at die wall 
is analyzed in a axisymmetric coordinate system. Numerical solutions are computed 
by a time marching semi-implicit Taylor-Galerkin pressure-correction finite element 
method (Semi-implicit TGPC). The solutions for axisymmetry incompressible creeping 
flow in the absence of body forces are presented. The wire-coating simulations are 
compared with the results of no slip input. This research uses the velocity gradient 
recovery and the streamline-upwind/Petrov-Galerkin (SUPG) techniques to stabilize 
the converge solutions. The mesh beyond die is re-localized after velocity field and 
free surface calculations in order to predict free surface path. The slip velocity at die-
wall reduces the swelling ratio, shear stress, shear rate, extensional rate and pressure 
drop when compare with the same problems with no-slip condition. 
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บทที่  1 

บทน า 
(Introduction) 

 ปัจจุบันนี้ทุกบ้านทุกครัวเรือนมีการใช้ภาชนะใส่อาหารที่ท าจากพลาสติกเป็นจ านวนมาก 
รวมถึงถุงพลาสติกท่ีใช้ในร้านค้าเพ่ือน าอาหารกลับบ้าน นอกจากนี้ยังมีการผลิตท่อพีวีซีที่ใช้ในการส่ง
น้ าประปาไปตามบ้านเรือนทุกครัวเรือน และการใช้ไฟฟ้าผ่านลวดสายไฟ ซึ่งชิ้นงานเหล่านี้ได้มาจาก
กระบวนการขึ้นรูปพอลิเมอร์ (polymer processing) โดยน าพอลิเมอร์หลอมเหลวมาผลิตเป็น
ชิ้นงานต่างๆ ผ่านกระบวนการขึ้นรูปพอลิเมอร์ที่ใช้ในโรงงานอุตสาหกรรมหลายกระบวนการด้วยกัน 
เช่น การฉีด (injection) การเป่า (blowing) การหล่อขึ้นรูป (moulding) และการอัดรีด (extrusion) 
ส าหรับการไหลเคลือบเส้นลวดในกระบวนการอัดรีดเป็นปัญหาที่น ามาพิจารณาในงานวิจัยนี้ เริ่มจาก
การใส่เม็ดพลาสติกเข้าในเครื่องอัดรีด จากนั้นเกลียวหนอนในเครื่องอัดจะหมุนเพ่ือให้เม็ดพลาสติก
เกิดการเสียดสีกันจนเกิดความร้อนส่งผ่านไปยังเม็ดพลาสติกอ่ืนๆ ท าให้เม็ดพลาสติกละลายกลายเป็น
พอลิเมอร์หลอมเหลวไหลเคลื่อนที่ผ่านแม่พิมพ์ (die) แลว้เกิดการบวมตัว ซึ่งการบวมตัวมีลักษณะ
แตกต่างกันข้ึนอยู่กับความเร็วของพอลิเมอร์หลอมเหลว ถ้าความเร็วนั้นมีค่ามากก็จะน าไปสู่
พฤติกรรมการเสียรูปทรงของพอลิเมอร์ (melt fracture) หรือลักษณะรอยฟันฉลาม (sharkskin) ที่
บริเวณผิวของชิ้นงาน  

แม่พิมพ์ที่ใช้ในกระบวนการอัดรีดของการเคลือบลวดสายไฟมี 2 ลักษณะ คือ แบบเพรชเชอร์
ทูลลิ่ง (pressure-tooling) และแบบทิวบ์ทูลลิ่ง (tube-tooling) ส าหรับการเคลือบลวดสายไฟแบบ
เพรชเชอร์ทูลลิ่ง พอลิเมอร์หลอมเหลวจะไหลมาเคลือบลวดภายในดายและผิวอิสระของลวดสายไฟที่
เคลือบด้วยพอลิเมอร์จะบวมตัวหลังออกจากดาย ซึ่งดายประเภทนี้จะใช้กับการเคลือบลวดสายไฟ
เปลือยหรือลวดสายไฟขนาดเล็ก ดังรูปที่ 1.1 ส่วนการเคลือบลวดสายไฟแบบทิวบ์ทูลลิ่ง พอลิเมอร์ 
หลอมเหลวจะไหลมาเคลือบเส้นลวดนอกดายและเกิดการบวมตัวก่อนที่จะตกกระทบมาเคลือบลวด
สายไฟ ดังรูปที่ 1.2 และดายทิวบ์ทูลลิ่งนี้ใช้ส าหรับการเคลือบลวดสายไฟขนาดใหญ่ หรือการเคลือบ
รวมลวดสายไฟเส้นเล็กๆหลายเส้นรวมเป็นเส้นเดียวกัน  ดังนั้นลวดสายไฟแบบต่างๆ ที่ได้จาก
กระบวนการเคลือบลวดสายไฟแบบอัดรีดจึงเป็นที่ต้องการอย่างมากของตลาด ท าให้โรงงานผลิตลวด
สายไฟมีความต้องการผลิตลวดสายไฟออกมาให้มีปริมาณมากในราคาถูกเพ่ือตอบสนองความต้องการ  

 

รูปที่ 1.1 แสดงลักษณะดายแบบเพรชเชอร์ทูลลิ่ง 
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รูปที่ 1.2 แสดงลักษณะดายแบบทิวบ์ทูลลิ่ง 

ของตลาด แต่ยังคงคุณภาพความคงทนของผลิตภัณฑ์ จึงเป็นเหตุให้โรงงานทั้งหลายต้องหาวัสดุใหม่ๆ 
ในราคาถูกมาทดแทน แต่เนื่องจากการทดลองจริงที่ใช้ในการหาวิธีที่เหมาะสมส าหรับการผลิตลวด
สายไฟ รวมถึงการเลือกใช้ชนิดของพอลิเมอร์ที่น ามาเคลือบและการออกแบบดายต้องใช้เวลาในการ
ทดลองนานและเสียค่าใช้จ่ายสูง เพื่อเป็นการประหยัดเวลาและค่าใช้จ่ายจึงใช้ตัวแบบทางคณิตศาสตร์
ในการจ าลองปัญหาการไหลเคลือบลวดสายไฟขึ้นและใช้ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการหาผลเฉลย เพ่ือ
ช่วยในการท านายการไหลเคลือบเส้นลวด หาชนิดพอลิเมอร์ที่เหมาะสมรวมถึงดายที่ใช้ใน
กระบวนการอัดรีด และเนื่องจากการศึกษานี้เป็นการศึกษาเชิงอุตสาหกรรมจึงมีผู้สนใจศึกษากันอย่าง
แพร่หลาย โดยในปีค.ศ.1970 Richardson [1] เริ่มต้นศึกษาปัญหาแบบสติค-สลิปของของไหลนิวโต
เนียนในกระบวนการอัดรีด โดยการไหลเป็นการไหลแบบช้าๆ (creeping flow) ภายใต้เงื่อนไขท่ีว่ามี
แรงตึงผิว (surface tension) ที่ผิวอิสระมาก และไม่พิจารณาแรงโน้มถ่วง (no gravity) จาก
การศึกษาของเขาพบว่าที่บริเวณออกจากดายจะมีค่าความเค้นเฉือนสูงจึงเรียกจุดนี้ว่าจุดเอกฐาน 
(singular point) ซึ่งที่จุดนี้จะมีความเร็วของการไหลและแรงเข้ากระท าสูง ในปีเดียวกัน Tanner [2] 
ศึกษาปัญหาการบวมตัวบริเวณท่ีออกจากดายของของไหลนิวโตเนียนและของไหลวิสโคอีลาสติกเพ่ือ
ประมาณค่าต าแหน่งของสายกระแสที่บริเวณผิวอิสระในกระบวนการอัดรีด โดยเปรียบเทียบผลที่ได้
จากการค านวณเชิงตัวเลขหลายๆ วิธีและผลการทดลอง ต่อมาในปีค.ศ.1974 Nickell และคณะ [3] 
ได้ศึกษาปัญหาการบวมตัวของของไหลนอนนิวโตเนียนที่มีการไหลแบบช้าๆ โดยใช้ระเบียบวิธีชิ้น
ประกอบอันตะในการหาผลเฉลยของผิวอิสระ และเปรียบเทียบปัญหาสติค-สลิปกับปัญหาการบวมตัว 
การศึกษาปัญหาการบวมตัวโดยใช้ระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะจึงได้รับความสนใจเป็นอย่างมาก โดย
ในปีค.ศ.1979 Chang และคณะ [4] ได้ใช้วิธีเศษตกค้างแบบวิธีการจัด (collocation method) และ
วิธีกาเลอร์คิน (Galerkin’s method) ส าหรับระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะในการศึกษาปัญหาการ
บวมตัวของของไหลนิวโตเนียนและของไหลวิสโคอีลาสติก ในปีค.ศ.1980 และ 1982 Crochet และ   
Keuning [5,6] ศึกษาการบวมตัวที่ปลายดายของของไหลนิวโตเนียนและของไหลนอนนิวโตเนียนโดย
ใช้ตัวแบบแมกซ์เวลล์ (Maxwell model) และใช้ระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะในการหาผลเฉลย 
และเปลี่ยนสมการองค์ประกอบเป็นตัวแบบออลดรอยด์-บี [7]   ในปีค.ศ.1991 Beverly และ 
Tanner [8] ได้ใช้ระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะกับปัญหาในกระบวนการอัดรีดของของไหลนิวโตเนียน
โดยศึกษาในระบบพิกัดฉากและระบบพิกัดรูปทรงกระบอกสามมิติ 
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 การศึกษาปัญหาการไหลเคลือบเส้นลวดเริ่มขึ้นในปีค.ศ.1978 Caswell และ Tanner [9] ได้
ท าการศึกษาลักษณะของดายที่ใช้เคลือบลวดสายไฟโดยใช้ระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะ ต่อมาในปี
ค.ศ.1986 และ 1988 Mitsoulis และคณะ [10,11] ได้ศึกษาการไหลเคลือบเส้นลวดสายไฟความเร็ว
สูงกับโพลีเอททีลีนที่มีความหนาแน่นต่ า (low-density polyethylene, LDPE) ด้วยระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขชิ้นประกอบอันตะและท าการปรับผลเฉลยให้ราบเรียบด้วยเทคนิคสายกระแสอัพวิน/เพ็ท
โทรฟ-กาเลอร์คิน (streamline-upwind/Petrov-Galerkin technique, SUPG) โดยอาศัยตัวแบบ
พาวเวอร์ลอว์ (power law model) ภายใต้สมมติฐานทั้งที่อุณหภูมิคงที่และไม่คงที่ ซึ่งท าการ
เปรียบเทียบผลกับการทดลอง ต่อมาในปีค.ศ.1996 Gunter และคณะ [12] ได้พิจารณาการไหลแบบ
ยืดของของไหลวิสโคอีลาสติกด้วยตัวแบบองค์ประกอบชนิดออลดรอยด์-บี (Oldroyd-B 
constitutive model) และชนิดแพนเทียนแทนเนอร์ (Phan-Thien/Tanner constitutive model, 
PTT) ใน 3 ลักษณะ คือ การไหลแบบซิงค์ (sink flow) การไหลที่มีผิวอิสระลาดเอียง (model draw-
down) และการไหลแบบลาดเอียง (conical section draw-down) ซึ่งการไหลทั้ง 3 ลักษณะนี้เป็น
ส่วนหนึ่งของกระบวนการเคลือบลวดสายไฟแบบทิวบ์ทูลลิ่ง (tube-tooling) และในปีค.ศ.1998 
Mutlu และคณะ [13]  ได้ศึกษาในส่วนของการเคลือบลวดสายไฟแบบทิวบ์ทูลลิ่ง (tube-tooling)  
ซึ่งเป็นการไหลเคลือบลวดสายไฟของของไหลประเภทวิสโคอีลาสติก เมื่อระบบมีอุณหภูมิเท่ากัน 
(non-isothermal)  ด้วยวธิี couple และ decouple และในปีค.ศ.1998 Matallah และคณะ [14] 
ได้ศึกษาโดยใช้ตัวแบบองค์ประกอบชนิดแพนเทียนแทนเนอร ์ โดยพิจารณาท้ังแบบค่าเวลาผ่อนคลาย 
(relaxation time) ค่าเดียว (single mode) และแบบหลายค่า (multi-mode) เพ่ือท านาย
พฤติกรรมการไหลเคลือบลวดสายไฟในเครื่องมือแบบทิวบ์ทูลลิ่ง ภายใต้สมมติฐานที่ว่าของไหลไม่มี
การบีบอัดตัว (incompressible flow) อุณหภูมิไม่มีการเปลี่ยนแปลง (isothermal flow) และไม่มี
ผลกระทบของการลื่นไถล (no slip) ที่บริเวณผนังภายในดาย ต่อมาในปีค.ศ.2010 
Ngamaramvaranggul และ Thenissara [15] ได้ท าการศึกษาต่อโดยค านวณหาพ้ืนผิวอิสระทั้ง
ระนาบด้านบนและด้านล่างของการไหลเคลือบลวดสายไฟแบบทิวบ์ทูลลิ่ง เพ่ือวิเคราะห์หาจุดคอน
แทรคชัน (contraction point) ซึ่งเป็นจุดแรกท่ีพอลิเมอร์หลอมเหลวไหลออกจากดายมาปะทะลวด
สายไฟที่ต้องการเคลือบ 
 จากการศึกษาปัญหาการบวมตัวและปัญหาการไหลเคลือบเส้นลวด พบว่าผลเฉลยที่ได้จาก
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขมีค่าคลาดเคลื่อนจากผลการทดลองจริง เนื่องจากการค านวณที่ให้ผลว่าแรงที่ใช้
ผลักของไหลมีค่ามากจะท าให้เกิดการบวมตัวมาก แต่จากการทดลองจริงพบว่าการบวมตัวไม่ได้มีค่า
สูงขึ้นดังการค านวณนั้น และในความเป็นจริงความเร็วของของไหลที่บริเวณผนังภายในดายไม่ได้มีค่า
เป็นศูนย์จริง หรือกล่าวคือโดยธรรมชาติแล้วอนุภาคของของไหลที่อยู่ติดกับผนังนั้นก็เคลื่อนที่ด้วย
ความเร็วค่าหนึ่งเช่นกัน จากแนวความคิดนี้จึงท าให้เกิดการศึกษาปัญหาการลื่นไถลขึ้นโดยก าหนด
เงื่อนไขขอบเขตที่ผนังดายให้ความเร็วของของไหลไม่เป็นศูนย์ โดยเริ่มต้นในปีค.ศ.1980 Silliman 
และ Scriven [16] ศึกษาปัญหาการไหลของของไหลนิวโตเนียนโดยใช้แนวความคิดท่ีว่าการลื่นไถล
และแรงตึงผิวมีผลต่อผิวอิสระของของไหล ต่อมาในปีค.ศ.1988 Phan-Thien [17] น าผลการทดลอง
ของ Ramamurthy [18] ที่ศึกษาปัญหาการลื่นไถลไว้ในปีค.ศ.1986 มาศึกษาต่อโดยการใช้ระเบียบ
วิธีชิ้นประกอบขอบด้วยตัวแบบแพนเทียนแทนเนอร์ในระบบพิกัดฉากสองมิติ ผลการศึกษาพบว่า
ความเค้นที่บริเวณผนังดายมีค่าสูงมากและความเร็วลื่นไถลนั้นมีผลต่ออัตราการบวมตัวของของไหล ปี
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ค.ศ.1992 Hatzikirakos  และ Dealy [19] ได้ศึกษาการลื่นไถลในกระบวนการอัดรีดของของไหล  
พอลิเอธีลีนที่มีความหนาแน่นสูง (high density polyethylene, HDPE) จากผลการศึกษาของเขาได้
ว่าการลื่นไถลที่บริเวณผนังดายมีอิทธิผลต่อผิวอิสระของของไหลที่ออกจากดายเป็นอย่างมาก โดย
พบว่าเมื่อค่าความเค้นเฉือนสูงถึงค่าหนึ่งจะท าให้ผิวอิสระของของไหลเกิดลักษณะเป็นรอยฟันฉลาม 
(sharkskin) และเม่ือสูงมากข้ึนเกินระดับหนึ่งจะท าให้ผิวอิสระของของไหลนั้นเกิดการเสียรูปทรงไป 
(melt fracture) และต่อมาในปีค.ศ.1998 Den Doelder และคณะ [20] ได้ศึกษาผนังดายที่มีการ
ลื่นไถลส าหรับตัวแบบต่างๆ ของสมการองค์ประกอบของพอลิเมอร์หลอมเหลว ในปีค.ศ.2000 
Ngamaramvaranggul และ Webster [21]  ได้ใช้ขั้นตอนวิธีเทย์เลอร์กาเลอร์คินและระเบียบวิธีชิ้น
ประกอบอันตะในการศึกษาปัญหาสติค-สลิปและปัญหาการบวมตัวของของไหลนิวโตเนียน นอกจาก 
นั้นยังศึกษาปัญหาการบวมตัวของของไหลนอนนิวโตเนียนด้วยตัวแบบออลดรอยด์-บี หลังจากนั้นอีก 
2 ปีต่อมา Ngamaramvaranggul และ Webster [22,23] ได้ศึกษาปัญหาการไหลเคลือบลวดสายไฟ
แบบเพรชเชอร์ทูลลิ่งและแบบทิวบ์ทูลลิ่งของของไหลวิสโคอีลาสติกด้วยตัวแบบแพนเทียนแทนเนอร์ 
เพ่ือค านวณหาพ้ืนผิวอิสระบริเวณระนาบด้านบน และพบว่าของไหลวิสโคอีลาสติกท่ีมีความหนืดสูงจะ
มีอัตราการบวมตัวสูง 
 ส าหรับงานวิจัยนี้จะจ าลองปัญหาการไหลเคลือบเส้นลวดด้วยสมการเนเวียร์-สโตกส์ 
(Navier-Stokes equations) ในระบบพิกัดทรงกระบอก 2 มิติ เพ่ือท านายผิวอิสระที่มีผลกระทบ
จากการลื่นไถลหลังจากพอลิเมอร์หลอมเหลวไหลออกจากดาย และหาผลเฉลยของปัญหาที่จ าลองขึ้น
โดยใช้หลักการเชิงตัวเลขที่เรียกว่า ระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะ (finite element method) โดย
ค านึงถึงปัจจัยต่างๆ ที่มีผลต่อผิวอิสระ เช่น ความดัน ความเร็ว ความหนืดของพอลิเมอร์หลอมเหลว 
ความเร็วของเส้นลวด และความเร็วของพอลิเมอร์ที่ผนังดาย ภายใต้ข้อสมมติฐานที่ว่า ของไหลไม่มี
การบีบอัดตัว (incompressible flow) ของไหลราบเรียบ (laminar flow) ระบบมีอุณหภูมิเท่ากัน 
(isothermal system) ไม่ขึ้นกับเวลา (steady state) และไม่พิจารณาผลของแรงโน้นถ่วง (no 
gravity) โดยมีเนื้อหาต่อจากบทนี้อีก 4 บท ดังนี้  

บทที่ 2 กล่าวถึงความรู้พ้ืนฐานของกลศาสตร์ของไหลด้านต่างๆ ประเภทของการไหลที่
จ าแนกด้วยหลักเกณฑ์ต่างๆ ประเภทของของไหลแบบนิวโตเนียนและแบบนอนนิวโตเนียน อธิบาย
เกี่ยวกับสมการควบคุมที่ได้มาจากกฎการอนุรักษ์มวลและกฎการอนุรักษ์โมเมนตัม และสมการ
องค์ประกอบที่ใช้อธิบายสมบัติของของไหลที่น ามาพิจารณาในงานวิจัยนี้ รวมไปถึงการแปลงสมการ
ควบคุมและสมการองค์ประกอบให้อยู่ในระบบไร้หน่วยเพื่อน าไปใช้ในการหาผลเฉลย 

 บทที่ 3 กล่าวถึงระเบียบวิธีเชิงตัวเลขท่ีน ามาใช้ในการหาผลเฉลย เช่น ระเบียบวิธีชิ้น
ประกอบอันตะและหลักการเซมิอิมพลิซิทเทย์เลอร์กาเลอร์คินเพรชเชอร์คอร์เรคชันที่ใช้ในการแปลง
สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยไม่เชิงเส้นให้อยู่ในรูปของระบบสมการเชิงเส้น ระเบียบวิธีท าซ้ าจาโคบีที่ใช้ใน
การค านวณหาผลเฉลยของความเร็วและความเค้น ระเบียบวิธีโชเลสกีที่ใช้ในการค านวณหาผลเฉลย
ของความดัน หลักการสายกระแสอัพวิน/เพ็ทโทรฟ-กาเลอร์คินในการปรับความราบเรียบของผิว
อิสระ รวมไปถึงเกรเดียนต์รีคัฟเวอรีในการปรับค่าผลเฉลยให้มีความถูกต้องและแม่นย า 

 บทที่ 4 กล่าวถึงการศึกษาผลกระทบของการลื่นไถลของของไหลวิสโคอีลาสติกด้วยตัวแบบ
แพนเทียนแทนเนอร์กับปัญหาการบวมตัวของของไหลที่มีแรงดึง การไหลเคลือบเส้นลวดชนิดเพรช
เชอร์ทูลลิ่ง การไหลเคลือบเส้นลวดชนิดทิวบ์ทูลลิ่ง 
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 บทที่ 5 กล่าวถึงผลสรุปของการวิจัย รวมไปถึงข้อจ ากัดและเง่ือนไขต่างๆ ในการศึกษา
งานวิจัย และข้อเสนอแนะส าหรับการศึกษางานวิจัยต่อไปในอนาคต 

1.1 วัตถุประสงค์ของการวิจัย (Objective) 

 จ าลองปัญหาการบวมตัวและการลื่นไถลของของไหลวิสโคอีลาสติก และจ าลองปัญหาการ
ไหลเคลือบเส้นลวดในขั้นตอนกระบวนการอัดรีดด้วยตัวแบบแพนเทียนแทนเนอร์ เพ่ือท านายผิวอิสระ
ที่มีผลกระทบจากการลื่นไถลของการไหลเคลือบเส้นลวดในกระบวนการอัดรีด 

1.2 วิธีการด าเนินงานและขอบเขตของการวิจัย (Procedure and outline) 

 1. ศึกษาความรู้พ้ืนฐานพลศาสตร์ของไหล 
 2. ศึกษาระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะ 
 3. พัฒนาระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะส าหรับการไหลเคลือบเส้นลวด 
 4. จ าลองปัญหาและพัฒนาโปรแกรม 
 5. ทดสอบโปรแกรม แก้ไขข้อผิดพลาดในการค านวณ และปรับปรุงผลที่ได้รับ 
 6. วิเคราะห์สรุปผลที่ได้ และเขียนวิทยานิพนธ์ 

1.3 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ (Profit) 

 1. ท าให้เกิดความเข้าใจลักษณะทางกายภาพของของไหลวิสโคอีลาสติก และการไหลเคลือบ
เส้นลวด 
 2. สามารถจ าลองปัญหาการไหลเคลือบเส้นลวดที่มีผลกระทบจากการลื่นไถลด้วยตัวแบบ
แพนเทียนแทนเนอร์ 
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บทที่  2 

กลศาสตร์ของไหลและสมการพ้ืนฐาน 
(Fluid Mechanics and Basic Equation) 

 การศึกษากลศาสตร์ของไหลเป็นการศึกษาสถิตศาสตร์ของไหล (fluid statics) และ
พลศาสตร์ของไหล (fluid dynamics) การศึกษาสถิตศาสตร์ของไหลหรือเรียกว่าไฮดรอสแตติกส์ 
(hydrostatics) เป็นการศึกษาของไหลที่อยู่นิ่งหรือในภาวะสมดุล รวมทั้งศึกษาเงื่อนไขของของไหลใน
ภาวะสมดุล และการน าของไหลไปใช้งาน เช่น ไฮดรอลิค (hydraulics) ส่วนการศึกษาพลศาสตร์ของ
ไหลเป็นการศึกษาการเคลื่อนที่ของของไหลที่มีแรงเข้ากระท าและแรงที่เกิดขึ้นจากการเคลื่อนที่ของ
ของไหล นอกจากนั้นยังมีการศึกษาอีกศาสตร์ที่เรียกว่ารีโอโลยี (rheology) ซึ่งเป็นศาสตร์ที่ใช้อธิบาย
การไหลของของไหลที่มีการเปลี่ยนแปลงรูปร่างของไหลไปตามภาชนะท่ีบรรจุ รวมเข้ากับ
แนวความคิดทฤษฎีหลักของจลนศาสตร์ (kinematics) โดยพิจารณาการเคลื่อนที่ของของไหลและไม่
ค านึงถึงแรงเข้ากระท า แต่จะพิจารณาเรื่องของอนุภาค สายกระแส ความเร็ว อัตราเร่ง รวมถึงชนิด
ของการไหลประเภทต่างๆ แนวความคิดทฤษฏีอีกส่วนคือ กฎการอนุรักษ์ (conservation law) อัน
ได้แก่การอนุรักษ์แรง ความเค้น และพลังงาน แนวความคิดทฤษฎีส่วนสุดท้ายคือ สมการ
องค์ประกอบ (constitutive equation) ซึ่งจะกล่าวเกี่ยวกับพฤติกรรมและลักษณะของของไหล   

2.1 ประเภทของการไหล (Classification of flow) 

 เมื่อพิจารณาการไหลของของไหล พบว่าการไหลมีรูปแบบลักษณะหลายแบบขึ้นกับปัจจัย
ของสิ่งแวดล้อม และสมบัติของของไหล ดังนั้นจึงจ าแนกการไหลได้หลายแบบตามเกณฑ์ ดังนี้ 

 2.1.1 จ าแนกการไหลตามการเปลี่ยนแปลงความหนาแน่นของของไหล ได้เป็น 2 ประเภท 
คือ การไหลที่บีบอัดตัวได้ (compressible flow) และการไหลที่บีบอัดตัวไม่ได้ (incompressible 
flow) เมื่อพิจารณาของไหลออกเป็นของเหลวและแก๊สแล้วพบว่าการไหลของแก๊สเป็นการไหลที่บีบ
อัดตัวได้ นั่นคือความหนาแน่นของของไหลมีการเปลี่ยนแปลง แต่มีข้อยกเว้นในกรณีที่การไหลของ
แก๊สมีอัตราความเร็วต่ ากว่าเสียงมากๆ จงึพิจารณาการไหลของแก๊สเป็นการไหลที่บีบอัดตัวไม่ได้ ส่วน
การไหลของของเหลวเป็นการไหลที่บีบอัดตัวไม่ได้ยกเว้นบางสภาวะของของเหลว เช่น การเกิดโพรง
ในของเหลว หรือการกระแทกตัวของน้ า พบว่าการเปลี่ยนแปลงความหนาแน่นของของเหลวมีผลต่อ
การไหลจึงพิจารณาการไหลเป็นการไหลที่บีบอัดตัวได้  

 2.1.2 จ าแนกการไหลตามระดับความเร็วของการไหล ได้เป็น 2 แบบ คือ การไหลแบบ
ราบเรียบ (laminar flow) เป็นการไหลที่ของไหลในชั้นของไหลหนึ่งๆ จะเคลื่อนที่ไปในชั้นของไหล
นั้นตลอดการไหล อนุภาคจะเคลื่อนที่ในทิศทางแน่นอนและไม่มีการตัดกันของอนุภาค เมื่อเกิดการลื่น
ไถลของชั้นของไหลหนึ่งบนอีกชั้นของไหลหนึ่งจะไม่เกิดการหมุนวน และอีกแบบคือการไหลแบบ
ปั่นป่วน (turbulent flow) ซึ่งมีอัตราความเร็วในการไหลสูง  อนุภาคของของไหลไม่เป็นระเบียบและ
มีการเคลื่อนที่ในทิศทางไม่แน่นอน  
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 2.1.3 จ าแนกการไหลตามประเภทความหนืด การไหลที่มีความหนืด (viscous flow) คือ 
การไหลที่มีความเร็วขึ้นอยู่กับแรงเสียดทานที่เกิดข้ึน เมื่อพิจารณาความสัมพันธ์ระหว่างความเค้น
เฉือน (shear stress, ) กับอัตราเฉือน (shear rate,  ) ตามสมการความหนืดของนิวตัน 
(Newton’s equation of viscosity) ดังนี้ 
           (2.1) 
เมื่อ   คือ ความหนืดเฉือน (shear viscosity) มีค่าคงตัวเมื่อมีการเปลี่ยนแปลงอัตราเฉือน 

ของไหลแบ่งตามความหนืดได้เป็น 2 ประเภท คือ ของไหลที่เป็นไปตามสมการความหนืด
ของนิวตันเรียกว่า ของไหลนิวโตเนียน (Newtonian fluid) ได้แก่ ของไหลที่มีโมเลกุลขนาดเล็ก เช่น 
น้ า น้ านม สารละลายเจือจาง เป็นต้น ส่วนของไหลที่มีสมบัติไม่เป็นไปตามสมการความหนืดของนิว
ตัน กล่าวคือ ความหนืดเฉือนเปลี่ยนไปเมื่อมีการเปลี่ยนอัตราเฉือน เรียกว่า ของไหลนอนนิวโตเนียน 
(non-Newtonian fluid) พิจารณาความหนืดของของไหลนอนนิวโตเนียนเทียบกับเวลาตาม Tanner 
[2] และ Morton-Jones [24] จะแบ่งได้เป็น 2 ประเภท คือ 

1. ของไหลนอนนิวโตเนียนที่ขึ้นกับเวลา (time-dependent non-Newtonian fluid) ได้แก่  

- ของไหลทิกโอโทรปิค (thixotropic fluid) ซึ่งมีความสัมพันธ์ของความเค้นเฉือน
และอัตราเฉือนเป็นไปตามเวลา เมื่อแรงกระท าต่อของไหลประเภทนี้นานขึ้น ความหนืดเฉือนจะมีค่า
ลดลงจนเข้าสู่ค่าคงตัวค่าหนึ่ง เนื่องจากความเครียดเฉือนที่เพ่ิมขึ้นไปท าลายพันธะยึดเหนี่ยวระหว่าง
โมเลกุลหรืออนุภาคของของไหลจึงท าให้ความหนืดมีค่าลดลง แต่เมื่อหยุดการให้แรงกระท าพบว่า
อนุภาคของของไหลเริ่มจับตัวกันและท าให้ความหนืดมีค่าเพ่ิมข้ึน ดังรูปที่ 2.1 พบว่าค่าความเค้น
เฉือนที่อัตราเฉือนค่าหนึ่ง ระหว่างการเพ่ิมอัตราเฉือนขึ้นมาให้ถึงค่านั้น จะมีค่ามากกว่าความเค้น
เฉือนในระหว่างการลดอัตราเฉือนให้ลงมาถึงค่านั้น 

 
รูปที่ 2.1 ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นเฉือนและอัตราเฉือนของของไหลทิกโอโทรปิค 
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  - ของไหลรีโอเพคทิค (rheopectic fluid) เป็นของไหลที่คล้ายคลึงกับของไหลทิกโอ
โทรปิค แต่ต่างกันตรงค่าความเค้นเฉือนในขณะที่เพิ่มอัตราเฉือนมีค่าน้อยกว่าความเค้นเฉือนในขณะที่
ลดอัตราเฉือน เมื่อเปรียบเทียบที่อัตราเฉือนเดียวกัน ดังรูปที่ 2.2 กล่าวคือ ของไหลประเภทนี้จะมี
ความหนืดเฉือนเพิ่มข้ึนจนเข้าสู่ค่าคงตัวค่าหนึ่งเมื่อเวลาผ่านไปจนท าให้แรงกระท าต่อของไหลนั้น
เพ่ิมข้ึน 

 
รูปที่ 2.2 ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นเฉือนและอัตราเฉือนของของไหลริโอเพคทิค 

2. ของไหลนอนนิวโตเนียนที่ไม่ข้ึนกับเวลา (time-independent non-Newtonian fluid) 
เป็นของไหลที่มีความเค้นเฉือนและอัตราเฉือนไม่ขึ้นกับเวลาเมื่อมีแรงมากระท า โดยอัตราเฉือน
สามารถเขียนอยู่ในรูป 

   
du

f
dy

         (2.2) 

จากสมการ (2.2) จะพบว่าอัตราเฉือนเป็นฟังก์ชันของความเค้นเฉือน ซ่ึงมีรูปแบบของฟังก์ชันแบ่งได้
เป็น 3 กลุ่มใหญ่ๆ ดังนี้  

กลุ่มท่ี 1 พลาสติกบิงแฮม (Bingham plastics) เป็นของไหลที่มีแรงมากระท าสูงถึงค่าหนึ่งที่
เรียกว่า ความเค้นจุดคราก (yield stress, y ) แล้วท าให้พฤติกรรมการไหลเหมือนของไหลนิวโต
เนียน ดังรูปที่ 2.3 หรือแสดงความสัมพันธ์ของความเค้นเฉือนและอัตราเฉือนได้ตามสมการดังต่อไปนี้ 
  y p     , y        (2.3) 
  0  , y        
โดยที่ p  คือ ความหนืดของพลาสติก  
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ตัวอย่างของไหลในกลุ่มนี้ คือ ยาสีฟัน ซอสมะเขือเทศ จาระบี ไขมันสัตว์ สีน้ ามัน และโคลน 
เป็นต้น 

 
รูปที่ 2.3 ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นเฉือนและอัตราเฉือนส าหรับของไหลนิวโตเนียนและของไหล

นอนนิวโตเนียนที่มีความหนืดไม่ข้ึนกับเวลา 

กลุ่มท่ี 2 ซูโดพลาสติก (pseudo-plastic or shear-thinning fluid) เป็นของไหลที่มีอัตรา
เฉือนเพ่ิมข้ึน เมื่อความหนืดลดลง หรือยิ่งกวนเร็วยิ่งไหลง่าย เช่น น้ าผลไม้เข้มข้น กาวน้ าใส พอลิ
เมอร์ที่ได้จากธรรมชาติ พอลิเมอร์หลอมเหลว เป็นต้น สมการทางคณิตศาสตร์ที่ได้จากการทดลองที่
ใช้แสดงสมบัติความเค้นของของไหลกลุ่มนี้ คือ 

  1n
k  


        (2.4) 

เรียกสมการ (2.4) ว่า ตัวแบบพาวเวอร์-ลอว์ ที่มีดัชนีการไหล (power law index) n  เป็นค่าคงตัวที่
มีค่าน้อยกว่า 1 และค่าคงตัวการไหล (consistency constant) k  เป็นค่าคงตัวที่แสดงความหนืด 
(viscous) ถ้า k  มีค่ามากแสดงว่าของไหลมีความหนืดมาก นอกจากตวัแบบพาวเวอร์-ลอว์แล้วยังมี
ตัวแบบอ่ืนๆ ที่ใช้ ได้แก่ ตัวแบบออลดรอยด์-บี ตัวแบบแพนเทียนแทนเนอร์ เป็นต้น ดังรายละเอียด
ในหัวข้อ 2.4 

 กลุ่มท่ี 3 ไดเลแทนท์ (dilatant or shear-thickening fluid) เป็นของไหลที่มีอัตราเฉือน
เพ่ิมข้ึน เมื่อความหนืดเพ่ิมข้ึน หรือยิ่งกวนเร็วยิ่งหนืด เนื่องจากแรงที่เข้ากระท าต่อของไหลท าให้
พันธะระหว่างโมเลกุลของของไหลรวมตัวเข้าด้วยกันหรือเกี่ยวพันกันหนาแน่นขึ้น ตัวอย่างของไหลใน
กลุ่มนี้ คือ น้ าแป้ง น้ าดินข้น เจลพีวีซี เป็นต้น พฤติกรรมความเค้นของของไหลกลุ่มนี้สามารถอธิบาย
ได้ด้วยสมการ (2.4) เช่นเดียวกับของไหลซูโดพลาสติก เพียงแต่ใช้ค่าคงตัว n  ทีม่ากกว่า 1  
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 2.1.4 จ าแนกการไหลตามการเปลี่ยนแปลงของเวลา แบ่งเป็น 2 แบบ คือ การไหลในสภาวะ
คงตัว (steady flow) จะเป็นการไหลในสภาวะที่ค่าเฉลี่ยของความเร็ว ความดัน หรือพารามิเตอร์ของ
การไหลต่างๆ ไม่เปลี่ยนแปลงตามเวลา ตรงกันข้ามกับการไหลในสภาวะไม่คงตัว (unsteady flow) 
ที่พารามิเตอร์ค่าต่างๆ มีการเปลี่ยนแปลงตามเวลาที่เปลี่ยนไป 

2.2 กฎการอนุรักษ์ (Conservation law) 

 ความรู้พื้นฐานและกฎต่างๆเกี่ยวกับการไหลของของไหลในวิชากลศาสตร์ของไหล ได้แก่ กฎ
การอนุรักษ์มวล (conservation of mass) น าไปสู่ สมการความต่อเนื่อง (continuity equation) 
กฎการอนุรักษ์โมเมนตัม (conservation of momentum) ซ่ึงน าไปสู่ สมการเนเวียร์-สโตกส์ 
(Navier-Stokes equation) ซึ่งเป็นสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยไม่เชิงเส้น ประกอบด้วยนิพจน์ของ
ความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิ ที่ข้ึนกับปริภูมิ (space) และเวลา (time) และกฎการอนุรักษ์
พลังงาน (conservation of energy)                                                                                                                                                                                                         

 2.2.1 กฎการอนุรักษ์มวล (conservation of mass) 

 จากนิยามของกฎการอนุรักษ์มวล กล่าวว่า การไหลของของไหลที่ไหลผ่านปริมาตรควบคุม
ใดๆ อัตราการเปลี่ยนแปลงมวลสุทธิที่ไหลผ่านปริมาตรควบคุมเท่ากับอัตราการเปลี่ยนแปลงมวลที่
ไหลเข้าลบออกจากอัตราการเปลี่ยนแปลงมวลที่ไหลออกจากปริมาตรควบคุม 

 
รูปที่ 2.4 ปริมาตรควบคุมส าหรับกฎการอนุรักษ์มวลในระบบพิกัดทรงกระบอก 

ของไหลที่ไหลผ่านปริมาตรควบคุมดังแสดงในรูปที่ 2.4 มีความหนาแน่น   และมีความเร็ว 
ˆ ˆ ˆ
r r z zU e U e U e U     เมื่อ ˆ ˆ,re e  และ ˆ

ze  เป็นเวกเตอร์หนึ่งหน่วยในแนวแกน ,r   และ z  
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ตามล าดับ โดยที่ , ,r zU U U  เป็นความเร็วในแนวแกน ,r   และ z ตามล าดับ แยกพิจารณากฎ
การอนุรักษ์มวลเป็นนิพจน์ได้ดังนี้ 

นิพจน์ของอัตราการเปลี่ยนแปลงมวลภายในปริมาตรควบคุม คือ 

  rd drdz
t







 

นิพจน์ของอัตราการไหลสุทธิของมวลที่ผ่านผิวควบคุม พิจารณาดังนี้ 
อัตราการไหลของมวลผ่านแต่ละผิวควบคุม คือ 

ผิวควบคุม r  คือ 
2 2 2

r
r

Udr dr dr
U r d dz

r r


 

         
                 

 

   2

2 2

r r

r
r

dr
U rd dz U d dz

U dr dr
r d dz U r d dz

r r

   


  

  

    
    

   

 

ผิวควบคุม r  คือ 
2 2 2

r
r

Udr dr dr
U r d dz

r r


 

         
                

 

   2

2 2

r r

r
r

dr
U rd dz U d dz

U dr dr
r d dz U r d dz

r r

   


  

 

    
    

   

 

ผิวควบคุม   คือ 
2 2

Ud d
U drdz



  


 

       
              

 

   
2 2

U d d
U drdz drdz U drdz

r


 

  
 



    
      

   
 

ผิวควบคุม   คือ 
2 2

Ud d
U drdz



  


 

       
             

 

   
2 2

U d d
U drdz drdz U drdz

r


 

  
 



    
     

   
 

ผิวควบคุม z  คือ 
2 2

z
z

Udz dz
U rd dr

z


 



       
              

 

   
2 2

z
z z

U dz dz
U rd dr rd dr U rd dr

z z


    

    
      

   
 

ผิวควบคุม z  คือ 
2 2

z
z

Udz dz
U rd dr

z


 



       
             

 

   
2 2

z
z z

U dz dz
U rd dr rd dr U rd dr

z z


    

    
     

   
 

เมื่อพิจารณา dr  เป็นค่าน้อยๆ จะได้ว่า  
2

dr  มีค่าน้อยมากจนสามารถตัดท้ิงได้ เช่นเดียวกับ d  
และ dz  ซึ่งสามารถตัดนิพจน์ที่มี  

2
d  และ  

2
dz  เป็นตัวประกอบทิ้ง 
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รวมอัตราการไหลของมวลที่ผ่านแต่ละด้านของผิวควบคุม จะได้ 

r z
r r z

UU U
U r U U r U drd dz

r r z z






  
    



                   
                    

                      

เมื่อจัดรูปใหม่ ได้เทอมของอัตราการไหลสุทธิของมวลที่ผ่านผิวควบคุม คือ 

       r r zU r U U r U drd dz
r z

    


   
      

 

ดังนั้น สมการเชิงอนุพันธ์ส าหรับกฎการอนุรักษ์มวลในระบบพิกัดทรงกระบอก คือ 

        0r r zU r U U r U r
r z t




   



   
    

   
 (2.5) 

แทนค่า    r r rr U U r U
r r

  
 

 
 

 ลงในสมการ (2.5) และหารด้วย r  จะได้ 

       
1 1 0r zr U U U
r r r z t




  



   
   

   
  (2.6) 

หรือเขียนสมการ (2.6) อีกรูปได้เป็น 

  0U
t





  


      (2.7) 

โดยที่ตัวด าเนินการเวกเตอร์ 1ˆ ˆ ˆ
r ze e e

r r z




  
   

  
 

เรียกสมการ (2.7) ว่า สมการความต่อเนื่อง (continuity equation) เมื่อพิจารณาของไหลเป็นแบบ
ไม่บีบอัดตัว นั่นคือของไหลมีความหนาแน่นคงตัว (  =constant) ดังนั้น สมการ (2.7) จะเขียนได้
เป็น 
  0U         (2.8) 

 2.2.2 กฎการอนุรักษ์โมเมนตัม (Conservation of momentum) 

 กฎการเคลื่อนที่ข้อที่สองของนิวตันกล่าวว่า ถ้ามีแรงลัพธ์มากระท ากับมวลที่อยู่นิ่ง จะท าให้
เกิดความเร่งที่ท าให้มวลนั้นเคลื่อนที่ไปในทิศทางของแรงลัพธ์ที่มากระท านั้น แรงลัพธ์ที่มากระท าจะ
ประกอบด้วยแรงวัตถุ (body force) ,rf f และ 

zf  และแรงผิว (surface force) เช่น ความดัน 
(pressure) p , ความเค้นฉาก (normal stress) ,rr   และ 

zz , ความเค้นเฉือน (shear stress) 
,r z   และ 

rz  เป็นต้น ดังนั้นสมการเชิงอนุพันธ์ส าหรับกฎการอนุรักษ์โมเมนตัมในระบบพิกัด
ทรงกระบอก [27,57] คือ 

  U
T U U p g

t
  


      


    (2.9) 

เมื่อ T  คือเทนเซอร์ความเค้นเอกซ์ตรา (extra stess tensor) และ g  คือค่าเวกเตอร์ความเร่งจาก
แรงโน้มถ่วงของโลก และเนื่องจากแรงโน้มถ่วงของโลกมีผลกระทบต่อระบบปัญหาที่ศึกษาน้อยมาก
เมื่อเทียบกับแรงที่มากระท าอื่นๆ เช่น ความดัน หรือความเค้น ดังนั้นในการศึกษาวิจัยจึงไม่น าแรง
โน้มถ่วงของโลกมาพิจารณา ดังนั้นสมการ (2.9) เขียนใหม่ได้เป็น 

  U
T U U p

t
 


    


     (2.10) 
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 ส าหรับของไหลนิวโตเนียน เทนเซอร์ความเค้นเอกซ์ตรา คือ 
  2 NT D  
และ 

   †1
2

D U U    

เมื่อ 
N  คือ ความหนืดของของไหลนิวโตเนียน และ D  คือ เทนเซอร์ของอัตราการผิดรูป (rate of 

deformation tensor) 
 ส าหรับของไหลนอนนิวโตเนียน เทนเซอร์ความเค้นเอกซ์ตรา คือ 
  2 NT D     
เมื่อ   คือ ความเค้นของพอลิเมอร์ 

2.3 การไหลแบบวิสโคเมตริก (Viscometric flow) 

 การศึกษาพฤติกรรมความหนืดในการไหลของพอลิเมอร์หลอมเหลวโดยทั่วไปแบ่งออกเป็น 2 
รูปแบบ คือ การไหลในรูปแบบที่เกิดจากแรงเฉือนหรือการไหลแบบเฉือนอย่างง่าย (simple shear 
flow) ซึ่งเป็นการไหลที่มีความส าคัญอย่างมากเพราะเป็นการไหลในกระบวนการอัดรีดหรือ
กระบวนการขึ้นรูปต่างๆ และการไหลในรูปแบบที่เกิดจากแรงดึงหรือการไหลแบบยืด (elongational 
flow) ซึ่งเป็นการไหลที่มีความส าคัญในกระบวนการเป่าขวดหรือกระบวนการผลิตฟิล์ม ลักษณะของ
การไหลทั้ง 2 รูปแบบมีดังนี้ 

 2.3.1การไหลแบบเฉือนอย่างง่าย (simple shear flow) 

 การไหลแบบเฉือนอย่างง่ายเป็นการไหลที่เกิดจากแรงเฉือน ดังนั้นต้องมีผนังหรือผิวการไหล
เข้ามาเกี่ยวข้อง [26] ซึ่งการไหลในรูปแบบนี้สามารถแบ่งออกเป็นการไหลที่เกิดจากการเคลื่อนที่ของ
แผ่นประกบคู่ด้วยความเร็วที่แตกต่างกัน (flow between moving plates) โดยพิจารณาแผ่น
ประกบคู่ท่ีมีแผ่นหนึ่งเคลื่อนที่และอีกแผ่นหยุดนิ่งโดยมีพอลิเมอร์หลอมเหลวอยู่ระหว่างกลาง จึงได้ว่า
พอลิเมอร์หลอมเหลวที่อยู่ติดแผ่นที่เคลื่อนที่มีความเร็วสูงสุด และความเร็วจะลดลงเมื่อเข้าใกล้แผ่นที่
อยู่กับที่ ดังนั้นความเค้นเฉือนจึงมีความส าคัญมาก ตัวอย่างการไหลในรูปแบบนี้ คือ การไหลของพอลิ
เมอร์หลอมเหลวในช่วงเกลียวหนอนของเครื่องอัดรีด เมื่อผนังของเครื่องมือท าหน้าที่เป็นแผ่นประกบ
ที่อยู่กับที่ ในขณะที่เกลียวหนอนท าหน้าที่เป็นแผ่นประกบที่เคลื่อนที่ เมื่อเกลียวหนอนเริ่มหมุนจะท า
ให้เกิดแรงเฉือนขึ้นกับพอลิเมอร์หลอมเหลวที่อยู่ในเครื่องอัดรีด การไหลอีกแบบของการไหลแบบ
เฉือนอย่างง่ายคือการไหลในท่อที่มีความแตกต่างของความดัน (pressure-driven flow) ซึ่งการไหล
ประเภทนี้เกิดขึ้นเมื่อมีความแตกต่างของความดันภายในท่อ กล่าวคือพอลิเมอร์จะไหลจากปลายท่อที่
มีความดันสูงไปสู่ปลายท่อที่มีความดันต่ ากว่า และพบว่าบริเวณผนังท่อจะเกิดแรงเฉือนมากที่สุดแล้ว
จึงลดน้อยลงจนมีค่าต่ าสุดที่บริเวณกลางท่อท าให้บริเวณผนังท่อมีความเร็วของพอลิเมอร์หลอมเหลว
น้อยที่สุดและเพ่ิมมากข้ึนจนมีค่าสูงสุดที่บริเวณก่ึงกลางท่อ ตัวอย่างการไหลในรูปแบบนี้ คือ การไหล
ของน้ าประปาจากสถานีจ่ายที่มีแรงดันสูงกระจายสู่บ้านเรือนที่มีแรงดันต่ ากว่า หรือการไหล
หมุนเวียนของเลือดที่ออกจากหัวใจที่มีแรงดันสูงไปสู่ส่วนต่างๆ ของร่างกายที่มีแรงดันต่ า 
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 พิจารณาระบบพิกัดฉากส าหรับการไหลแบบเฉือนอย่างง่ายที่เก่ียวกับเครื่องวัด พบว่า
ความเร็วสามารถเขียนได้ในรูป 

  
xu y   

และ  
  0y zu u   
โดยที่ 

  xdu

dy
   

ดังนั้นผลต่างของความเค้นฉากปฐมภูมิ (primary normal stress) 1N  และความเค้นฉากทุติยภูมิ 
(secondary nomal stress) 2N  แสดงได้ในรูปความเค้นฉาก ดังนี้ 

   2
1 1xx yyN         

และ 
   2

2 2yy zzN         
เมื่อ   
 

xx  เป็นความเค้นฉากในทิศทางแกน x  
 yy  เป็นความเค้นฉากในทิศทางแกน y  
 

zz  เป็นความเค้นฉากในทิศทางแกน z  

1  เป็นสัมประสิทธิ์ของความเค้นฉากปฐมภูมิ 

2  เป็นสัมประสิทธิ์ของความเค้นฉากทุติยภูมิ 
ซึ่งสัมประสิทธิ์ความเค้นฉากทั้งปฐมภูมิและทุติยภูมิต่างเป็นฟังก์ชันวัสดุ (material function) ของ
อัตราการเฉือนเช่นเดียวกับความหนืดเฉือน [27] [28] โดยก าหนดความเค้นเฉือนเป็น 
   xy s    

ส าหรับการไหลแบบเฉือนอย่างง่ายส่วนใหญ่พิจารณาผลต่างของความเค้นฉากปฐมภูมิเป็น
หลักซ่ึงเป็นตัวบอกปริมาณความยืดหยุ่น (elasticity) ของของไหลเช่นเดียวกับความเฉือนกู้คืน 

(recoverable shear) 1

2 xy

N


 ที่มีค่ามากกว่า 0.5 แล้วจะท าให้ของไหลมีความยืดหยุ่นสูง 

 2.3.2 การไหลแบบยืด (elongational or extensional flow) 

 การไหลแบบยืดเป็นการไหลที่พอลิเมอร์หลอมเหลวได้รับแรงกระท าจนเกิดการเปลี่ยนแปลง
รูปร่างในลักษณะที่ยืดออกจากกัน ส าหรับการไหลรูปแบบนี้ไม่ต้องอาศัยผิวสัมผัสหรือผนังในระหว่าง
การไหล หรือบางครั้งอาจเรียกได้ว่าเป็นการไหลของผิวอิสระ (fee surface flow) เมื่อเปรียบเทียบ
การไหลรูปแบบนี้กับการไหลแบบเฉือนอย่างง่ายที่กล่าวก่อนหน้าแล้วจะพบว่า การไหลแบบยืดจะมี
การทดสอบและวิเคราะห์ยากกว่า แต่ในการศึกษาการไหลของพอลิเมอร์หลอมเหลวจะพบว่า
พฤติกรรมการยืดตัวของพอลิเมอร์หลอมเหลวมีความส าคัญอย่างมากในการอธิบายถึงลักษณะการ
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ไหลและท านายผิวอิสระของชิ้นงานที่ได้จากกระบวนการผลิตต่างๆ เช่น การผลิตฟิล์มโดย
กระบวนการเป่า การฉีดพอลิเมอร์เข้าแม่พิมพ์ การผลิตชิ้นงานด้วยกระบวนการขึ้นรูปแบบสุญญากาศ 
รวมทั้งการเคลือบลวดสายไฟ เป็นต้น ซึ่งเป็นกระบวนการที่ส าคัญในอุตสาหกรรม จึงมีผู้สนใจศึกษา
การไหลรูปแบบนี้อย่างกว้างขวาง เมื่อพิจารณาตามลักษณะการเปลี่ยนแปลงของความหนืดจะ
สามารถแบ่งการไหลแบบยืดนี้ได้เป็น 3 ชนิด ดังรูปที่ 2.5 คือ 

 
รูปที่ 2.5 ความสัมพันธ์ระหว่างความหนืดยืดดึงและอัตราการดึงของพอลิเมอร์หลอมเหลวในการไหล

แบบยืด 

 1. การไหลชนิดเทร้าโตเนียน (troutonian flow)  
มีลักษณะการไหลที่ค่าความหนืดยืดดึง (elongational viscosity) ของพอลิเมอร์หลอมเหลว

ไม่เปลี่ยนไปตามอัตราการดึง (elongation rate) พอลิเมอร์หลอมเหลวที่มีลักษณะการไหลแบบนี้ คือ 
polymethylmethacrylate (PMMA), polystyrene (PS), polycarbonate (PC) และ 
polyamide (PA) เป็นต้น 

 2. การไหลชนิดความแข็งแบบแรงตึง (strain hardening flow)  
มีลักษณะการไหลที่ค่าความหนืดยืดดึงของพอลิเมอร์หลอมเหลวมีค่าเพ่ิมสูงขึ้นอย่างมี

ขอบเขต เมื่ออัตราการดึงมีค่าสูงขึ้น พอลิเมอร์หลอมเหลวที่มีลักษณะการไหลแบบนี้ คือ low 
density polyethylene (LDPE) และ Polyisoprene เป็นต้น 
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 3. การไหลชนิดความบางแบบแรงตึง (strain softening flow)  
มีลักษณะการไหลที่มีค่าความหนืดยืดดึงของพอลิเมอร์หลอมเหลวลดต่ าลงอย่างมีขอบเขต 

เมื่ออัตราการดึงมีค่าสูงขึ้น พอลิเมอร์หลอมเหลวที่มีลักษณะการไหลแบบนี้ คือ high density 
polyethylene (HDPE) และ polypropylene (PP) เป็นต้น 

 ลักษณะของการผิดรูปที่เกิดจากการไหลแบบยืดมี 3 ลักษณะดังนี้ 

1. การไหลแบบยืดขยายแกนเดียว (uniaxial extension flow) 
 การไหลแบบขยายแกนเดียวนี้จะเกิดขึ้นเพียงทิศทางเดียว เช่น ปัญหาการยืดฟิลาเมนต์ [29] 
เป็นต้น 
 เมื่อพิจารณาในระบบพิกัดฉาก อัตราการดึงจะอยู่ในรูป 

  2 2yx z
uu u

x y z
       

เมื่อจัดรูปใหม่จะได้ส่วนประกอบของความเร็วอยู่ในรูป 

  
xu x , 

2yu y


  , 
2zu z


   

และผลต่างความเค้นสามารถเขียนอยู่ในรูปของ 
   xx yy yy zz e          
เมื่อ  
  0xy yz xz      
โดยที่ 

e  เป็นความหนืดแบบยืดขยาย (extensional viscosity) และเป็นค่าคงตัวบนช่วงกว้างของ
อัตรายืด มีความหนืดแบบยืดศูนย์ (zero-elongational viscosity) 0

e  เป็นค่าที่ได้มาจากอัตราการ
ยืดศูนย์ (zero-elongation rate) และ 0

03e   เมื่อ 0  เป็นความหนืดอัตราเฉือนศูนย์ของของ
ไหลนิวโตเนียน (Newtonian zero-shear rate viscosity) 

 2. การไหลแบบยืดขยายแกนสองทาง (biaxial extensional flow) 
 การไหลแบบยืดขยายแกนสองทางนี้จะเป็นการไหลที่เกิดจากการยืดในสองทิศทางที่ตั้งฉาก
กัน เช่น กระบวนการเป่าขวด เป็นต้น 
พิจารณาในระบบพิกัดฉาก อัตราการดึงจะอยู่ในรูป 

  
2

yx z
uu u

x y z
      

จัดรูปใหม่จะได้ส่วนประกอบความเร็วอยู่ในรูป 
  

xu x , yu y , 2zu z   
ผลต่างความเค้นอยู่ในรูป 
   zz xx zz yy eb          
และ 
  0xy xz yz      
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เมื่อ 
eb  เป็นความหนืดแบบยืดขยายแกนสองทาง (biaxial extensional viscosity) Walter [30] 

ได้แสดงความสัมพันธ์ระหว่างความหนืดแบบแกนเดียว และความหนืดแบบแกนสองทาง ดังนี้ 
     2eb e      

 3. การไหลแบบยืดขยายเชิงระนาบ (planar extensional flow) 
 การไหลแบบยืดขยายเชิงระนาบนี้เป็นการไหลที่ยืดแผ่นบางของของไหลในทิศทางเดียว
เท่านั้น กล่าวคือ ความกว้างของของไหลจะไม่เปลี่ยนแปลง และความหนาของของไหลลดลง เชน่ 
การผลิตฟิล์มหรือการผลิตแผ่นวัสดุต่างๆ เป็นต้น 
 เมื่อพิจารณาในระบบพิกัดฉาก อัตราการดึงจะอยู่ในรูป 

  x z
u u

x z
    , 0yu   

และเม่ือจัดรูปใหม่ จะได้ส่วนประกอบความเร็วอยู่ในรูป 
  

xu x , 0yu  , 
zu z   

และมีผลต่างความเค้นเป็น 
   xx zz ep      
เมื่อ ep  เป็นความหนืดแบบยืดขยายเชิงระนาบ (planar extensional viscosity) 

 2.3.3 อัตราเฉือนและอัตราการดึง (shear rate and elongational rate) 

 พิจารณาพฤติกรรมการไหลของของไหลที่เป็นสารเดียวกันมีสมบัติอีลาสติกเท่ากันทุกทิศทาง
เป็นแบบไม่ยืดหยุ่น (inelastic homogeneous isotropic fluid) ภายใต้การไหลของระบบที่มี
อุณหภูมิเท่ากัน (isothermal system) ที่ศึกษาโดย Rivlin และ Eriksen [31] และต่อมา Reiner 
[32] ได้อธิบายรูปแบบทั่วไปของเทนเซอร์ความเค้นเอกซ์ตร้าที่เป็นฟังก์ชันของเทนเซอร์ของอัตราการ
ผิดรูปภายใต้สภาวะไม่อัดตัวไว้ดังนี้ 

   2 ,T     
ส าหรับการไหลแบบเฉือนอย่างง่าย อัตราเฉือน คือ 
  2 dII   
และอัตราการดึง คือ 

  3 d

d

III

II
   

โดยที่ 
dII  และ 

dIII  คือ ความแปรผันอันดับที่สองและอันดับที่สามของเทนเซอร์ (the second 
and third invariants) ของอัตราการผิดรูป (the rate of strain tensor) D  ตามล าดับ 
 เมื่อพิจารณาในระบบพิกัดฉาก 2 มิติ ความแปรผันอันดับที่สองและอันดับที่สาม คือ 

   
2 22

21 1 1
2 2 2

y yx x
d

u uu u
II trace D

x y y x

       
         

        

 

  detd dIII D II    
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 และเม่ือพิจารณาในระบบพิกัดทรงกระบอก (axisymmetric coordinate system) 2 มิติ 
ความแปรผันอันดับที่สองและอันดับที่สามอยู่ในรูป 

   
2 2 2 2

21 1 1
2 2 2

r z r r z
d

u u u u u
II trace D

r z r z r

           
             

            

 

  
21det

4
r r z r z

d

u u u u u
III D

r r z z r

     
     

      

 

2.4 สมการองค์ประกอบ (Constitutive equation) 

 พฤติกรรมการไหลของของไหลนอนนิวโตเนียนสัมพันธ์กับความเค้นเฉือน (shear stress) ซ่ึง
เมื่อจ าลองเป็นตัวแบบทางคณิตศาสตร์ท าให้สามารถอธิบายลักษณะพฤติกรรมของความเค้นเฉือน
ของของไหลแต่ละชนิดที่น ามาศึกษาในแต่ละปัญหา  ตัวแบบที่ใช้อธิบายลักษณะพฤติกรรมของของ
ไหลอย่างแพร่หลายในปัจจุบันมีดังนี้ 

 2.4.1 ตัวแบบแมกซ์เวลล์ (Maxwell model) 

 Maxwell ศึกษาของไหลวิสโคอีลาสติก (viscoelastic fluid) และได้ประยุกต์ใช้กฎของฮุกส์ 
(Hooke’s law) [33] ในการสร้างตัวแบบทางคณิตศาสตร์ซึ่งสามารถศึกษาเพ่ิมเติมได้จาก Maxwell 
[34] [35] โดยที่ตัวแบบทางคณิตศาสตร์ที่เขาสร้างขึ้นมี 2 ลักษณะ คือ 

1. ตัวแบบแมกซ์เวลล์แบบพาบนไม่เชิงเส้น (non-linear upper convected 
Maxwell model) ซึ่งมีสมการดังนี้ 

  2 NT T D 


        (2.11) 
โดยที่  

   
†T

T U T T U T U
t

 
      


   (2.12) 

2. ตัวแบบแมกซ์เวลล์แบบพาล่างไม่เชิงเส้น (non-linear lower convected 
Maxwell model) ซึ่งมีสมการดังนี้ 

  2 NT T D 


        (2.13) 
โดยที่ 

   
†T

T U T T U T U
t

 
      


   (2.14) 

ตัวแบบแมกซ์เวลล์นี้ใช้อธิบายพฤติกรรมของของไหลนอนนิวโตเนียนที่มีความหนืดเกือบจะ
สอดคล้องกับกฎของนิวตัน ซึ่งมีคุณสมบัติคล้ายกับของไหลนิวโตเนียน ดังนั้นจึงไม่เหมาะที่จะน ามาใช้
ในการอธิบายพฤติกรรมการไหลของของไหลวิสโคอีลาสติก 
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 2.4.2 ตัวแบบออลดรอยด์-บี (Oldroyd-B model) 

 Oldroyd [36] ได้ศึกษาของไหลวิสโคอีลาสติกท่ีมีของไหลนิวโตเนียนเป็นตัวท าละลาย และ
ได้พัฒนาตัวแบบแมกซ์เวลล์แบบพาบนไม่เชิงเส้น ดังนี้ 

  2 NT T D 


        (2.15) 
หลังจากนั้นท าการกระจายและจัดรูปสมการ  ใหม่ ได้เป็นตัวแบบออลดรอยด์-บี ดังนี้ 

  22T T D D  
  

   
 

     (2.16) 

เมื่อ D


 คือเทนเซอร์อัตราการผิดรูปพาบน 
   คือความหนืดรวมและ 

V N     
 1  คือเวลาผ่อนคลาย (relaxation time) 

 2  คือเวลาหน่วง (retardation time) และ 1
2

N 



  

Paddon และ Holstein [37] ได้ท าการวิยุต (discretization) สมการ (2.15) ด้วยระเบียบ
วิธีผลต่างอันตะ (finite different method) และต่อมา Crochet และ Keunings [7] ได้ท าการวิยุต
ด้วยระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะ (finite element method) จึงได้ตัวแบบอยู่ในรูป 
  NT D          (2.17) 
โดยที่ 
  1 2 V D          (2.18) 

ในปีค.ศ.2000 Ngamaramvaranggul และ Webster [38,39] ได้ใช้ตัวแบบออลดรอยด์-บี
ในการศึกษาปัญหาเคลือบลวดแบบเพรชเชอร์ทูลลิ่งและทิวบ์ทูลลิ่ง ต่อมาในปี 2008 Teeramoke 
และ Ngamaramvaranggul [40] ได้จ าลองปัญหากระบวนการอัดรีดในการผลิตยาโดยใช้ตัวแบบ        
ออลดรอยด์-บี 
 ตัวแบบออลดรอย์-บีสามารถน ามาใช้ในการอธิบายพฤติกรรมการไหลของของไหลวิสโคอีลา
สติกบางประเภทได้ แต่ยังไม่สามารถใช้อธิบายพฤติกรรมของของไหลบางอย่างได้ รวมทั้งยังมี
ข้อจ ากัดในการใช้ 

2.4.3 ตัวแบบแพนเทียนแทนเนอร์ (Phan-Thien/Tanner model) 

ในปีค.ศ.1977 Phan-Thien และ Tanner [41,42] ได้พัฒนาตัวแบบทางคณิตศาสตร์ที่ใช้
อธิบายพฤติกรรมของของไหลวิสโคอีลาสติกได้ดีขึ้น หลังจากนั้นในปีค.ศ.1984 Davies และคณะ 
[43] และ Keuning และ Crochet [44] ได้น าตัวแบบแพนเทียนแทนเนอร์ไปใช้กับการศึกษาการไหล
หดตัวแบบ 4:1 ทั้งนี้ Bird และคณะ [45] ยังใช้ตัวแบบแพนเทียนในการอธิบายพฤติกรรมการไหล
ของพอลิเมอร์หลอมเหลวในพลศาสตร์ของไหล ต่อมาในปีค.ศ.1988 Phan-Thien [17] ได้ใช้ตัวแบบ
แพนเทียนแทนเนอร์ในการศึกษาผลกระทบของการลื่นไถลบริเวณผนังดายของปัญหาการบวมตัว 
และ 4 ปีต่อมา [46] เขาได้น าไปใช้กับการศึกษาปัญหากระบวนการขึ้นรูป (forming process) ซึ่งใน
ปีค.ศ.1996 Gunter และคณะ [12] ได้น าตัวแบบแพนเทียนแทนเนอร์มาใช้กับปัญหาการไหลของ
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ของไหลวิสโคอีลาสติก และใช้ระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะในการแก้ปัญหา ต่อมาในปีค.ศ.1998 
Mutlu และคณะ [13,47] ได้ศึกษาปัญหาการไหลเคลือบลวด โดยใช้ตัวแบบแพนเทียนส าหรับเวลา
ผ่อนคลายหนึ่งค่า (single mode) ซึ่งใช้ทั้งหลักการคู่ควบ (couple scheme) หมายถึงหลักการ
ค านวณระบบสมการหลายตัวแปรโดยค านวณหาตัวแปรเหล่านั้นไปพร้อมๆ กัน และหลักการไม่คู่ควบ 
(decouple scheme) หมายถึงการหาตัวแปรหนึ่งเสร็จแล้วจึงไปหาตัวแปรอ่ืนต่อไปในการแก้ปัญหา 
เช่นเดียวกับการแก้ปัญหาของ Matallah และคณะ [14] ที่ใช้ทั้งสองหลักการในการหาผลเฉลยของ
ปัญหาการไหลเคลือบลวด แต่ในการแก้ปัญหา คณะของเขาใช้การแยกหาค่าความเค้นก่อน และ
ต่อมาในปีค.ศ.2000 Matallah และคณะ [48,49] ใช้ตัวแบบแพนเทียนแทนเนอร์ส าหรับเวลาผ่อน
คลายหนึ่งค่า และส าหรับเวลาผ่อนคลายหลายค่าในการศึกษาปัญหาการไหลเคลือบลวด นอกจากนี้
ยังมีผู้น าตัวแบบนี้ไปใช้อีกมากมาย เช่น งานของ [15,23]   
 เทนเซอร์ความเค้นเอกซ์ตราของตัวแบบแพนเทียนแทนเนอร์ส าหรับเวลาผ่อนคลายหนึ่งค่า 
(single relaxation time) มีสมการดังนี้ 
  2 NT D          (2.19) 

  1 2 Vf D   


        (2.20) 
โดยที ่

  1
2 2
 

  
   
   
 

      (2.21) 

จากสมการ (2.12) และ (2.14) จัดรูปสมการ (2.21) ได้เป็น 

     
† †

U U U U U
t


      
             

  
(2.22) 

แทนค่าสมการ             
�

U U D D (ดูในภาคผนวก ค) ลงในสมการ (2.22) จะได้ 

   
†

U U U D D
t


      
 
          


 (2.23) 

เมื่อแทนคา่สมการ (2.23) ลงในสมการ (2.20) และเขียนให้อยู่ในรูปของสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย จะได้ 

      
† †

1 12 V D f U U U D D
t


         
             

  
 (2.24) 

โดยที่ฟังก์ชัน f  จะมี 3 รูปแบบดังนี้ 
1. สมการเชิงเส้น (linear model) คือ 

   11
V

f trace





        (2.25) 

2. สมการก าลังสอง (quadratic model) คือ 

     
2

1 111
2V V

f trace trace
 

 
 

 
    

 
   (2.26) 

3. สมการเลขชี้ก าลัง (exponential model) คือ 

   1exp
V

f trace





 
  

 
     (2.27)  
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โดยที่ 
    ii

i

trace    

ส าหรับงานวิจัยนี้เป็นการศึกษาปัญหาการไหลเคลือบลวดโดยใช้ตัวแบบแพนเทียนแทนเนอร์
แบบฟังก์ชันเลขชี้ก าลัง โดยมีสมการควบคุมและสมการองค์ประกอบ ดังนี้ 

  U
T U U p

t
 


    


     (2.28) 

  0U         (2.29) 

  2 NT D          (2.30) 

      
† †

1 12 V D f U U U D D
t


         
             

  
 (2.31) 

เมื่อ 

 1exp
V

f trace





 
  

 
 

และมีความหนืดเฉือน (
s ) เป็นฟังก์ชันของอัตราเฉือน ( ) และ มีความหนืดขยาย (

e ) เป็น
ฟังก์ชันของอัตราการขยาย ( ) ซึ่งอยู่ในรูป 

   
 2 2 2

12
V

s N

f

f


  

   
 

 
 

และ 

   
   1 1

23
2 1 1

V V
e N

f f

 
  

     
  

   
 

2.5 ระบบไร้หน่วย (Non-dimensional system) 

 พิจารณาสมการควบคุมและสมการองค์ประกอบในระบบไร้หน่วย เพ่ือสะดวกในกาน าผลไป
เปรียบเทียบกับผลการทดลอง หรือน าผลไปเปรียบเทียบกับผลงานวิจัยของผู้อื่น การก าหนดตัวแปร
แบบไร้หน่วย (non-dimensional variables) ของตัวแปรต่างๆ คือ r , z , U  , p , t , T  ,  , 

 ,   ,  , 
t



 เกิดจากการหาอัตราส่วนของค่าท่ีมีหน่วยต่อตัวประกอบลักษณะเฉพาะ 

(characteristic factor) ของแต่ละค่านั้นๆ ซึ่งมีการก าหนดดังนี้ 

 การกระจัดในทิศทางของแกน r  คือ r
r

L

   

 การกระจัดในทิศทางของแกน z  คือ z
z

L

   

 เวคเตอร์ความเร็ว คือ * U
U

V
  

 ความดัน คือ *

0

L
p p

V
  
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 เวลา คือ * V
t t

L
  

 เทนเซอร์ความเค้น คือ *

0

L
T T

V
  

 ค่าความหนืด คือ *

0

1
 


  

 ค่าเวลาผ่อนคลาย คือ * V

L
   

 ค่าอัตราการเฉือน คือ * L

V
   

 ตัวด าเนินการเกรเดียนต์ คือ * L    

 ตัวด าเนินการ คือ *

L

t V t

 


 
 

   * L
r r

 


 
  

2 2
2

*2 2L
r r

 


 
 

   * L
z z

 


 
  

2 2
2

*2 2L
z z

 


 
 

โดยที่ 
 L  คือความยาวลักษณะเฉพาะ (characteristic length) มีหน่วยเป็น m 
 V  คือความเร็วลักษณะเฉพาะ (characteristic velocity) มีหน่วยเป็น m/s 
 0  คือความหนืดอ้างอิง (reference viscosity) มีหน่วยเป็น Pa.s หรือ kg/(m.s)   
และมีค่าเท่ากับผลรวมของความหนืดของตัวท าละลายกับความหนืดของพอลิเมอร์ (

N V    )  
เปลี่ยนสมการควบคุมและสมการองค์ประกอบให้อยู่ในระบบไร้หน่วย โดยการแทนค่าตัวแปร

ไร้หน่วยลงในสมการ (2.28), (2.29), (2.30) และ (2.31) ดังนี้ 
พิจารณาสมการควบคุม (2.28) 

 * * * * * * * *0 0
*

1 1 1V VV
VU T VU VU p

L t L L L L L

 
 


       


  (2.32) 

2 * 2
* * * * * * *0 0

* 2 2

V VV U V
T U U p

L t L L L

 



      


  (2.33) 

น า 
2

0

L

V
 คูณตลอดทั้งสมการ (2.33) จะได้ 

 
*

* * * * * * *
*

0 0

VL U VL
T U U p

t

 

 


     


     (2.34) 

ก าหนดให้ตัวเลขเรย์โนลด์ (Renolds number) 
0

Re VL


  เป็นตัวบ่งบอกลักษณะการไหลของของ

ไหลซึ่งข้ึนกับความเร็วในการไหลของของไหล และแปรผกผันกับความหนืดของของไหล เมื่อตัวเลข
เรย์โนลด์มีค่าต่ ากว่า 1500 การไหลจะเป็นแบบราบเรียบ และหากตัวเลขเรย์โนลด์มีค่ามากกว่า 1500 
การไหลจะเป็นแบบปั่นป่วน 
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ดังนั้นสมการ (2.34) สามารถเขียนในรูปที่มีตัวเลขเรย์โนลด์ได้ดังนี้ 

 
*

* * * * * * *
*Re ReU

T U U p
t


     


    (2.35) 

และท าการก าจัดเครื่องหมาย   ออกเพ่ือความง่ายในการเขียน ดังนั้นระบบไร้หน่วยของสมการ
ควบคุมสามารถเขียนใหม่ได้เป็น 

 Re ReU
T U U p

t


    


        (2.36) 

เช่นเดียวกันกับสมการ (2.29), (2.30) และ (2.31) เมื่อท าให้อยู่ในรูปแบบของสมการในระบบไร้
หน่วยจะได้ 

  0U               (2.37) 

  2 NT D             (2.38) 

      
† †

We 2 WeV D f U U U D D
t


       

             
  

(2.39) 

เมื่อก าหนดให้ตัวเลขไวเซนเบิร์ก (Weissenberg number) 1We V

L


  เป็นตัวบ่งบอกความ

ยืดหยุ่นของของไหลซึ่งจะแปรผันกับเวลาผ่อนคลาย (relaxation time)  
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บทที่  3 

ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 
(Numerical Method) 

 การศึกษาปัญหาทางด้านการไหลส่วนใหญ่มีการสร้างตัวแบบทางคณิตศาสตร์เพ่ือใช้อธิบาย
ปัญหาลักษณะต่างๆ ซึ่งเขียนอยู่ในรูปของสมการเชิงอนุพันธ์ (differential equation) หรือสมการ
เชิงปริพันธ์ (integral equation) และพบว่าตัวแบบทางคณิตศาสตร์ที่สร้างขึ้นนี้อยู่ในรูปของสมการ
ไม่เชิงเส้น (non-linear equation) ท าให้ปัญหาที่ศึกษาไม่สามารถหาผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ 
(analytical solution) ได้ หรือการหาผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ของปัญหานี้อาจหาได้ล าบาก ดังนั้น การ
ใช้ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (numerical method) เข้ามาช่วยหาผลเฉลยเชิงตัวเลข (numerical 
solution) จึงเป็นแนวทางในการหาผลเฉลยของปัญหา ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขท่ีน ามาใช้เป็นเครื่องมือ
ในการหาผลเฉลยมีหลายวิธีด้วยกัน เช่น ระเบียบวิธีชิ้นประกอบขอบ (boundary element 
method) ระเบียบวิธีปริมาตรอันตะ (finite volume method) ระเบียบวิธีผลต่างอันตะ (finite 
different method) และระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะ (finite element method) เพ่ือการเลือกใช้
วิธีการที่เหมาะสมกับปัญหาที่ศึกษา ควรค านึงถึงความแม่นย าอย่างสูง และเวลาที่ใช้อย่างสั้น 
 ส าหรับการศึกษาปัญหาการไหลเคลือบลวดที่ใช้ในงานวิจัยนี้ เป็นตัวแบบทางคณิตศาสตร์ที่
สร้างข้ึนอยู่ในรูปแบบของสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยไม่เชิงเส้น (non-linear partial differential 
equation) ของตัวแปรที่ต้องการหา ได้แก่ ความเร็ว ความดัน และความเค้น เป็นต้น ซึ่งระเบียบวิธี
เชิงตัวเลขท่ีใช้ในการหาผลเฉลยของปัญหานี้ มีดังนี้   

3.1 ระเบียบวิธีผลต่างอันตะ (Finite different method) 

 ระเบียบวิธีผลต่างอันตะเป็นระเบียบวิธีเชิงตัวเลขวิธีแรกๆ ที่น ามาใช้ในการหาผลเฉลยของ
ปัญหาต่างๆ เช่น ปัญหาการน าความร้อนของวัสดุ ปัญหาการเคลื่อนที่ของคลื่น และปัญหาการไหล 
เป็นต้น โดยระเบียบวิธีนี้จะแบ่งโดเมนออกเป็นชิ้นประกอบย่อยๆ ที่เรียกว่า กริดสม่ าเสมอ (uniform 
grid) ซึ่งประกอบไปด้วยโหนดต่างๆ ที่มีการบอกพิกัด ดังรูปที่ 3.1  

 
รูปที่ 3.1 แสดงโดเมนย่อยส าหรับระเบียบวิธีผลต่างอันตะ 
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ท าการกระจายอนุกรมเทย์เลอร์ (Taylor series expansion) ของนิพจน์ความเร็วที่โหนด  1,i j  
ตามแนวแกน x  จะได้ 

   
2 2

3
1, , 2

, ,2i j i j

i j i j

u h u
u u h O h

x x


 
   

 
    (3.1) 

และท าการกระจายอนุกรมเทย์เลอร์ (Taylor series expansion) ของนิพจน์ความเร็วที่โหนด 
 1,i j จะได้ 

   
2 2

3
1, , 2

, ,2i j i j

i j i j

u h u
u u h O h

x x


 
   

 
    (3.2) 

เมื่อ ,i ju  คือความเร็วที่โหนด  ,i j ซึ่งพิจารณาเป็น 3 ลักษณะดังนี้ 
1. สูตรผลต่างแบบไปข้างหน้า (forward difference formula) 

สมการ (3.1) สามารถจัดรูปใหม่ ได้เป็นสูตรส าหรับหาค่าของอนุพันธ์อันดับที่ 1 ซึ่งมีค่าความ
ผิดพลาด  O h  เป็น  

   1, ,

,

i j i j

i j

u uu
O h

x h

 
 


     (3.3) 

พิจารณานิพจน์ความเร็วที่โหนด  2,i j ในท านองเดียวกันกับสมการ (3.1) แล้วน าไปบวกกับ
สมการ (3.1) ซึ่งคูณด้วยสอง จากนั้นจัดรูปใหม่ จะได้สมการเชิงอนุพันธ์อันดับที่ 2 ที่มีค่าความ
ผิดพลาด  O h  เป็น 

   
2

2, 1, ,
2 2

,

2i j i j i j

i j

u u uu
O h

x h

  
 


    (3.4) 

2. สูตรผลต่างแบบย้อนหลัง (backward difference formula) 
สมการ (3.2) สามารถจัดรูปใหม่ ได้สมการเชิงอนุพันธ์อันดับที่ 1 ซึ่งมีค่าความผิดพลาด  O h  เป็น 

   , 1,

,

i j i j

i j

u uu
O h

x h


 


     (3.5) 

และในท านองเดียวกันกับสูตรผลต่างแบบไปข้างหน้า จะได้สมการเชิงอนุพันธ์อันดับที่ 2 ที่มีค่าความ
ผิดพลาด  O h  เป็น 

   
2

, 1, 2,
2 2

,

2i j i j i j

i j

u u uu
O h

x h

  
 


    (3.6) 

3. สูตรผลต่างแบบตรงกลาง (central difference formula) 
น าสมการ (3.1) ลบด้วยสมการ (3.2) แล้วจัดรูปสมการใหม่ จะได้สมการเชิงอนุพันธ์อันดับที่ 1 ซึ่งมี
ค่าความผิดพลาด  2O h  เป็น 

   1, 1, 2

, 2
i j i j

i j

u uu
O h

x h

 
 


      (3.7) 

และเม่ือน าสมการ (3.1) บวกด้วยสมการ (3.2) แล้วจัดรูปสมการใหม่ จะได้สมการเชิงอนุพันธ์อันดับที่ 
2 ซึ่งมีค่าความผิดพลาด  3O h  เป็น 
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   
2

2 3
1, 1, , 2

,

2i j i j i j

i j

u
u u u h O h

x
 


   


 

   
2

1, , 1, 3
2 2

,

2i j i j i j

i j

u u uu
O h

x h

  
 


    (3.8) 

3.2 ระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะ (Finite element method) 

 ระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะเป็นวิธีที่มีประสิทธิภาพมากในการหาผลเฉลยเชิงตัวเลขส าหรับ
ปัญหาทางวิศวกรรม เช่น การวิเคราะห์การเสียรูปและความเค้นของการขับเคลื่อน อากาศยาน 
อาคาร และโครงสร้างของสะพาน การวิเคราะห์ฟลักซ์ของความร้อน ฟลักซ์ของแม่เหล็ก ปัญหาการ
รั่วซึม และปัญหาการไหล เป็นต้น 
 แนวความคิดพ้ืนฐานของระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะเริ่มจากการวิเคราะห์โครงสร้างอากาศ
ยานขั้นสูง ในปีค.ศ.1956 Turner และคณะได้อนุพัทธ์สติฟเนสเมทริกซ์ (stiffness matrix) ส าหรับ
เสาค้ า คานรับน้ าหนัก และชิ้นประกอบต่างๆ ขึ้นมา ค าศัพท์ “finite element” สร้างข้ึนและใช้ครั้ง
แรกโดย Clough ในปีค.ศ.1960 ในต้นทศวรรษที่ 60 วิศวกรใช้ระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะในการ
ประมาณค่าผลเฉลยส าหรับสมการความเค้น สมการการไหลของของไหล สมการความร้อน 
นอกจากนี้ Zienkiewicz และ Cheung ได้เขียนหนังสือเล่มแรกเพ่ือแนะน าระเบียบวิธีชิ้นประกอบ
อันตะในปีค.ศ.1965 และได้น าวิธีการนี้มาประยุกต์ใช้กับปัญหาการไหล [50] ที่พวกเขาเขียนขึ้น 
ต่อมาการวิเคราะห์ชิ้นประกอบอันตะถูกน ามาใช้กับปัญหาไม่เชิงเส้นและการผิดรูปร่าง หลังจากนั้นได้
มีผู้ศกึษาใช้ระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะในการหาผลเฉลยส าหรับปัญหาต่างๆอย่างแพร่หลายจนถึง
ปัจจุบันเนื่องจากวิธีนี้สามารถให้ผลเฉลยที่มีความแม่นย าสูง ศึกษาเพ่ิมเติมที่ [51,52] 

 การแก้ปัญหาด้วยระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะประกอบด้วย 5 ขั้นตอนหลัก ดังต่อไปนี้ 

 1. การสร้างชิ้นประกอบย่อย (mesh generation) สามารถแบ่งเป็นชิ้นประกอบย่อย
สามเหลี่ยมหรือสี่เหลี่ยมดังรูปที่ 3.2  แล้วแต่กรณีของปัญหา ส าหรับงานวิจัยนี้ได้แบ่งโดเมนออกเป็น
ชิ้นประกอบแบบสามเหลี่ยม (triangle element) โดยแต่ละชิ้นประกอบมี 6 โหนด (node) ในแต่ละ
โหนดจะมีตัวแปรไม่รู้ค่า (nodal unknowns) ปรากฎอยู่ 

 
(ก) ชิ้นประกอบย่อยสามเหลี่ยม 
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(ข) ชิ้นประกอบย่อยสี่เหลี่ยม 

รูปที่ 3.2 การแบ่งโดเมนออกเป็นชิ้นประกอบย่อยแบบต่างๆ: (ก) ชิ้นประกอยย่อยสามเหลี่ยม,  
           (ข) ชิ้นประกอบย่อยสี่เหลี่ยม 

 2. การสร้างสมการการประมาณค่าบนแต่ละชิ้นประกอบ พิจารณาค่าความเร็วของการไหล
ของของไหลผ่านโดเมนที่แบ่งเป็นชิ้นประกอบย่อยสามเหลี่ยม 6 โหนด ดังรูปที่ 3.3 โดยแต่ละโหนด
เป็นต าแหน่งของความเร็วที่ไม่รู้ค่า คือ 1 2 6, , ,    ดังนั้นสมการการประมาณค่าบนชิ้นประกอบ
แบบสามเหลี่ยมนี้คือ  

     
6

1
, ,i i

i

x y N x y 


  

เมื่อ  ,iN x y  เป็นฟังก์ชันรูปร่างของชิ้นประกอบสามเหลี่ยม 6 โหนด 

 
รูปที่ 3.3 ชิ้นประกอบย่อยสามเหลี่ยม 6 โหนด และตัวแปรไม่รู้ค่าที่แต่ละโหนด 

 ในงานวิจัยนี้ใช้ฟังก์ชันรูปร่างใน 2 ลักษณะ คือ ฟังก์ชันรูปร่างเชิงเส้นส าหรับการประมาณค่า
ความดัน และฟังก์ชันรูปร่างก าลังสองส าหรับการประมาณค่าความเร็วและความเค้น โดยมี
รายละเอียดดังนี้ 
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ฟังก์ชันรูปร่างเชิงเส้น (linear shape function) 
 การประมาณค่าความดันใช้ฟังก์ชันรูปร่างเชิงเส้นค านวณกับชิ้นประกอบย่อยสามเหลี่ยม 3 
โหนด  โดยใช้การแปลงระบบพิกัดทรงกระบอก 2 มิติ (axisymmetric coordinate system)  ,r z  
ให้อยู่ในระบบพิกัดมาตรฐาน  ,   ซึ่งมีความสัมพันธ์กันดังนี้  

  
     1 1 2 2 3 3

3

1

, , ,

   = i i

i

r r r r

r

        




  


  

และ 

  
     1 1 2 2 3 3

3

1

, , ,

   = i i

i

z z z z

z

        




  


 

เมื่อ ฟังก์ชันรูปร่างเชิงเส้น คือ 
   1 ,     
   2 ,     
   3 , 1        

โดยที่ 
3

1
1i

i




  

หาอนุพันธ์ของฟังก์ชันรูปร่างเชิงเส้นเทียบกับ   และ   ได้ 

  1 1







  1 0







 

  2 0







  2 1







 

  3 1




 


  3 1




 


 

ฟังก์ชันรูปร่างก าลังสอง (quadratic shape function) 
 การประมาณค่าความเร็วและความเค้นใช้ฟังก์ชันรูปร่างก าลังสองค านวณกับชิ้นประกอบ
ย่อยสามเหลี่ยม 6 โหนด  โดยใช้การแปลงระบบพิกัดทรงกระบอก 2 มิติ ให้อยู่ในระบบพิกัด
มาตรฐาน  ,   ซึ่งมีความสัมพันธ์กันดังนี้ 

 
           1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

6

1

, , , , , ,

   = i i

i

r r r r r r r

r

                 




     



และ 
           1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

6

1

, , , , , ,

   = i i

i

z z z z z z z

z

                 




     


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เมื่อ ฟังก์ชันรูปร่างก าลังสอง คือ 
      1 , 1 1 2 2            
     2 , 2 1       
     3 , 2 1       
     4 , 4 1         
   5 , 4     
     6 , 4 1         

โดยที่ 
6

1
1i

i




  

หาอนุพันธ์ของฟังก์ชันรูปร่างก าลังสองเทียบกับ   และ   ได้ 

  1 3 4 4
 




   


  1 3 4 4

 



   


 

  2 1 4





  


   2 0







 

  3 0







   3 1 4





  


 

   4 4 1 2
 




  


  4 4





 


 

  5 4








   5 4








 

  6 4





 


    6 4 1 2

 



  


 

ก าหนดให้ 
iN  เป็นฟังก์ชันรูปร่างที่โหนด i  ซึ่งเป็นฟังก์ชันของ  ,r    และ  ,z    โดยกฎ

ลูกโซ่จะได้ 

  i i iN N Nr z

r z  

   
 

    
 

และ 

  i i iN N Nr z

r z  

   
 

    
 

เขียนในรูปของเมทริกซ์ได้ 

  

i i

i i

N r z N

r

N r z N

z

  

 

       
             
        
          
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ก าหนดให้จาโคเบียนเมทริกซ์ (Jacobian matrix) J  คือ 

  11 12

21 22

r z

J J
J

J J r z

 

 

  
   
   
   

   
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n
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N
J z
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1

n
i
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N
J r







  

 22
1

n
i

i

i

N
J z







      

เมื่อ n  เป็นจ านวนโหนดในชิ้นประกอบย่อย 
นั่นคือ 

  

i i

i i

N N

r
J

N N

z





   
        
    
      

 

หรือ 

  1

ii

i i

NN

r
J

N N

z







  
      

   
      

 

แทนค่า 22 121

21 11

1
det

J J
J

J JJ


 

  
 

 ลงในสมการ 

จะได้ 

  22 12

21 11

1
det

ii

i i

NN

J Jr

J JN NJ

z





  
          

     
      

 

 3. การใช้ระเบียบวิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้าง (weight residual method) ในการลดค่า
ความคลาดเคลื่อนที่เกิดจากการประมาณค่า โดยใช้ระเบียบวิธีกาเลอร์คิน (Galerkin method) มา
ประยุกต์ใช้ในการแปลงสมการเชิงอนุพันธ์ให้อยู่ในรูปของระบบสมการเชิงเส้นที่ประกอบด้วยสมการ
ชิ้นประกอบอันตะ (finite element equation)   

 4. การน าสมการชิ้นประกอบอันตะของทุกๆ ชิ้นประกอบรวมเข้าด้วยกันเป็นระบบสมการ 
(system of equations) 
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 5. การหาผลเฉลยด้วยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข จากระบบสมการที่ได้ในขั้นที่ 4 โดยก าหนด
เงื่อนไขขอบเขตของปัญหาเข้ากับระบบสมการ และจัดระบบสมการให้อยู่ในรูปแบบเมทริกซ์ 
  Ax b  
เมื่อ A  เป็นเมทริกซ์สัมประสิทธิ์ (coefficient matrix) 
 x  เป็นเวกเตอร์ตัวแปร (variable vector) 
 b  เป็นเวกเตอร์ค่าคงตัว (constant vector) 
เนื่องจากระบบสมการในงานวิจัยนี้เวกเตอร์ตัวแปรที่ต้องการหามี 3 ค่า ได้แก่ ความเร็ว ความเค้น 
และความดัน ส าหรับกรณีของความเร็วและความเค้นมีขนาดใหญ่มากจึงใช้ระเบียบวิธีการท าซ้ า ที่
เรียกว่า วิธีการท าซ้ าจาโคบี (Jacobi iterative method) โดยเริ่มจากการก าหนดค่าเริ่มต้นแล้ว
ค านวณหาค่าที่ต้องการไปเรื่อยๆ จนกระท่ังค่าที่ค านวณได้ลู่เข้าสู่เกณฑ์ท่ีก าหนดไว้ แต่กรณีการหาค่า
ของความดันใช้ระเบียบวิธีโชเลสกี (Choleski’s method) 

3.3 หลักการเซมิอิมพลิซิทเทย์เลอร์กาเลอร์คินเพรชเชอร์คอร์เรคชัน (Semi-implicit Taylor-
Galerkin/pressure correction scheme, Semi-implicit TGPC) 

 หลักการเซมิอิมพลิซิทเทย์เลอร์กาเลอร์คินเพรชเชอร์คอร์เรคชัน คือ ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขท่ี
ใช้ในการแปลงสมการเชิงอนุพันธ์ไม่เชิงเส้นให้อยู่ในรูปของระบบสมการเชิงเส้น ส าหรับการประยุกต์ 
ใช้ STGFEM กับสมการควบคุมและสมการองค์ประกอบมีดังนี้ 

 3.3.1 ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใช้กับสมการควบคุม (numerical method for 
governing equation) 

จากสมการควบคุม (2.36) และ (2.37) 
ท าการกระจายนิพจน์ความเร็วโดยใช้อนุกรมเทย์เลอร์ 

  
2 2

1
22

n n
n n U t U

U U t
t t

   
    

 
    (3.9) 

จากหลักการเวลาครึ่งขั้น (half time step) 

   
1

12 1
2

n
n nU U U


        (3.10) 

หรือเขียนได้เป็น 

  
1

1 22
n

n nU U U


         (3.11) 
จากนั้นแทนค่า 1nU   กลับลงไปในสมการ (3.9) และท าการกระจายนิพจน์โดยใช้อนุกรมเทย์เลอร์
อันดับที่ 1 จะได้ 

1
22n

n
nU

U U
t t

 
  

   
     (3.12) 

ใช้หลักการเซมิอิมพลิซิท (semi-implicit) ในการปรับนิพจน์การแพร่ (diffusion term) จะได้ 

  
1
21

2
n

nT T T
 

       
 

     (3.13) 
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แทนค่าสมการ (3.12) และสมการ (3.13) กลับลงไปในสมการ (2.36) จะได้ 

  
1 1
2 22Re 1 Re

2
nn n

n nU U T T T U U p
t

    
           

    
(3.14) 

หาอนุพันธ์ย่อยของสมการ (3.9) เทียบกับเวลาได้ 

  
1 2

2

n n nU U U
t

t t t

  
   

  
     (3.15) 

หาอนุพันธ์ย่อยของสมการ (3.10) เทียบกับเวลาได้ 

  
1

12 1
2

n
n nU U U

t t t


   

  
   

     (3.16) 

น าสมการ (3.15) ซึ่งใช้ประมาณค่าที่มีความผิดพลาด  O t  แทนลงในสมการ (3.16) จะได้ 

  
1
2

n
nU U

t t



 


 
       (3.17) 

แทนสมการ (3.17) ลงในสมการ (3.9) ที่มีความคลาดเคลื่อน  O t  จะได้ 

   

1
2

11
n

n nU
U U

t t




 

 
     (3.18) 

พิจารณานิพจน์ความเร็วในครึ่งขั้นเวลาของสมการ (2.36) และใช้ (3.18) แต่ความดันไม่มีการ
พิจารณาเป็นครึ่งข้ันจึงพิจารณาไปข้างหน้าหนึ่งขั้นเพ่ือเป็นการท านาย (prediction) และจะกลับมา
ตามแก้ความเร็วในภายหลัง จะได้เป็น 

     
1

1 12Re Re
n

n n nU U T U U p
t


      


   (3.19) 

จากหลักการของแครงนิโคลสัน (Crank-Nicolson) ส าหรับการประมาณค่าความดัน จะได้ 
   1 11n n np p p          (3.20) 
เมื่อ 0 1   

แทนค่าสมการ (3.20) ลงในสมการ (3.19) และเพ่ิมนิพจน์  
Re * *U U

t



 ในสมการ (3.19) 

จัดรูปแบบสมการใหม่ได้เป็น 

     
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1 12Re Re * * Re
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n n n nU U U U T U U p q
t t



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 

 (3.21) 

เมื่อ 1 1n n nq p p    
จากสมการ (3.21) ใช้ระเบียบวิธีการแบ่งแยก (split method) เพ่ือหาผลเฉลย จะได้ 

     
1
2Re * Re

n
n nU U T U U p

t



     


   (3.22) 

และ 

   1 1Re *n nU U q
t

    


     (3.23) 
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เมื่อพิจารณานิพจน์การแพร่ในสมการ (3.22) ในลักษณะเดียวกับการพิจารณาสมการ (3.13) 

      
1

* * 2Re 1 Re
2

n
n n n nU U T T T U U p

t



       


  (3.24) 

พิจารณาไดเวอร์เจนต์ (divergence) ของสมการ (3.23) และจากสมการ (2.37) จะได้ 

  2 1 *Renq U
t

   


       (3.25) 

 3.3.2 ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใช้กับสมการองค์ประกอบ (Numerical method for 
constitutive equation) 

การพิจารณาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใช้กับสมการองค์ประกอบสามารถท าได้เช่นเดียวกับการ
พิจารณาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใช้กับสมการควบคุม ดังนั้นจากสมการ (2.39) ท าการกระจายนิพจน์

ความเค้นด้วยอนุกรมเทย์เลอร์ร่วมกับหลักการเวลาครึ่งขั้นที่ครึ่งขั้นเวลา 1
2

n   จะได้สมการ (2.39) 

อยู่ในรูป 

    
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  (3.26) 

และเม่ือพิจารณาท่ีเวลา 1n   จะได้ 
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(3.27) 

เมื่อแทนนิพจน์ 2 NT D    ลงในสมการ (3.14) (3.23) (3.24) (3.25) (3.26) และ (3.27) และ
จัดรูปใหม่ เขียนสรุปขั้นตอนการค านวณได้ดังต่อไปนี้ 

ขั้นตอนที่ 1a ค านวณหาความเร็วและความเค้น 
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ขั้นตอนที่ 1b ค านวณหาความเร็วและความเค้น 
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ขั้นตอนที่ 2 ค านวณหาความดัน 
2 1 *Renq U

t
   


 

เมื่อ 1 1n n nq p p    
 

ขั้นตอนที่ 3 น าความดันที่ได้จากข้ันตอนที่ 2 มาค านวณเพ่ือปรับความเร็วให้ถูกต้อง 

 1 1Re *n nU U q
t

    


 

 ส าหรับงานวิจัยนี้เลือกใช้ 0.5   เนือ่งจาก ค่า 0.5   คือค่าที่ได้ทดสอบมาแล้วว่าให้ผล
เฉลยใกล้เคียงกับความเป็นจริงกับปัญหาที่เคยท ามาแล้ว 

3.4 ระเบียบวิธีท าซ้ าจาโคบี (Jacobi iterative method) 

ก าหนดให้ 
  A D L U    
เมื่อ D  คือเมทริกซ์ทแยงของเมทริกซ์ A  (diagonal matrix part of A) ,ijD a i j     

L  คือเมทริกซ์สามเหลี่ยมล่างของเมทริกซ์ A  (lower-triangular matrix part of A)  
ijL l     

โดยที่ ,    ij ijl a i j  และ 0,   ijl i j   
 U  คือเมทริกซ์สามเหลี่ยมบนของเมทริกซ์ A  (upper-triangular matrix part of A)  

ijU u     

โดยที่ ,    ij iju a i j  และ 0,   iju i j   
ระบบสมการ Ax b จึงสามารถเขียนให้อยู่ในรูปใหม่ได้เป็น 
   Dx U L x b         (3.28) 

พิจารณาให้ 0iia  ดังนั้น 1 1

ii

D
a

  
  
 

จากสมการ (3.28) จะได้ 

   1 1x D U L x D b         (3.29) 

โดยวิธีการท าซ้ าจาโคบี จะได้เป็น 
   1 1 1k kx D U L x D b          (3.30) 

เมื่อ 1,2,3,k   
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นั่นคือ   
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x
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
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

 




      (3.31) 

3.5 ระเบียบวิธีโชเลสกี (Choleski’s method) 

 ส าหรับงานวิจัยนี้พบว่า step ที่ 2 ต้องการหาความดัน ดังนั้นเมื่อจัดระบบสมการเป็น 
Ax b  แล้วพบว่า †A LL  จึงเป็นความสะดวกและรวดเร็วในการแก้ระบบสมการของ step ที่ 2 
ด้วยวิธีการโชเลสกี ซึ่งการแก้ระบบสมการด้วยวิธีนี้ เมทริกซ์จะต้องเป็นแบบสมมาตร โดยจะท าการ
แยกเมทริกซ์ออกเป็น 2 เมทริกซย์่อยคูณกันคือ †A LL  
โดยที่ 
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และ †L  เป็นเมทริกซ์สลับเปลี่ยนของเมทริกซ์ L  
จากนั้นท าการแทนค่า †A LL  ลงไปในระบบสมการเชิงเส้น จะได้สมการใหม่ซึ่งอยู่ในรูป 

   †LL x b        (3.32) 

หรือ 
  Ly b         (3.33) 
โดยที่ 
  †y L x        (3.34) 
ดังนั้นในการแก้ระบบสมการเชิงเส้น จะสามารถท าได้โดยแก้ระบบสมการ (3.33) ก่อนด้วยการแทน
ค่าไปข้างหน้า (forward substitution) เพ่ือท าการหาค่า y  และหลังจากนั้นน าค่า y  ที่ได้ไปแทน
ในระบบสมการ (3.34) เพ่ือแทนค่าย้อนกลับ (backward substitution) หาค่า x  จะได้ผลเฉลยที่
ต้องการ สรุปขั้นตอนได้ดังนี้ 

1. สร้างเมทริกซ์ L  โดยที่สมาชิกของ L  มีค่าดังนี้ 

  11 11l a   
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และ 
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 โดยที่ 2,3, ,k n  และ 2,3, , 1i n   

และ 
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2. แก้ระบบสมการ (3.33) โดยการแทนค่าไปข้างหน้า จะได้ค่า y  เป็น 
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 โดยที่ 2,3, ,i n  

3. จากนั้นแทนค่า y  ในสมการ (3.34) และแก้ระบบสมการ (3.34) ด้วยการแทนค่า
ย้อนกลับ จะได้ x  เป็น 
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nn
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และ 

  1
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i ji j

j i

i

ii

y l x
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 






 โดยที่ 1, 2, ,1i n n    

3.6 ระเบียบวิธีการท าซ้ านิวตัน-ราฟสัน (Newton-Rhapson iterative method) 

 ส าหรับงานวิจัยนี้จะใช้ระเบียบวิธีการท าซ้ านิวตัน-ราฟสันในการหาผลเฉลยของสมการไม่เชิง
เส้น (   0f x  ) โดยใช้พหุนามเทย์เลอร์เข้ามาช่วยในการค านวณ และมีวิธีการประมาณค่าผลเฉลย
ของระบบสมการไม่เชิงเส้นดังต่อไปนี้ 
พิจารณาพหุนามเทย์เลอร์ระดับขั้น 1 ของฟังก์ชัน  f x  

         1 1 1k k k k k

i i i i if x f x x x f x      

โดยที่ k

ix  และ 1k

ix   เป็นผลเฉลยในรอบที่ k และ 1k  ตามล าดับ 
พิจารณา   0k

if x   นั่นคือ      1 1 1 0k k k k

i i i if x x x f x      ดังนั้น 

  
 
 

1
1

1

k

ik k

i i i k

i

f x
x x x

f x






    


      (3.35) 
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นั่นคือ 
     1 1k k

i i if x x f x           (3.36) 

ตรวจสอบเกณฑ์การลู่เข้าของผลเฉลยที่ได้ในรอบที่ k  และ 1k   ให้มีค่าน้อยกว่าเกณฑ์ที่ยอมรับได้ 

3.7 หลักการสายกระแสอัพวิน/เพ็ทโทรฟ-กาเลอร์คิน (Streamline-upwind/Petrov-Galerkin 
scheme, SUPG) 

 ส าหรับการศึกษาปัญหาการไหลที่มีค่าตัวเลขเรย์โนลด์สูงๆ การลู่เข้าของผลเฉลยที่ได้จะไม่
ราบเรียบและท าให้เสียเวลาในการค านวณ ดังนั้นเพ่ือเป็นการแก้ปัญหาดังกล่าวขั้นต้นจึงท าการสร้าง
ชิ้นประกอบย่อยให้มีขนาดเล็กลงแต่จะท าให้เวลาในการค านวณเพ่ิมข้ึนและเกิดปัญหาหน่วยความจ า
ไม่พอ เพ่ือหลีกเลี่ยงปัญหาดังกล่าวจึงใช้ฟังก์ชันถ่วงน้ าหนักเพทรอฟเข้ามาช่วยปรับฟังก์ชันถ่วง
น้ าหนักกาเลอร์คินมาตรฐาน [39,53,54,55] เพ่ือให้ผลเฉลยที่ได้มีความราบเรียบยิ่งขึ้น โดยฟังก์ชัน
ถ่วงน้ าหนักเพทรอฟ (Petrov weighting function) คือ 

  ,ˆk

i jPetrov

i

u

u

 
   

โดยที่ k  เป็นสเกลาร์พารามิเตอร์ที่มีค่าอยู่ในช่วง  0,1  
และจะได้ฟังก์ชันถ่วงน้ าหนักอยู่ในรูป 
  SUPG Petrov

i i i     
เมื่อ 

i  เป็นฟังก์ชันถ่วงน้ าหนักกาเลอร์คินมาตรฐาน (standard Galerkin weighting function) 

3.8 เกรเดียนต์รีคัฟเวอรี (Gradient recovery) 

 การใช้ระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะค านวณหาผลเฉลย พบว่ามีการค านวณค่าจากโหนด
ร่วมกันระหว่างชิ้นประกอบย่อยจึงท าให้ผลเฉลยที่ได้ขาดความต่อเนื่อง ดังนั้น Mattallah และคณะ 
[56] ได้ใช้เทคนิควิธีเกรเดียนต์รีคัฟเวอรีในการปรับค่าผลเฉลยที่แต่ละโหนดของโดเมนให้มีความ
ถูกต้องและแม่นย าขึ้นและเร่งให้ผลเฉลยลู่เข้าสู่ผลเฉลยจริง โดยท าการปรับค่าเกรเดียนต์ความเร็ว
ด้วยเทคนิควิธีเกรเดียนต์รีคัฟเวอรี 3 ลักษณะดังนี้ 
 1. ระเบียบวิธีตรงเฉพาะที่ (local direct method) 
 2. ระเบียบวิธีกาเลอร์คินวงกว้าง (global Galerkin method) 
 3. ระเบียบวิธีกาเลอร์คินเฉพาะที่ (local Galerkin method) 
 ส าหรับงานวิจัยนี้จะใช้เกรเดียนต์รีคัฟเวอรีส าหรับระเบียบวิธีตรงเฉพาะที่ซึ่งจะสร้างเมทริกซ์
ขนาดไม่ใหญ่นัก ท าให้ไม่สิ้นเปลืองหน่วยความจ าในการค านวณ โดยพิจารณาชิ้นประกอบเป็นแบบ
สามเหลี่ยม 6 โหนด จึงให้ 

       
6

1
, , ,i i

i

u x t u t    


  

ดังนั้น ส่วนประกอบเกรเดียนต์ความเร็วในแต่ละชิ้นประกอบจะอยู่ในรูป 

     , ,e

k

k

G x t u x t
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      (3.37) 
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โดยที่ 1, 2k   และ e  เป็นชิ้นประกอบย่อยท่ีก าลังพิจารณา 
เมื่อแทนค่า u  ลงในสมการ (3.37) จะได้เกรเดียนต์ความเร็วในแต่ละชิ้นประกอบย่อยอยู่ในรูป 

    
 

 
6

1

,
, , i i ie

k i i i

i k

G x t u t
x

  
 







   

โดยที่ 
i  เป็นฟังก์ชันรูปร่างก าลังสองท่ีโหนด i   และค่า ,i i   เป็นค่าพิกัดในแกนหลักซ่ึงมีค่าดัง

ตารางข้างล่าง 

ตารางท่ี 3.1 แสดงค่าพิกัดในแกนหลักของชิ้นประกอบสามเหลี่ยมแบบ 6 โหนด 

i  i  
i  

1 0 0 
2 1 0 
3 0 1 
4 0.5 0 
5 0.5 0.5 
6 0 0.5 

เมื่อหาเกรเดียนต์ความเร็วในแต่ละชิ้นประกอบย่อยได้แล้วให้น าเกรเดียนต์ความเร็วของทุกชิ้น
ประกอบย่อยที่มีโหนดร่วมกันมาหาค่าเฉลี่ย 

3.9 ต าแหน่งผิวอิสระ (Free surface location) 

 ของไหลที่ไหลออกนอกดายแล้วท าให้เกิดการบวมตัว เนื่องจากแรงดันจากภายใน ดังนั้น 
รัศมีการไหลภายนอกดายมากกว่ารัศมีการไหลภายในดาย จึงได้ อัตราการบวมตัว (swelling ratio) 

jR

R
   โดยที่ jR  เป็นรัศมีการไหลของของไหลภายนอกดาย และ R  เป็นรัศมีการไหลภายในดาย

หรือรัศมีของดาย ในการค านวณหาต าแหน่งผิวอิสระเป็นการหาค่าการบวมตัว และการหาต าแหน่งผิว
อิสระด้วยระเบียบวิธีการท านายสายกระแส (streamline prediction method)  
 การท านายต าแหน่งผิวอิสระที่เกิดจากการบวมตัวของของไหลภายนอกดายสามารถศึกษาได้
จากงานของ Crochet และคณะ [3] โดยมีเงื่อนไขขอบดังนี้ 
  0r r z zu n u n    

  
1 2

1 1
r r z zt n t n S

 

 
   

 
 

  0r z z rt n t n    
เมื่อ ,r zu u  เป็นความเร็วในทิศทางรัศมีและความเร็วในทิศทางแนวแกน  ตามล าดับ 
 ,r zn n  เป็นส่วนประกอบแนวรัศมีและแนวฉากหนึ่งหน่วย (unit normal component) ที่
ต าแหน่งผิวอิสระ 
 ,r zt t  เป็นแรงผิวที่ตั้งฉากกับพ้ืนผิว (surface force normal to surface) 
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 1 2,   เป็นรัศมีความโค้งของผิวอิสระ (principal radii of curvature to surface) 
 S  เป็นสัมประสิทธิ์แรงตึงผิว (surface tension coefficient) 
จากเงื่อนไขขอบดังกล่าว จะได้รัศมีการบวมตัวของของไหลภายนอกดายเป็น 

   
 

 0

r

zz

u z
r z R dz

u z





     

เมื่อ R  เป็นรัศมีการไหลภายในดายหรือรัศมีของดาย 

 
รูปที่ 3.4 แสดงชิ้นประกอบของการบวมตัว 

 เมื่อพิจารณาโดเมนของชิ้นประกอบในระเบียบวิธีชิ้นประกอบอันตะจากการค านวณดังแสดง
ในรูปที่ 3.4 ต าแหน่งผิวอิสระในแต่ละโหนดจะเป็น 

   
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u z
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    

และท าการหาค่าปริพันธ์โดยใช้กฎเศษหนึ่งส่วนสามของซิมป์สัน(Simpson’s 1/3 rule) ซึ่งใช้จุด 3 
จุดในแต่ละชิ้นประกอบย่อยเพ่ือประมาณค่าตั้งแต่ปลายดายจนถึง outlet จะได้ต าแหน่งผิวอิสระแต่
ละโหนดอยู่ในรูป 

   
 
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    

  
 

3.10 ภาพฉายของผิวอิสระ (Free surface reprojection) 

 หลังการค านวณและปรับต าแหน่งผิวอิสระแล้ว พิกัดของแต่ละโหนดในโดเมนมีการ
เปลี่ยนแปลงไปจึงท าให้ค่าความเร็วที่ค านวณได้เป็นค่าความเร็วที่ต าแหน่งพิกัดเดิม ดังนั้นเพื่อการ
ปรับค่าความเร็วที่ได้ให้สอดคล้องกับพิกัดใหม่ให้ใช้หลักการเวกเตอร์ภาพฉายที่ผิวอิสระ ดังหลักการที่
ได้อธิบายต่อไป 
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รูปที่ 3.5 แสดงการปรับคา่ความเร็วที่ต าแหน่งผิวอิสระ 

จากรูปที่ 3.5 ได้ความสัมพันธ์ของความเร็วรวมเป็น 
  2 2

total r zv v v    
โดยที่  , ,r z totalv v v  คือค่าความเร็วในแนวแกน ,r z  และความเร็วรวมที่โหนด 1p  ที่ยังไม่ได้ปรับ
ต าแหน่งผิวอิสระตามล าดับ 
 ให้ , ,r z totalv v v    คือค่าความเร็วในแนวแกน ,r z  และความเร็วรวมที่โหนด 2p  ที่ได้ปรับ
ต าแหน่งผิวอิสระเรียบร้อยแล้วตามล าดับ  
เมื่อความเร็วที่โหนด 2p  คือ 
  sinr totalv v     
  cosz totalv v    
โดยที่   เป็นมุมระหว่างแนวรัศมีและแนวแกน z  ซ่ึงมีความสัมพันธ์กันดังนี้ 

  2 1

2 1

arctan r r

z z


 
  

 
  

3.11 กฎการลื่นไถลแพนเทียน (Phan-Thien slip rule) 

 Phan-Thien [17] ได้สร้างกฎการลื่นไถลเพื่อให้ความเร็วที่ผนังดายมีค่า ซึ่งก่อนการใช้กฎนี้ 
ความเร็วที่ผนังดายมีค่าเท่ากับศูนย์ หลักการนี้ให้พิจารณาค่าความเค้นเฉือนที่บริเวณผนังดายมีค่า
มากกว่าความเค้นเฉือนวิกฤตและท าการปรับความเร็วที่ผนังดาย โดยเรียกว่าความเร็วลื่นไถล ซึ่งอยู่
ในรูปของความเค้นเฉือนดังนี้ 

  1 expslip mean

crit

v v





  
    

  
    (3.38) 

โดยที่ slipv  คือ ค่าความเร็วลื่นไถลในแนวแกน ที่ผนังดาย 
 

meanv  คือ ค่าความเร็วเฉลี่ย 
   คือ ค่าสัมประสิทธิ์การลื่นไถลที่ผนังดาย  
   คือ ค่าความเค้นเฉือนที่บริเวณผนังดาย 
 

crit  คือ ค่าความเค้นเฉือนวิกฤต 
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3.12 เกณฑ์การลู่เข้า (Convergence criterion) 

 เมื่อต้องการยุติการค านวณหาค่าประมาณของผลเฉลยที่ลู่เข้าสู่ค่าค่าหนึ่งให้ท าการเปรียบ 
เทียบค่าผลเฉลยรอบที่ k  กับรอบที่ 1k   ว่ามีผลแตกต่างกันน้อยกว่าเกณฑ์ท่ียอมรับได้ ซึ่งเกณฑ์ที่
ใช้ในการพิจารณามีหลายรูปแบบ เช่น การหาค่าความคลาดเคลื่อนด้วยความผิดพลาดสัมบูรณ์ หรือ
ความผิดพลาดสัมพัทธ์ หรือความผิดพลาดก าลังสองน้อยสุด เป็นต้น ส าหรับงานวิจัยนี้ใช้การหาความ
คลาดเคลื่อนด้วยความผิดพลาดสัมพัทธ์แบบอินฟินิตี้นอร์ม (infinity norm) หรือแมกซิมัมนอร์ม 
(maximum norm) และแบบสแควร์นอร์ม (square norm) มาใช้เป็นเกณฑ์การลู่เข้า ซึ่งเขียนอยู่ใน
รูป 
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เมื่อ k  คือ time step 
 n  คือ จ านวนตัวแปร 
โดยที่   เป็นค่าความผิดพลาดที่ยอมได้ (stopping tolerance) ในงานวิจัยนี้ให้ 610   หากค่า
ความคลาดเคลื่อนทั้ง 2 แบบยังไม่ลู่เข้าสู่เกณฑ์ท่ีก าหนดหรือมีค่ามากกว่าค่าความผิดพลาดที่ยอมได้ก็
ให้ท าการย้อนกลับไปค านวณใหม่จนกระทั่งค่าความคลาดเคลื่อนทั้ง 2 แบบลู่เข้าสู่เกณฑ์ที่ก าหนด
หรือมีค่าน้อยกว่าความผิดพลาดที่ยอมได้ 
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บทที่  4 

การบวมตัวและการไหลเคลือบลวด 
(Die-swell with Drag and Wire-coating Flow) 

 งานวิจัยนี้เป็นการศึกษาผลกระทบของการลื่นไถลที่บริเวณผนังดายของปัญหาการบวมตัว
ของการไหลที่มีแรงลาก (die-swell with drag) และปัญหาการไหลเคลือบลวด ส าหรับปัญหาการ
ไหลเคลือบลวดจะพิจารณาดายแบบเพรชเชอร์ทูลลิ่งและแบบทิวบ์ทูลลิ่ง ที่มีพอลิเมอร์หลอมเหลว 
HDPE หรือพอลิเอธิลีนที่มีความหนาแน่นสูงไหลผ่านดาย พอลิเมอร์หลอมเหลวชนิดนี้จัดเป็นกลุ่ม
ของซูโดพลาสติกซ่ึงเป็นของไหลนอนนิวโตเนียนที่ไม่ข้ึนกับเวลาชนิดวิสโคอีลาสติก และใช้สมการ
องค์ประกอบเป็นตัวแบบแพนเทียนแทนเนอร์รูปแบบฟังก์ชันเลขชี้ก าลัง เนื่องจากพอลิเมอร์ที่ใช้ใน
การศึกษามีความเป็นอีลาสติกสูงจึงใช้ตัวแบบแพนเทียนแทนเนอร์ในการอธิบายพฤติกรรมของของ
ไหลวิสโคอีลาสติก เนื่องจากตัวแบบนี้สามารถแทนลักษณะของไหลที่มีความยืดหยุ่นได้สูง โดย
พิจารณาจากตัวเลขไวเซนเบิร์ก (We) เช่นในงานวิจัยนี้พิจารณาค่า We ได้สูงถึง 200 เมื่อเทียบกับตัว
แบบอ่ืนๆ ที่แทนค่า We ได้ไม่ถึงร้อย  และก าหนดค่าพารามิเตอร์ของ 1  , 0   และ 

0.99V   (ePTT(1, 0, 0.99)) [23] ความเร็วลื่นไถลที่ผนังดายพิจารณาตามกฎการลื่นไถลแพน
เทียนเพราะน าค่าความเค้นเฉือนมาพิจารณาว่าบริเวณใดที่มีการปรับความเร็ว 

4.1 การบวมตัวของการไหลที่มีแรงลาก (Die-swell with drag flow) 

 4.1.1 ข้อก าหนดของปัญหา (problem specification) 

 ศึกษาผลกระทบของการลื่นไถลที่บริเวณผนังดายของปัญหาการบวมตัวของการไหลที่มีแรง
ลากซึ่งเป็นส่วนปลายดายของดายชนิดเพรชเชอร์ทูลลิ่งโดยพัฒนามาจากการศึกษาของ Baloch และ
คณะ [22] และแบ่งโดเมนของปัญหาเป็นชิ้นประกอบแบบละเอียดรูปสามเหลี่ยม 6 โหนดดังรูปที่ 4.1 
และตารางที่ 4.1 ดังเงื่อนไขขอบรูปที่ 4.2 โดยที่ของไหลไหลเข้าบริเวณทางเข้าดาย (inlet) เป็นการ
ไหลแบบวงแหวน (annular flow) ดังค าอธิบายในภาคผนวก ก และการไหลบริเวณทางออกเป็น
แบบพลัก (plug flow) ความเค้นเฉือนและความเค้นฉากท่ีทางเข้าดายได้ก าหนดค่าไว้ในภาคผนวก ข 
ความเร็วของพอลิเมอร์หลอมเหลวที่เส้นสมมาตรของดายมีความเร็วเท่ากับความเร็วของลวดสายไฟ
คือ 1 หน่วย ความกว้างของดายเท่ากับ 1 หน่วย รัศมีของลวดสายไฟเท่ากับ 0.6 หน่วย ความยาว
ดายเท่ากับ 0.8 หน่วย และความยาวการไหลที่ไหลออกมาจากดายเท่ากับ 1.2 หน่วย ทั้งนี้ความเร็ว
ของพอลิเมอร์หลอมเหลวที่บริเวณผนังดายมีค่าเท่ากับความเร็วลื่นไถลตามกฎของแพนเทียน 

 
รูปที่ 4.1 แสดงรูปร่างโดเมนของปัญหาการบวมตัวของการไหลที่มีแรงลาก 
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ตารางท่ี 4.1 ข้อมูลรายละเอียดชิ้นประกอบย่อยของปัญหาการบวมตัวของการไหลที่มีแรงลาก 

ชนิดชิ้นประกอบ จ านวนชิ้นประกอบ จ านวนโหนด ดีกรีความอิสระ 
ชิ้นประกอบสามเหลี่ยมแบบละเอียด 288 637 3997 

 

 

รูปที่ 4.2 ลักษณะปัญหาการบวมตัวของการไหลที่มีแรงลาก 

 4.1.2 ผลที่ได้รับ (Result) 

 เมื่อพิจารณาผลการศึกษาของ Baloch และคณะ [23] พบว่าที่บริเวณผนังภายในดายจะมีค่า
ความเค้นเฉือนสูงรวมทั้งมีค่าความแปรผันอันดับที่สองของเทนเซอร์อัตราการผิดรูป ( II ) สูงใน
ลักษณะเดียวกัน ดังแสดงในรูปที่ 4.3 จากกฎการลื่นไถลแพนเทียนพบว่าการหาความเร็วลื่นไถล
ค านวณจากการใช้อัตราส่วนระหว่างความเค้นเฉือนและความเค้นเฉือนวิกฤต  และเนื่องจากค่าความ
แปรผันอันดับที่สองเป็นค่าบอกขนาดของความเค้นเฉือน ดังนั้นเพื่อความสะดวกในการค านวณจึงใช้
ค่าความแปรผันอันดับที่สองแทนค่าความเค้นเฉือน ในการค านวณหาค่าความเร็วลื่นไถลที่บริเวณผนัง
ดายจากการเลือกใช้ค่าวิกฤตของความแปรผันอันดับที่สอง (

critII ) และค่าสัมประสิทธิ์การลื่นไถลที่
ผนังดาย ( ) อย่างเหมาะสม การก าหนดค่าสองค่านี้ให้เริ่มจากการก าหนดค่าสัมประสิทธิ์การลื่นไถล
ที่ผนังดาย และท าการเลือกค่าความแปรผันอันดับที่สองวิกฤตโดยพิจารณาจากรูปที่ 4.3 โดยใช้ค่า 

critII  เท่ากับ 30, 60, 100 และ 150 เพ่ือท าการค านวณใหม่ ดังนั้นค่าความแปรผันอันดับที่สองที่
ผนังดายและผิวอิสระมีการเปลี่ยนแปลงไปตามค่า 

critII  ที่ใช้ ดังแสดงในรูปที่ 4.4  
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รูปที่ 4.3 ค่าความแปรผันอันดับที่สองบริเวณผนังดายและผิวอิสระของปัญหาการบวมตัวของการไหล
ที่มีแรงลากที่ไม่พิจารณาผลของการลื่นไถลที่บริเวณผนังดาย 

  



 
 

 

45 

 
(ก) 30critII   

 
(ข) 60critII   

รูปที่ 4.4 ค่าความแปรผันอันดับที่สองบริเวณผนังดายและผิวอิสระเมื่อ 1.0  :  
            (ก) 30critII  , (ข) 60critII  , (ค) 100critII   และ (ง) 150critII   
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(ค) 100critII   

 
(ง) 150critII   

รูปที่ 4.4 ค่าความแปรผันอันดับที่สองบริเวณผนังดายและผิวอิสระเมื่อ 1.0  :  
            (ก) 30critII  , (ข) 60critII  , (ค) 100critII   และ (ง) 150critII   
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รูปที่ 4.4(ก) มีค่าความแปรผันอันดับที่สองภายในดายสูงขึ้นเล็กน้อยแล้วลดต่ าลงก่อนจะเพ่ิม
สูงขึ้นที่บริเวณปลายดาย ในขณะที่รูปที่ 4.4(ข) ค่าความแปรผันอับดับที่สองที่บริเวณภายในดายมีค่า
สูงมากกว่าบริเวณปลายดายซึ่งมีลักษณะเช่นเดียวกับในรูปที่ 4.4(ค) และรูปที่ 4.4(ง) แต่ค่าความแปร
ผันอันดับที่สองของรูปที่ 4.4(ข) และรูปที่ 4.4(ง) มีความแตกต่างของการเปลี่ยนแปลงก่อนออกปลาย
ดาย  b a  มีค่ามากกว่ารูปที่ 4.4(ค) ซึ่งการที่ค่าความแปรผันอันดับที่สองมีการเปลี่ยนแปลงมาก
นั้นไม่เป็นผลดีต่อการบวมตัวและอาจท าให้เกิดรอยฟันฉลามที่ผิวของชิ้นงานได้ดังนั้นให้หลีกเลี่ยงการ
เกิดรอยฟันฉลามเพ่ือได้ชิ้นงานที่ใช้ได้จึงเลือกค่าความแปรผันอันดับสองวิกฤตท่ีเหมาะสมเป็น 100 
จากนั้นท าการหาค่า   ที่เหมาะสมโดยท าการค านวณใหม่อีกครั้งที่ค่า 100critII    และแปรผันค่า 
  เป็น 0.55, 0.70, 0.85 และ 1.0 ผลที่ได้ดังแสดงในรูปที่ 4.5 ลักษณะของคา่ความแปรผันอันดับที่
สองในรูปที่ 4.5 มีความคล้ายคลึงกันส าหรับค่า   ต่างๆ ที่น ามาพิจารณา โดยใช้ค่าเฉลี่ยของค่า
ความแปรผันอันดับที่สองที่มากท่ีสุดบริเวณภายในดายและบริเวณปลายดาย ได้ผลดังแสดงในรูปที่ 
4.6 และพบว่า ที่ค่า 0.7   ให้ค่าเฉลี่ยของค่าความแปรผันอันดับสองท่ีมากท่ีสุดบริเวณภายในดาย
และบริเวณปลายดายมีค่าต่ าที่สุด ดังนั้นค่าความแปรผันอันดับสองวิกฤตและค่าสัมประสิทธิ์การลื่น
ไถลที่เหมาะสม คือ 100 และ 0.7 สุดท้ายน าค่าของ 

critII  และ   ที่เหมาะสมมาหาผลเฉลยดัง
แสดงผลในรูปแบบของแถบสีส าหรับค่าต่างๆ ในรูปที่ 4.7 ซ่ึงพบว่าความเร็วของการไหลในแนวแกน 
r  มีค่าน้อยมากจนเกือบเป็นศูนย์ยกเว้นที่บริเวณปลายดายมีค่าสูงกว่าที่อ่ืนเพราะเกิดการบวมตัวขึ้น
เมื่อไหลออกจากดายดังรูปที่ 4.7(ก) ส่วนการไหลเข้ามาในดายเป็นการไหลแบบวงแหวนท าให้
ความเร็วในแนวแกน z  มีค่าสูงสุดด้านล่างเกือบถึงบริเวณเส้นลวดดังรูปที่ 4.7(ข) ส าหรับรูปที่ 4.7(ค) 
แสดงให้เห็นว่าความดันมีค่าสูงสุดที่ทางเข้าดายและค่อยๆ ลดลงจนเป็นศูนย์ที่ทางออกดายเนื่องจาก
เกิดแรงเสียดทานด้านการไหลของพอลิเมอร์หลอมเหลว ส าหรับอัตราเฉือนที่แสดงในรูปที่ 4.7(ง) มี
ค่าสูงสุดที่บริเวณปลายดาย เพราะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปร่างของของไหลคือเกิดการบวมตัวขึ้น และ
บริเวณท่ีพอลิเมอร์หลอมเหลวไหลออกจากดายและเกิดการบวมตัวมีค่าของอัตราการยืดสูงสุดดัง
แสดงในรูปที่ 4.7(จ) เนื่องจากสมมติฐานที่ให้พอลิเมอร์หลอมเหลวไหลเป็นชั้นราบเรียบท าให้ความ
เค้นฉาก 

rr  มีค่าน้อยมากเกือบเป็นศูนย์ดังแสดงในรูปที่ 4.7(ฉ) ส่วนความเค้นเฉือน 
rz  แสดงในรูป

ที่ 4.7(ช) มีค่ามากท่ีทางเข้าดายบริเวณเส้นลวดเนื่องจากมีแรงลากท าให้พอลิเมอร์หลอมเหลวที่ติดกับ
เส้นลวดมีการเปลี่ยนแปลงรูปร่าง และมีค่ามากบริเวณทางออกดายเพราะพอลิเมอร์หลอมเหลวเกิด
การบวมตัวขึ้น และส าหรับความเค้นฉาก 

zz  มีค่าสูงสุดที่บริเวณผนังดายใกล้ปลายดายเนื่องจาก  
พอลิเมอร์หลอมเหลวถูกลากไปโดยแรงของลวดตามแนวแกน z  และถูกผลักออกจากดายด้วยแรงที่
มาก ดังรูปที่ 4.7(ซ) 
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(ก) 0.55   

 
(ข) 0.70   

รูปที่ 4.5 ค่าความแปรผันอันดับที่สองบริเวณผนังดายและผิวอิสระเมื่อ 100critII  : 
            (ก) 0.55  , (ข) 0.7  , (ค) 0.85   และ (ง) 1.0   
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(ค) 0.85   

 
(ง) 1.0   

รูปที่ 4.5 ค่าความแปรผันอันดับที่สองบริเวณผนังดายและผิวอิสระเมื่อ 100critII  : 
            (ก) 0.55  , (ข) 0.7  , (ค) 0.85   และ (ง) 1.0   
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รูปที่ 4.6 ค่าเฉลี่ยของค่าความแปรผันอันดับที่สองที่มากที่สุดบริเวณภายในดายและบริเวณปลายดาย 
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(ก) 
rU  

 

 

(ข) 
zV  

 

 

(ค) Pressure 

 

 

(ง) Shear-rate 

รูปที่ 4.7 ปัญหาการบวมตัวของการไหลที่มีแรงลาก: การแสดงผลลัพธ์ด้วยแถบชั้นสี;  
            (ก) rU (ข) 

zV (ค) Pressure (ง) Shear-rate (จ) Extension-rate (ฉ) 
rr  (ช) 

rz  (ซ) 
zz  
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(จ) Extension-rate 

 

 

(ฉ) 
rr  

 

 

(ช) 
rz  

 

 

(ซ) 
zz  

รูปที่ 4.7 ปัญหาการบวมตัวของการไหลที่มีแรงลาก: การแสดงผลลัพธ์ด้วยแถบชั้นสี;  
            (ก) rU (ข) 

zV (ค) Pressure (ง) Shear-rate (จ) Extension-rate (ฉ) 
rr  (ช) 

rz  (ซ) 
zz  
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ตารางท่ี 4.2 เปรียบเทียบผลเฉลยระหว่างปัญหาการบวมตัวของการไหลที่มีแรงลากที่ไม่พิจารณา 
                 การลื่นไถลที่ผนังดาย และพิจารณาการลื่นไถลที่ผนังดาย 

ผลเฉลย Baloch* D. D.** 

  max 31.35 23.56 

  max 0.144 0.121 

p  0.462 0.448 

rz  max 0.014 0.013 

zz  max 0.041 0.045 

  1.054 1.039 

*    ผลเฉลยจาก Baloch และคณะ [23] 
** ผลเฉลยจากปัญหาการบวมตัวของการไหลที่มีแรงลากที่พิจารณาผลกระทบของการลื่นไถลที่ผนัง

ดายในงานวิจัยนี้ 

จากตารางที่ 4.2 แสดงการเปรียบเทียบค่าผลเฉลยของปัญหาการบวมตัวของการไหลที่มีแรง
ลากระหว่างการไม่พิจารณาผลกระทบการลื่นไถลที่ผนังดายและการพิจารณาผลกระทบการลื่นไถลที่
ผนังดาย พบว่าเมื่อเพ่ิมเงื่อนไขการลื่นไถลบริเวณผนังดายเข้าไปท าให้อัตราเฉือน อัตรายืด และความ
ดันลด (pressure drop) ลดลงส่งผลให้อัตราการบวมตัวลดลง และท าให้ค่าความแปรผันอันดับสอง
ของอัตราการผิดรูปที่ผนังดายสูงสุดมีค่าลดลงจาก 264.4 ดังแสดงค่าในรูปที่ 4.3 เป็น 138.8 ดัง
แสดงค่าในรูปที่ 4.5(ข)  
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4.2 การไหลเคลือบลวดชนิดเพรชเชอร์ทูลล่ิง (Pressure-tooling wire-coating flow) 

 4.2.1 ข้อก าหนดของปัญหา (problem specification) 

 การศึกษาปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดเพรชเชอร์ทูลลิ่งเป็นการศึกษาต่อจาก Baloch และ
คณะ [23] ซึ่งแบ่งโดเมนของปัญหาเป็นชิ้นประกอบย่อยสามเหลี่ยม แบบละเอียด ดังรูปที่ 4.8 และ
ตารางที่ 4.3 โดยที่มีเง่ือนไขขอบของปัญหาดังรูปที่ 4.9 คือ การไหลที่เข้าดายเป็นการไหลแบบวง
แหวนมีค่าความเร็วขึ้นกับรัศมี r  ดังภาคผนวก ก ภายใต้เงื่อนไขท่ีว่าความเร็วที่ผนังดายไม่เป็นศูนย์ 
และการไหลที่ทางออกดายพัฒนาเป็นการไหลแบบพลัก ที่บริเวณเส้นสมมาตรความเร็วของพอลิเมอร์
ที่ติดกับเส้นลวดมีความเร็วเท่ากับเส้นลวด คือ 1 ทางเข้าดายมีขนาดกว้าง 0.5 หน่วย ยาว 3 หน่วย 
ปลายดายมีความกว้าง 0.06 หน่วย และความยาวการไหลที่ไหลออกจากปลายดายมีค่าเท่ากับ 1 
หน่วย ความเค้นเฉือนและความเค้นฉากเป็นฟังก์ชันของรัศมี r  และความเร็วในแนวแกน z   zV  
ดังก าหนดไว้ในภาคผนวก ข 

 
รูปที่ 4.8 แสดงรูปร่างโดเมนของปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดเพรชเชอร์ทูลลิ่ง 

ตารางท่ี 4.3 ข้อมูลรายละเอียดชิ้นประกอบย่อยของปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดเพรชเชอร์ทูลลิ่ง 

ชนิดชิ้นประกอบ จ านวนชิ้นประกอบ จ านวนโหนด ดีกรีความอิสระ 
ชิ้นประกอบสามเหลี่ยมแบบละเอียด 3810 7905 49478 

 

รูปที่ 4.9 ลักษณะปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดเพรชเชอร์ทูลลิ่ง 
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 4.2.2 ผลที่ได้รับ (result) 

 เมื่อพิจารณาผลการศึกษาของ Baloch และคณะ [23] ได้ค่าความแปรผันอันดับที่สองของ
อัตราการผิดรูปบริเวณผนังดายและผิวอิสระของปัญหาการบวมตัวของการไหลเคลือบเส้นลวดชนิด
เพรชเชอร์ทูลลิ่งที่ไม่พิจารณาผลของการลื่นไถลที่ผนังดาย ดังแสดงในรูปที่ 4.10  

 

รูปที่ 4.10 ค่าความแปรผันอันดับที่สองบริเวณผนังดายและผิวอิสระของปัญหาการบวมตัวของการ
ไหลเคลือบลวดชนิดเพรชเชอร์ทูลลิ่งที่ไม่พิจารณาผลของการลื่นไถลที่บริเวณผนังดาย  

ค่าความแปรผันอันดับที่สองของอัตราการผิดรูปมีค่าสูง จึงพิจารณาผลกระทบของการลื่นไถลโดยใช้
กฎการลื่นไถลแพนเทียนทีบ่ริเวณผนังดาย จากการเลือกพิจารณาค่าความแปรผันอันดับที่สอง 4 ค่า 
คือ 4500, 9000, 11000 และ 20000 และก าหนดค่าสัมประสิทธิ์การลื่นไถลที่ผนังดายเป็น 1.0 เพ่ือ
ท าการค านวณอีกครั้งท าให้ได้ค่าความแปรผันอันดับที่สองดังรูปที่ 4.11 
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(ก) 4500critII   

 

 
(ข) 9000critII   

รูปที่ 4.11 ค่าความแปรผันอันดับที่สองบริเวณผนังดายและผิวอิสระเมื่อ 1.0  :  
              (ก) 4500critII  , (ข) 9000critII  , (ค) 11000critII   และ (ง) 20000critII   
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(ค) 11000critII   

 

 
(ง) 20000critII   

รูปที่ 4.11 ค่าความแปรผันอันดับที่สองบริเวณผนังดายและผิวอิสระเมื่อ 1.0  :  
              (ก) 4500critII  , (ข) 9000critII  , (ค) 11000critII   และ (ง) 20000critII   
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ค่าความแปรผันอันดับที่สองเมื่อก าหนด 4500critII   และ 9000critII   ที่ผนังดาย
บริเวณเข้าสู่ช่วงทางแคบก่อนถึงบริเวณทางออกดายมีค่าเพ่ิมข้ึนเล็กน้อยก่อนจะเพ่ิมมากขึ้นและมี
ค่าสูงสุดที่บริเวณปลายดายดังแสดงในรูป 4.11(ก) และรูป 4.11(ข) ส่วนค่าความแปรผันอันดับที่สอง
เมือ่ก าหนดให้ 11000critII  และ 20000critII   มีความไม่ราบเรียบคล้ายการสั่นเล็กน้อยบริเวณ
ช่วงทางแคบของดายก่อนออกสู่ปลายดาย และมีค่าสูงสุดที่บริเวณปลายดาย ดังแสดงในรูป 4.11(ค) 
และรูป 4.11(ง) ลักษณะการไม่ราบเรียบของค่าความแปรปรวนอันดับสองบริเวณผนังดายก่อนออกสู่
ปลายดายนี้อาจเกิดต าหนิขึ้นที่ชิ้นงานท าให้ผิวอิสระของพอลิเมอร์ที่เคลือบเส้นลวดขรุขระหรือเกิด
รอยฟันฉลามได้ เพ่ือหลีกเลี่ยงการเกิดรอยฟันฉลามและการเสียรูปทรงจึงเลือกค่าความแปรผันอันดับ
ที่สองส าหรับ 9000critII   เนื่องจากลักษณะกราฟของ 4500critII   ใกล้เคียงกับลักษณะกราฟ
ของ 9000critII   แต่ค่า II  ทางเข้าดายของ 9000critII   มีความราบเรียบมากกว่า ดังนั้น ค่า
ความแปรผันอันดับที่สองวิกฤตที่เหมาะสมส าหรับการไหลเคลือบเส้นลวดแบบเพรชเชอร์ทูลลิ่งคือ 
9000 

ใช้ค่าความแปรผันอันดับที่สองวิกฤตเป็น 9000 ในการพิจารณาหาค่าสัมประสิทธิ์การลื่นไถล
ที่เหมาะสม โดยการค านวณใหม่อีกครั้งด้วยค่าสัมประสิทธิ์การลื่นไถลต่างๆ ที่เลือกใช้ คือ 0.2, 0.4, 
0.6, 0.8, 1.0, 1.2 และ 1.4 โดยแสดงผลการค านวณเป็นค่าความแปรผันอันดับที่สองสูงสุดดังรูปที่ 
4.12     

 

รูปที่ 4.12 ค่าความแปรผันอันดับที่สองสูงสุด เมื่อก าหนด 9000critII  และแปรผันค่าสัมประสิทธิ์
การลื่นไถล 
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 ค่าสัมประสิทธิ์การลื่นไถลทีม่ีค่าเป็น 0.6 ให้ค่าความแปรผันอันดับที่สองสูงสุดน้อยกว่าค่า   
อ่ืนๆ เนื่องจากค่าความแปรผันอันดับที่สองนี้เป็นตัวบอกถึงอัตราการเปลี่ยนรูปของของไหล ดังนั้น ถ้า
ค่าความแปรผันอันดับที่สองสูง ของไหลมีโอกาสเกิดการเปลี่ยนรูปหรือผิดรูปสูง ดังนั้น เมื่อก าหนดให้
สัมประสิทธิ์การลื่นไถลมีค่าเท่ากับ 0.6 ท าให้ชิ้นงานมีโอกาสเกิดการผิดรูปน้อยลง หรือผิวอิสระของ
ลวดสายไฟที่เคลือบพอลิเมอร์หลอมเหลวแล้วขรุขระหรือเกิดรอยฟันฉลามน้อยที่สุด นั่นคือ ค่าความ
แปรผันอันดับที่สองวิกฤตและค่าสัมประสิทธิ์การลื่นไถลที่เหมาะสมส าหรับการไหลเคลือบเส้นลวด
แบบเพรชเชอร์ทูลลิ่งมีค่าเท่ากับ 9000 และ 0.6 ตามล าดับ 
 น าค่าความแปรผันอันดับที่สองวิกฤตและค่าสัมประสิทธิ์การลื่นไถลที่เหมาะสมมาค านวณหา
ผลเฉลยแสดงผลลัพธ์เป็นแถบชั้นสีดังรูปที่ 4.13 ซ่ึงพบว่าความเร็วในแนวแกน r  ดังแสดงในรูปที่       
4.13(ก) มีค่าน้อยมากเกือบเป็นศูนย์เพราะก าหนดให้การไหลเป็นแบบราบเรียบ แต่มีค่ามากที่ปลาย
ดายเนื่องจากพอลิเมอร์หลอมเหลวเกิดการบวมตัวขึ้น ส าหรับความเร็วในแนวแกน z  มีค่าเพ่ิมข้ึน
บริเวณใกล้เส้นลวด และมีค่าสูงสุดบริเวณทางแคบก่อนออกปลายดายดังแสดงในรูปที่ 4.13(ข) รปูที่ 
4.13(ค) แสดงให้เห็นว่าความดันมีค่ามากเท่ากับ 9.9 ที่ทางเข้าดายและลดต่ าลงจนมีค่าเป็นศูนย์ที่ 
outlet อัตราเฉือนมีค่ามากสุดเท่ากับ 423.1 ที่ผนังดายบริเวณใกล้ทางออกดายดังรูปที่ 4.13(ง) 
อัตรายืดแสดงในรูปที่ 4.13(จ) มีค่าเพ่ิมขึ้นที่บริเวณพอลิเมอร์หลอมเหลวสัมผัสเส้นลวดภายในดาย 
และมีค่าสูงสุดเท่ากับ 9.0 ที่จุดหักมุมก่อนเข้าทางแคบก่อนออกปลายดาย ความเค้นฉาก 

rr  และ
ความเค้นเฉือน 

rz  มีค่าน้อยมากดังแสดงในรูปที่ 4.13(ฉ) และรูปที่ 4.13(ช) ส าหรับความเค้นฉาก 

zz  ที่แสดงในรูปที่ 4.13(ซ) มีค่าเพ่ิมสูงขึ้นที่บริเวณผนังปลายดายเนื่องจากพอลิเมอร์หลอมเหลวไหล
มารวมตัวกันมากท่ีบริเวณทางออกดาย และถูกผลักออกนอกดาย แต่มีค่าสูงสุดบริเวณท่ีพอลิเมอร์ 
หลอมเหลวสัมผัสเส้นลวดภายในดาย 
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(ก) 

rU  
 
 

 
(ข) 

zV  
 
 

 
(ค) Pressure 

 
 

 
(ง) Shear-rate 

รูปที่ 4.13 ปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดเพรชเชอร์ทูลลิ่ง: การแสดงผลลัพธ์ด้วยแถบชั้นสี;  
            (ก) rU (ข) 

zV (ค) Pressure (ง) Shear-rate (จ) Extension-rate (ฉ) 
rr  (ช) 

rz  (ซ) 
zz  
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(จ) Extension-rate 

 
 

 
(ฉ) 

rr  
 
 

 
(ช) 

rz  
 
 

 
(ซ) 

zz  

รูปที่ 4.13 ปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดเพรชเชอร์ทูลลิ่ง: การแสดงผลลัพธ์ด้วยแถบชั้นสี;  
            (ก) rU (ข) 

zV (ค) Pressure (ง) Shear-rate (จ) Extension-rate (ฉ) 
rr  (ช) 

rz  (ซ) 
zz  
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ตารางท่ี 4.4 เปรียบเทียบผลเฉลยระหว่างปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดเพรชเชอร์ทูลลิ่งและปัญหา 
                การบวมตัวของการไหลที่มีแรงลาก  

ผลเฉลย Baloch* P. T.** D. D.*** 

  max 461.7 423.1 23.6 

  max 18.83 8.97 0.12 

p  10.18 9.91 0.45 

rz  max 0.025 0.022 0.013 

zz  max 0.069 0.069 0.045 

  1.405 1.390 1.039 

*    ผลเฉลยจาก Baloch และคณะ [23]  
**   ผลเฉลยจากปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดเพรชเชอร์ทูลลิ่งที่มีผลกระทบของการลื่นไถลที่ผนัง 
      ดายของงานวิจัยนี้ 
***  ผลเฉลยจากปัญหาการบวมตัวของการไหลที่มีแรงลากที่มีผลกระทบของการลื่นไถลที่ผนังดาย 
      ของงานวิจัยนี้ 

จากตารางที่ 4.4 แสดงการเปรียบเทียบค่าผลเฉลยของปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดเพรช
เชอร์ทูลลิ่งระหว่างการไม่พิจารณาผลกระทบการลื่นไถลที่ผนังดายและการพิจารณาผลกระทบการลื่น
ไถลที่ผนังดาย พบว่าเมื่อเพ่ิมเงื่อนไขการลื่นไถลบริเวณผนังดายเข้าไปท าให้อัตราเฉือน อัตรายืด และ
ความดันลดลดลงส่งผลให้อัตราการบวมตัวลดลง และท าให้ค่าความแปรผันอันดับสองของอัตราการ
ผิดรูปที่ผนังดายสูงสุดมีค่าลดลงจาก 59019.5 ดังแสดงค่าในรูปที่ 4.10 เป็น 44753.1 ดังแสดงค่าใน
รูปที่ 4.12 และพบว่าอัตราเฉือนและความดันลดของปัญหาการบวมตัวของการไหลที่มีแรงลากมีค่า
น้อยกว่าอัตราเฉือนและความดันลดของปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดเพรชเชอร์ทูลลิ่งประมาณ 20 
เท่า และอัตรายืดของปัญหาการบวมตัวของการไหลที่มีแรงลากมีค่าน้อยกว่าอัตราเฉือนและความดัน
ลดของปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดเพรชเชอร์ทูลลิ่งประมาณ 80 เท่า ส่วนความเค้นฉากและความ
เค้นเฉือนของปัญหาการบวมตัวของการไหลที่มีแรงลากมีค่าน้อยกว่าความเค้นฉากและความเค้นเฉือน
ของปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดเพรชเชอร์ทูลลิ่งเล็กน้อย 
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4.3 การไหลเคลือบลวดชนิดทิวบ์ทูลลิ่ง (Tube-tooling wire-coating flow) 

 4.3.1 ข้อก าหนดของปัญหา (problem specification) 

 การศึกษาปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดทิวบ์ทูลลิ่งเป็นการศึกษาต่อจาก 
Ngamaramvaranggul และ Thenissara [15] ซึ่งแบ่งโดเมนของปัญหาออกเป็นชิ้นประกอบย่อย
สามเหลี่ยมแบบละเอียด ดังรูปที่ 4.14 และตารางที่ 4.5 และมีเงื่อนไขขอบดังรูปที่ 4.15 โดยที่การ
ไหลของพอลิเมอร์หลอมเหลวที่ทางเข้าดายเป็นการไหลแบบวงแหวนตามค่าที่ก าหนดไว้ในภาคผนวก 
ก ภายใต้เงื่อนไขท่ีว่าความเร็วที่ผนังดายไม่เป็นศูนย์ จนกระทั่งพอลิเมอร์หลอมเหลวไหลออกจาก
ปลายดายตกกระทบมาเคลือบเส้นลวดและไหลไปพร้อมกับเส้นลวดที่มีความเร็วเท่ากับ 1 หน่วย และ
การไหลที่ทางออกดายพัฒนาเป็นการไหลแบบพลัก ทางเข้าดายมีขนาดกว้าง 0.5 หน่วยยาว 3 หน่วย 
ปลายดายมีความกว้าง 0.08 หน่วย ความยาวการไหลที่ไหลออกจากปลายดายมีค่าเท่ากับ 2 หน่วย 
ส่วนความเค้นเฉือนและความเค้นฉากได้ก าหนดค่าไว้ในภาคผนวก ข  

 
รูปที่ 4.14 แสดงรูปร่างโดเมนของปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดทิวบ์ทูลลิ่ง 

 
ตารางท่ี 4.5 ข้อมูลรายละเอียดชิ้นประกอบย่อยของปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดทิวบ์ทูลลิ่ง 

ชนิดชิ้นประกอบ จ านวนชิ้นประกอบ จ านวนโหนด ดีกรีความอิสระ 
ชิ้นประกอบสามเหลี่ยมแบบละเอียด 4714 9755 61051 

 

 

รูปที่ 4.15 ลักษณะปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดทิวบ์ทูลลิ่ง 
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 4.3.2 ผลที่ได้รับ (result) 

 พิจารณาผลการศึกษาของ Ngamaramvaranggul และ Thenissara [15] ซึ่งเป็นการศึกษา
จุดที่พอลิเมอร์หลอมเหลวตกกระทบเคลือบลวดสายไฟของการไหลเคลือบลวดแบบทิวบ์ทูลลิ่งโดยไม่
พิจารณาผลกระทบการลื่นไถลที่ผนังดาย และแสดงค่าความแปรผันอันดับที่สองของอัตราการผิดรูปที่
บริเวณผนังดายและผิวอิสระด้านบน ดังรูปที่ 4.16  

 

รูปที่ 4.16 ค่าความแปรผันอันดับที่สองบริเวณผนังดายและผิวอิสระของปัญหาการบวมตัวของการ 
             ไหลเคลือบลวดชนิดทิวบ์ทูลลิ่งที่ไม่พิจารณาผลของการลื่นไถลที่บริเวณผนังดาย  

พิจารณาผลกระทบการลื่นไถลที่ผนังดายตามกฎการลื่นไถลแพนเทียน โดยเลือกค่าความแปร
ผันอันดับที่สองของอัตราการผิดรูปวิกฤตจากค่าความแปรผันอันดับที่สองของอัตราการผิดรูปในรูปที่ 
4.16 คือ 1500, 2000, 2300 และ 2700 ท าการค านวณหาผลเฉลยใหม่โดยให้ 1.0   และแสดง
ค่าความแปรผันอันดับที่สองของอัตราการผิดรูปที่ผนังดายและผิวอิสระด้านบน เมื่อก าหนดค่าความ
แปรผันอันดับที่สองของอัตราการผิดรูปวิกฤตตามที่เลือก พบว่าเมื่อก าหนด 1500critII  ได้ค่า II  
ตามรูปที่ 4.17(ก) ค่า II  มีการแกว่งมากในการไหลภายในดายและก่อนออกจากดายเล็กน้อย เมื่อ
ก าหนด 2000critII   ได้ค่า II  ตามรูปที่ 4.17(ข) ค่า II  ที่บริเวณทางเข้าดายเกิดการแกว่งน้อย
กว่า 1500critII   และท่ีทางออกดายมีค่า II  ที่จุดสูงสุดน้อยกว่าค่า II  ของ 1500critII   เมื่อ
พิจารณารูปที่ที่ 4.17(ค) พบว่ากราฟของ II  มีความคล้ายคลึงกับรูปที่ 4.17(ข) แต่ที่บริเวณภายใน
ดายมีการเปลี่ยนแปลงของค่า II  ในขณะที่เพ่ิมขึ้นสูงในช่วงแรก และมีค่า II  สูงสุดมากกว่ารูปที่ 
4.17(ข)  เมื่อก าหนด 2700critII   ได้ค่า II  ตามรูปที่ 4.17(ง) พบว่าค่า II  ที่บริเวณปลายดายมี
การแกว่งอาจท าให้ผิวของพอลิเมอร์ที่เคลือบลวดขรุขระและเกิดรอยฟันฉลามได้ ดังนั้นจึงเลือกค่า 

2000critII   เป็นค่าที่เหมาะสม และท าการหาค่าสัมประสิทธิ์การลื่นไถลที่เหมาะสมโดยค านวณ
ใหม่ด้วยการเลือกค่า   เป็น 0.4, 0.6, 0.8 และ 1.0 และแสดงผลเฉลยในรูปที่ 4.18 
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(ก) 1500critII   

 
(ข) 2000critII   

รูปที่ 4.17 ค่าความแปรผันอันดับที่สองบริเวณผนังดายและผิวอิสระเมื่อ 1.0  :  
              (ก) 1500critII  , (ข) 2000critII  , (ค) 2300critII   และ (ง) 2700critII   
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(ค) 2300critII   

 
(ง) 2700critII   

รูปที่ 4.17 ค่าความแปรผันอันดับที่สองบริเวณผนังดายและผิวอิสระเมื่อ 1.0  :  
              (ก) 1500critII  , (ข) 2000critII  , (ค) 2300critII   และ (ง) 2700critII   



 
 

 

67 

 
(ก) 0.4   

 
(ข) 0.6   

รูปที่ 4.18 ค่าความแปรผันอันดับที่สองบริเวณผนังดายและผิวอิสระเมื่อ 2000critII  :  
              (ก) 0.4  , (ข) 0.6  , (ค) 0.8  และ (ง) 1.0   
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(ค) 0.8   

 
(ง) 1.0   

รูปที่ 4.18 ค่าความแปรผันอันดับที่สองบริเวณผนังดายและผิวอิสระเมื่อ 2000critII  :  
              (ก) 0.4  , (ข) 0.6  , (ค) 0.8  และ (ง) 1.0   
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 ค่าความแปรผันอันดับที่สองของอัตราการผิดรูปเมื่อก าหนด 0.4   มีความแปรผันบริเวณ
รอยต่อทางลาดเอียงเข้าสูงทางแคบภายในดายดังแสดงในรูปที่ 4.18(ก) และเมื่อก าหนด 0.6   
ค่าความแปรผันอันดับที่สองของอัตราการผิดรูปมีค่าเพ่ิมขึ้นสูงสุดที่บริเวณทางลาดเอียง เข้าสูงทาง
แคบภายในดายและลดต่ าลงก่อนจะเพ่ิมสูงขึ้นที่บริเวณทางออกดาย ดังแสดงในรูปที่ 4.18(ข) ในรูปที่ 
4.18(ค) และรูปที่ 4.18(ง) แสดงค่าความแปรผันอันดับที่สองของอัตราการผิดรูปเมื่อก าหนด  

0.8   และ 1.0   ตามล าดับ พบว่าลักษณะของกราฟมีความคล้ายคลึงกันคือมีการสั่นบริเวณ
ทางลาดเอียงก่อนเข้าสู่ทางแคบภายในดายและเพ่ิมขึ้นสูงสุดที่จุดหักมุมจากนั้นลดต่ าลงเล็กน้อยและ
คงท่ีตลอดทางแคบจนกระทั่งเพ่ิมข้ึนอีกครั้งบริเวณทางออกดาย พบว่าเมื่อก าหนด 0.6   ค่าความ
แปรผันอันดับที่สองของอัตราการผิดรูปที่ผนังดายและผิวอิสระมีความราบเรียบกว่าค่าที่ได้จากการ
แปรผันค่าสัมประสิทธิ์การลื่นไถลอ่ืน ซึ่งไม่ท าให้เกิดต าหนิหรือรอยฟันฉลามหรือมีโอกาสเกิดต่ าที่สุด 
ดังนั้นจึงเลือก 0.6   เป็นค่าสัมประสิทธิ์การลื่นไถลที่เหมาะสมส าหรับการไหลเคลือบเส้นลวด
แบบทิวบ์ทูลลิ่ง น าค่าความแปรผันอันดับที่สองของอัตราการผิดรูปวิกฤตและค่าสัมประสิทธิ์ที่
เหมาะสมที่ได้มาค านวณใหม่อีกครั้งและแสดงผลเฉลยต่างๆ ในรูปแบบแถบชั้นสีตามรูปที่ 4.19   
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(ก)

rU  
 
 

 
(ข)

zV  
 
 

 
(ค) Pressure 

 
 

 
(ง) Shear-rate 

รูปที่ 4.19 ปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดทิวบ์ทูลลิ่ง: การแสดงผลลัพธ์ด้วยแถบชั้นสี;  
            (ก) rU (ข) 

zV (ค) Pressure (ง) Shear-rate (จ) Extension-rate (ฉ) 
rr  (ช) 

rz  (ซ) 
zz  
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(จ) Extension-rate 

 
 

 
(ฉ)

rr  
 
 

 
(ช)

rz  
 
 

 
(ซ)

zz  

รูปที่ 4.19 ปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดทิวบ์ทูลลิ่ง: การแสดงผลลัพธ์ด้วยแถบชั้นสี;  
            (ก) rU (ข) 

zV (ค) Pressure (ง) Shear-rate (จ) Extension-rate (ฉ) 
rr  (ช) 

rz  (ซ) 
zz  
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ความเร็วในแนวแกน r  มีค่าน้อยมากเกือบเป็นศูนย์เพราะก าหนดให้การไหลเป็นแบบ
ราบเรียบ แต่มีค่าเพ่ิมสูงเท่ากับ 0.25 บริเวณปลายดายเนื่องจากพอลิเมอร์หลอมเหลวเกิดการบวมตัว 
ดังแสดงในรูปที่ 4.19(ก)  ส าหรับความเร็วในแนวแกน z  ที่แสดงในรูปที่ 4.19(ข) แสดงให้เห็นว่าการ
ไหลที่บริเวณทางแคบก่อนออกปลายดายมีการพัฒนาเป็นการไหลที่มีลักษณะคล้ายพาราโบลา มี
ความเร็วในแนวแกน z  สูงสุดที่เกือบกึ่งกลางรัศมีของดาย รูปที่ 4.19(ค) แสดงค่าความดันที่ทางเข้า
ดายมีค่าสูงสุดเท่ากับ 15.6 และค่อยๆ ลดลงจนเป็นศูนย์ที่ outlet อัตราเฉือนที่ผนังดายบริเวณทาง
แคบก่อนออกปลายดายมีค่าสูงและมีค่าสูงสุดที่ปลายดายด้านล่างเท่ากับ 120.0 ดังแสดงในรูปที่ 
4.19(ง) อัตรายืดแสดงในรูปที่ 4.19(จ) มีค่ามากเท่ากับ 4.0 ที่บริเวณจุดหักมุมก่อนการเข้าทางแคบ
และบริเวณปลายดายด้านล่าง ความเค้นฉาก 

rr  มีค่าสูงบริเวณผนังก่อนการหักมุมเข้าทางแคบของ
ดายดังแสดงในรูปที่ 4.19(ฉ) ในรูปที่ 4.19(ช) แสดงค่าความเค้นเฉือน 

rz  มีค่าสูงสุดบริเวณท่ีพอลิ- 
เมอร์หลอมเหลวไหลออกจากปลายดายมาเคลือบเส้นลวดหรือท่ีเรียกว่าจุดตกกระทบ (contraction 
point) และความเค้นฉาก 

zz  มีค่าสูงบริเวณผนังทางแคบก่อนออกปลายดาย เนื่องจากพอลิเมอร์ 
หลอมเหลวไหลมารวมกันที่ทางแคบมีการผลักกันออกนอกดาย ดังแสดงในรูปที่ 4.19(ซ) 

ตารางท่ี 4.6 เปรียบเทียบผลเฉลยระหว่างปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดทิวบ์ทูลลิ่งและเพรชเชอร์ 
                ทูลลิ่ง 

ผลเฉลย N. T.* T. T.** P. T.*** 

  max 134.7 129.5 423.1 

  max 4.58 4.40 8.97 

p  17.20 15.64 9.91 

rz  max 0.045 0.045 0.022 

zz  max 0.052 0.049 0.069 

  1.806 1.797 1.390 

*       ผลเฉลยจาก Ngamaramvaranggul และ Thenissara [15] 
** ผลเฉลยจากปัญหาการไหลเคลือบลวดแบบทิวบ์ทูลลิ่งที่มีผลกระทบของการลื่นไถลที่ผนังดายใน

งานวิจัยนี้ 
***    ผลเฉลยจากปัญหาการไหลเคลือบลวดแบบเพรชเชอร์ทูลลิ่งที่มีผลกระทบของการลื่นไถลที่ผนัง 
        ดายของงานวิจัยนี้ 

ตารางที่ 4.6 แสดงการเปรียบเทียบค่าผลเฉลยของปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดทิวบ์ทูลลิ่ง
ระหว่างการไม่พิจารณาผลกระทบการลื่นไถลที่ผนังดายและการพิจารณาผลกระทบการลื่นไถลที่ผนัง
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ดาย พบว่าเมื่อเพ่ิมเงื่อนไขการลื่นไถลบริเวณผนังดายท าให้ อัตราเฉือน อัตรายืด และความดันลด
ลดลงส่งผลให้อัตราการบวมตัวลดลง ท าให้ค่าความแปรผันอันดับสองของอัตราการผิดรูปที่ผนังดาย
สูงสุดมีค่าลดลงจาก 4539.1 เป็น 4195.2 เมื่อเปรียบเทียบผลเฉลยระหว่างปัญหาการไหลเคลือบลวด
ชนิดทิวบ์ทูลลิ่งและเพรชเชอร์ทูลลิ่ง พบว่าอัตราเฉือนและอัตรายืดของปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิด
ทิวบ์ทูลลิ่งมีค่าน้อยกว่าอัตราเฉือนและอัตรายืดของปัญหาการไหลเคลือบลวดชนิดเพรชเชอร์ทูลลิ่ง  
เพราะความเร็วในแนวแกน z  ของการไหลเคลือบเส้นลวดแบบเพรชเชอร์ทูลลิ่งที่ค่ามากกว่าการไหล

เคลือบเส้นลวดชนิดทิวบ์ทูลลิ่ง ( ( ) 3.368z PTV  , ( ) 1.584z TTV   โดยที่ Vzd

dr
   และ zV

z
  ) 

แตค่วามดันลดของการไหลเคลือบเส้นลวดชนิดทิวบ์ทูลลิ่งมีค่ามากกว่าความดันลดของการไหลเคลือบ
เส้นลวดชนิดเพรชเชอร์ทูลลิ่งเนื่องจากดายแบบเพรชเชอร์ทูลลิ่งการไหลมีแรงเสริมจากแรงลากของ
เส้นลวดท าให้ใช้แรงในการไหลของพอลิเมอร์หลอมเหลวน้อยกว่าดายแบบทิวบ์ทูลลิ่งที่พอลิเมอร์  
หลอมเหลวไหลไปตามทางการไหลในดายจนออกปลายดาย   
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บทที่  5 

สรุปผลและข้อเสนอแนะ 

(Conclusion and Suggestion) 

5.1 สรุปผลงานวิจัย (Research conclusion) 

 งานวิจัยนี้ศึกษาผลกระทบของการลื่นไถลที่บริเวณผนังดายของปัญหาการบวมตัวที่มีแรงลาก
และปัญหาการไหลเคลือบลวดแบบเพรชเชอร์ทูลลิ่งและแบบทิวบ์ทูลลิ่งของของไหลวิสโคอีลาสติก
ด้วยตัวแบบแพนเทียนแทนเนอร์ พบว่าการพิจารณาความเร็วลื่นไถลที่ผนังดาย มีผลท าให้อัตราการ
บวมตัว ความเค้นเฉือน อัตราเฉือน อัตรายืด ความดันลดมีค่าลดลง เมื่อเทียบกับปัญหาชนิดเดียวกัน
แต่ให้ความเร็วที่ผนังดายมีค่าเป็นศูนย์ 

ส าหรับปัญหาการบวมตัวที่มีแรงลาก ค่าความแปรผันอันดับที่สองของเทนเซอร์ของอัตราการ
ผิดรูปวิกฤตที่เหมาะสม คือ 100 และค่าสัมประสิทธิ์การลื่นไถลที่ผนังดาย คือ 0.7 

ส าหรับปัญหาการไหลเคลือบลวดแบบเพรชเชอร์ทูลลิ่ง ค่าความแปรผันอันดับที่สองของ  
เทนเซอร์ของอัตราการผิดรูปวิกฤตท่ีเหมาะสม คือ 9,000 และค่าสัมประสิทธิ์การลื่นไถลที่ผนังดาย 
คือ 0.6 

และส าหรับปัญหาการไหลเคลือบลวดแบบทิวบ์ทูลลิ่ง ค่าความแปรผันอันดับที่สองของ   
เทนเซอร์ของอัตราการผิดรูปวิกฤตที่เหมาะสม คือ 2,000 และค่าสัมประสิทธิ์การลื่นไถลที่ผนังดาย 
คือ 0.6 

5.2 ข้อจ ากัดและเงื่อนไขของงานวิจัย (Research limitation and condition) 

 งานวิจัยนี้มีข้อจ ากัดอยู่ภายใต้สมมติฐานหลายประการที่ท าให้ผลเฉลยที่ได้จากการค านวณไม่
สมบูรณ์เท่าที่ควร ซึ่งเป็นผลเนื่องมาจากปัจจัยต่างๆ ดังนี้ 

 5.2.1 เงื่อนไขอุณหภูมิ งานวิจัยนี้อยู่ภายใต้สมมติฐานที่ว่าระบบไม่ขึ้นกับอุณหภูมิ กล่าวคือ 
อุณหภูมิที่ทุกๆ ต าแหน่งในโดเมนของการศึกษามีค่าคงตัว หรืออุณหภูมิไม่เปลี่ยนแปลงไปตามเวลา 
แต่ในความเป็นจริงแล้วที่ต าแหน่งต่างๆกันของระบบ อุณหภูมิมีความแตกต่างกัน เนื่องจากการ
สูญเสียพลังงานความร้อนในกระบวนการผลิต ดังนั้นอาจส่งผลให้ค่าตัวแปรต่างๆ มีความคลาดเคลื่อน
ผิดไปจากค่าจริงที่ต าแหน่งนั้น 

 5.2.2 แรงโน้มถ่วงของโลก เนื่องจากงานวิจัยนี้ไม่น าผลกระทบจากแรงโน้มถ่วงของโลกเข้า
พิจารณา เนื่องจากแรงโน้มถ่วงของโลกมีค่าน้อยมากเมื่อเทียบกับแรงต่างๆ ที่เข้ากระท ากับของไหล
ในระบบ จึงท าให้แรงโน้มถ่วงของโลกมีผลกระทบน้อยมากต่อระบบ แต่สามารถท าให้ค่าของตัวแปร
ต่างๆ มีค่าคลาดเคลื่อนผิดไปจากค่าจริงได้ 
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 5.2.3 แรงตึงผิว งานวิจัยนี้ไม่ค านึงแรงตึงผิวจึงส่งผลให้เกิดความคลาดเคลื่อนได้ เนื่องจาก
การไหลของพอลิเมอร์หลอมเหลวที่ไหลออกนอกดายท าให้เกิดผิวอิสระ ทีเ่กี่ยวข้องกับแรงตึงผิว ท าให้
การยึดเหนี่ยวระหว่างโมเลกุลของของไหลมีการเปลี่ยนแปลง ส่งผลกระทบต่ออัตราการบวมตัว 

 5.2.4 ประสิทธิภาพของคอมพิวเตอร์ที่ใช้ในการค านวณ เนื่องด้วยข้อจ ากัดของ
หน่วยความจ า ท าให้ชิ้นประกอบอันตะที่จ าแนกได้นั้นละเอียดในระดับหนึ่งเท่านั้น ชิ้นประกอบ
ละเอียดมากขึ้นท าให้ผลเฉลยมีความถูกต้องแม่นย ามากขึ้น แตถ่้าชิ้นประกอบมีความละเอียดมากๆ 
จะส่งผลต่อเวลาและหน่วยความจ าที่ใช้ในการค านวณมากขึ้น  

5.3 ข้อเสนอแนะ (Suggestion) 

 5.3.1 ศึกษาผลการลื่นไถลโดยใช้กฎการลื่นไถลอ่ืนๆ เช่น กฎการลื่นไถลเนเวียร์ และกฎการ
ลื่นไถลบริสุทธิ์ เป็นต้น 

 5.3.2 ศึกษาวิธีการเลือกค่าความแปรผันอันดับที่สองและค่าสัมประสิทธิ์การลื่นไถลที่ผนังดาย
ให้เหมาะสมด้วยวิธีอ่ืน 

 5.3.3 ศึกษาผลกระทบการลื่นไถลโดยพิจารณาแรงตึงผิว 

 5.3.4 ศึกษาผลกระทบการลื่นไถลโดยพิจารณาอุณหภูมิ 
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ภาคผนวก ก 

การไหลแบบวงแหวน (Annular flow) 

 การไหลของพอลิเมอร์หลอมเหลวที่ทางเข้าดายเป็นแบบวงแหวน (annular flow) ดังแสดง
ในรูปที่ ก.1 

 

รูปที่ ก.1 การไหลแบบวงแหวน 

มีการก าหนดความเร็วในแนวแกน z  ดังนี้ 

  
2 22

2

411 1 ln
4 ln

wire
z

LVPb r a r
V r

aL b b Pb b

b





 
        

           
          

   

 (ก.1) 

เมื่อ   เป็นความหนืดรวม 
P  เป็นความแตกต่างของความดันระหว่าง inlet และ outlet 

 L  เป็นความยาวของการไหลจาก inlet ถึง outlet 
 a  เป็นรัศมขีองเส้นลวด 
 b  เป็นรัศมีของดาย 
 

wireV  เป็นความเร็วของเส้นลวด 

และอัตราการไหล (flow rate) คือ 

   2  
b

z

a

Q rV r dr        (ก.2) 
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แทนสมการ (ก.1) ในสมการ (ก.2) ได้ 

2 2 2 4 2 2 2

2

2 2 2

2 ln
4 4 2 4 4 4 2

      2 ln
4 4 2ln

wire

Pb b a a a b a a
Q A

L b b

V a b a a

a b

b






    
        

    

  
    

    
 
 

 

เมื่อ 
2 2

2 ln

a b
A

a
b

b




 
 
 

 

ส าหรับปัญหาการบวมตัวที่มีแรงลาก 
ก าหนดให้ 1.0wireV   
  0.6a   
  1.0b   

ส าหรับปัญหาการไหลเคลือบลวดแบบเพรชเชอร์ทูลลิ่งและแบบทิวบ์ทูลลิ่ง 
ก าหนดให้ 0wireV   
  0.5a   
  1.0b   
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ภาคผนวก ข 

เงื่อนไขขอบที่ทางเข้าดายส าหรับความเค้น 

 สมการองค์ประกอบชนิดตัวแบบแพนเทียนแทนเนอร์รูปแบบฟังก์ชันเลขชี้ก าลังอยู่ในรูป 

      
† †

We 2 WeV D f U U U D D
t


       

             
  

 

มีการก าหนดเงื่อนไขขอบที่ทางเข้าดายส าหรับความเค้นเฉือนและความเค้นฉาก ดังนี้ 

ความเค้นฉากในแนวแกน r  คือ 
  0rr   
ความเค้นเฉือนในแนวแกน rz  คือ 

  rz z
N rz

V
We f

t r


 

 
 

 
 

จัดรูปใหม่ได้เป็น 

  Nrz z
rz

V f

t We r We




 
 

 
 

ความเค้นฉากในแนวแกน z  คือ 

  2zz z
zz rz

V
We f We

t r


 

 
  

 
 

จัดรูปใหม่ได้เป็น 

  2zz z
zz rz

Vf

t We r


 

 
  

 
 

และความเค้นฉากในแนวแกน   คือ 
  0   
เมื่อ 

zV  เป็นความเร็วในแนวแกน z  ของการไหลแบบวงแหวนดังสมการ (ก.1) 

ส าหรับงานวิจัยนี้ก าหนดให้ 0.99V   และ 200We   เมื่อ exp zz

V

We
f 



 
  

 
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ภาคผนวก ค 

การแสดง             
�

U U D D   

 ก าหนดตัวแปรต่างๆ ในระบบพิกัดทรงกระบอกสมมาตรรอบแกน (axisymmetric 
coordinate system)  ดังนี้ 



   
   

   

1
r r z

 

 
r

z

u

U u

u



 
 


 
  

 

rr r rz

r z

zr z zz



  



  

   

  

 
 


 
  

 โดยที่ 
r r   ,  

rz zr   และ 
z z    

 แต่ละนิพจน์มีค่าดังนี้ 

1 1 1

r z

r r z

r z

uu u

r r r

u uu u u
U

r r r r r

uu u

z z z



 



  

  
   
 

     
   
 

  
    

 

†

1

1

1

r r r

r

z z z

uu u u

r r r z

u u uu
U

r r r z

u u u

r r z



  







   
   

 
     
   
 
   
    

 

 †

1 1 1
2 2

1 1 1 1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2

r r r z

r r z

r z z z

u uu u u u

r r r r z r

u u u uu u u
D U U

r r r r r z r

uu u u u

z r z r z

 

   





  



       
     

       
       

           
        

      
     

        
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r r r z
rr r rz

r r z
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r r r r z r

u u u uu u u
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       
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         

           
         

      
     

       










 

 
1 1 1
2 2

1 1 1 1 1
2 2

1 1 1
2 2

r r r z
rr r rz
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
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      
         

           
         

      
     

       








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             
         

      
     

        





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(ค.1) 
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(ค.2) 

จาก (ค.1) และ (ค.2) จะได้ว่า 

              
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ประวัติผู้เขียนวิทยานิพนธ์ 

 นางสาวปิยมาภรณ์ อุตมัง เกิดวันที่ 30 เดือนกันยายน ปีพุทธศักราช 2525 อ าเภออรัญ
ประเทศ จังหวัดสระแก้ว ส าเร็จการศึกษาระดับมัธยมศึกษาตอนปลายจากโรงเรียนเบญจมราชูทิศ 
จังหวัดจันทบุรี เมื่อปีพุทธศักราช 2543 และส าเร็จการศึกษาระดับปริญญาตรี วิทยาศาสตรบัณฑิต 
สาขาคณิตศาสตร์ ภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย เมื่อปี
พุทธศักราช 2547 และในปีพุทธศักราช 2551 ได้เข้าศึกษาต่อในสาขาวิทยาการคณนา ภาควิชา
คณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์ คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 
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