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 ศึกษาทฤษฎีสนามในฟรอนทฟอรม (front form) ดวยแนวเขาสูการศึกษาที่เลือกพิกัดเวลา
กรวยแสง (light-cone time) ตั้งแตสรางหลักการแปรผันที่ทําในรูปอนุพันธฟงกชันนัล (functional 
derivative) โดยในสูตรแสดงการแปรผันของแอกชันพิจารณาลากรางเจียนวาเปนฟงกชันนัลของสนาม
เทานั้นดวยการพิจารณาอนุพันธเวลาของสนามวาเปนฟงกชันนัลของสนาม  ทําใหสามารถเขียนสูตรนี้
ตั้งแตเร่ิมตนในรูปการแปรผันของสนามพื้นฐานเทานั้น  และสามารถเขียนสมการออยเลอร-ลากรานจ 
(Euler-Lagrange equation) ที่ไดในรูปลากรางเจียนซึ่งคลายกับกลศาสตรจุด (point mechanics) 
            ระบบดิแรกอิสระในฟรอนทฟอรม (front form free Dirac system) มีพีชคณิตดิแรกกรวยแสง
ไมไดอะโกนัล (diagonal) เนื่องจากลักษณะเมตริกกรวยแสง  ทําใหมีเงื่อนไขบังคับที่ทําใหไดสนาม
ชวย (auxiliary fields) ซึ่งเปนสนามไมอิสระออกมา  สามารถใชกระบวนการเฟดเดอเยฟ-ยาคิฟ 
(Faddeev-Jackiw procedure) สรางแฮมิลโทเนียนฟอรมูเลชัน (Hamiltonian formulation) บนสนาม
อิสระและทําการควอนไทซได  ในการหาอนุพันธฟงกชันนัลของลากรางเจียนหรือแฮมิลโทเนียนเทียบ
กับสนามเพื่อหาสมการสนามในระบบนี้ สามารถจัดรูปดวยการอินทิเกรตแยกสวนใหปริมาณทั้งสองอยู
ในรูปที่สามารถหาอนุพันธฟงกชันนัลไดโดยตรง 
            เมื่อประยุกตการควอนไทซระบบดิแรกอิสระในฟรอนทฟอรมเขากับระบบประมาณสนามเฉลี่ย
ของแบบจําลองนัมบุ—โจนา-ลาซินิโอ (Nambu—Jona-Lasinio model) ในฟรอนทฟอรม คํานวณได
วาออรเดอรพารามิเตอร (order parameter) สามารถไมเทากับศูนย ในขณะที่มีแวคคิวอัม (vacuum) 
แบบทริเวียล (trivial) ซึ่งขัดกับมโนทัศน (concept) ของออรเดอรพารามิเตอรในอินสแทนทฟอรม 
(instant form)  การไมทริเวียลของผลเฉลยสนามไมอิสระในรูปสนามอิสระจากเงื่อนไขบังคับ ทําให
ออรเดอรพารามิเตอรในฟรอนทฟอรมสามารถไมเปนศูนย 
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 The study of front form field theory is approached by choosing light-cone time 
coordinates in the formulation of variational principle in terms of functional derivatives. In the 
formula that shows the variations of the action, the Lagrangian is considered to be a functional 
of the basic fields when the time derivative of the field is considered to be a functional of the 
field. Hence this formula can be written in the form of variations of basic fields at the outset. The 
Euler-Lagrange equations can be written in terms of the Lagrangian as in point mechanics.  
            Front form free Dirac system has non-diagonal light-cone Dirac algebra according to the 
form of light-cone metric. Therefore the system has constraints that make dependent auxiliary 
fields appear. The Faddeev-Jackiw procedure can be used to formulate Hamiltonian 
formulation on independent field and to quantize this system. In finding the field equation of this 
system, the form of the Lagrangian or Hamiltonian can be changed by integration by parts into 
the form that functional derivatives with respect to field can be found in the direct way. 
            Quantization of front form free Dirac system is applied to the mean-field approximate 
Nambu—Jona-Lasinio (NJL) model in the front form. The order parameter calculated in this 
approximate model can be non-zero, while the vacuum of the model is trivial in contrast with the 
order parameter in the instant form. Solution of the constraints for the auxiliary fields in terms of 
independent fields is non-trivial. Consequenly, the front form order parameter of the model can 
be non-zero. 
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บทที่  1  
บทนํา 

 
ในวิทยานิพนธนี้ ใชการอางอิงดวยเอกสารปริทัศน (review) เปนสวนใหญ  เพราะเอกสารตนกําเนิด 
(original) มีเปนจํานวนมากจึงไมสะดวกในการรวบรวม  ในการใชศัพทบัญญัติภาษาไทยที่บัญญัติจาก
ภาษาอังกฤษใชตามราชบัณฑิตยสถาน (ราชบัณฑิตยสถาน, 2544; ราชบัณฑิตยสถาน, 2545; ราช
บัณฑิตยสถาน [Online]; มหาวิทยาลัยเชียงใหม, ภาควิชาฟสิกส, [Online])  บางศัพทที่มีศัพทบัญญัติ
เพียงบางสวนใชวิธีแปลโดยใชสวนที่มีการบัญญัติมาประกอบกัน  บางศัพทที่ไมมศีัพทบัญญัติถาแปล
โดยตรงแลวส่ือความหมายไมตรงใชวิธีเขียนทับศัพทลงไปแทน 
 
1.1  การควอนไทซกรวยแสง 
 
ในทฤษฎีสัมพัทธภาพ พิกัดเวลาและอวกาศของ อวกาศ-กาล (space-time) ไมเปนไดอยางเดียว 
(unique) และรูปกฎฟสิกสไมแปรเปล่ียน (invariant) ในการแปลงปวงกาเร (P.T.: Poincaré 
transformation) ซึ่งมีตัวกอกําเนิด (generators) อิสระอยู 10 ตัว  การแปลงสถานะ (states) ของระบบ
ฟสิกสตามกฎฟสิกสโดยการแปลงอวกาศ-กาลอยูในรูปการแปลงปวงกาเรของสถานะเหลานี้โดยมี
สถานะเหลานี้เปนปริภูมิตัวแทน (representation space)   ในการเลือกพิกัดเวลาที่แตกตางกันสามารถ
มี ฟอรมหรือรูปแบบพลวัต (form of dynamics) ของกฎฟสิกสแตกตางกันไปได ซึ่ง Dirac (1949) เปนผูชี้
ประเด็นนี้ครั้งแรก  เมื่อควอนไทซกฎฟสิกสคลาสสิคัล (classical) ในแตละฟอรม (form) ที่ตางกันอัน
เนื่องมาจากการที่พิกัดเวลาตางกันก็ไดทฤษฎีควอนตัมที่แตกตางกันออกไป  แตสมมูลกันทางฟสิกส
เพราะการเลือกพิกัดเวลาเปนเหมือนกับการเลือกเกจ (gauge) ชนิดหนึ่ง (Heinzl, 2000: 7, 19)  
 สําหรับพิกัดเวลาที่ใชกันตามปกติคือ 0x   รูปกฎฟสิกสในพิกัดเวลานี้เรียกวา อินสแทนทฟอรม 
(IF: instant form)   สําหรับในที่นี้ศึกษาพิกัดเวลาพิเศษชนิดหนึ่งเรียกวา เวลากรวยแสง (light-cone 
time) 30 xxx +≡+  รูปกฎฟสิกสที่เลือกใชพิกัดเวลานี้เรียกวา ฟรอนทฟอรม (FF: front form)   การ 
ควอนไทซกฎฟสิกสในฟอรมนี้เรียกวา การควอนไทซกรวยแสง (light-cone quantization)   สําหรับ
ทฤษฎีสนามควอนตัมซึ่งเปนกฎฟสิกสชนิดหนึ่ง ถาพิจารณาในฟอรมนี้เรียกวา ทฤษฎีสนามควอนตัม 
กรวยแสง (light-cone quantum field theory) หรือ ทฤษฎีสนามควอนตัม FF (front form quantum 
field theory)  มีลักษณะสําคัญดังนี้ (Heinzl, 2000: 82-83)  
 1.  ในตัวกอกําเนิดปวงกาเรทั้ง 10 พบวา (Heinzl, 2000: 12-17) มี ตัวกอกําเนิดไคนีเมติก 
(kinematical generators) อยู 7 ตัวที่เปนตัวกอกําเนิดการแปลงอยูภายในผิวเวลาเทา (equal-time 
surface) ของเวลาชนิดนี้ที่เรียกวา ไลท-ฟรอนท (light-front) ซึ่งเปนอวกาศของเวลาชนิดนี้  และมี ตัวกอ
กําเนิดพลวัต (dynamical generators) อยู 3 ตัวที่เปนตัวกอกําเนิดที่เกี่ยวของกับการแปลงเวลากรวย
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แสง นั่นคือที่มีการแปลงออกนอกผิวเวลาเทา   ฟอรมนี้มีตัวกอกําเนิดไคนีแมติกมากที่สุดในขณะที่ฟอรม
อื่นๆ ที่เปนไปไดมีตัวกอกําเนิดไคนีแมติกเพียง 6 ตัว ทําใหโครงสรางพลวัต (dynamical structure) 
ของฟอรมนี้งายที่สุด 
 2.  ในฟอรมนี้มีพิกัดของโมเมนตัมที่เรียกวา พิกัดสัมพัทธไมขึ้นกับกรอบ (frame-independent 
relative coordinates) ซึ่งเปนพิกัดของโมเมนตัมที่นิยามบนกรอบศูนยกลางมวล (CM: centre of mass) 
โดยพบวามีรูปไมขึ้นกับกรอบอางอิงใด  โดยกฎฟสิกสที่เขียนในรูปพิกัดนี้มีการแยกสวนที่สัมพัทธ 
(relative) กับกรอบ CM ไวตางหากซึ่งเปนสวนที่ ทริเวียล (trivial)  การไมขึ้นกับกรอบทําใหการศึกษา
ปญหาหลายอนุภาค (many-body problem) ในกลศาสตรควอนตัมสัมพัทธภาพทําไดสะดวกขึ้น 
(Heinzl, 2000: 45-46, 82)  
 3.  มีสถานะแวคคิวอัม (vacuum state) หรือเรียกสั้นๆ วา แวคคิวอัม (vacuum) แบบ ทริเวียล 
(Leutwyler, Klauder and Streit, 1970; Heinzl, 2000: 42-44, 82) 
 จากลักษณะทั้ง 3 ทําใหสามารถสรางทฤษฎีสนามควอนตัมกรวยแสงในรูปแบบใหม คือ 
สามารถรวมการควอนไทซกรวยแสง กับ ภาพปริภมูิโฟกค (Fock space picture) สรางสมการของ 
สถานะยึดเหนี่ยวอนุภาคจํานวนนอย (few-body bound states) ในทฤษฎีสนามควอนตัมได  เรียกวาสม
การชโรดิงเงอรกรวยแสง (light-cone Schrödinger equation) (Brodsky, Pauli and Pinsky, 1997: บท
ที่ 3; Heinzl, 2000: 2-4, 47-49, 82-83) ซึ่งสามารถให ภาพสถานะยึดเหนี่ยวของอนุภาคจํานวนนอย ใน
ทฤษฎีสนามควอนตัมที่เปนทฤษฎีหลายอนุภาค (many-body theory) ได ซึ่งไมใชสถานะยึดเหนี่ยว
อนุภาคจํานวนนอยที่เกิดในกลศาสตรควอนตัมจุด (point quantum mechanics) ซึ่งเปนทฤษฎีอนุภาค
จํานวนนอย (few-body theory) อยูแลวตามปกติ  และคาดหวังวา ควอนตัมโครโมไดนามิกส (QCD: 
quantum chromodynamics) ในรูปทฤษฎีสนามควอนตัมแบบนี้จะให ภาพคอนสทิทุเอนท (constituent 
picture) ของฮาดรอน (hadrons) ที่มองวาฮาดรอนเปนสถานะยึดเหนี่ยวอนุภาคจํานวนนอย (few-body 
bound states) ของควารค (quarks) ใน QCD   ในวิทยานิพนธนี้ไปไมถึงและไมไดศึกษาทฤษฎีสนามใน
รูปนี้  เพียงกลาวถึงแวคคิวอัมในทฤษฎีสนามควอนตัมกรวยแสงที่ทริเวียลเทานั้น 
  QCD ใน IF มีแวคคิวอัมแบบไมทริเวียล คือมี การหักสมมาตรเชิงพลวัต (dynamical symmetry 
breaking) ซึ่งกอใหเกิดมีปรากฏการณสถานะยึดเหนี่ยว (bound states) ของควารคที่สําคัญหลายอยาง 
เชน มีซอน (mesons) ซึ่งเปน ผลไมเพอรเทอรเบทิฟ (non-perturbative effects) ของ QCD  ดังนั้นอยาง
นอยทฤษฎีสนามควอนตัมกรวยแสงที่มีแวคคิวอัมแบบทริเวียลก็เปดแนวทางใหมในการศึกษาผลไมเพอร
เทอรเบทิฟ 
 
1.2  ควอนตัมโครโมไดนามิกส และแบบจําลองนัมบุ—โจนา-ลาซินิโอ 
 
QCD เปนทฤษฎีสนามควอนตัมที่วาดวย อันตรกิริยาอยางเขม (strong interaction) ซึ่งเปนอันตรกิริยา
ของควารคและกลูออน (gluons)   ลากรางเจียน QCD (Christos 1984: 253-255; Hatsuda and 
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Kunihiro 1994: 227; Peskin and Schroeder 1995: 482-502; Scherer 2002: 18-30) สรางขึ้นโดย
ความไมแปรเปล่ียนในการแปลงเกจ (gauge transformation) ที่มีกรุปของการแปลง (group of 
transformation) เรียกวา กรุปคัลเลอรเฉพาะที่ (local colour group) ซึ่งเปนกรุป (group) ( )CC NSU  
โดยมี 3NC =   โดยเปนการแปลงของสปนเนอรที่เปน ปริภูมิตัวแทนที่ใชนิยาม (defining 
representation space) ของกรุปนี้ เรียกวา สปนเนอรควารค (quark spinor) เขียนเปน ( )xq  ซึ่งมีฐาน
หลัก (basis) 3 คอมโพเนนท (components) เรียกวา 3-คัลเลอร (3-colour)   และไดรูปของความหนา
แนนลากรางเจียน QCD (QCD Lagrangian density) โดยเขียนละวาดัชนีแสดงฐานหลักคัลเลอรวา  
 

   ( ) 8 . . 1a;
4
1Di a

a
N

1f
fffQCD

f

=−−=∑
=

µν
µν

µ
µγ FFqmqL           (1.2.1) 

 

จะเห็นวาลากรางเจียนในสมมาตรนี้สามารถมี fN  เปนจํานวนนับใดใดก็ได  ในปจจุบันพบจากปรากฏ
การณเชิงประจักษ (empirical) วามี 6Nf =  โดยเขียนปริภูมิตัวแทนที่ใชนิยามในฐานหลักที่เมทริกซ
มวล (mass matrix) fm  เปน ไดอะโกนัล (diagonal) ไดวา ( )tbcsduq ,,,,,f =  ซึ่งมี 

( )...,,,f sdu mmmm =  ตามลําดับ, µ
aA  เปนสนามเกจ (gauge field) ของอันตรกิริยาอยางเขม 

เรียกวา กลูออน,  µµµ λ aa
CiD Ag−∂≡  เรียกวา อนุพันธเกจโคแวเรียนต (gauge covariant 

derivatives)  และ νµµννµµν
cb

abc
Caaa f AAgAAF +∂−∂≡  เรียกวา ฟลดสเทรงธเทนเซอร 

(field-strength tensor) โดยที่ a
Cλ  เปนตัวกอกําเนิดของกรุป (group) ( )3SU  ซึ่งมี abc

Cf  เปน คาคง
ตัวโครงสราง (structure constants) ของกรุปน้ี สวนดัชนี C  แสดงถึงการเปนกรุปของการแปลงคัลเลอร 
 fm  ใน (1.2.1) เปน แบรแมสส (bare mass) เรียกวา เคอรเรนทควารคแมสส (current quark 
mass)  จากปรากฏการณเชิงประจักษ (empirical) พบมวลเชิงฟสิกส (physical mass) ของอนุภาค
เหลานี้ในฮาดรอนในสเกลพลังงานถายโอน (energy transfer) ขนาด 1 GeV (Heinzl, 2000: 61; 
Scherer, 2002: 26-27) วา  
 

   tbcsdu mmmmmm ,,GeV1, ≤<<<<            (1.2.2) 
 

โดยที่มวลของ 3 ตัวแรกอยูในสเกล MeV  สวน 3 ตัวหลังอยูในสเกล 1 GeV  จึงสามารถแบงควารคเปน 
ควารคเบา (light quark) กับ ควารคหนัก (heavy quark)  ถาศึกษาแตในปรากฏการณพลังงานต่ําของ 
QCD สามารถประมาณโดยพิจารณาแต เซกเตอรควารคเบา (light quark sector) ของ (1.2.1) คือ
พิจารณาแตเฉพาะ ( )sdu ,,  ได  เนื่องจากทั้ง 3 ยังมีมวลนอยเมื่อเทียบกับนิวคลีออน (nucleons) ซึ่ง
อยูในระดับ 1 GeV จึงเปนการเริ่มตนที่ดีในการศึกษาดวยการประมาณเซกเตอรควารคเบาของ (1.2.1) 
ดวยการพิจารณาในลิมิตไครัล (chiral limit) คือ ( ) 0,, →sdu mmm   ซึ่งทําใหเซกเตอร (sector) นี้มี
สมมาตรในการแปลงไครัลโดยกรุปเฟลเวอรโกลบอล (global flavour group) ( ) ( )fRfL NUNU ⊗  โดย
ที่ 3Nf =   ซึ่งตอไปจะพิจารณาแตเซกเตอรนี้เทานั้น โดยให ( )sduq ,,=  เปนฐานหลักของปริภูมิตัว
แทนที่ใชนิยามของกรุปนี้ซึ่งมี 3 คอมโพเนนทเรียกวา 3-เฟลเวอร (3-flavour)  แสดงการนิยามกรุปเฟล
เวอรโกลบอลดังกลาวดังนี้ 
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โดยที่ aλ  เปนตัวกอกําเนิดและ abcf  เปนคาคงตัวโครงสรางของกรุป ( )3SU  ของเฟลเวอรซึ่งเขียนโดย
ไมมีดัชนีตางจากกรุปคัลเลอรที่ใชดัชนี C    พบวากรุปน้ีสมมูลกับกรุปการแปลง ( ) ( )3U3U AV ⊗  ที่
นิยามบน q    สําหรับการแปลงแบบโกลบอลที่นิยามบนฐานหลักไครัล (chiral basis) ของสปนเนอรคือ 

RL,ψψ  เรียกโดยทั่วไปวา การแปลงไครัล (chiral transformation)  กรุปเฟลเวอรขางตนจึงเปนการ
แปลงไครัลชนิดหนึ่งนั่นเอง 
 โดยการอนุมานจากการคํานวณและปรากฏการณเชิงประจักษของ QCD (Heinzl, 2000: 62-
63; Scherer, 2002: 76-77) พบวา คาคาดหมายแวคคิวอัม (VEV: vacuum expectation value) qq  
ที่เรียกวา ควารคคอนเดนเซท (quark condensate) ไมเปนศูนย  ซึ่งปริมาณนี้เปน ออรเดอรพารามิเตอร 
(order parameter) ของการหักสมมาตรเชิงพลวัตของแวคคิวอัมใน QCD  การไมเปนศูนยแสดงวา แวค
คิวอัมมีการหักสมมาตรเชิงพลวัตตอการแปลงไครัลในสวนกรุปยอย (subgroup) ( )3US A  ของกรุปเฟล
เวอรดังกลาว ซึ่งมีประจุสเกลารเทียม (pseudoscalar charges) a

5Q  8 ตัวเปนตัวกอกําเนิดการแปลง
สมมาตรโดยกรุปยอยนี้  จากทฤษฎีบทนัมบุ-โกลดสโทน (Nambu-Goldstone theorem) ที่วา  ตัวกอ
กําเนิดการแปลงตอเนื่องใดที่ทําใหแวคคิวอัมของระบบสมมาตรนี้แปรเปล่ียน ระบบนี้จะมี 1 แมสสเลสส
โบซอน (massless boson) ที่สมนัยกับตัวกอกําเนิดนี้  จึงทํานายการมีอยูของมีซอนสเกลารเทียมแมสส
เลสส (massless pseudoscalar mesons) 8 ตัวใน QCD  ซึ่งพบจากปรากฏการณเชิงประจักษวามีดังนี้  
 

    ηππ ,K,K,K,, 000 ±±              (1.2.4) 
 

โดยแตละตัวมีมวลเบาอยูในระดับ MeV  เหตุที่มีซอนทั้ง 8 ยังมีมวลอยูบางก็เพราะมวลของควารคเบาไม
เปนศูนย 
 เนื่องจาก QCD เปนทฤษฎีไมเชิงเสน (non-linear) มีความซับซอนสูง คํานวณยาก  จึงมีการ
ศึกษาดวยวิธีสราง ทฤษฎียังผล (effective theory) (Hatsuda and Kunihiro, 1994: 233)  คือถาสนใจ
ศึกษาเพียงบางองศาเสรีของระบบก็หาวิธีการสรางทฤษฎียังผลเฉพาะองศาเสรีนี้ดวยการ “รวมผลของ” 
หรือ “อินทิเกรตเอาท (integrate out)” องศาเสรีอื่นออกไป  ในที่นี้ถาสนใจ 
 ก)  ทฤษฎีควารคยงัผล (effective quark theory)  คือสนใจแตควารค และ กลไกของควารคที่
นอยที่สุดที่สามารถเปนรากฐานของสถานะยึดเหนี่ยวของควารคและแบบจําลองควารคคอนสทิทุเอนท 
(constituent quark model)  จึงพยายาม “อินทิเกรตเอาท” กลูออนออกไป โดยไดทฤษฎีที่ไมปรากฏกลู
ออนออกมาอยางชัดแจง (explicit)  
 ข)  สมมาตรไครัลของควารคเบา  คือทฤษฎีจะตองมีสมมาตรไครัลโกลบอล (global chiral 
symmetry) เชนเดียวกับ QCD และสามารถมีการหักสมมาตรเชิงพลวัตเพื่อศึกษามีซอน 
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 ค)  สนใจสมบัติที่พลังงานต่ําของ QCD นั่นคือสเกลพลังงานนอยกวาบางคัทออฟ (cutoff) 
GeV1≈Λ  เชน  สมบัติสถานะยึดเหนี่ยวของควารค 

 มีแบบจําลองหนึ่งที่สอดคลองกับเงื่อนไขขางตน คือ แบบจําลองนัมบุ—โจนา-ลาซินิโอ (NJL: 
Nambu—Jona-Lasinio model) (Hatsuda and Kunihiro, 1994: 233) ซึ่งใชบรรยายควารคที่บริเวณ
พลังงานต่ํา นั่นคือในเซกเตอรควารคเบา  โดยมีสมมาตรไครัล ( ) ( )3U3U RL ⊗  (1.2.3) และการหัก
สมมาตรเชิงพลวัต นั่นคือมี qq  ไมเทากับ 0 ทํานองเดียวกับ QCD เพื่อใชศึกษากลไกการเกิดมี มีซอน   
ความหนาแนนลากรางเจียน (Lagrangian density) ของแบบจําลองนี้โดยเขียนละดัชนีของ “3-คัลเลอร” 
(หมายเหตุวา แบบจําลองนี้ไมมีสนามเกจ) เปนดังนี้ 
 

        ( ) ( ) ( ) 8 . . 1a;
2
1Di

8

0a

2a52a
0NJL =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+−= ∑

=

qqqqgqq q λγλγ µ
µ ML     (1.2.5) 

 

โดยให คาคงตัวควบ (coupling constant) 0g  มีคาเปนบวกเพื่อใหเกิดอันตรกิริยาดึงดูดระหวางควารค
กับปฏิควารค (antiquarks)   แบบจําลองรูป NJL นี้เกิดขึ้นกอนที่จะมี QCD โดยเริ่มจากงานตนกําเนิด
โดย Nambu และ Jona-Lasinio (1961a, 1961b) ที่เสนอขึ้นเพื่อบรรยายไพออน (pions) ในอันตรกิริยา
นิวเคลียรวาเปนสถานะยึดเหนี่ยวของนิวคลีออนกับปฏินิวคลีออน (antinucleon)   ภายหลังมีการนํามา
ประยุกตใชอธิบายฮาดรอนดวยการสามารถอธิบายกลไกของมีซอนได  และมีผูแสดงความสัมพันธกับ 
QCD ไดดวยการเปนทฤษฎียังผลของ QCD (Bijnens, Bruno and de Rafael, 1992; Bijnens, 1996: 
373-379) คือการประมาณดวยการ “อินทเิกรตเอาท” องศาเสรีของกลูออนใหเปนอันตรกิริยาพอยนทไลค 
(pointlike) ระหวางควารคในบริเวณลิมิตความยาวคลื่นยาว (long-wavelength limit) และสเกลพลังงาน
ถายโอนต่ําราว 1 GeV  
 การควอนไทซกรวยแสงเปดทางใหมใหการศึกษา QCD ตลอดจนแบบจําลองในทฤษฎีสนาม 
ควอนตัมอื่นๆ ดวยการมีแวคคิวอัมของทฤษฎีสนามควอนตัมกรวยแสงที่เปนทริเวียล  จึงนาสนใจวาจะ
นําไปสูการศึกษาปรากฏการณอันเนื่องจากความไมทริเวียลของแวคคิวอัมที่พบในทฤษฎีสนามควอนตัม 
IF ตามปกติอยางไร  กอนที่จะไปถึง QCD ที่มีความซับซอนมากจึงมีการเริ่มตนศึกษาโดยใชแบบจําลอง
ยังผลงายๆ กอน เชน แบบจําลอง NJL ที่มีการหักสมมาตรเชิงพลวัตที่กอกําเนิดไพออนคลายกับ QCD   
มีงานศึกษาแบบจําลอง NJL ใน FF (FF-NJL) ที่นาสนใจ อยางเชน Heinzl et al. (1989), Heinzl (1998: 
134-148), Heinzl (2000: 59-82), Itakura and Maedan (2000), Itakura and Maedan (2001)  
 
1.3  เรียบเรียงเนื้อหาวิทยานิพนธ 
 
วิทยานิพนธนี้เปนรายงานนําเสนอทฤษฎีสนามใน FF,  การควอนไทซกรวยแสงของระบบดิแรกอิสระใน 
FF ซึ่งนําไปประยุกตกับระบบ FF-NJL ในการประมาณสนามเฉลี่ย (mean-field approximation)  และ
อธิบายการเกิดเฟสหัก (broken phase) ที่มีออรเดอรพารามิเตอร (order parameter) ไมเทากับ 0 ของ
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แบบจําลอง FF-NJL ภายใตการประมาณสนามเฉลี่ยวาเกิดขึ้นภายใตแวคคิวอัมที่เปนทริเวียลไดอยางไร  
ในวิทยานิพนธนี้เปนรายงานขยายความไมไดนําเสนอผลทางฟสิกสใหม  แตมีการนําเสนอเทคนิคในการ
คํานวณบางขั้นตอนใหม  ซึ่งจะกลาวตอไป 
 
 บทที่  2 
 เร่ิมจากการฟอรมูเลท (formulate) หลักการแปรผัน (variational principle) ของทฤษฎีสนามใน
แนวเขาสูการศึกษา (approach) ที่มีการเลือกพิกัดเวลาโดยแยกออกมาอยางชัดแจงตั้งแตตั้งตน โดยเริ่ม
จากการพิจารณาเลือกพิกัดเวลาอยางทั่วไปกอนที่จะเนนที่การเลือกพิกัดเวลากรวยแสง  และฟอรมูเลท
ในรูปอนุพันธฟงกชันนัล (functional derivative) ที่สามารถเขียนสมการออยเลอร-ลากรานจ (Euler-
Lagrange equation) ในรูปลากรางเจียน  ในตําราทฤษฎีสนามสวนใหญเขียนในรูปความหนาแนนลา 
กรางเจียน เชน Bjorken และ Drell (1965: 13-15), Goldstein (1980: บทที่ 12), Aitchison (1982: 10-
11), Peskin และ Schroeder (1995: 15-19), Svetitsky (2002: 10-12) 
 ในแนวเขาสูการศึกษานี้ผูเขียนไดเขียนสูตรแสดงการแปรผันของแอกชันใหมโดยในสูตรนี้มอง
อนุพันธเวลาของสนามพื้นฐาน (basic fields) วาเปนฟงกชันนัล (functional) ของสนามพื้นฐาน  ทําให
พิจารณาลากรางเจียนในสูตรนี้วาเปนฟงกชันนัลของสนามพื้นฐานเทานั้น   ตามปกติ คือท่ีพบในตําราที่
ใชแนวเขาสูการศึกษาทฤษฎีสนามเดียวกันนี้ เชน Gitman และ Tyutin (1990: 10), Weinberg (1995: 
299), Greiner (1996: 31-33) มองในสูตรนี้วา สนามพื้นฐานกับอนุพันธเวลาของสนามพื้นฐานเปน
คนละคอมโพเนนทของสิ่งอันดับ (ordered tuple) โดยถือส่ิงอันดับน้ีเปนบุพภาพ (pre-image) ของ
ฟงกชันนัลลากรางเจียน หรือกลาววาลากรางเจียนเปนฟงกชันนัลของสนามพื้นฐานและอนุพันธเวลาของ
สนามพื้นฐาน นั่นคือทั้งสองเปนอารกิวเมนต (arguments) อิสระของฟงกชันนัลลากรางเจียน  แลวจึง
เขียนสูตรแสดงการแปรผันของแอกชันในรูป การแปรผันของสนามพื้นฐาน และ การแปรผันของอนุพันธ
เวลาของสนามพื้นฐาน ควบคูกันตามรูปสูตรของ ผลตางเชิงอนุพันธฟงกชันนัล (functional differential)  
แลวใช พจนไทมไดเวอรเจนท (time divergent term) หรือ อินทิเกรตแยกสวน (integration by parts) 
เขียนการแปรผันอนุพันธเวลาของสนามพื้นฐานใหอยูในรูปการแปรผันของสนามพื้นฐานในขั้นตอนตอไป 
 ในที่นี้เมื่อมองอนุพันธเวลาของสนามพื้นฐานเปนฟงกชันนัลของสนามพื้นฐานในสูตรแสดงการ
แปรผันของแอกชันแลว  ทําใหสามารถเขียนรูปของสูตรนี้ใหมตามรูปผลตางเชิงอนุพันธฟงกชันนัลไดวา 
อยูในรูปการแปรผันของสนามพื้นฐานเทานั้น  เปนการเขียนอยางชัดแจง (explicit) ถึงมโนทัศน 
(concept) ของหลักการแปรผันในสูตรนี้วา โดยพื้นฐานมีแตการแปรผันของสนามพื้นฐานในอวกาศ-กาล
เทานั้นที่ถูกพิจารณา 
 มโนทัศนของการแปรผันของแอกชันในรูปสูตรแสดงการแปรผันทั้งสองแบบ คือท่ีใชปกติและที่
ใชในที่นี้เหมือนกัน  เพียงแตตางกันที่รูปสูตรเล็กนอยเทานั้น  เพราะในรูปสูตรปกติแมสนามพื้นฐานกับ
อนุพันธเวลาของสนามพื้นฐานเปนคนละอารกิวเมนตกันของฟงกชันนัลลากรางเจียนโดยสามารถเปน
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คนละฟงกชันกัน  แตไดกําหนดโดยนัย (implicit) แลววาฟงกชันทั้งสองสัมพันธกันโดยผานอนุพันธเวลา
จึงสามารถใชพจนไทมไดเวอรเจนทหรืออินทิเกรตแยกสวนในขั้นตอนตอไปได 
 และในตอนสุดทายของบทที่ 2 แสดงการเลือกพิกัดเวลากรวยแสง  และนิยามพิกัดกรวยแสง 
(light-cone coordinates) 
 
 บทที่  3 
 ใชแนวเขาสูการศึกษาทฤษฎีสนามและหลักการแปรผันที่ฟอรมูเลทในบทที่ 2 กับระบบดิแรก
อิสระใน FF  แสดง ลากรางเจียนฟอรมูเลชัน (Lagrangian formulation) และ แฮมิลโทเนียนฟอรมูเลชัน 
(Hamiltonian formulation) ของระบบนี้  แลวควอนไทซดวยกระบวนการเฟดเดอรเยฟ-ยาคิฟ (FJ: 
Faddeev-Jackiw)  

ผูเขียนเสนอเทคนิคเล็กนอยในการคํานวณอนุพันธฟงกชันนัลของลากรางเจียนหรือแฮมิลโท
เนียนเทียบกับสนามของระบบนี้ คือ ดวยการจัดรูปฟงกชันนัลลากรางเจียนหรือแฮมิลโทเนียนใหอยูในรูป
ที่สามารถหาผลลัพธของอนุพันธฟงกชันนัลนี้ไดโดยตรง ดวยการอินทิเกรตแยกสวนภายในอินทิกรัลของ
ปริมาณทั้งสอง   ในขณะที่ตําราที่ฟอรมูเลทหลักการแปรผันของทฤษฎีสนามที่ใชแนวเขาสูการศึกษาที่
แยกเวลาและเขียนสมการออยเลอร-ลากรานจในรูปลากรางเจียนเทาที่เห็น (Weinberg, 1996: 300; 
Greiner, 1996: 33) ใชสูตรผลตางเชิงอนุพันธฟงกชันนัลเขียนแยกกระจายอนุพันธฟงกชันนัลที่เทียบกับ
สนาม ของแตละอารกิวเมนตของลากรางเจียนหรือแฮมิลโทเนียนที่อยูในรูปอนุพันธเวลาหรืออวกาศ ออก
มา   เทคนิคที่นําเสนอคอนขางยุงยากกวาเพราะตองดําเนินการตางๆ ภายใตเครื่องหมายอินทิกรัลใน
ขณะที่เทคนิคปกติดําเนินการกับแฟกเตอร (factor) อนุพันธ  แตก็เปนวิธีตรงไปตรงมากวา คือเปนการหา
อนุพันธฟงกชันนัลของลากรางเจียนหรือแฮมิลโทเนียนโดยตรง ไมตองเขียนใหอยูในรูปอนุพันธฟงกชัน
นัลอื่น 
 
 บทที่  4 
 เปนรายงานการศึกษาแบบจําลอง NJL ที่ถูกทําใหงายขึ้นดวยการเปลี่ยนจากตัวที่ใชงานจริงใน
ฟสิกสฮาดรอน (hadrons physics) ซึ่งมีสมมาตรไครัลใน 3-เฟลเวอร ( ) ( )3U3U RL ⊗  เปนสมมาตรใน 
1-เฟลเวอร ( ) ( )1U1U RL ⊗   เพื่อใหงายตอการแสดงกลไกของการหักสมมาตรเชิงพลวัตของแบบจําลอง
นี้  โดยในบทนี้เปนเพียงรายงานไมไดเสนอเทคนิคหรือผลใหม 

ในรายงานกลาวเปรียบเทียบระหวางแบบจําลอง NJL ใน IF กับใน FF โดยจํากัดประเด็นแคการ
มีออรเดอรพารามิเตอรไมเทากับ 0 ภายใตการประมาณสนามเฉลี่ยซึ่งใน IF หมายถึงการมีการหัก
สมมาตรพลวัตของแวคคิวอัม  และอธิบายวาการที่ใน FF มีแวคคิวอัมแบบทริเวียลโดยไมมีการหัก
สมมาตรเชิงพลวัตแตยังคงมีออรเดอรพารามิเตอรไมเทากับ 0 และเฟสหักทํานองเดียวกับใน IF ไดอยาง
ไรภายใตการประมาณสนามเฉลี่ย  ในที่นี้เนนไปท่ีใน FF โดยกลาวถึงผลใน IF แบบคราวๆ เพื่อนํามา
เปรียบเทียบ  ในบทนี้ไดนําผลการควอนไทซกรวยแสงจากในบทที่ 2 และ 3 มาใช 
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 บทที่  5 
 เปนสรุปผลที่ไดจากการศึกษาในวิทยานิพนธนี้ 
 
 ภาคผนวก 
 เปนการนําเสนอคณิตศาสตรและเทคนิคการคํานวณบางสวนที่นําไปใชในเนื้อหาวิทยานิพนธ  
ภาคผนวก ก เปนสรุปเกี่ยวกับคณิตศาสตรของอนุพันธฟงกชันนัลอยางไมเครงครัดเชิงคณิตศาสตร 
(mathematical rigorous) และฟอรมูเลทหลักการแปรผันของกลศาสตรจุดที่ใชอนุพันธฟงกชันนัล  โดย
ในการนิยามการแปรผันของแอกชันผูเขียนมองอนุพันธเวลาของตัวแปรพลวัตพื้นฐานวาเปนฟงกชันนัล
ของตัวแปรพลวัตพื้นฐานเชนเดียวกับทฤษฎีสนามที่นําเสนอในบทที่ 2   ภาคผนวก ข เปนการสรุปเกี่ยว
กับคณิตศาสตรของอนุพันธอวกาศตามยาวผกผัน (inverse longitudinal space derivative) อยางไม
เครงครัดเชิงคณิตศาสตร   ภาคผนวก ค เปนการแสดงการหาผลเฉลยของสมการดิแรกกรวยแสงในรูป
ปริภูมิโมเมนตัม  ซึ่งผูเขียนเสนอเทคนิคเล็กนอยในการใบ (hint) อยางไมเครงครัดเชิงคณิตศาสตรในการ
ไดผลเฉลยของสปนเนอรฐานหลักในปริภูมิโมเมนตัม (momentum space basis spinors) ออกมา  ซึ่ง
ในเอกสารที่เขียนเกี่ยวกับเร่ืองนี้อยางละเอียดเทาที่หาได (Kogut and Soper, 1970; Lepage and 
Brodsky, 1980; Brodsky, Pauli and Pinsky, 1997: 170-175; Heinzl, 1998: 153-155; Srivastava, 
1999) มักยกมาอางเฉยๆ โดยไมไดแสดงวธิีหาอยางเปนระบบ (systematic)  ในขณะที่สปนเนอรนี้ใน IF 
มีตําราที่กลาวถึงวิธีหาผลเฉลยทั่วไปอยางเปนระบบอยูทั่วไป เชน Peskin และ Schroeder (1995: 45-
49)  



 
บทที่  2  

ทฤษฎีสนามในฟรอนทฟอรม 
 
2.1  ทฤษฎีสนามสัมพัทธภาพ 
 
เวลา กับ อวกาศ มีมโนทัศนตางกัน  กลาวคือ 
 
 ก  มโนทัศนแบบกาลิเลียน  (Hawking, 1996: 15-18) 
หมายถึง  ความสัมพันธระหวางแตละกรอบอางอิงเฉื่อยเปนแบบการแปลงกาลิเลียน (Galilean 
tranformation)  การไมมีกรอบอางอิงเฉื่อยที่สมบูรณ (absolute) โดยมีความสัมพันธกันแบบกาลิเลียนนี้
ทําใหอวกาศเปนปริมาณสัมพัทธ (relative) คือ ระยะหางระหวางตําแหนงในอวกาศของเหตุการณที่เกิด
ขึ้นตางเวลากันไมเปนไดอยางเดียว โดยสัมพัทธกับกรอบอางอิงเฉื่อยของผูสังเกต  ในขณะที่เวลาเปน
ปริมาณสมบูรณ คือ ระยะเวลาระหวางเหตุการณที่เกิดขึ้นตางตําแหนงกันในอวกาศมีความเปนไดอยาง
เดียว คือ เปนคาสมบูรณโดยไมขึ้นกับกรอบอางอิงเฉื่อยของผูสังเกต  ในมโนทัศนแบบกาลิเลียน เวลา
และอวกาศเปนปริมาณที่มีสมบัติตางกันและแยกกันอยางชัดเจน 
 
 ข  มโนทัศนแบบสัมพัทธภาพพิเศษ 
หมายถึง  ความสัมพันธระหวางแตละกรอบอางอิงเฉื่อยเปนแบบการแปลงโลเร็นซ (Lorentz 
transformation) ทาํใหปริมาณเวลาและอวกาศตางเปนสัมพัทธทั้งคู คือ ระยะหางระหวางตําแหนงใน
อวกาศและระยะเวลาของเหตุการณเปนปริมาณสัมพัทธโดยขึ้นกับกรอบอางอิงเฉื่อยของผูสังเกต  
ปริมาณเวลาและอวกาศไมแยกกันชัดเจน  เปนพิกัดที่เลือกไดอยางไมเปนไดอยางเดียวของ วัตถุ 
(object) 4 มิติ ที่เรียกวา อวกาศ-กาล   การเปล่ียนกรอบของผูสังเกตเปนสวนหนึ่งของการแปลงพิกัดของ
วัตถุนี้ที่เรียกวาการแปลงโลเร็นซ  ดังนั้นการเลือกแกนพิกัดของเวลาในสัมพัทธภาพจึงไมเปนไดอยาง
เดียวขึ้นกับวาเปนเวลาของผูสังเกตในกรอบใด  แตมีขอกําหนดจํากัด (restriction) ที่ตางจากการเลือก
แกนพิกัดของอวกาศ คือ เลือกเปนแกนที่มีเวกเตอรสัมผัสเปน สเปซ-ไลค (space-like) ไมได  เนื่องจาก
ตองไมใหขัดกับ เหตุกภาพ (causality) ที่เปนหลักการลําดับเหตุการณกอน-หลังที่วา  ไมวาผูสังเกตอยูใน
กรอบที่เปนไปไดใดในสัมพัทธภาพ (หมายถึง กรอบใน เซตของกรอบที่ทุกกรอบสมาชิกไมเคลื่อนที่
สัมพทัธกันเองเร็วกวาแสง) เห็นลําดับความกอนหลังของเหตุการณเหมือนกันไมเปล่ียนแปลง (Peskin 
and Schroeder, 1995: 28-29) แมวาเห็นระยะเวลาไดตางกันก็ตาม 
 สังเกตวาสามารถเลือกแกน ไลท-ไลค (light-like) เปนแกนเวลาได  เพราะไมขัดเหตุกภาพและ
อยางนอยมี วัตถุฟสิกส (physical object) เชน แสง ที่มี เวิรลด-ไลน (world-line) อยูบนแกนนี้จริง  เวลา
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ในแกนนี้หมายความวาเปนเวลาของผูสังเกตวัดเวลาที่เคลื่อนที่ไปกับแสง (Kogut and Soper, 1970: 
2902) 
 เมื่อเลือกแกนเวลาในอวกาศ-กาลแลว  ผูสังเกตในกรอบอางอิงจะเห็นเวลานั้นมีสมบัติสําคัญอัน
หนึ่งคือ อสมมาตรเวลา (time-asymmetry) หรือ ลูกศรของเวลา (arrow of time) (Hawking, 1996: 
147-157)   กลาวคือมโนทัศนของลําดับเวลาเชน “อดีต-อนาคต” ตางจากมโนทัศนของลําดับในอวกาศ
เชน “ซาย-ขวา” เชน  ผูสังเกตสามารถรับรูวามีอวกาศในตลอดทั้งลําดับดํารงอยู แตไมสามารถรับรูวา
เวลาในตลอดทั้งลําดับ เชน “อดีต-อนาคต” มีอยูหรือไม  และมีความจริงวาผูสังเกตจริงที่อยูในอวกาศ-
กาลสามารถเปลี่ยนตําแหนงใหมองเห็นลําดับในอวกาศกลับเปนตรงขามได เชน จาก “ซาย-ขวา” ไป 
“ขวา-ซาย”  แตไมสามารถเปลี่ยนตําแหนงในอวกาศ-กาลใหมองเหตุการณที่เกิดขึ้นกลับจาก “อดีต-
อนาคต” ไป “อนาคต-อดีต” ได  ในที่นี้ไมไดศึกษาประเด็นเหลานี้  สมบัติของแกนพิกัดเวลาอยางเชน    
เหตุกภาพ, อสมมาตรเวลา ทําใหมโนทัศนของเวลาตางจากอวกาศ  แมวาปริมาณทั้งสองในสัมพัทธภาพ
ไมแยกกันชัดเจนเพราะการเลือกพิกัดของอวกาศ-กาลไมเปนไดอยางเดียวก็ตาม 
 
 ปริมาณ เวลา ปกติตองสมนัยกับการเลือกผูสังเกตในกรอบหนึ่งๆ   แตเนื่องจากความไมแยกกัน
อยางชัดเจนของเวลาและอวกาศในสัมพัทธภาพ  ทําใหสามารถเลือกพิกัดอื่นในอวกาศ-กาลที่ไมจําเปน
ตองเปนเวลาของผูสังเกตคนหนึ่งๆ มาใชอิงหรือเรียงลําดับ (label) เหตุการณกอน-หลังก็ได  ในที่นี้
อนุโลมเรียกตัวแปรที่ทําหนาที่ลําดับน้ีอยางทั่วไปวา “เวลา”  ใชคําเดียวกับปริมาณเวลาในความหมาย
ปกติ โดยไมจําเปนตองสมนัยกับผูสังเกตจริงใด  สวน ผิวเกินสเปซ-ไลค (space-like hypersurface) ใน
อวกาศ-กาลที่ นอรมัล (normal) กับทิศทางการเพิ่มของตัวแปรนี้หรือมีตัวแปรนี้คงที่ก็จะอนุโลมเรียกวา 
“อวกาศ” ในทํานองเดียวกัน 
 การเลือกพิกัดเวลาขางตนในรูปแบบหนึ่งๆ เรียกวา ฟอรม (form)   ถาเขียนสมการบรรยาย
ระบบฟสิกสที่ไมแปรเปล่ียนในสัมพัทธภาพใหอยูในรูปตัวแปรพิกัดเวลาและอวกาศชนิดหนึ่งๆ ของ
อวกาศ-กาล (ซึ่งไมจําเปนตองเปนตัวแปรเวลาและอวกาศในกรอบผูสังเกตจริงคนหนึ่งๆ ตามที่กลาวขาง
ตน)  พบวาสมการดังกลาวซึ่งแสดงวิวัฒนาการของระบบอาจมีรูปราง (ฟอรม) ตางๆ กันไปตามลักษณะ
พิกัดเวลาและอวกาศแตละชนิด  เพราะเมื่อพิกัดเวลาและอวกาศแตกตางกันออกไป วิธีที่ระบบขึ้นกับ
พิกัดเหลานี้ก็สามารถแตกตางกันออกไป  ดังนั้นการที่ลักษณะพลวัตของระบบซึ่งเปนลักษณะเฉพาะของ
แตละระบบสามารถแตกตางออกไปในแตละการเลือกพิกัดเวลาได จึงเปนสาเหตุใหเรียกการเลือกพิกัด
เวลาในรูปแบบหนึ่งๆ วา “ฟอรม” 
 เมื่อพิจารณาฟอรมหรือรูปแบบของกฎฟสิกสที่ไมไดแสดงการเลือกพิกัดใดในอวกาศ-กาลให
เปนพิกัดเวลาออกมา  หมายความวาแคเขียนพิกัด 4 ตัวบรรยายตําแหนงในอวกาศ-กาล  ซึ่งสามารถ
เลือกชุดที่ทั้ง 4 มีลักษณะอยูในรากฐานเดียวกัน (same-footing) ในกฎไมแปรเปล่ียนนี้  รูปแบบนี้
สามารถใชกับแกนเวลาใดใดอยางไมเจาะจงและไมจําเปนตองเปนแกนหนึ่งแกนใดในแกนพิกัดทั้ง 4 ที่ไม
ใชสเปซ-ไลค และเขียนโดยเปนที่เขาใจวาผิวเกินสเปซ-ไลคใดใดสามารถเปนอวกาศของกฎฟสิกสในรูปนี้ 
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คือเขียนในรูปแบบที่แสดงความไมขึ้นกับผิวเกินสเปซ-ไลค (Tomonaga, 1958: 162-164; Schwinger, 
1948: 1445-1446)   ฟอรมและสัญลักษณรากฐานเดียวกันแบบนี้เรียกวา โคแวเรียนตฟอรม (CF: 
covariant form)  ซึ่งแมพิกัดทั้ง 4 ดูมีสมมาตรกันก็ซอนประเด็นมโนทัศนที่ตางกันระหวางเวลากับอวกาศ
ไวโดยนัย (implicit)  
 ในที่นี้กําหนดวัตถุคณิตศาสตร (mathematical objects) ที่ใชบรรยายสมบัติพื้นฐานของระบบ
ฟสิกสที่กําลังศึกษาวาเปน สนามพื้นฐาน ( )xaψ  โดยอาจมีหลายคอมโพเนนท n..1a =    ซึ่งถูก
กําหนดกํากับ (governed) ดวยกฎธรรมชาติอันเปนกฎเชิงปริมาณเรียกวา สมการการเคลื่อนที่ หรือ สม
การสนาม  ตามหลักสัมพัทธภาพรูปของกฎนี้ตองไมขึ้นกับกรอบอางอิงเฉื่อยของผูสังเกต 
 จากการที่มโนทัศนของเวลาตางจากอวกาศ  จึงสามารถแบงความสัมพันธภายในกฎฟสิกสกับ 
อวกาศ-กาลออกเปน 2 ดาน คือ ดานที่เกี่ยวกับเวลา เรียกวา พลวัต (dynamics) และดานที่เกี่ยวของกับ
อวกาศโดยไมเกี่ยวกับเวลาเลย เรียกวา ไคนีแมติก (kinematics)  การที่ทั้งสองดานตางกันก็เนื่องจาก
มโนทัศนของเวลาและอวกาศตางกัน 
 ในที่นี้จะลองเลือกแนวเขาสูการศึกษาทฤษฎีสนาม ในลักษณะดังนี้ 
 (ก)  เลือกพิกัดเวลาแยกออกมาเปนพิเศษตั้งแตจุดตั้งตน (outset) เลย  คือแสดงการเลือกพิกัด
เวลาตั้งแตการฟอรมูเลทหลักการแปรผันจนไดสมการสนาม  โดยเขียนแสดงสวนที่อยูบนผิวเวลาเทาออก
มาใหชัดแจง (explicit)  
 (ข.1)  ฟอรมูเลทหลักการแปรผันในรูปอนุพันธฟงกชันนัล  โดยในสูตรแสดงการแปรผันของแอก
ชันมองลากรางเจียนวาเปนฟงกชันนัลท่ีมีอารกิวเมนตเปนสนามพื้นฐานเทานั้น 
  (ข.2)  และเขียนสมการออยเลอร-ลากรานจที่ไดในรูปลากรางเจียน  ไมใชในรูปความหนาแนน
ลากรางเจียน  
 มุมมองเฉพาะขอ (ก) และ (ข.2) เปนแนวการฟอรมูเลททฤษฎีสนามที่คลายกับ ในกลศาสตรจุด 
(ภาคผนวก ก2) ซึ่งมีตัวแปรเวลากับตัวลําดับ (label) ชนิดของตัวแปรพลวัตพื้นฐานแยกกัน  คลายในแง
วามีการเลือกพิกัดของอวกาศ-กาลในทฤษฎีสนามซึ่งเปนการแยกอวกาศ-กาลออกเปนตัวแปรเวลากับตัว
แปรอวกาศ (space-time foliation) โดยตัวแปรอวกาศคลายตัวลําดับในกลศาสตรจุดขางตน  และเขียน
สมการออยเลอร-ลากรางจในรูปลากรางเจียน  แตมีความแตกตางกันในประเด็นสําคัญ 3 ประเด็น∗ 
 (1)  ในกลศาสตรจุด  ดัชนีลําดับชนิดของ ตัวแปรพลวัตพื้นฐานที่ขึ้นกับเวลา เปนวิยุต 
(discrete)   ในขณะที่ทฤษฎีสนามมีตัวแปรอวกาศเปนดัชนีตอเนื่อง 
 (2)  ในกลศาสตรจุด  ตัวแปรพลวัตพื้นฐานเปนฟงกชันที่ตอเนื่องของเวลาจนถึงอนุพันธอันดับที่
สอง ไมนิยามอนุพันธเทียบกับดัชนีลําดับชนิดของตัวแปรพลวัตพื้นฐานเพราะเปนดัชนีไมตอเนื่อง   แตใน
ทฤษฎีสนาม  สนามพื้นฐานเปนฟงกชันของทั้งตัวแปรเวลาและอวกาศที่ตอเนื่องจนถึงอนุพันธอันดับท่ี
สอง  ซึ่งทําใหสามารถนิยามอนุพันธของสนามพื้นฐานทั้งเทียบกับเวลาหรือเทียบกับอวกาศได  จึงเปน

                                                           
∗ จากการสนทนากับ ดร. อภิสิทธิ์ อึ้งกิจจานุกิจ  ภาควิชาฟสิกส  จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 
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บทบาทหนึ่งของตัวแปรอวกาศในการเปนโดเมนของสนามพื้นฐานในทฤษฎีสนามที่สามารถนิยาม
อนุพันธยอยของสนามพื้นฐานเทียบกับอวกาศในสมการสนามได ซึ่งแตกตางจากดัชนีลําดับชนิดของตัว
แปรพลวัตพื้นฐานในกลศาสตรจุด  
  (3)  ในหลักการแปรผันของกลศาสตรจุดเปนการแปรผันรูปฟงกชันที่ขึ้นกับเวลาของแตละตัว
แปรพลวัตพื้นฐาน โดยดัชนีลําดับชนิดของตัวแปรพลวัตพื้นฐานไมไดเปนโดเมนของฟงกชันที่ทําการแปร
ผัน   แตหลักการแปรผันของทฤษฎีสนาม เปนการแปรผันรูปฟงกชันของสนามพื้นฐานที่มีโดเมนเปน
อวกาศ-กาล หรือกลาวถาไดเลือกพกิัดเวลาแลววา เปนการแปรผันรูปฟงกชันของสนามพื้นฐานที่ขึ้นกับ
ทั้งตัวแปรเวลาและตัวแปรอวกาศ  ซึ่งทุกฟงกชันที่ถูกแปรผันไปบนโดเมนนี้ตองตอเนื่องจนถึงอนุพันธ
อันดับที่สอง (Byron and Fuller, 1992: 65-67) 
 
 มีขอเนนย้ําเพิ่มเติม ตอแนวการเขาสูการศึกษาทฤษฎีสนามแบบนี้ คือ 
 1.  เงื่อนไขนอยที่สุดในการสามารถกําหนด (determine) ผลเฉลยของสมการสนามบนจุดใดใด
ในอวกาศ-กาล ก็คือ เงื่อนไขขอบเขต (BC: boundary conditions) และเงื่อนไขเริ่มตน (IC: initial 
conditions) ตางๆ ที่กําหนดอยูบนผิวเวลาเทา  
 2.  ผิวเวลาเทา ขึ้นกับการเลือกแกนเวลาซึ่งไมเปนไดอยางเดียวในสัมพัทธภาพ  และไมสามารถ
เลือกไดทุกวิธีในอวกาศ-กาล  ตองเลือกแกนที่มีเวกเตอรสัมผัสไมเปนสเปซ-ไลคเทานั้น 
 3.  หลังจากเลือกแกนเวลาแลว  ผูสังเกตที่สมนัยกับแกนเวลานี้จะเห็นสมบัติอสมมาตรเวลาของ
เวลาซึ่งไมมีในมโนทัศนของอวกาศ 
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2.2  หลักการแปรผันของทฤษฎีสนามสัมพัทธภาพ 
 
ในอวกาศ-กาล ( x )  เนื่องจากเวลาในสัมพัทธภาพไมเปนไดอยางเดียว  จึงสามารถพิจารณาเลือกพิกัด
เวลาแบบทั่วไปที่ไมจําเปนตองเปนเวลาในความหมายปกติที่ตองสมนัยกับผูสังเกตใด  เลือกโดยกําหนด
พิกัดเวลา 0ξ  และผิวเวลาเทาอันหนึ่งขึ้นมา (Heinzl, 2000: 6-7, 20) ดังนี้ 
 

     ( )xF: 0 =Σ ξ               (2.2.1) 
 

ซึ่งมีขอกําหนดวาเปน ผิวเกิน (hypersurface) ที่เวกเตอรนอรมัล (normal vector) เปนสเปซ-ไลคไมได  
นั่นคือเวกเตอรตามทิศของ 0ξ  ไมเปนสเปซ-ไลค  เรียก Σ  วาเปน อวกาศ ของเวลาชนิดนี้  มีชิ้นประกอบ
ผิว (surface element) เปน 
 

          ( )( )xx Fdd 04 −= ξδσ             (2.2.2) 
 

ใหพิกัดที่บรรยาย Σ  เปน ξϖ   เร่ิมตนแนวเขาสูการศึกษาทฤษฎีสนาม ที่ในการฟอรมูเลทหลักการแปร
ผันเลือกแยกพิกัดเวลาออกมาอยางชัดแจง และในสูตรแสดงการแปรผันของแอกชันมองลากรางเจียน
เปนฟงกชันนัลของสนามพื้นฐานเทานั้น (ดูรายละเอียดเกี่ยวกับ ฟงกชันนัล ในภาคผนวก ก) และเขียน
สมการออยเลอร-ลากรานจที่ไดในรูปลากรางเจียน (ดูขอ (ก)-(ข) ทายตอนที่ 2.1) ซึ่งคลายกับกลศาสตร
จุด (ดูในภาคผนวก  ก2)   โดยเริ่มที่การพิจารณาตัวแปรพลวัตที่เปนพิกัดทั่วไป (generalized 
coordinates) ของระบบสนามที่ศึกษา ซึ่งเรียกวา สนามพื้นฐาน (basic fields) ที่เปนฟงกชันของพิกัด
ของอวกาศ-กาลที่ถูกเลือกมาดังนี้ 
 

          ( ) ( )tq i
0 , ⇔ξξφ

ϖ              (2.2.3) 
 

โดยลูกศรสองดานที่เขียน แสดงการเทียบกับตัวแปรพลวัตพื้นฐาน (หรือพิกัดทั่วไป) ในกลศาสตรจุด 
 ตอไปพิจารณาระบบสนามที่เปนแบบเฉพาะที่ (local) ซึ่งถูกกําหนดลักษณะเฉพาะโดยรูปของ
ปริมาณแอกชัน (action) และลากรางเจียน (Lagrangian) ดังตอไปน้ี 
 

   ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]∫ ∫ ∫ ′′′′=′= ξξφσξξξφξξξφ
ϖϖϖ

,dd,Ld,S 00000 L           (2.2.4) 
 

พิจารณาการแปรผันรูปฟงกชันของสนามพื้นฐานที่ขึ้นกับเวลาและอวกาศเขียนเปน ( )ξξφ
ϖ

,0∆′  (ทํานอง
เดียวกับ (ก2.4))  และพิจารณาหลักการแปรผันโดยเริ่มจากการแปรผันของแอกชันอันเนื่องมาจากการ
แปรผันดังกลาวของสนามพื้นฐาน  ซึ่งโดยแอกชันรูป (2.2.4) เขียนสูตรแสดงการแปรผันของแอกชันไดดัง
ตอไปน้ี (โดยใช (ก1.6) ทํานองเดียวกับ (ก2.5)) 
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          (2.2.5) 

 

โดยการแปรผัน ( )ξξφ
ϖ

,0∆  เปน การแปรผันฟงกชันนัล (functional variation) ของสนามพื้นฐานที่จุด 
( )ξξ

ϖ
,0  กลาวคือ ( ) ( ) ( ) ( )ξξδξξδξξφξξφ

ϖϖϖϖ
′−′−′′∆′=′′∆ 0000 ,,  แตเพื่อความสะดวกเรียกสั้นๆ 

วา การแปรผัน (ดู (ก2.6) ประกอบ)  และนิยามอนุพันธฟงกชันนัลตางๆ ที่กลาวถึงในสมการนี้ ดังนี้ 
 

     

[ ]
( )

( ) ( )[ ] [ ]
( )

[ ]
( )

( ) ( ) ( )[ ] [ ]
( )ξξφ

φξξδξξδξξφφ
ξξδφ

φδ

ξ
ξξδξ

ξδ
δ

φ
ϖ

ϖϖϖ

ϖ
,

F,Flim
,

F

L
LSLLSlim

L
LS

0

000

00

0

000

0L0

∆′
−′−′−∆′+

≡

∆′
−′−∆′+

≡

→∆′

→∆′

          (2.2.6) 

 

โดยสมการที่ 2 เปนอนุพันธฟงกชันนัลท่ีปรากฏในขั้นตอนที่ 2, และสมการที่ 3 เปนอนุพันธฟงกชันนัลที่
ปรากฏในขั้นตอนที่ 1 กับ 3 ของ (2.2.5) ตามลําดับ  และนิยามวา ( )∫ =′−′ 1d ξξδσ

ϖϖ  ซึ่งหมายถึงการ
มี contribution ในอินทิกรัลเมื่อ ξϖมีคาตรงกับ ξϖ′  บน Σ   โดยฟงกชันเดลตา (delta function) และชิ้น
ประกอบผิวที่เขียน มีรูปที่แนนอนแลวแตลักษณะพิกัดอวกาศที่ใช ซึ่งอาจไมตรงกับรูปฟงกชันเดลตาปกติ
โดยตรง 
 โดยใช (ก1.12) พิจารณาเอกลักษณวา 
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0
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′−′′−′=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ′′′
′=

′′′′

          (2.2.7) 

 

ดาน LHS เปนอนุพันธฟงกชันนัลเทียบกับสนามพื้นฐาน ณ ที่ ( )ξξ
ϖ

,0   จะเห็นวาดวยการแยกแฟกเตอร 
( )00 ξξδ ′′−  ซึ่งเปนสวนหนึ่งของผลลัพธอนุพันธฟงกชันนัลนี้ที่เกี่ยวของกับเวลาออกไป ก็สามารถเขียน

ในรูปอนุพันธฟงกชันนัลอีกตัวหนึ่ง โดยในการหาอนุพันธฟงกชันนัลอันหลังนี้พิจารณาฟงกชันนัลเฉพาะ
สวนที่ขึ้นกับ ξϖ ของฟงกชันเทานั้น  จึงใชเครื่องหมาย “;” แยกอารกิวเมนต 0ξ  ออกไปตางหาก  นิยาม
ดังนี้ 
 

      [ ]
( )

( ) ( )[ ] [ ]
( )0

0

00 ;
F;Flim

;
G

ξξφ
φξξδξξφφ

ξξδφ
φδ

φ
ϖ

ϖϖϖ

ϖ
∆′

−′−∆′+
≡

→∆′
            (2.2.8) 
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ซึ่งมีความหมายคลายกับอนุพันธยอยในสมการ (ก2.8) 
 ถากําหนดใหการขึ้นกับฟงกชัน ( )ξξφ

ϖ
,0  ของฟงกชันนัล [ ]φL  อยูในรูปท่ีเปนอินทิเกรตอวกาศ

ของ L  ที่เปนฟงกชันพหุนาม (polynomial) ของ φ , [ ]( )0D ξφξ
ϖ  และ [ ]φ

ξ 0∂

∂   ดังนี้ 
 

        [ ] [ ] [ ] [ ]∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂′=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂

∂
≡ ′ φ

ξ
φφσφ

ξ
φφ ξ 00

,Dd,LL ϖ,L             (2.2.9) 
 

โดยที่ ξ
ϖD  เปนตัวดําเนินการเชิงอนุพันธอวกาศที่ดําเนินการกับ ( )ξξφ

ϖ
,0  ดังนี้ 

 

            [ ]( ) ( )ξξφξφ ξξ
ϖ

ϖϖ ,DD 00 =  
 

ซึ่งจะเห็นวา 
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( ) ( ) ( )
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ξξδ
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ϖ
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⎠
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′−=

′

′

′
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          (2.2.10) 

 

ในทํานองเดียวกับ (2.2.7) และใช (2.2.10) ไดวา 
 

   
[ ]( ) ( )

( ) ( )
[ ]( ) ( )

( )0

0n

00
0

0n

;

Dd

,

Dd

ξξδφ

ξφσδ
ξξδ

ξξδφ

ξφσδ ξξ
ϖϖ

ϖϖ ∫∫ ′′′
′′−=

′′′ ′′
         (2.2.11) 

 
 หมายเหตุ 
 

 1.  ในตําราปกติที่ฟอรมูเลทหลักการแปรผันของทฤษฎีสนามในรูปอนุพันธฟงกชันนัลและเลือก
พิกัดเวลาแตแรกนั้น (Gitman and Tyutin 1990: 10; Weinberg 1995: 299; Greiner, 1996: 31-33) ใน
รูปสูตรแสดงการแปรผันของแอกชันอันเนื่องมาจากการแปรผันของ ( )ξξφ

ϖ
,0  จะมองลากรางเจียนวา

เปนฟงกชันนัลของฟงกชัน φ  กับ 
0ξ
φ

∂

∂ ซึ่งเปนฟงกชันของตัวแปร ξξ
ϖ

,0  โดยในลากรางเจียนมีการอินทิ

เกรตตัวแปร ξϖ แตตรึง (fix) ตัวแปร 0ξ  ไว (ที่ใชคําวา “มอง” แมวาเปนเชนนั้นอยูแลว  ก็เพราะสามารถ
มองในอีกแบบหนึ่งได นั่นคือขอ 2. ถัดไป)   ทําใหเขียนสูตรแสดงการแปรผันของแอกชันในรูปการแปรผัน
ของฟงกชัน φ  และ 

0ξ
φ

∂

∂  ดังนี้ (ซึ่งคนละรูปกับขั้นตอนสุดทายของ (2.2.5)) 
 

   ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

( )∫ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′′
′′∆+

′′
′′∆′′=∆

0
0

0
00

;
,L,

;
,L,ddS

ξξφδ
φφδξξφ

ξξδφ
φφδξξφσξ ϖ&

&ϖ&ϖ
&ϖ  

 

สวนอนุพันธอวกาศของสนามพื้นฐานนั้นถูกมองวาอยูในสวนที่ขึ้นกับฟงกชัน ( )ξξφ
ϖ

,0  ของฟงกชันนัล
ลากรางเจียนอยูแลว กลาวคืออยูในพจนแรกของสมการขางตนนั่นเอง   หลังจากนั้นคอยใชพจนไทมได
เวอรเจนทหรืออินทิเกรตแยกสวน เขียนในรูปการแปรผันของฟงกชัน ( )ξξφ

ϖ
,0  อยางเดียวในขั้นตอนตอ
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มา (ดูทํานองเดียวกันในกลศาสตรจุดในขอ 2.2 ตนภาคผนวก ก2) จึงจะไดสูตรแสดงการแปรผันของแอก
ชันที่เขียนในรูปการแปรผันของสนามพื้นฐานอยางเดียว  คือรูป (2.2.14) ตอไป 
 2.  ในที่นี้ นั่นคือขั้นตอนสุดทายของ (2.2.5) ผูเขียนไดเสนอใหเขียนรูปสูตรแสดงการแปรผันของ
แอกชันใหม ดวยการกําหนดลากรางเจียนดัง LHS ของ (2.2.9) ขางตน  ซึ่งเปนการมองลากรางเจียนวา
เปนฟงกชันนัลของ ( )ξξφ

ϖ
,0  อยางเดียวเทานั้น ทําไดดวยการมอง [ ]φ

ξ 0∂

∂  ในลากรางเจียนวาเปน

ฟงกชันนัลของ ( )ξξφ
ϖ

,0  (แทนที่จะมองเปนฟงกชันของ ξξ
ϖ

,0  ตามที่ทําในตําราปกติ)  ซึ่งเปนมุมมองที่
แตกตางจากขอ 1.  กลาวคือลากรางเจียนเปนตามมุมมองในขอ 1. และ 2. ทีเดียวกัน แตเลือกมองมาใช
ตางกัน  ซึ่งทําใหสามารถเขียนรูปสูตรแสดงการแปรผันของแอกชันในรูปการแปรผันของฟงกชัน φ  เทา
นั้นได โดยใชผลตางเชิงอนุพันธฟงกชันนัล (ก1.6), (ก1.9) (ดูขอ 2.3 ตนภาคผนวก ก2 ในกรณีกลศาสตร
จุด)  แมภายหลังยังคงตองใชพจนไทมไดเวอรเจนทหรืออินทิเกรตแยกสวนจัดรูปใหไดสมการออยเลอร-
ลากรานจเชนเดียวกับที่ทําในตําราปกติ  แตก็เปนสวนแฟกเตอรในรูปอนุพันธฟงกชันนัลเทียบอนุพันธ
เวลาของสนามพื้นฐาน ที่ไมติดในรูปการแปรผันของอนุพันธเวลาของสนามพื้นฐานแลว นั่นคอืไดพจนที่ 
2 และ 3 ของ (2.2.12) ตอไป 
 
 พิจารณาแฟกเตอรอนุพันธฟงกชันนัลของลากรางเจียนในขั้นตอนสุดทายของ (2.2.5) ตอไป 
โดยใชสูตรผลตางเชิงอนุพันธฟงกชันนัล (ก1.9) ทําในทํานองเดียวกับ (ก2.8)  ซึ่งสําหรับลากรางเจียน
ตาม (2.2.9) ขางตนสามารถใช (2.2.7), (2.2.11) และสูตรอนุพันธฟงกชันนัลสําหรับผลบวกและผลคูณ
ในพหุนาม เขียนในรูปอนุพันธฟงกชันนัล (2.2.8) ที่นิยามใหม ไดดังนี้ 
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(2.2.12) 
โดยที่ 2 พจนสุดทายไดจากการใชพจนไทมไดเวอรเจนท (ดังพจนสุดทาย) จัดรูป ซึ่งตรงกับการอินทิเกรต
แยกสวนวา 
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(2.2.13) 
ตอไปพจนสุดทายของ (2.2.13) หายไป เนื่องจากปกติทฤษฎีสนามมีการกําหนดเงื่อนไขของสนามพื้น
ฐานบนเวลาดังตอไปน้ี 

(1)  ใน (2.2.5) พิจารณาแตการแปรผันในสวนที่ขึ้นกับเวลาของ φ  เฉพาะชวงเวลาที่อยูระหวาง
จุดขอบเขต (B.P.: boundary points) เทานั้น นั่นคือมี ( ) 0B.P.0 =∈′∆ ξφ   ดังนั้น (2.2.13) ที่มี 0ξ ′  ที่
เทากับ B.P. นี้จึงไมมี contribution ใน (2.2.5)  เมื่อ B.P. ที่เห็นใน (2.2.13) ถูกกําหนดโดยขอบเขตอิน
ทิกรัล (2.2.5) และไมพิจารณา 0ξ ′  ที่เทากับ B.P. นี้ทําใหพจนสุดทายเปนศูนย   หรือ 

(2)  ศึกษาแตเฉพาะผลเฉลย ( )0ξφ  ที่อยูระหวาง B.P. โดยไมไดอยูที่ B.P.   หรือ 
(3)  กําหนด ( )0ξφ  ที่ B.P. ทั้งสองเปนศูนย 

 โดยขอใดขอหนึ่งในเงื่อนไขทั้ง 3 จริงก็เพียงพอใหพจนนี้เปนศูนย  แตเนื่องจากในดานตัวแปร
เวลามักศึกษาโดยเขียนผลเฉลย ( )0ξφ  ใหอยูในรูป IC  ดังนั้นทฤษฎีสนามปกติจึงไมนิยมกําหนดเงื่อน
ไขขอ (3) ที่เปนการกําหนดผลเฉลยที่ปลายทางไวกอนแลว  เมื่อแทนในขั้นตอนสุดทายของ (2.2.5) สรุป
วาไดการแปรผันของแอกชันอันเนื่องจากการแปรผันของสนามพื้นฐานในอวกาศ-กาลเปน 
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(2.2.14) 
หลักการแปรผัน  กลาววา  ผลเฉลยสนามฟสิกส (physical field solution) ( )ξξφ

ϖ
,0  คือ ผลเฉลยที่

เมื่อทําการแปรผันใดใดรอบๆ ผลเฉลยดังกลาวแลว จะได S∆  ในแตละการแปรผันนั้นเทากับศูนย  จาก 
(2.2.14) จะเห็นวาถาเลือกฟงกชัน ( )ξξφ

ϖ
,0  ที่ทําใหแฟกเตอรในวงเล็บปกกาเทากับ 0 แลวไมวาจะแปร

ผันสนามพื้นฐานรอบๆ ฟงกชันนี้อยางไรก็จะได S∆  เทากับศูนยเสมอ  ดังนั้นฟงกชันนี้ก็คือผลเฉลย
สนามฟสิกสนั่นเองโดยมีแฟกเตอรในวงเล็บปกกาที่เทากับ 0 เปนสมการสนามซึ่งเรียกวา สมการออย
เลอร-ลากรานจ 
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 สามารถเปรียบเทียบรูป (2.2.14) กับในกลศาสตรจุด (ก2.10) ได ซึ่งเปนแนวเขาสูการศึกษา
ทฤษฎีสนามตามที่กลาวไวในขอ (ก)-(ข) ทายตอนที่ 2.1 ที่คลายกับในกลศาสตรจุด   แมคลายกันก็จริง
แตก็ยังคงมีมโนทัศนแตกตางอยางมากตามที่ไดกลาวไวแลวในขอ (1)-(3) ทายตอนที่ 2.1  
 ถาฟงกชันนัล L  ขึ้นกับฟงกชัน φ  โดยที่มีการผานอนุพันธเทียบกับอวกาศของ φ  ที่เปน [ ]φ∇

ϖ   
ใน (2.2.14) ไดพิจารณาสวนนี้รวมอยูในพจนแรกแลว  แตเพื่อความสะดวกในการหาผลลัพธอนุพันธ
ฟงกชันนัลออกมาสามารถใชสูตรผลตางเชิงอนุพันธฟงกชันนัล (ก1.9) และหลักเกณฑลูกโซ (chain rule) 
(ก1.7) กับพจนแรกตอไปเปน 
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   (2.2.15) 

 

เมื่อความหนาแนนลากรางเจียน L  เปนฟงกชันพหุนามของตัวแปร φ , φ∇
ϖ  และ 

0ξ
φ

∂

∂   โดยใช         

(ก1.12) ไดพจนแรกวา 
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และพจนที่ 2 เปน 
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(2.2.17) 
โดยพจนอินทิกรัลหรือพจนผิว (surface term) หายไป  เนื่องจากทฤษฎีสนามปกติมีการกําหนดเงื่อนไข
ของสนามพื้นฐานบนอวกาศดังตอไปน้ี 
 (1)  ใน (2.2.14) พิจารณาแตการแปรผันสวนที่ขึ้นกับอวกาศของสนามพื้นฐานเฉพาะสนามพื้น
ฐานบน ξϖ ที่อยูภายใน ผิวขอบเขต (B.S.: boundary surface) เทานั้น  นั่นคือมี 

( ) 0B.S.,0 =∈′∆ ξξφ
ϖ  ทําใหใน (2.2.14) ไมมี contribution จากอนุพันธฟงกชันนัลเทียบกับสนามพื้น

ฐานบนจุด B.S.∈′ξ
ϖ  เลย  ดังนั้น ξϖ′  ใน (2.2.17) ที่มี contribution ใน (2.2.14) จึงไมเทากับตัวแปรอิน

ทิเกรต ξϖ′′  ที่อยูบน B.S. นี้   หรือ 
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 (2)  ศึกษาแตเฉพาะ ( )ξξφ
ϖ

,0  ที่อยูภายใน B.S. แตไมไดอยูที่ B.S.   หรือ 
 (3)  กําหนดใหสนามพื้นฐานที่ B.S.∈ξ

ϖ  เปนศูนย  ในทฤษฎีสนามทั่วๆ ไป B.S. มักเปน
อวกาศที่อนันต 
 โดยขอใดขอหนึ่งจริงก็เพียงพอใหพจนนี้เปนศูนย  ในดานตัวแปรอวกาศของทฤษฎีสนาม มัก
ศึกษาโดยเขียนผลเฉลย ( )ξξφ

ϖ
,0  ในรูป BC  ดังนั้นจึงสามารถมีเงื่อนไขขอ (3) ได  จาก (2.2.16)-

(2.2.17) สามารถเขียนสมการออยเลอร-ลากรานจที่ไดจาก (2.2.14) ในรูป 
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2.3  ฟรอนทฟอรม และนิยามพิกัดกรวยแสง 
 
พิจารณาเลือกเวลาและผิวเวลาเทา (2.2.1) ในลักษณะดังนี้ 
 

     +=Σ x0: ξ               (2.3.1) 
 

เรียกวา ฟรอนทฟอรม (FF: front form) และเรียกเวลาชนิดนี้วาเวลากรวยแสง (light-cone time)  หมาย
ถึงการเลือกแกนไลท-ไลคใหเปนแกนเวลา  ซึ่งสะดวกที่จะบรรยายระบบในฟอรมนี้ดวยพิกัดกรวยแสง 
(light-cone coordinates) ซึ่งนิยามจากพิกัดคารทีเซียน ( 3..0; =µµx ) ดังนี้ 
 

   1,2i;,, 30ii30 =−≡≡+≡ −
⊥

+ xxxxxxxx            (2.3.2) 
 

เขียน ( ) ( )−⊥
+−

⊥
+ == xxxxxxx ,,,, iϖα  เมื่อ −+= i,,α  ตามลําดับ  เรียก −x  วาพิกัดอวกาศ

ตามยาว (longitudinal space coordinate)  เรียก i
⊥x  วาพิกัดอวกาศตามขวาง (transverse space 

coordinates) ซึ่งตอไปถาไมเขียนในรูปเวกเตอรจะละดัชนี ⊥  โดยเปนที่เขาใจกัน  ดูรายละเอียดและ
ความหมายของพิกัดกรวยแสงไดใน Heinzl (2000: 6-19)  จะเห็นวาพิกัดกรวยแสงที่บรรยายผิวเวลาเทา 
ก็คือ ( )i, xxx −≡=

ϖϖ
ξ  โดยมีชิ้นประกอบผิวในรูป 

 

   ( ) ⊥
−+ =−= xxxx 204 dd

2
1dd ξδσ              (2.3.3) 

 

เมตริกไมแปรเปล่ียน (invariant metric) ในรูปพิกัดนี้ เปนดังนี้ 
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เรียก αx  และ αx  วา พิกัดโคแวเรียนต (covariant coordinates) และ พิกัดคอนทราแวเรียนต 
(contravariant coordinates) ของพิกัดกรวยแสงตามลําดับ  โดยที่ αβh  เรียกวา เมตริกกรวยแสง 
(light-cone metric) มี คอมโพเนนท 1h,

2
1hh ii −=== +−−+  เทานั้นที่ไมเทากับศูนย  สวน αβh  

มี คอมโพเนนท 1h,2hh ii −=== +−−+  เทานั้นที่ไมเทากับศูนย  จะเห็นวาเมตริกในรูปพิกัดกรวย
แสงมีรูปตางจากพิกัดคารทีเซียน  คือในพิกัดคารทีเซียนแตละพจนอยูในรูปกําลังสองของพิกัดเดียวกัน  
แตในพิกัดกรวยแสงมีพิกัด ( + ) กับ ( - ) อยูในรูปผลคูณไขวกัน  กลาวอีกนัยหนึ่งวา µνg ในพิกัดคารที
เซียนเปนไดอะโกนัล แต αβh  ในพิกัดกรวยแสงไมไดอะโกนัล (non-diagonal) มีคอมโพเนนทที่มี ( + ) คู
กับ   ( - ) ไมเปนศูนย  ความแตกตางของรูปเมตริกนี้สงผลมหาศาลตอความแตกตางระหวางระบบพลวัต
ที่มองใน อินสแทนทฟอรม (IF: instant form) หมายถึงฟอรมที่เลือกเวลาเปน tx == 00ξ ซึ่งเปนฟอรม
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ที่ใชกันตามปกติ กับ ที่มองในฟรอนทฟอรม  เชน ในระบบดิแรกอิสระ FF ที่จะกลาวถึงประเด็นนี้ในตน
ตอนที่ 3.2 ตอไป 
 สําหรับอนุพันธเทียบกับอวกาศ-กาลในรูปพิกัดกรวยแสงมีดังนี้ 
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ในการเขียนตัวแปรอวกาศ-กาลในรูปพิกัดกรวยแสงนั้น  นิยมเขียนทั้งหมดในรูปพิกัดคอนทราแวเรียนต
มากกวาแบบอื่น 



 
บทที่  3 

ระบบดิแรกอิสระในฟรอนทฟอรม 
 
3.1  ลากรางเจียนฟอรมูเลชัน 
 
พิจารณารูปของแอกชันระบบดิแรกอิสระ (free Dirac system) ซึ่งไมแปรเปล่ียนในสัมพัทธภาพดังนี้ 
 

    [ ] ( ){ }∫ −∂= ψγψψψ µ
µ mx id,S 4             (3.1.1) 

 

โดยที่สนามพื้นฐาน ψ เปนสนามสปนเนอรคลาสสิคัล (classical spinor field) ซึ่งแตละคอมโพเนนท
เปนจํานวน กราสสมันน (Grassmann number) (ดูนิยามและสมบัติใน Rajaraman (1987: 264-275))  
เพราะตามทฤษฎีบทสปน-สถิติ (spin-statistics theorem) (Peskin and Schroeder,1995: 52-58) ที่
ตองควอนไทซระบบสปน-1/2 นี้ดวย ตัวทําปฏิสลับท่ี (anticommutators) เพราะฉะนั้นจึงใหตัวแปร
สนามพื้นฐานคลาสสิคัลเปน จํานวนซี (c-number) ที่เปนจํานวนกราสสมันน∗ 

                                                           
∗ ก.  ตัวแปรพลวัตในระบบคลาสสิคัล (classical) เปนจํานวนธรรมดา  ในขณะที่ตัวแปรพลวัตในระบบควอนตัม
ไมใช เพราะไมมีสมบัติการสลับที่ของการคูณ (commutative property of multiplication)  จากความตางกันนี้ 
Dirac (1967) เรียกตัวแปรพลวัตในระบบคลาสสิคัลวา จํานวนซี (c-number) และระบบควอนตัมวา จํานวนคิว 
(q-number)   สําหรับตัวแปรพลวัตพื้นฐานระบบคลาสสิคัลที่เปนจํานวนกราสมันน กลาวคือ มีสมบัติการปฏิ
สลับที่ (anticommutative property) แทนที่จะเปนสมบัติการสลับที่ เนื่องจากระบบยังไมไดถูกควอนไทซจึงถือ
วาตัวแปรพลวัตกราสสมันนเปนจํานวนซีอีกชนิดหนึ่ง  ดูขอ ข. ตอไป 
   ข.  ในการควอนไทซแบบคาโนนิคัล (canonical quantization)  คือการควอนไทซปวซงแบรกเคทพื้นฐาน 
(basic P.B.: basic Poisson brackets) ของระบบคลาสสิคัลดวยการแทนที่เปนตัวทําสลับที่พื้นฐาน (basic 
commutators) ในระบบควอนตัม  ทั้ง P.B. พื้นฐานและตัวทําสลับที่พื้นฐานตางมีความหมายที่อะนาโลกัส 
(analogous) กันโดยแสดงการกอกําเนิด (generating) การแปลงตามกฎกลศาสตรดวยกันทั้งคู  นอกจากนั้นตัว
ทําสลับที่พื้นฐานยังมีความหมายที่ไมอะนาโลกัสกับ P.B. พื้นฐานอยูก็คือ เปนการแสดงวาปริมาณฟสิกสใน
ระบบควอนตัมเปนจํานวนคิวไมใชจํานวนซี  ซึ่ง P.B. ไมใชส่ิงที่แสดงความเปนจํานวนซีของระบบคลาสสิคัลโดย
ตรง  จะเห็นวาเมื่อทํา ลิมิตคลาสสิคัล (classical limit) 0→η  ของตัวทําสลับที่จึงเปนส่ิงที่แสดงความเปน
จํานวนซีตามระบบคลาสสิคัลออกมา  สําหรับตัวทําปฏิสลับที่ก็เชนกัน  มีดานที่ไมอะนาโลกัสกับ P.B. ก็คือการ
แสดงความเปนจํานวนคิว  แตการที่เปนความสัมพันธเชิงปฏิสลับที่ (anticommutation relation) คําถามก็คือใน
ลิมิตคลาสสิคัลจะเปนจํานวนซีอยางไร ?  เพื่อตอบคําถามนี้จึงสรางจํานวนกราสสมันนที่มีสมบัติการปฏิสลับที่
กันหมดขึ้นมา เพื่อใหเปน “จํานวนซี” ในลิมิตคลาสสิคัลของตัวทําปฏิสลับที่พื้นฐาน (basic anticommutators) 
(Rajaraman, 1987: 264-265)  
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 อภิปรายสมบัติของแอกชันและลากรางเจียนนี้ ดังนี้ 
 1.  ลากรางเจียนนี้เปนลากรางเจียนเอกฐาน (singular Lagrangian) (ดูความหมายใน Gitman 
และ Tyutin (1990: 6-7); Kiselev, Shnir และ Tregubovich (2000: 260-261)) เพราะวามีเพียงกําลัง
หนึ่งของแฟกเตอรอนุพันธอันดับหนึ่งเทียบกับเวลา (ลากรางเจียนปกติที่ใชในกลศาสตรจุดมีพจนกําลัง
สองของอนุพันธอันดับหนึ่งเทียบกับเวลา) จึงทําใหในการสรางแฮมิลโทเนียนฟอรมูเลชันใน IF เกิดมี 
เงื่อนไขบังคับ (constraint) ระหวางตัวแปรแปรคาโนนิคัล (canonical variables) ขึ้น ซึ่งจะเปนปญหาวา
ตัวแปรคาโนนิคลัที่ไดไมอิสระตอกัน (ดูตัวอยางงายๆ สําหรับอนุภาคอิสระสัมพัทธภาพในกลศาสตรจุด
ใน Heinzl (2000: 4-5) และกลศาสตรจุดของตัวแปรพลวัตพื้นฐานกราสสมันนใน Kiselev, Shnir และ 
Tregubovich (2000: 260-261)) ซึ่งตองแกปญหาตอไปดวยการพยายามหาตัวแปรปริภูมิเฟส (phase 
space) ใหมที่อิสระแทจริงและสามารถนิยามคูสังยุคคาโนนิคัลโดยปวซงแบรกเคท (P.B.: Poisson 
bracket) ขึ้นมาได  แตเงื่อนไขบังคับในกรณี (3.1.1) ไมเปนปญหาที่ยาก  โดยพบวาตัวแปรคาโนนิคัลที่
สรางไดมีคูสังยุค (conjugate) คือ tψπψ ∝↔  สวนตัวแปร tψ กลับไมมีคูสังยุค (แมวาเปนพิกัดทั่ว
ไปซึ่งอิสระในลากรางเจียนฟอรมูเลชันเหมือน ψ  ก็ตาม) เพราะเกิดเงื่อนไขบังคับดวยการที่คูสังยุคของ
มันมีคาเทากันหมดโดยเปนศูนย  สังเกตวาเนื่องจากคูสังยุคของ ψ มีลักษณะเปน tψπ ∝  ทําใหตัว
แปร ψ และ tψ  ตางก็เปนคูสังยุคกันเองอยูแลว  จึงเลือกคูสังยุคคาโนนิคัลที่อิสระใหมใหเปน ψ กับ 

tψ  ซึ่งตางก็เปนพิกัดทั่วไป (หรือ สนามพื้นฐาน) ในลากรางเจียนฟอรมูเลชันกันเองไดเลย 
 2.  แอกชันมีคาเปนคาจริง ซึ่งสมนัยกับความเปนเฮอรมิเชียน (Hermitian) ของเมทริกซ 

µµ γγα 0=  และ 0γ   การที่เมทริกซเหลานี้เปนเฮอรมิเชียนทําใหสามารถเลือกฐานหลักหรือคอมโพ
เนนทของสปนเนอร ψ  ที่เปนคาจริง (real Grassmann number) ได เรียกวา ตัวแทนมาโจรานา 
(Majorana representation)   ซึ่งถาควอนไทซก็จะไดคูสนามคาโนนิคัลที่ตางเปนตัวดําเนินการเฮอรมิ 
เชียน ตรงกับลักษณะของตัวกอกําเนิดตามปกติของการแปลงยูนิแทรี (unitary transformation) ตาม
โครงสรางของกลศาสตรควอนตัม  เมื่อสามารถมีฐานหลักคาโนนิคัลที่เปนคาจริงอยูแลวก็ทําใหการ 
ควอนไทซไมจําเปนตองเลือกใชคูฐานหลักคาโนนิคัลที่เปนคาจริงก็ได 
 พิจารณา (3.1.1) ในรูปพิกัดกรวยแสงดังตอไปน้ี 
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   ค.  ระบบดิแรกคลาสสิคัลในรูปจํานวนกราสสมันนนี้สรางขึ้นเพื่อเปน “ตนฉบับ (prototype)” ในการควอนไทซ
ครั้งที่สอง (second quantization) ที่ตองสอดคลองตองกันกับทําปฏิสลับที่เทานั้น  ไมใชกลศาสตรควอนตัมสัม
พัทธภาพ (relativistic quantum mechanics) ที่ฟงกชันคลื่นตองเปนจํานวนซีแตอยางใด (Rajaraman, 1987: 
274-275) 
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โดยนิยาม αγ  ในรูปแบบเดียวกับพิกัดกรวยแสง (2.3.2)  จากพีชคณิตดิแรกในพิกัดคารทิเซียน 
(Cartesian Dirac algebra) นิรนัยไดพีชคณิตดิแรกกรวยแสง (light-cone Dirac algebra) ดังนี้ 
 

    { } { } 0, ,h2, 5 == γγγγ ααββα             (3.1.3) 
 

นอกจากนั้นนิรนัยไดเอกลักษณที่มักนําไปใช 
 

     
33

00

γγγγ

γγγγ
−+

−+

−=

=               (3.1.4) 
 

 
  หมายเหตุ  โดยใชหลักการแปรผัน (2.2.14) ดูเผินๆ วา (3.1.2) ใหสมการสนามวา 
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2
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2
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ii =⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −∇−∂+∂ +−−+ ψγγγ m            (3.1.5) 
 

เรียกวา สมการดิแรกกรวยแสง (light-cone Dirac equation)  แตสมการนี้ใน FF พบวาแตละคอมโพ
เนนทของ ψ  ไมใชสนามอิสระที่แทจริง  จึงไมสามารถเขียนในรูป IC และ BC ที่อยูบนผิวเวลาเทาของ 
FF (ดูทายตอนที่ 2.1 ประกอบ) เพื่อกําหนด (determine) ผลเฉลยที่เปนไดอยางเดียวได  เพราะ IC และ 
BC ถูกกําหนดอยางอิสระไดบนสนามอิสระที่ไมขึ้นแกกันและอนุพันธของมันเทานั้น (ดูการวิเคราะหใน
รายละเอียด แตกับระบบ 2-สปนเนอร (2-spinor) ในอวกาศ-กาล 1+1 มิติ ใน Heinzl (1998: 52-55)) 
 
 ในการหาสนามอิสระที่แทจริงหรือพิกัดทั่วไปใน FF ของระบบนี้จําเปนตองตรวจสอบคุณสมบัติ
ของคอมโพเนนทของ ψ  ใน FF กอน  กอนอื่นพิจารณา 
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จากสมบัติเหลานี้  ทําให ±Λ  เปน ตัวดําเนินการฉาย (projection operators) ของ ψ  
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,
             (3.1.7) 

 

เนื่องจาก αβh  ของพีชคณิตดิแรกกรวยแสง (3.1.3) ไมไดอะโกนัลนั่นคือมีคอมโพเนนทที่มี ( + ) คูกับ     
( - ) ไมเปนศูนย  ทําใหเมื่อกระจาย (3.1.7) ลงในพจนผลคูณสปนเนอรที่มีอนุพันธเทียบกับอวกาศ-กาล
คือ 2 พจนแรกของลากรางเจียน (3.1.2) แลวจะเหลือพจนที่ไมเทากับ 0 ในรูปที่มี −∂ คูกับ +ψ  และ +∂  
คูกับ −ψ  เทานั้น  ซึ่งตรงกับลักษณะคอมโพเนนทที่ไมไดอะโกนัลของ αβh  ดังตอไปน้ี 
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เนื่องจากสนามพื้นฐานเปนจํานวนกราสสมันน ลําดับในการเขียนสนามในแตละพจนจึงมีความสําคัญ  
ซึ่งไดกําหนดสัญนิยม (convention) วาในการดําเนินการใดใดใหเร่ิมจากรูปของลากรางเจียนที่แตละเอก
นาม (monomial) ของฟงกชันนัลของสนามมีการเรียงสนามจากที่มีสังยุค ( tψ ) ใหอยูทางดานซายสุด
กอนที่เปนสนามไมมีสังยุค (ψ ) ทางขวาสุดเสมอ อยางเชนที่เรียงอยูแลวใน (3.1.8)  ซึ่งเรียกวา ลําดับ
ปกติ (normal order)   ดังนั้นในการทําอนุพันธฟงกชันนัลเทียบกับสนามนั้น เพื่อท่ีจะนิยามผลลัพธของ
อนุพันธฟงกชันนัลใหชัดเจนวามาจากการหาอนุพันธฟงกชันนัลบนเอกนามใดอยางไร และเพื่อใหเครื่อง
หมายของผลลัพธของอนุพันธฟงกชันนัลที่ไดอะนาโลกัส (analogous) กับท่ีไดจากการหาอนุพันธฟงกชัน
นัลเชนเดียวกัน ในระบบที่สนามพื้นฐานเปนจํานวนธรรมดา  จึงนิยาม อนุพันธฟงกชันนัลทางซาย (ขวา) 
( left (right)-functional derivative) เมื่อตองการหาอนุพันธเทียบกับ tψ ( ψ ) ตามลําดับ  หมายถึง ใน
การหาอนุพันธบนเอกนามหนึ่งๆ ใหสลับสนามที่จะถูก differentiate หายไปจนอยูทางซาย (ขวา) สุดตาม
ลําดับ กอนที่จะ differentiate โดยสนามนั้นๆ   เชน ในการเขียนผลตางเชิงอนุพันธฟงกชันนัล (ก1.9) 
สําหรับกรณีสนามที่กําลังศึกษาตองเขียนอยูในรูปอนุพันธุฟงกชันนัลซาย (ขวา) ดังนี้ 
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(3.1.9) 
โดยที่ใหดัชนี l  หมายถึง ซาย,  ดัชนี r  หมายถึง ขวา  และใน RHS พิจารณา F  วา 
[ ]tt
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±± ∂∂ ψψψψ ,,,F   และสําหรับอนุพันธฟงกชันนัลที่เทียบกับ t
±∇ψ

ϖ  ( ±∇ψ
ϖ ) ก็นิยามโดยใช 

ซาย (ขวา) ทํานองเดียวกัน 
 โดยใช (3.1.9) ขางตน เขียนผลของหลักการแปรผันตามสมการ (2.2.14) ของระบบนี้ในรูป 
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  (3.1.10) 

 

โดยที่ RHS ใช [ ]tt
±

−
±

−
±± ∂∂= ψψψψ ,,,LL    ในการหาพจนแรกของสมการออยเลอร-ลากรานจที่

อยูภายในวงเล็บปกกาขางตน ทําได 2 วิธี 
1.  โดยใชการอินทิเกรตแยกสวน จัดรูป L  ใหอยูในรูปท่ีหาผลลัพธของอนุพันธฟงกชันนัลไดโดย

ตรง  นั่นคือใชเอกลักษณตอไปน้ี 
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จะเห็นวาในรูปที่สองของทั้งสองสมการสามารถหาผลลัพธของอนุพันธฟงกชันนัลไดโดยตรงวา 
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2.  โดยใชทางออม คือใช (2.2.15)-(2.2.17) ที่ไดจากการใชสูตรผลตางเชิงอนุพันธฟงกชันนัล  
(ก1.9) จัดการกระจายอนุพันธฟงกชันนัลเทียบกับสนาม ของแฟกเตอรที่มีอนุพันธอวกาศตามขวาง ออก
มา 

จาก 2 วิธีนี้ในที่สุดไดสมการสนามเดียวกัน คือ 
 

              ( ) h.c.áÅÐii 0
0ii
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− +∂=∂ ψγαψ m           (3.1.15) 

 

             ( ) h.c.áÅÐii 0
0ii

+−
+ +∂=∂ ψγαψ m           (3.1.16) 

 

โดยที่ h.c. หมายถึง สังยุคเฮอรมิเชียน (Hermitian conjugate)   ซึ่งจะอภิปรายลักษณะของทั้งสองสม
การในตอนตอไป 
 หมายเหตุวา   วิธีที่ 1 เปนเทคนิคเล็กนอยที่ผูเขียนเสนอในที่นี้  โดยเทาที่เห็นตําราที่ฟอรมูเลท
ทฤษฎีสนามที่แยกพิกัดเวลาและทําในรูปอนุพันธฟงกชันนัลที่เขียนสมการออยเลอร-ลากรานจในรูปลา 
กรางเจียนหรือแฮมิลโทเนียนที่เปนฟงกชันนัลของสนาม (ไมใชรูปความหนาแนนลากรางเจียนหรือความ
หนาแนนแฮมิลโทเนียน) ใชวิธีที่ 2 นั่นคือใชสูตรผลตางเชิงอนุพันธฟงกชันนัล (ก1.9) ในการหาอนุพันธ
ฟงกชันนัลในรูปอยาง (3.1.13), (3.1.14) เชน Weinberg (1996: 300), Greiner (1996: 33)   และเทาที่
เห็นมี Hatfield (1992: 181) เทานั้นที่ใชวิธีที่ 1. แตฟอรมูเลทในรูปอนุพันธฟงกชันนัลใน CF (ดูตอนที่ 
2.1) คือไมไดแยกตัวแปรเวลาออกมาเปนพิเศษ และใชกับระบบสนามสเกลาร  สวนในที่นี้ผูเขียน
ประยุกตใชกับระบบสนามสปนเนอรใน FF  
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3.2  แฮมิลโทเนียนฟอรมูเลชัน 
 
อภิปรายลักษณะสมการสนาม (3.1.16) กอนดังนี้ 

ก.  ถาเปรียบเทียบลากรางเจียนระบบดิแรกอิสระ FF (3.1.8) กับลากรางเจียนในกลศาสตรจุดที่
มีลักษณะวา มีบางพิกัดทั่วไปที่ไมไดอยูในพจนจลน (kinetic term) หรือพจนที่มีอนุพันธเทียบกับเวลา
เลย∗  จากสมการออยเลอร-ลากรานจจะไดสมการการเคลื่อนที่ที่สมนัยกับพิกัดทั่วไปนี้ อยูในรูปที่ไมมี
อนุพันธเทียบกับเวลาเลย ดังนี้ 
 

        ( ) 0f i =q               (3.2.1) 
 

ซึ่งเปน เงื่อนไขบังคับโฮโลมอรฟก (holomorphic constraint) ชนิดหนึ่ง ที่ตางจาก เงื่อนไขบังคับโฮ
โลมอรฟกที่ศึกษากันทั่วไป (Goldstein, 1980: 12-13, 49, โดยเฉพาะหนา 49) ตรงที่มีอยู “ภายใน” ลา 
กรางเจียนอยูแลวและไดออกมาจากสมการออยเลอร-ลากรานจที่อิสระตอกัน  โดยไมไดถูกกําหนดมา
ควบคูกับลากรางเจียนแลวคอยใชวิธีตัวคูณลากรานจ (method of Lagrange multipliers) เพิ่มตัวแปร
แลวจึงไดสมการออยเลอร-ลากรานจที่อิสระออกมา  จะเห็นวาลากรางเจียนระบบดิแรกอิสระ FF ก็เชน
กันมีสนามพื้นฐาน t

−− ψψ ,  ที่ไมมีอยูในพจนอนุพันธเวลากรวยแสงเลย  ทําใหไดสมการออยเลอร-ลา 
กรานจที่สมนัยกับสนามพื้นฐานนี้เปนสมการสนาม (3.1.16) ที่กลายเปนเงื่อนไขบังคับคลายกับ (3.2.1) 
(ในแงที่วาไดใชแนวเขาสูการศึกษาทฤษฎีสนามที่คลายกลศาสตรจุดมาตลอด คือมอง Σ∈x

ϖ  วา 
“คลาย” ดัชนีเลเบล i  ตาม (2.2.3) แตตองระลึกไววามีมโนทัศนที่ตางกัน ดูในขอ (1)-(3) ทายตอนที่ 2.1)   
มีชื่อเรียกสนามพื้นฐานลักษณะนี้ที่ (1) ไมไดอยูในในพจนที่มีอนุพันธเทียบกับเวลา และ (2) สามารถแก 
เงื่อนไขบังคับที่มาจากสมการออยเลอร-ลากรานจที่สมนัยกับสนามพื้นฐานดังกลาว ใหเขียนสนามพื้น
ฐานดังกลาวอยูในรูปสนามพื้นฐานอื่นๆ ที่มีในพจนอนุพันธเทียบกับเวลาอยางเปนไดอยางเดียว วา 
สนามชวย (auxiliary field) (Buchbinder and Kuzenko, 1998: 217-218)   สาเหตุที่ระบบดิแรกอสิระ 
FF มีสนามพื้นฐานที่ไมไดมีอยูในพจนที่มีอนุพันธเทียบกับเวลาโดยกอใหเกิดเงื่อนไขบังคับเชนนี้ก็เนื่อง
มาจากความไมไดอะโกนัลของเมตริกกรวยแสงใน FF ซึ่งทําใหพีชคณิตดิแรกกรวยแสง (3.1.3) ไมไดอะ
โกนัลเปนผลใหมีแตคอมโพเนนท +ψ  ที่สามารถอยูในพจนที่มีอนุพันธเวลากรวยแสง −∂  ได  ดูคํา
อธิบายหลัง (2.3.4) และ (3.1.7) ดวย 
 ข.  จากขอ ก. จะเห็นวาพลวัตของสนามชวย t

−− ψψ ,  ถูกกําหนดโดย t
++ ψψ ,  ซึ่งเปนสนาม

พื้นฐานที่ใชกําหนด IC และ BC ของ FF   มีชื่อเรียกคอมโพเนนททั้งสองชนิดนี้ของสนามดิแรก ψ  วา 
คอมโพเนนทเลว (bad component) ( - ) และ คอมโพเนนทดี (good component) (+ ) ตามลําดับ  
สําหรับกรณีระบบดิแรกอิสระ FF ที่กําลังศึกษานั้นมีสมการสนามเปนสมการเชิงเสน จึงสามารถแกสม
การเงื่อนไขบังคับ (3.1.16) โดยเขียน คอมโพเนนท-( - ) ใหอยูในรูป คอมโพเนนท-( + ) ได ดังนี้ 
                                                           
∗ ขอความวา “ไมไดอยูในพจนจลน” ไมไดหมายความแควา ตัวแปรพลวัตพื้นฐานนี้ไมมีอนุพันธเทียบกับเวลา 
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สําหรับความหมายของ อนุพันธอวกาศตามยาวผกผัน (inverse longitudinal space derivative) ถูก
กลาวรายละเอียดใน ภาคผนวก ข 

ในการควอนไทซโดยผานแฮมิลโทเนียนฟอรมูเลชันตองควอนไทซแตคูตัวแปรคาโนนิคัลที่อิสระ
เทานั้น  เพื่อใหการแทนที่เปนตัวทําสลับที่ (หรือปฏิสลับท่ี) พื้นฐานในกลศาสตรควอนตัมไมขัดแยงกันเอง
อันเนื่องจากการสามารถเขียนอยูในรูปของสนามพื้นฐานตัวอื่นของสนามพื้นฐานไมอิสระ  ดังนั้นในการ
สรางแฮมิลโทเนียนฟอรมูเลชันที่เปน “ตนฉบับ” ของการควอนไทซจึงตองฟอรมูเลทในรูปของคูตัวแปรคา
โนนิคัลอิสระที่จําเปนตอพลวัตเทานั้น  เนื่องจากกรณีระบบดิแรกอิสระ FF สามารถแกผลเฉลย 

[ ]+−− = ψψψ  จากสมการเงื่อนไขบังคับได จึงสามารถนํากลับไปแทนในลากรางเจียนเพื่อเขียนใหอยู
แตในรูปสนามอิสระที่จําเปนตอพลวัต คือ 
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จะเห็นวาลากรางเจียนรูปนี้มีอนุพันธอวกาศตามยาวผกผัน (ข.1) ทําใหเปนทฤษฎีไมเฉพาะที่ (non-
local)  แตเนื่องจากมีการอินทิเกรตครอบคลุมหมด (overall) ถึงตัวแปรอวกาศ-กาลที่เปนตัวไมเฉพาะที่ 
ทําใหแตละพจนของความหนาแนนลากรางเจียนมีจุดเดียวของอวกาศ-กาลเทานั้นที่เปนตัวแปร  จึงทํา
ใหดูเสมือนเปนทฤษฎีเฉพาะที่ 

จะเห็นวาลากรางเจียนรูปนี้มีแตกําลังหนึ่งของแฟกเตอรอนุพันธเทียบกับเวลา  จึงทําใหมีรูปอะ
นาโลกัสกับลากรางเจียนในรูป 
 

  [ ] [ ] ( )
q

ppqqppqqppq
&

&&
&

∂
∂

=⇒−=
,,,L,H,L             (3.2.4) 

 

โดยในลากรางเจียนนี้จัดการให (treat) pq ,  เปนพิกัดทั่วไป∗   จึงทําใหสําหรับ (3.2.3) สามารถสรางแฮ
มิลโทเนียนฟอรมูเลชันโดยใชกระบวนการของ Faddeev และ Jackiw (1988) ได  นั่นคือแทนที่จะสรางคู
ตัวแปรคาโนนิคัลโดยใชนิยามจากทุกพิกัดทั่วไปของลากรางเจียนฟอรมูเลชันตามปกติ คือ 

                                                           
∗ ก.  ลากรางเจียนรูปนี้เปนลากรางเจียนเอกฐาน  สังเกตวาไมมีโมเมนตัมทั่วไปที่สังยุคกับพิกัดทั่วไป p   แต 
p  กลับไปตรงกับโมเมนตัมทั่วไปที่สังยุคกับ q  ซึ่งแสดงในดาน RHS ของลูกศร  ดังนั้น (ดูขอ 1. ตนตอนที่ 3.1 
ดวย) จึงสามารถจัดการให p  และ q  (ซึ่งเปนพิกัดทั่วไปในลากรางเจียนฟอรมูเลชัน) เปนคูสังยุคคาโนนิคัลกัน
เองในแฮมิลโทเนียนฟอรมูเลชันไดเลย  โดยมีพจน H  เปนแฮมิลโทเนียนเพราะ (3.2.4) มีรูปตรงกับนิยามแฮมิล
โทเนียนอยูแลว 
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แลวคอยแกปญหาเงื่อนไขบังคับที่เกิดขึ้นจากการนิยามโมเมนตัมทั่วไปอันเนื่องจากการเปนลากรางเจียน
เอกฐาน  แตกลับสามารถที่จะจัดการใหพิกัดทั่วไปของ (3.2.3) เปนคูตัวแปรคาโนนิคัลกันเองไดเลย โดย
การเปรียบเทียบใหตรงคูตัวแปร ( )qp ,  ใน (3.2.4) ซึ่งเปนคูสังยุคคาโนนิคัลซึ่งกันและกันอยูแลว (ดู
เชิงอรรถ ขอ ก. หนา 28) นั่นคือไดคูสังยุคคาโนนิคัลเปน 
 

             tt
++++ ∝=↔ ψψπψ 2i               (3.2.5) 

 

และสามารถเขียน (3.2.3) ในรูป (3.2.4) โดยให H  หมายถึงความหนาแนนในอวกาศของ H  วา 
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 หมายเหตุ   นอกจากลากรางเจียนระบบดิแรกที่มีกําลังหนึ่งของอนุพันธเวลาอยูแลว  เนื่องจาก
เมตริกกรวยแสง (2.3.4) อยูในรูปกําลังหนึ่งของคอมโพเนนทเวลากรวยแสง ทําใหลากรางเจียนของระบบ
พลวัตสัมพัทธภาพอื่นๆ ในฟรอนทฟอรมมักมีเพียงกําลังหนึ่งของอนุพันธเวลากรวยแสงดวย   ดังนั้นจึง
มักสะดวกที่จะใชกระบวนการเฟดเดอเยฟ-ยาคิฟในการควอนไทซระบบ FF (Jackiw, 1993: 2; Heinzl, 
2000: 31) 
 
 ปริมาณ H  ของทฤษฎีสนามที่นิยามโดยเปรียบเทียบกับรูป (3.2.4) ขางตนเรียกวา แฮมิลโท
เนียน (Hamiltonian)  มีมโนทัศนที่สําคัญ 2 ประการ คือ 
 1.  จะเห็นวาสมการสนามหรือสมการออยเลอร-ลากรานจที่จัดการใหตัวแปร qp ,  ในลากราง
เจียนรูป (3.2.4) เปนพิกัดทั่วไปนั้นสามารถสรางมโนทัศนของ P.B. และการแปลงแบบคาโนนิคัลขึ้นมา
ได (ดูเชิงอรรถ ขอ ก. หนา 28 และดูตอไปท่ี (3.2.12))  จึงทําใหสามารถสรางพลวัตแฮมิลโทเนียน 
(Hamiltonian dynamics) ขึ้นมาได โดยมี H  ดังกลาวเปนตัวกอกําเนิดการเลื่อนขนานในเวลา (time 

                                                                                                                                                                      
   ข.  ถาใชลากรางเจียนรูปนี้ คือ (3.2.4), (3.2.6)  แทนในสูตรแสดงการแปรผันของแอกชัน (ก2.5), (2.2.5) จะ
มองเปน [ ]pq ,L   ถาใชแทนในสมการออยเลอร-ลากรานจ (ก2.10), (2.2.14) จะมองเปน ( )pqpq &&,,,L   
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tranlation) ซึ่งเปนการแปลงแบบคาโนนิคัลนั่นเอง  เมื่อถึงขั้นตอนนี้ก็ไดทฤษฎีสนามในรูปแฮมิลโท
เนียนฟอรมูเลชันที่สมบูรณแลว  ซึ่งจะแสดงตอไปสําหรับระบบดิแรกอิสระ FF ที่ศึกษา 
 2.  H  ที่นิยามโดยรูปสมการ (3.2.6) นั้นเปน ประจุเนอเทอรของการเลื่อนขนานในเวลา (time 
translation Noether charge) ของทฤษฎีสนามสัมพัทธภาพ  แสดงดังนี้ พิจารณาชิ้นประกอบผิว (2.3.3) 
ในรูปที่มีเวกเตอรนอรมัลดวยคือ µµ σσ Ndd =  โดยที่ ( )1,0,0,1=µN   สําหรับเวกเตอร µA  ใดใด
ไดวา 
 

   ( ) ( )xxAxxxxA
ϖϖ

,dd
2
1,d 2 ++

⊥
−+ =µ

µσ             (3.2.7) 
 

จากนิยาม กระแสเนอเทอรของการเลื่อนขนาน (translation Noether currents) (Heinzl, 1998: 41-43) 
ดังนี้ 
 

   ( ) Lµννµµν ψπ gT aa −∂=x                (3.2.8) 
 

โดยที่ดัชนี a  ใชลําดับคอมโพเนนทของสนามพื้นฐานทั้งหมด  พิจารณาในรูปพิกัดกรวยแสงที่คอมโพ
เนนท −+T  โดยที่มี 2hg =≡ −+−+  และ มีในนิยาม (3.2.8) วา 
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พบวาเมื่อแทนนิยามคอมโพเนนท −+T  ลงในนิยาม ประจุเนอเทอรของการเลื่อนขนานในเวลากรวยแสง 
(light-cone time translation Noether charge) −P  ก็ไดดังนี้ 
 

   ( ) [ ]∫ =≡ −+−
aa ,H2TdP ψπσ µ

µx            (3.2.10) 
 

ซึ่งตรงกับนิยามของ H  ใน (3.2.6) โดยมีเพียงสัมประสิทธิ์ “2” เพิ่มเติมมา  
 ตอไปจะแสดงการสรางมโนทัศนของ แบรกเคท (bracket) (ซึ่งในระบบทั่วไปอาจไมใช P.B. ก็
ได) ดวยกระบวนการเฟดเดอเยฟ-ยาคิฟ   พิจารณาหาสมการสนามของ ++ πψ ,  ดวยหลักการแปรผัน
ของลากรางเจียน (3.2.3)  เนื่องจาก ++ πψ ,  เปนจํานวนกราสสมันนและเพราะ (3.2.5) จึงนิยาม
อนุพันธฟงกชันนัลซาย (ขวา) เชนเดียวกับใน (3.1.9)  จึงไดผลของหลักการแปรผัน (2.2.14) ในรูป 
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(3.2.11) 
ซึ่งแทน (3.2.6) ลงไปในสมการออยเลอร-ลากรานจไดสมการสนามวา 
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โดยนิยาม P.B. ของทฤษฎีสนามดังนี้ 
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จะเห็นจาก (3.2.12) วาลากรางเจียนที่อยูในรูป (3.2.4) ใหสมการออยเลอร-ลากรานจของ ++ πψ ,  เปน
รูป P.B. อยูแลว  ดังนั้นจึงเปนสมการสนามแฮมิลโทเนียนดวยตัวมันเองเลย  แตตองพิจารณาวา 

1.  ระบบดิแรกอิสระ FF ที่ศึกษามีสนามพื้นฐานเปนจํานวนกราสสมันน  ซึ่งตองควอนไทซ 
แบรกเคทพื้นฐาน (basic brackets) ที่ไดดวยตัวทําปฏิสลับท่ี  เนื่องจากตัวทําปฏิสลับที่มีสมบัติสมมาตร
แต P.B. (3.2.13) มีสมบัติปฏิสมมาตร  จึงมองวา P.B. ใน (3.2.13) ยังไมใชนิยาม แบรกเคทพื้นฐาน
คลาสสิคัล (classical basic bracket) สําหรับตัวแปรกราสสมันนนี้  จะกลาวถึงแบรกเคทพื้นฐานคลาสสิ
คัลที่ถูกตองสําหรับระบบนี้ตอไป 

2.  เพื่อความสะดวกในการกลาวสรุปถึงกระบวนการเฟดเดอเยฟ-ยาคิฟ จะกลาวอยางครอบ
คลุมถึงลากรางเจียนทั่วไปที่สามารถเขียนใหอยูในรูปท่ีมีอนุพันธเวลาแตในอันดับหนึ่งและกําลังหนึ่ง
อยางทั่วไปดวย  กลาวคือตรงแฟกเตอร +π  ในพจนแรกของสมการแรกของ (3.2.6) สามารถเปลี่ยนเปน 
( )++ πψ ,f  และยังสามารถมีพจนกําลังหนึ่งของอนุพันธเวลาอันดับหนึ่งของ +π  ดวย ดู Jackiw (1993: 

3)   ซึ่งอาจทําใหหลักการแปรผัน (3.2.11) ไมใหสมการสนามของ ++ πψ ,  ในรูปที่สามารถสรางมโน
ทัศนของแบรกเคทและการแปลงคาโนนิคัลขึ้นมาไดเพราะสมการสนามที่ไดอาจไมสามารถจัดรูปใหมี 
LHS เหมือน (3.2.12) 
 จากขอ 2. ขางตนพิจารณานิยามแบรกเคททั่วไปตามกระบวนการเฟดเดอเยฟ-ยาคิฟ  ซึ่งอาจไม
ใช P.B. ก็ได  แตตองมีมโนทัศนของการแปลงคาโนนิคัลขึ้นมาได  จากสมการออยเลอร-ลากรานจที่ไดใน 
(3.2.11) พยายามจัดรูปให RHS ไมอยูในรูปอนุพันธเวลา ในขณะที่ดาน LHS ตรงกับดานอนุพันธเวลา
กรวยแสงของรูปมาตรฐานของสมการสนามแฮมิลโทเนียน (คือสมการ (3.2.12))  ดังตอไปน้ี 
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สําหรับลากรางเจียนที่มีกําลังหนึ่งของอนุพันธเวลาอันดับหนึ่งทั่วไปอาจทําไมไดก็ได  ถาทําไมไดจะมีบาง
สมการออยเลอร-ลากรางจที่ไดจาก (3.2.11) เปนสมการเงื่อนไขบังคับ (แตเปนคนละแบบกับเงื่อนไข
บังคับที่เกิดขึ้นจากการนิยามโมเมนตัมทั่วไปในแฮมิลโทเนียนฟอรมูเลชันปกติที่กลาวในขอ 1. ตนตอนที่ 
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3.1 )  หมายถึงการมี ( ++ πψ , ) บางตัวที่สัมพันธกันเองอยางไมพลวัต  ตองหาวิธีแกเงื่อนไขบังคับหรือ
กําหนดเกจ (gauge fixing) เพื่อใหไดตัวแปรคาโนนิคัลอิสระที่แทจริงตอไป 
 ถาสามารถจัดรูปตาม (3.2.14) ได  ตอไปนิยามแบรกเคทอยางทั่วไปโดย identify ดังนี้ 
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ซึ่งยังเปน แบรกเคทนามธรรม (abstract brackets) ไมได realize รูปของมันออกมาใหชัดเจน  เพียง
กําหนดใหมีพีชคณิตทํานองเดียวกับ P.B. ดังนี้  สําหรับ u , 1u , 2u , v , 1v  และ 2v  ที่เปนฟงกชันนัล
เชิงเสนของสนามที่เปนตัวแปรพลวัตพื้นฐาน +ψ  หรือ +π  และ c  ที่เปนคาคงที่หรือไมใชตัวแปรพลวัต
หรือไมสามารถเขียนใหอยูในรูปตัวแปรพลวัต  กําหนดใหแบรกเคทของมันมีพีชคณิต ดังนี้ 
 

  { } { } { } 0cu,,uv,vu, =−=              (3.2.16) 
 

  { } { } { } { } { } { }21212121 vu,vu,vvu,,v,uv,uv,uu +=++=+         (3.2.17) 
 

  { } { } { } { } { } 2121212121 uv,uv,uuuv,uv,uuv,uu ++ −=+=       (3.2.18-1) 
 

  { } { } { } { } { }++ −=+= 2121212121 vu,vvvu,vu,vvvu,vvu,       (3.2.18-2) 
 

  { }{ } { }{ } { }{ } 0vu,w,uw,v,wv,u, =++             (3.2.19) 
 

โดยที่ { },  และ { }+,  คือแบรกเคทนามธรรมที่มีลักษณะปฏิสมมาตร (3.2.16) และสมมาตรตามลําดับ  
พีชคณิตขางตนสามารถขยายใหทั่วไปสูฟงกชันนัลใดของสนาม ++ πψ ,  ก็ได  ซึ่งถาสนามพื้นฐานเปน
จํานวนกราสสมันนดังในที่นี้ตองมีการเพิ่มเติมสัมประสิทธิ์ ( ) n1−  หนาแฟกเตอรตางๆ อยางซับซอนขึ้น  
โดยที่คาจํานวนเต็ม n  ตางๆ ขึ้นกับจํานวนสนาม ++ πψ ,  ที่ทําผลคูณกันในแตละเอกนามของ u  และ 
v   ซึ่งไมไดศึกษาในที่นี้  (ดูพีชคณิตทั่วไปของแบรกเคทของจํานวนกราสสมันนใน Martin (1959: 539-
540), Gitman และ Tyutin (1990: 76-77)) 
 ตอไปหาแบรกเคทพื้นฐานโดยใชพีชคณิตขางตนลดทอนแบรกเคทที่นิยามใน (3.2.15) ลงจนอยู
ในรูปแบรกเคทของตัวแปรพลวัตพื้นฐาน ++ πψ ,  ของลากรางเจียนที่มีอนุพันธเวลาแตในอันดับหนึ่ง
และกําลังหนึ่งดังกลาว ที่เรียกวาแบรกเคทพื้นฐาน  เรียกตัวแปรสนามอิสระแตละคูที่สังยุคกันโดยแบรก
เคทพื้นฐานนี้วาสนามคาโนนิคัล (canonical fields)  จากแบรกเคทพื้นฐานก็อาจสามารถ realize ความ
หมายของแบรกเคทที่ถูกนิยามอยางนามธรรมนี้ได นั่นคือ การเขียนใหอยูในรูปอนุพันธ  ในขั้นตอนสุด
ทายของการลดทอนนี้จะเลือกใช (3.2.18) ในรูป { },  หรือ { }+,  แลวแตชนิดของสนามพื้นฐานตาม
ทฤษฎีบทสปน-สถิติ  ตอจากนั้นควอนไทซดวยแทนที่แบรกเคทพื้นฐานรูป { },  หรือวา { }+,  ดวย ตัวทํา
สลับที่ หรือ ตัวทําปฏิสลับที่ ตามลําดับ 
 กลับมากรณีระบบดิแรก FF ที่ศึกษา  โดย (3.2.12) ทําใหได RHS ของ (3.2.14) วา 
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ตอไปหาอนุพันธฟงกชันนัลใน RHS ขางตน ซึ่งมี 2 วิธี (ดูหมายเหตุทายตอนที่ 3.1 ดวย) 
 1.  จัดรูปแฮมิลโทเนียน (3.2.6) ใหสามารถหาอนุพันธฟงกชันนัลไดโดยตรง  ซึ่งกรณีนี้ทําไดดวย
การอินทิเกรตแยกสวน 2 ครั้ง  ดังเอกลักษณตอไปน้ี  ซึ่งไดละพจนผิวแลว 
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โดยใชเอกลักษณขางตนและ (ข.10) ไดสมการสนามตาม (3.2.14) วา 
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2.  โดยใชเทคนิคทางออมเชนเดียวกับ (2.2.15)-(2.2.17)  แตตองอินทิเกรตแยกสวนแฟกเตอรที่
มีอนุพันธเทียบกับอวกาศตามขวางถึง 2 คร้ัง  และเมื่อละพจนผิวแลวไดวา 
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 ตอไป identify แบรกเคทตาม (3.2.15) และใชพีชคณิต (3.2.16)-(3.2.19) ลดทอนลงจนได
แบรกเคทพื้นฐาน  เร่ิมจาก (3.2.22) ดังนี้ 
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(3.2.25) 
โดยขั้นตอนสุดทายผานการอินทิเกรตแยกสวนตามเอกลักษณ (3.2.21) และละพจนผิวแลว  จะเห็นวาถา
กําหนดให 
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ก็จะทําให RHS ตรงกับ LHS ที่ identify ไวพอดี   สวนอีกสมการคือ (3.2.23) ก็ทําทํานองเดียวกันโดยมี
อินทิเกรตแยกสวน (3.2.21) แลวละพจนผิวเชนกัน  แลวจากการ identify ตามสมการที่ 2 ของ (3.2.15) 
ไดวา 
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 ซึ่งเหลานี้คือแบรกเคทพื้นฐานที่ตองการ  แตจะเห็นวาก็ยังคงเปนแบรกเคทสมมาตรคลาสสิคัล
นามธรรม (abstract classical symmetric bracket)  การที่มีลักษณะสมมาตรจึงไมใช P.B.  คําถามคือ
จะเขียนในรูปอนุพันธฟงกชันนัลอยางไร  ในที่นี้จะแสดงเฉพาะกรณีที่ศึกษา   ดูการนิยามแบรกเคทของ
ตัวแปรกราสสมันนในรูปอนุพันธแบบทั่วไปใน Martin (1959), Kiselev, Shnir และ Tregubovich (2000: 
249-252, 259-260) ที่มีตัวอยางสําหรับตัวแกวงกวัดเฟอรมิออนิก (Fermionic oscillator)  และใน 
Gitman และ Tyutin (1990: 11, 75-80, 265-267, 272-273) ที่มีตัวอยางสําหรับระบบดิแรกอิสระใน IF   
สําหรับในกรณีที่ศึกษาจะเห็นวาถาให 
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        (3.2.28) 

 

พบวาสอดคลองเปนอยางดีกับ (3.2.22)-(3.2.23), (3.2.25)-(3.2.26) และ (3.2.27)  ตอไปถาลองแทนที่
เครื่องหมายลบใน P.B. (3.2.13) ของสนามคาโนนิคัลเปนเครื่องหมายบวก  ซึ่งเขียนทั่วไปโดยใชนิยาม 
u , v , 1v  และ 2v  เชนเดียวกับใน (3.2.16)-(3.2.19) ดังนี้  
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พบวาไดแบรกเคทที่สมมาตรและตรงกับ (3.2.28)  พิจารณาเอกลักษณตอไปน้ี 
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พจนแรกของสมการ (3.2.30) มาจากการที่ ถากรณี 1v  เปนฟงกชันนัลเชิงเสนของ +ψ  ตองสลับใหอยู
ทางขวาสุดกอนคอยทําการหาอนุพันธทางขวา จึงทําใหปรากฏเครื่องหมายลบขึ้น  สวนถากรณี 1v  เปน
ฟงกชันนัลเชิงเสนของ +π  ก็ไดพจนนี้เปนศูนย   ในทํานองเดียวกัน พจนที่สองของสมการ (3.2.31) มา
จากการที่ ถากรณี 2v  เปนฟงกชันนัลของ +π  ตองสลับใหอยูทางซายสุดกอน แลวคอยทําการหา
อนุพันธทางซายจึงปรากฏเครื่องหมายลบติดอยูขางหนา  สวนถากรณี 2v  เปนฟงกชันนัลเชิงเสนของ 

+ψ  ก็ไดพจนนี้เปนศูนย 
 โดยใชแบรกเคทสมมาตร (3.2.29) และเอกลักษณขางตนแสดงไดวา P.B. ตาม (3.2.13) ของ
ระบบดิแรกอิสระ FF ที่สนามคาโนนิคัลเปนจํานวนกราสสมันนมีพีชคณิตสอดคลองกับพีชคณิตที่ใช
นิยามแบรกเคทในกระบวนการเฟดเดอเยฟ-ยาคิฟสําหรับตัวแปรกราสสมันน (3.2.16)-(3.2.19) เชน ดังนี้ 
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เพราะฉะนั้นจึงได realize แลววาแบรกเคทสมมาตรพื้นฐานคลาสสิคัลที่ไดอยางนามธรรมจากกระบวน
การเฟดเดอเยฟ-ยาคิฟอยูในรูปอนุพันธฟงกชันนัลก็คือ (3.2.29) นั่นเอง 
 ตามปกติในการควอนไทซแบรกเคทสมมาตรพื้นฐาน (basic symmetric brackets) ทําโดยแทน
ที่โดยตรงดวยตัวทําปฏิสลับที่นั่นคือ { } [ ] ++ ⇒ ,,   ทําใหไดดังนี้ 
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  (3.2.32) 
 

แตจะเห็นวาเกิดขอขัดแยงขึ้น เปนไปไมได   พิจารณาดังนี้  จาก +ψ  ที่เปนเมทริกซแนวตั้ง 14 ×   และ 
t

+ψ  ที่เปนเมทริกซแนวแถว 41 ×   นิยามเมทริกซดังนี้ 
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โดยที่  # หมายถึงการใสสังยุคเฮอรมิเชียนลงบนตัวดําเนินการสนามในแตละคอมโพเนนทโดยไมมีการ 
ทรานสโพส (transpose) ของเมทริกซที่ใชเขียนสนามหลายคอมโพเนนท, T หมายถึง การทรานสโพสเม 
ทริกซที่ใชเขียนสนามหลายคอมโพเนนทโดยไมมีการใสสังยุคเฮอรมิเชียนใหกับตัวดําเนินการในแตละ
คอมโพเนนท  และ t หมายถึง การทรานสโพสผลคูณเมทริกซของสนามหลายตัวโดยไมมีการเปล่ียน
ลําดับการคูณตัวดําเนินการในแตละคอมโพเนนทของสนามตางๆ ที่มาคูณกัน (ซึ่งสูตร 
( ) TTT ABAB =  ที่ใชกันปกตินั้น ไดมีการสลับลําดับการคูณสนาม A  กับ B  ที่อยูภายในแลว)   

เมื่อเขียน (3.2.26) โดยใชนิยามขางตนและใชสมบัติของ +Λ  จะเห็นวา 
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ในขั้นตอนที่ 5 ไดจากการแทน (3.2.32) ลงไปในขั้นตอนที่ 4 ก็จะเกิดขอขัดแยงกันเองขึ้นกับ (3.2.32)  จึง
ตองกลับไปดูการควอนไทซวาไดทําผิดที่ใด  จะเห็นวาในระบบควอนตัมสมการสนามตางๆ เชน (3.2.25) 
เปนสมการตัวดําเนินการแตแรก  ดังนั้นจึงตองเปนการถอดตัวทําปฏิสลับท่ีพื้นฐานออกจากสมการตัว
ดําเนินการ  ไมใชถอดแบรกเคทคลาสสิคัลนามธรรมดังที่ไดทํามา  จะเห็นวาสนามในสมการตัวดําเนิน
การที่กําลังพิจารณาและในตัวทําปฏิสลับที่ลวนเปน คอมโพเนนท-( + ) ซึ่งสามารถดูดซับตวัดําเนินการ
ฉาย +Λ  ที่คูณเขามาไดโดยไมเสียเอกลักษณ  ดังนั้นสามารถเขียน (3.2.25) ใหมโดยเขียน +Λ  เติมลง
ไปขางตัวทําปฏิสลับที่ดวย  และ identify คาตัวทําปฏิสลับที่ออกมาดวยการถอดเชนเดียวกับแบรกเคท
คลาสสิคัล (classical brackets) (3.2.26) แตตองทําอยูภายใตการมีสัมประสิทธิ์ +Λ  ทั้งสองขางดวยดัง
นี้  
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และเนื่องจากตัวทําปฏิสลับที่สามารถดูดซับตัวดําเนินการฉายนี้ไดจึงไมจําเปนตองเขียนลงไป  สรุปวาได
ตัวทําปฏิสลับที่พื้นฐานทั้งหมดวา 
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  (3.2.34) 
 

 
 หมายเหตุ   ในที่นี้แสดงการควอนไทซระบบดิแรกอิสระ FF ที่ไดตัวทําปฏิสลับที่พื้นฐาน 
(3.2.34) หลังจากการแกสมการเงื่อนไขบังคับ  คําถามคือสําหรับระบบดิแรก FF ทั่วไปที่เงื่อนไขบังคับ
ขึ้นกับอันตรกิริยา  จะไดตัวทําปฏิสลับที่พื้นฐานอยาง (3.2.34) หรือไม  และรูปลักษณะตัวทําปฏิสลับที่
พื้นฐานที่ไดขึ้นกับอันตรกิริยาหรือไม  คําตอบคําถามแรกคือ ได  และคําตอบคําถามที่สองคือ ไม  ระบบ
ดิแรก FF ทั่วไปก็ยังคงไดตัวทําปฏิสลับที่พื้นฐานในรูป (3.2.24)  เพราะพจนจลน (พจนจลนของระบบ
สนาม หมายถึง พจนที่มีอนุพันธเทียบกับอวกาศ-กาล) ของระบบดิแรกทั่วไปก็ยังคงเปนพจนจลนเดียว
กับระบบดิแรกอิสระ (3.1.2) ซึ่งใหพจนอนุพันธเวลากรวยแสงใน FF เปนพจน +

−
+ ∂ ψψ it  ตาม (3.1.8) 

เสมอ  ดังนั้นยังคงไดลากรางเจียนในรูป (3.2.4) ที่ใหสมการสนามในกระบวนการเฟดเดอเยฟ-ยาคิฟใน
รูปสมการแฮมิลโทเนียนมาตรฐาน (3.2.12) ซึ่ง RHS สามารถเขียนอยูในรูป P.B. ของ สนามอิสระ (คือ 
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คอมโพเนนท-( + )) กับ แฮมิลโทเนียนที่เปนฟงกชันนัลของสนามอิสระ ได  เพราะการที่ P.B. มีพีชคณิตที่
ไมวาแฮมิลโทเนียนมีรูปรางอยางใดก็สามารถลดทอนโดยเขียนใหอยูในรูปแบรกเคทพื้นฐานของสนาม
อิสระ t

++ ψψ ,  ซึ่งเปนสนามคาโนนิคัลตาม (3.2.24) ไดเสมอ 
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3.3  ระบบดิแรกอิสระฟรอนทฟอรมควอนตัมในปริภูมิโมเมนตัม  
 
ในการแกระบบ QFT  วิธีที่สะดวกคือแปลงแฮมิลโทเนียนใหอยูในรูปตัวแปรที่สามารถทําการไดอะโกนัล
ไลซ (diagonalize) ไดงาย  ก็จะแกสมการสนามไฮเซนเบิรก (ซึ่งเปน ควอนตัมแอนะลอก (quantum 
analogue) ของสมการสนามแฮมิลโทเนียน (3.2.12)) ไดงาย  จากแฮมิลโทเนียนระบบดิแรก FF  
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จะเห็นวาอยูในรูปตัวแปรพลวัตพื้นฐานในพารามิเตอรอวกาศซึ่งติดแฟกเตอรอนุพันธไมสะดวกในการได
อะโกนัลไลซ  จากการที่ไดแยกตัวแปรเวลาโดยพิจารณาตัวแปรพลวัตพื้นฐานบนผิวเวลาเทามาตลอด จึง
ทําการแปลงตัวแปรพลวัตพื้นฐานบนผิวเวลาเทาจากที่ลําดับ (label) ดวยอวกาศ มาเปนตัวแปรพลวัต
พื้นฐานที่ลําดับดวยโมเมนตัม ที่สัมพันธกันโดยผลการแปลงฟูเรียร (Fourier transform) (ค3.5) ดังนี้ 
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(3.3.2) 
โดยเขียนละการขึ้นกับเวลากรวยแสงของตัวแปรพลวัตพื้นฐานในปริภูมิโมเมนตัมอยางเปนที่เขาใจ  จาก
ตัวทําปฏิสลับที่เวลาเทาพื้นฐาน (basic equal-time anticommutators) ของตัวแปรในอวกาศ (3.2.34) 
ไดตัวทําปฏิสลับที่เวลาเทาพื้นฐานของตัวแปรในปริภูมิโมเมนตัมที่สมนัยกันดังนี้ 
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(3.3.3) 
ซึ่งนอกนั้นเปนศูนย   โดยใช (ข.9) สามารถแสดงเอกลักษณตอไปน้ี 
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(3.3.4-2) 
เมื่อแทนทั้งหมดใน (3.3.1) โดยใชผลคูณ (ค2.11) และ  
 

             ( ) ( ) ( ) ( )⊥⊥
++′⋅−

⊥
− −−=′′∫ kpkpxx xkp ϖϖϖϖϖ

23i2 2edd
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1 δδπ           (3.3.5) 

 

ก็จะไดแฮมิลโทเนียนในรูปตัวแปรพลวัตพื้นฐานในปริภูมิโมเมนตัมวา 
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(3.3.6) 
ซึ่งรูปสุดทายไดละพจนคาคงตัวอนันต (infinite constant) ที่ไมมีผลตอฟสิกสออกแลว  เรียกเปน รูปได
อะโกนัลไลซ (diagonalized form) เพราะเปนรูปท่ีทําการไดอะโกนัลไลซไดงายโดยวิธีพีชคณิตตัวดําเนิน
การ (operator algebra) ที่เรียกวา วิธีดําเนินการแลดเดอร (ladder operation) เนื่องเพราะการที่ตัวทํา
สลับที่ของ b หรือ d  กับ แฮมิลโทเนียน ไดเปนตัว b หรือ d  เอง   ให 0  แทนสถานะลักษณะเฉพาะ 
(eigenstate) หนึ่งของแฮมิลโทเนียนนี้ ที่นิยามดวย 
 

         ( ) ( ) 0,00,,, λλλ pdpbp
ϖϖϖ

==∀∀             (3.3.7) 
 

พบวาเปนสถานะพื้น (ground state) ของระบบนี้  เรียกอีกชื่อวา สถานะแวคคิวอัม หรือ แวคคิวอัม 
 หมายเหตุเพิ่มเติมในการได (3.3.6) 

ก.  ในการแทน (3.3.2) และทําผลคูณสปนเนอรเพื่อใหได (3.3.6) นั้นอันที่จริงยังเกิดพจนผลคูณ
ไขวระหวาง ( )pb

ϖt  กับ ( )pd
ϖ

−t   และ ( )pd
ϖ  กับ ( )pb

ϖ
−  ออกมาดวย  แตพจนเหลานี้เปนศูนยเพราะ

ในการกระจาย (3.3.2) ไมมีควอนตาใดที่มี 0≤+p  (ดูภาคผนวก ค3 ตั้งแตสมการ (ค3.1) เปนตนไป)  
นั่นคือพบวาพจนไขวดังกลาวอยูในรูปอินทิกรัล 
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ซึ่งตัวแปรอินทิเกรตมีแต 0 áÅÐ,, >∀∀ ++++ kpkp  เทานั้น  ดังนั้นจึงไมมีคา 0≤−= ++ pk  ใน
อินทิกรัล  ทําใหฟงกชันเดลตาเปน 0 
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 ข.  เนื่องจากแฮมิลโทเนียนดิแรกอิสระ FF (3.3.1) มีลักษณะเปนผลคูณเชิงเสนคู (bilinear 
product) ของสนามพื้นฐาน และมีตัวดําเนินการเชิงอนุพันธผกผัน (inverse differential operator) ดัง
นั้นการเลือก แฟกเตอรนอรมัลไลเซชัน (normalization factor) ตาม (ค2.9) ซึ่งทําใหเกิดแฟกเตอร 

++kp  ในผลคูณสปนเนอรอยางเชน (ค2.11) จะชวยรักษาเครื่องหมายอินทิเกรตในรูป 

∫ ∫
∞

⊥+
0

2dd p
p

p  ที่มีใน (3.3.2) ใหยังคงมีในแฮมิลโทเนียนและปริมาณทางฟสิกสอื่นที่เปนรูปผลคูณเชิง

เสนคูในปริภูมิโมเมนตัม อยางเชน (3.3.6) นี้ 



 
บทที่ 4 

แบบจําลองนัมบุ—โจนา-ลาซินิโอ  
ในทฤษฎีสนามควอนตัมกรวยแสง 

 
4.1  แบบจําลองนัมบุ—โจนา-ลาซินิโออินสแทนทฟอรม  
 
จากแบบจําลอง NJL (1.2.5) ที่ใชใน ฟสิกสฮาดรอน ที่มีสมมาตรเกจ 3-คัลเลอร ( )3SUC  และสมมาตร
ไครัล 3-เฟลเวอร ( ) ( )3U3U RL ⊗  (1.2.3)  ในบทนี้ทําใหงายขึ้นดวยการเปลี่ยนเปนสมมาตรใน “1-คัล
เลอร” คือ 1NC =  (แบบจําลอง NJL ไมมีสนามเกจ) และ 1-เฟลเวอร ( ) ( )1U1U RL ⊗  (Hatsuda and 
Kunihiro, 1994: 237-238) เพื่อใหงายตอการแสดงกลไกของ การหักสมมาตรเชิงพลวัต ของแบบจําลอง
นี้  โดยบทนี้เปนเพียงรายงานไมไดเสนอเทคนิคหรือผลใหม 
 
4.1.1  การแปลงไครัลและแบบจําลองนัมบุ—โจนา-ลาซินิโอ อินสแทนทฟอรม    
 
สําหรับกรณีที่ระบบสนามสปนเนอรมี 1-คัลเลอร และมี 1-เฟลเวอร  นิยามการแปลงไครัล (1-เฟลเวอร) 
แบบโกลบอลของสนามพื้นฐานสปนเนอร  RL ψψψ +=  ซึ่งมีลักษณะเปนกรุป ( ) ( )1U1U RL ⊗  ดังนี้ 
 

          ( ) ( ) R
2i5

RL
2i5

L
RL e1

2
1áÅÐe1

2
1 ψψγψψψγψ θθ ⇒+≡⇒−≡              (4.1.1) 

 

จะเห็นวาการแปลงนี้ไมเกี่ยวกับการแปลงอวกาศ-กาล ซึ่งเรียกวา การแปลงภายใน (internal 
transformation)  เพื่อความสะดวก เขียนการแปลงนี้ในรูปการแปลงของ ψ  โดยเปลี่ยนตัวแปรเปน 

RL θθα +≡  และ RL θθβ −≡−  ดังนี้ 
 

              ( )ψψ γβα 5ie +⇒ I              (4.1.2) 
 

จะเห็นวา I  และ 5γ  เปนตัวกอกําเนิดของการแปลง ( )1UV  และ ( )1UA  ตามลําดับ  ดังนั้นสําหรับการ
แปลงไครัล  
 

      ( ) ( ) ( ) ( )1U1U1U1U RLAV ⊗≡⊗             (4.1.3) 
 

 พิจารณาการแปลงไครัลของผลคูณตอไปน้ี  
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จะเห็นวา ( )ψγψψψ 5 i,   ในการแปลงไครัลเปนปริภูมิตัวแทนของกรุป ( )2O  ซึ่งมี ผลคูณไมแปร
เปล่ียน (invariant product) เปน 
 

         ( ) ( ) ( ) ( )252252   i ψγψψψψγψψψ −=+             (4.1.5) 
 

จากการแปลงของผลคูณตางๆ ของสนามพื้นฐานที่กลาวมา  สามารถสรางลากรางเจียนของระบบสนาม
เฟอรมิออน (fermion) ใน IF ที่มี 1-เฟลเวอร ที่มีสมมาตรภายใตการแปลงไครัลดังตอไปน้ี  นั่นคือ แบบ
จําลอง NJL ซึ่งเมื่อพิจารณาใน IF จะเรียกสั้นๆ วา แบบจําลอง IF-NJL ตอไปน้ี 
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ซึ่งสมมาตรไครัลเกิดขึ้นเมื่อ 00 →m  จึงเรียกวาลิมิตไครัล (ดูหลังสมการ (1.2.2) ดวย)  และสมมาตรนี้
ไมเกี่ยวกับการแปลงอวกาศ-กาลจึงเรียกวาสมมาตรภายใน (internal symmetry)   จากการที่ ψ  มี
หนวย (dimension) เปน ( ) 2/3ÁÇÅ , เมื่อเทียบ พจนอันตรกิริยาที่มีคาคงตัวควบ (coupling constant) 

0g  กับ พจนมวล 0m  จะเห็นอยางงายๆ วา 0g  มีหนวยเปน ( ) 2ÁÇÅ−   เนื่องจากทฤษฎีที่มีหนวยของ
คาคงตัวควบเปน หนวยมวลลบ (negative mass dimension) ไม รีนอรมัลไลเซเบิล (renormalizable) 
(Peskin and Schroeder, 1995: 80)  ดังนั้นแบบจําลอง NJL ไมรีนอรมัลไลเซเบิล จึงจําเปนตองกําหนด
คัทออฟในปริภูมิโมเมนตัม (momentum space cut-off) Λ  ซึ่งแสดงการจํากัดขอบเขตที่ทฤษฎีประยุกต
ใชในบริเวณโมเมนตัมและพลังงานนอยกวา Λ   
 สําหรับระบบสนามที่มีพจนจลนตามสมการแรกของ (4.1.4) และมีสมมาตรในการแปลงไครัลซึ่ง
เปนสมมาตรตอเนื่อง เชน ระบบ NJL  จะไดตามทฤษฎีบทเนอเทอร (Noether theorem) (Sterman, 
1993: 10-20) วาระบบนี้มีกระแสอนุรักษ (conserved currents) ที่สมนัยกับแตละตัวกอกําเนิดไครัล 
กลาวคือ I  และ 5γ  ตามลําดับ โดยมี สมการความตอเนื่อง (continuity equations) ตามลําดับดังนี้ 
(Mustaki, 1994) 
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            (4.1.7) 

 

การที่ใน IF มีเวลาเปน 0x  และมีสมการความตอเนื่องดังกลาว จึงไดวามีปริมาณอนุรักษในเวลาซึ่งสม
นัยกับแตละตัวกอกําเนิดที่เรียกวา ประจุ (charge) ดังตอไปน้ี 
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ดัชนี “IF” หมายถึง อินทิเกรตบนผิวเวลาเทาของ IF   เมื่อทําการควอนไทซระบบสนามนี้บนผิวเวลาเทา 
IF ก็ไดจากตัวทําปฏิสลับที่พื้นฐานวา ประจุขางตนเปนตัวกอกําเนิดควอนตัม (quantum generators) 
ของการแปลงไครัล (4.1.2) ของสนามควอนตัม ซึ่งสมนัยกับ I  และ 5γ  ตามลําดับ ดังตัวทําสลับท่ีนี้ 
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( ) ( )[ ] ( )xxx
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             (4.1.9) 

 

โดยพบวาสําหรับกรุปยอย ( )1UA  มีเอกลักษณ 
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 กอนที่จะศึกษาสมมาตรไครัลของระบบ IF-NJL  จะกลาวถึงอยางทั่วไปเกี่ยวกับระบบสนาม 
ควอนตัมสัมพัทธภาพที่มีสมมาตรภายในแบบตอเนื่องกอน (Higashigima, 1991: 2-4) ซึ่งจะกลาวถึง
คราวๆ โดยไมเครงครัดเชิงคณิตศาสตรดังนี้   ให IFQ  เปนประจุของสมมาตรภายในตอเนื่องตัวหนึ่งซึ่ง
เปนปริมาณอนุรักษ กลาวคือสลับ (commute) กับแฮมิลโทเนียน 
 

    [ ] 0H,Q
d

Qd
i IF0

IF ==
x

            (4.1.11) 
 

พิจารณาสถานะพื้นหรือแวคคิวอัมของระบบดังกลาว  โดยสัจพจนของ QFT ตามปกติ (Streater and 
Wightman, 1980: 21-22; Sterman,1993 : 50) ที่วาแวคคิวอัม ( Ω ) เหมือนกันทุกกรอบอางอิงหรือไม
แปรเปล่ียนในสัมพัทธภาพจึงมีวา 0H =Ω   เนื่องจากตัวทําสลับท่ี (4.1.11) เทากับศูนย หมายความ
วา ( ) 0QH IF =Ω  แตไมใชหมายความวาไมมีประจุ IFQ ที่มี 0QIF ≠Ω  ไปดวย  แวคคิวอัมมีได 2 
กรณี  เรียกวาดังนี้ 

(ก)  เฟสสมมาตร (symmetric phase หรือ Wigner’s phase):  
 

     0QIF =Ω              (4.1.12) 
 

หมายความวา  แวคคิวอัมก็ไมแปรเปล่ียน คือมีสมมาตรภายในเชนเดียวกับลากรางเจียน  เรียกวาแวค
คิวอัมแบบทริเวียล 
 (ข)  เฟสหัก (broken phase หรือ Nambu-Goldstone phase):  
 

     0QIF ≠Ω              (4.1.13) 
 

หมายความวา  แมลากรางเจียนมีสมมาตรภายในโดยตัวกําเนิด IFQ  แตแวคคิวอัมของระบบกลับไมมี
สมมาตรนี้  เรียกวามี การหักสมมาตรเกิดขึ้นเอง (spontaneous symmetry breaking) และกลาววาเปน
แวคคิวอัมแบบไมทริเวียล (non-trivial)  

หมายเหตุวา  ถาลากรางเจียนมีสมมาตรภายในชนิดหนึ่ง แลวเพิ่มเติมบางพจนที่ทําใหตัวลา 
กรางเจียนใหมไมมีสมมาตรภายในนี้ลงไป  พจนดังกลาวทําใหเกิดการหักสมมาตรของลากรางเจียนซึ่ง
เรียกวา การหักสมมาตรชัดแจง (explicit symmetry breaking)  
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 พิจารณาทฤษฎีบทตอไปน้ี 
 
ทฤษฎีบท  1   (Aitchison, 1982: 72-75) 
สําหรับระบบสนามควอนตัมหนึ่งๆ ที่มีสมมาตรภายในแบบตอเนื่องซึ่งมี IFQ เปนตัวกอกําเนิด  

และถาพบวามีสนามประกอบ (composite fields) ของสนามพื้นฐานของระบบดังกลาวสองตัว ใหเปน 
( )xΘ  กับ ( )xΦ  ที่มีการแปลงกลับไปมาซึ่งกันและกันภายใตการแปลงสมมาตรนี้แบบนอยยิ่ง 

(infinitesimal) ดัง ความสัมพันธสลับที่ นี้ (ดังเชน (4.1.10)) 
 

    ( ) ( )[ ] ( )xxx Φ=Θ,Q 0             (4.1.14) 
 

เนื่องจากแวคคิวอัมของระบบสามารถมีได 2 กรณี คือ (ก) และ (ข) ขางตน  เมื่อทํา VEV ทั้งสองขางของ 
(4.1.14) จึงไดสําหรับ 2 กรณีดังกลาววา 
 (ก)  ( ) ( ) 0=ΩΦΩ≡Φ xx  
 (ข)  ( )xΦ  ไมเทากับศูนย ถา ( ) 0≠ΩΘ x  
 
 จากทฤษฎีบทนี้จะเห็นวา  ถาระบบที่ศึกษามีแวคคิวอัมที่ทําให ( ) 0≠Φ x  ตองไมใชกรณี (ก) 
อยางแนนอน  เรียก ( )xΦ  วา ออรเดอรพารามิเตอร (order parameter) ของการหักสมมาตรเกิดขึ้น
เองของสมมาตรโดย IFQ   ซึ่งมักใชปริมาณนี้วัดลักษณะการมีการหักสมมาตรเกิดขึ้นเองของระบบ 
เพราะในกรณีสวนใหญสามารถแสดงวาระบบมีออรเดอรพารามิเตอรไมเทากับศูนยไดงายกวาแสดงวา
แวคคิวอัมเปนไปตามกรณี (ข) โดยตรง (Higashigima, 1991: 4) 
 
 ทฤษฎีบท  2   ทฤษฎีบทนัมบุ-โกลดสโทน (Nambu-Goldstone theorem) (Higashigima, 
1991: 2; Frampton, 2000: 20-21, 28-32) 

สําหรับระบบสนามควอนตัมสมมาตรที่มีการหักสมมาตรเกิดขึ้นเอง (กลาวคืออยูใน กรณี (ข))  
ไดวาระบบนี้มี อนุภาคสปน-0 แมสสเลสส (massless spin-0 particles) ที่เรียกวา นัมบุ-โกลดสโทนโบ
ซอน (Nambu-Goldstone bosons) ตามจาํนวนตัวกอกําเนิดการแปลงสมมาตรที่มีการหักสมมาตรเกิด
ขึ้นเองของระบบนี้   นัมบุ-โกลดสโทนโบซอนมี 2 กรณี  คือเปน นัมบุ-โกลดสโทนโบซอนสปน-0มูลฐาน 
(elementary spin-0 Nambu-Goldstone boson) กับเปน นัมบุ-โกลดสโทนโบซอนสปน-0ประกอบ 
(composite spin-0 Nambu-Goldstone boson)  ถาเปนกรณีหลังเรียกการหักสมมาตรเกิดขึ้นเองนี้วา 
การหักสมมาตรเชิงพลวัต (dynamical symmetry breaking) 
 
 ในที่นี้ไมไดศึกษา นัมบุ-โกลดสโทนโบซอนประกอบ ตามทฤษฎีบท 2 ของแบบจําลอง NJL โดย
ตรง จึงไมไดกลาวรายละเอียด (ซึ่งเปนประเดน็ที่คอนขางยุงยาก)  จะศึกษาถึงแคประเด็นการมีการหัก
สมมาตรเกิดขึ้นเองของแบบจําลอง NJL เทานั้น  ในตอนตอไปจะพิจารณาแบบจําลอง NJL ที่ประมาณ
โดยวิธีสนามเฉลี่ยที่พอแสดงไดวา ( )xψψ  เปนออรเดอรพารามิเตอรของระบบนี้ 
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4.1.2  การประมาณสนามเฉลี่ยของแบบจําลองนัมบุ—โจนา-ลาซินิโออินสแทนทฟอรม  
 
จะเห็นวาแบบจําลอง NJL มีสมการสนามที่ไมเชิงเสน (non-linear field equation)  ซึ่งไมทราบวาจะหา
ผลเฉลยที่แมนตรง (exact) อยางไร  จึงตองหาวิธีประมาณ  ในที่นี้ใชวิธีประมาณที่เรียกวาวิธีประมาณ
สนามเฉลี่ย (mean-field approximation) (Heinzl, 2000: 64-65) (ดูวิธีประมาณนี้ที่เครงครัดเชิง
คณิตศาสตรมากขึ้นใน Kunihiro และ Hatsuda (1984) และ เพื่อใหเห็นภาพมากขึ้นดูเปรียบเทียบกับ
การประมาณสนามเฉลี่ยที่ใชกับระบบแมเหล็กเฟอรโร (ferromagnetism) ที่ประมาณดวยการแทนที่เปน 
ตัวแทนสนาม (field representation) สําหรับอันตรกิริยาพิสัยส้ัน (short-range) ใน Huang (1998: 296-
300)) ที่มีวิธีการตอไปน้ี 
 1.  ให Ω  เปนแวคคิวอัมของระบบนี้  สําหรับพจนอันตรกิริยาของลากรางเจียนที่มีลักษณะใน
รูป ( )x2S  โดยที่ ( )xS  เปนผลคูณของสนามพื้นฐานที่ x   ให ΩΩ≡ SS   พิจารณาการ
ประมาณโดย 
 

   
( ){ } ( )

2

2222

SSS2

SSSSSSSSSSS

−≈

−++−=+−=
         (4.1.13) 

 

ซึ่งประมาณให การกวัดไกว (fluctuation) ( ) 0SS 2 ≈−    อาจเรียกอีกชื่อหนึ่งวา การทําเปนเชิงเสน 
(linearization)  โดยที่ ( )xS  ที่ปรากฏในสมการขางตนเรียกวา สนามเฉลี่ย (MF: mean-field)  ถา S  
และพจนอื่นๆ ของลากรางเจียนเปนแตผลคูณเชิงเสนคูของสนามพื้นฐานก็ทําใหไดสมการสนามเปนเชิง
เสนเชนเดียวกับกรณีอนุภาคอิสระ  นั่นคือเปนการประมาณผลของอันตรกิริยาทั้งหมดวา “รวมกัน” เปน 
สนามเฉลี่ย ที่กระทํากับอนุภาคชนิดหนึ่งโดยกลายเปน “มวล” ของอนุภาคชนิดนี้  เสมือนกับวาอนุภาค
ดังกลาวเปนอนุภาคอิสระที่มีมวลซึ่งถูกกอกําเนิดอยางพลวัต (dynamically generated mass) โดย
อันตรกิริยาที่ถูกประมาณ  เรียกวาเปน อนุภาคเสมือน (quasi-particle) (Heinzl, 1998: 65-69)   
ประมาณกรณีที่ศึกษาคือระบบ IF-NJL (4.1.6) ไดดังนี้ 
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(4.1.14) 
 2.  จะเห็นวาไดเขียนแตละพจนของลากรางเจียนของแบบจําลองประมาณ MF (4.1.14) โดยยัง
ไมทราบคา ψγψψψ 5 ,  เพราะวายังไมไดแกหาผลเฉลยของ ( )xψ  และ Ω  ที่แมนตรงจากแบบ
จําลอง IF-NJL ตัวจริง (4.1.6)  จึงติดคาทั้งสองเปนพารามิเตอรของแบบจําลองประมาณ MF ไปกอนจน
กวาไดคํานวณผลเฉลย ( )xMFψ และ MFΩ  ของแบบจําลองประมาณ MF ที่ติดอยูในรูปพารามิเตอร
เหลานี้ออกมา  แลวนําไปแทนกลับในนิยาม ψγψψψ 5 ,  เสียเอง  ก็จะไดสมการที่นิยามคาทั้งสอง
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ในรูปตัวเอง (คือตัวแบบจําลองประมาณ MF เอง) ออกมา ที่เรียกวา เงื่อนไขตองกันในตัว (self-
consistency condition) แลวแกสมการดังกลาวหาคาทั้งสองที่เปนไปไดออกมา  ก็คือเปนการเขียนคาทั้ง
สองใหอยูในรูปโครงสรางตัวเอง กลาวคืออยูในรูปคาคงตัวควบ 0g  โดยรูปการขึ้นกับ 0g  ขึ้นกับ
ลักษณะของตัวแบบจําลองประมาณ MF เอง  คาที่ประมาณไดทั้งสองเปนคาที่มาจากตัวแบบจําลอง
ประมาณ MF เองโดยเปนอันตรกิริยาในตัว (self-interaction) ชนิดหนึ่งที่เปนสนามคลาสสิคัล (classical 
field) หรือ สนามจํานวนซี (c-number field) ไมใช สนามประกอบจํานวนคิว (q-number composite 
field) ตามปกติ และไมใชคา MF จากแบบจําลองแมนตรงที่แทจริง 
 
 ขอสังเกต  มีคําถามคือแบบจําลองประมาณ IF-MF (4.1.14) ยังคงไมแปรเปล่ียนในการแปลง
ไครัลหรือไม ? 
 ก.  มุมมองมาตรฐานมองวา MF: ψγψψψ 5 ,  ที่ปรากฏเปนเพียงตัวเลขไมใชสนามควอน
ตัม  จึงไมมีการแปลงโดยการแปลงสนามควอนตัม (4.1.9)  ทําใหแบบจําลองประมาณ MF แปรเปล่ียน
ในการแปลงไครัลตางจากแบบจําลองตัวจริงของ IF-NJL  แตใน Nambu และ Jona-Lasinio (1961a: 
350) พบวา แมแปรเปล่ียนก็จริงแตไมมีผลตอผลเชิงฟสิกส (physical effect)  
 ข.  การที่ MF นิยามในรูปผลคูณของสนามพื้นฐาน  ถามองวาเมื่อสนามพื้นฐานในลากรางเจียน 
(4.1.14) ถูกแปลงโดยการแปลงไครัล การที่ MF อยูในรูปผลคูณของสนามตัวเดียวกันนี้ ก็ตองถูกแปลง
ไปทีเดียวกันดวย  ดังนั้นแม MF เปนจํานวนซีก็ถูกแปลงดวย  จะเห็นวาโดยใชการแปลง (4.1.4) ตอพจน
อันตรกิริยาของ (4.1.14) จะพบวาไมแปรเปล่ียนยกเวนยังไมทราบวาแวคคิวอัมจะแปลงอยางไร  จะ
ทราบแวคคิวอัมและการแปลงของแวคคิวอัมไดตอเมื่อไดแกผลเฉลยของแบบจําลองประมาณแลว  ถา
คิดตามมุมมองขอนี้ยังไมทราบวาที่จริงแบบจําลองประมาณ MF มีการแปรเปลี่ยนในการแปลงไครัลหรือ
ไม ?  เราทราบจาก Nambu และ Jona-Lasinio (1961: 350) แลววา การดําเนินการบน แวคคิวอัม-MF 
โดยตัวกอกําเนิด IF,5Q  ไมเปนศูนย  สวนจะใชสูตรนี้แสดงวาแวคคิวอัมมีการแปลงอยางไรภายใตการ
แปลงไครัลแบบอันตะ (finite) มีความซับซอน ยุงยาก  จึงยังไมไดแสดงคําตอบของคําถามวา “ถึงแมแวค
คิวอัมจะแปรเปลี่ยน  แตยังคงทําให (4.1.14) ไมแปรเปล่ียนใชหรือไม ?”  ถาใชอาจเปนการ realize โดย
ใชแบบจําลองประมาณ MF ซึ่งเปนแบบจําลองสนามควอนตัมงายๆ วา  การที่ระบบมีสมมาตรในการ
แปลงไครัลแตสามารถมีแวคคิวอัมที่ไมมีสมมาตรไดอยางไร 
 
 ใน (4.1.14) พบวา ไมวา x  ใดใด 
 

     0, 5 =∀ ψγψx            (4.1.15) 
 

แสดงดังนี้  จากการแปลงปวงกาเร (P.T.) ของสปนเนอร 
 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )axaaxax −ΛΛ=ΛΛ=′ −1,S,U,U ψψψ t          (4.1.16) 
 

โดยที่ ( )c,2SLS∈  เปนตัวแทนหนึ่งของ P.T. ที่มีเงื่อนไขวา 
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     ( ) ( ) ν
ν

µµ γγ Λ=ΛΛ− SS 1  
 

เมื่อแทนการแปลงแพริที (P: parity) : ( ) ( )32103210 ,,,,,, xxxxxxxx −−−⇒  ลงไปก็จะแกไดวา 
( ) 0PS γ=   

 โดยใชสัจพจนของ QFT ที่แวคคิวอัมไมแปรเปล่ียนใน P.T. (Streater and Wightman, 1989: 
97) ซึ่งรวมการเลื่อนขนานและแพริทีดวย  ทําการแปลงตอไปน้ี  สําหรับ x  ใดใด แปลง VEV ตอไปน้ีโดย
ใช (4.1.16) ที่ใหการเลื่อนขนานไป a  เทากับตัว x เอง แลวตามดวยแพริทีจะไดวา 
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ซึ่งทางที่เปนไปไดมีแต (4.1.15) เทานั้น   จึงสรุปวาได 
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ซึ่งอยูในรูปอนุภาคอิสระที่มีมวล m  เรียกวา อนุภาคเสมือน  โดยมวลนี้เปน MF นี้ของระบบประมาณ 
MF นี้ 

พิจารณาในลิมิตไครัล ( 00 →m )  จากการที่มี (4.1.10) จะเห็นวาถา MF นี้ไมจําเปนตองเทา
กับ 0 ก็ไดโดยทฤษฎีบท 1 วา MF นี้เปนออรเดอรพารามิเตอรของแบบจําลอง IF-NJL ดวย  โดยใชผล
เฉลยของแบบจําลองประมาณ (4.1.18) ที่อยูในรูปผลเฉลยของระบบดิแรกอิสระแทนกลับลงใน MF ได
เงื่อนไขตองกันในตัววา 
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ซึ่งจะพบวาเปนอินทิกรัลลูออก ไมมีความหมาย อันเนื่องมาจากความไมรีนอรมัลไลเซเบิลของแบบ
จําลอง NJL (Nambu and Jona-Lasinio, 1961a: 348; Hatsuda and Kunihiro, 1994: 237) จึงจําเปน
ตองเลือกคัทออฟซึ่งเปนการจํากัดเขตสูงสุดของโมเมนตัมที่ศึกษา  มีอิสระที่จะเลือกไดหลายแบบเพื่อให
อินทิกรัลนี้มีคาจํากัด  ในที่นี้เลือกเปน ( ) ⎟
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ϖϖ  เรียกวา 3-โมเมนตัมคัทออฟ     
(3-momentum cut-off) ทําใหไดดังนี้ 
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พิจารณาเมื่อ 00 →m  ก็จะพบกรณีผลเฉลยของ MF ที่ถูกกําหนดโดยคา 0g  ดังตอไปน้ี (Vogl and 
Weise, 1991: 201, 213; Hatsuda and Kunihiro, 1994: 243) 
 
 กรณี (ก)  ผลเฉลยทริเวียล  
 

    0
2

2

crit0 =↔
Λ

≡≤ mgg π           (4.1.20) 
 

 กรณี (ข)  ผลเฉลยไมทริเวียล 
 

    0crit0 ≠↔> mgg           (4.1.21) 
 

ความจริงในลิมิตไครัลระบบ NJL ไมมีมวลนิ่ง การที่ m  สามารถมีคาไมเทากับ 0 เรียกวา มวลที่ถูกกอ
กําเนิดอยางพลวัต (dynamically generated mass) อันเนื่องมาจากพลวัตของระบบนั่นเอง  จากขั้น
ตอนแรกของสมการ (4.1.19) ที่ m  แปรผันกับออรเดอรพารามิเตอรจะเห็นวาการมีหรือไมมีมวลถูกกอ
กําเนิด (generated mass) สอดคลองสมนัยกับลักษณะเฟสของระบบอันเนื่องมาจากการมีหรือไมมี
สมบัติการหักสมมาตรเกิดขึ้นเองโดย IF,5Q  ของแวคคิวอัมนั่นเอง  กลาวคือ 
 กรณี (ก)  ที่มวลถูกกอกําเนิดเปน 0 ทําใหออรเดอรพารามิเตอรใน (4.1.19) เปน 0 ดวย  เรียกวา
ระบบอยูในเฟสสมมาตรซึ่งมีแวคคิวอัมแบบทริเวียลจะไมมีนัมบุ-โกลดสโตนโบซอนเกิดขึ้น 
 กรณี (ข)  ที่มวลถูกกอกําเนิดไมเปน 0 ทําใหออรเดอรพารามิเตอรใน (4.1.19) ไมเปน 0 ดวย  
เรียกวาระบบอยูในเฟสหักซึ่งมีแวคคิวอัมแบบไมทริเวียลเกิดการหักสมมาตรเกดิขึ้นเองที่แวคคิวอัมแปร
เปล่ียนในการแปลงไครัล  และตามทฤษฎีบท 2 มีนัมบุ-โกลดสโทนโบซอนเกิดขึ้น 
 พารามิเตอรพื้นฐานของแบบจําลอง NJL คือ คาคงตัวควบ 0g  และคัทออฟ Λ   การที่แบบ
จําลอง NJL (“3-คัลเลอร”, 3-เฟลเวอร) เปนทฤษฎียังผลของ QCD ที่ไดจากการ “อินทิเกรตเอาท” องศา
เสรีของกลูออน  ในทางหลักการคาคงตัวควบที่เปนการรวมผลของกลูออนที่บริเวณพลังงานต่ํายอม
คํานวณไดจาก QCD โดยเปนฟงกชันของ คัทออฟพลังงานของระดับการหักสมมาตรไครัลเกิดขึ้นเอง 
(order of the spontaneous chiral symmetry breaking) และ คาคงตัวควบ ของ QCD (Bijnens et al., 
1992: 1-3; Bijnens, 1996: 377) แตมีความซับซอนมากเพราะตองอาศัยผลไมเพอรเทอเบทิฟของ QCD 
 แบบจําลองนี้ไมรีนอรมัลไลเซเบิลดังนั้นคาคงตัวควบนี้รีนอรมัลไลซไมได และจําเปนตองมีคัท
ออฟจึงจะทําใหทฤษฎีมีความหมาย  ในทางปฏิบัติหาคาพารามิเตอรพื้นฐานทั้งสองไดโดยปรับคา (fit) 
ใหเขากับขอมูลดานปรากฏการณวิทยา (phenomenology) ของมีซอน (Hatsuda and Kunihiro, 1994: 
237, 262, 269-270)  
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4.2  แบบจําลองนัมบุ—โจนา-ลาซินิโอฟรอนทฟอรม 
 
4.2.1  การแปลงไครัลฟรอนทฟอรมและแบบจําลองนัมบุ—โจนา-ลาซินิโอฟรอนทฟอรม 
 
ถาพิจารณาระบบที่มีสมมาตรในการแปลงไครัล (4.1.2) ใน FF  คือ เลือกเวลาเปน +x   จากกระแส
อนุรักษ (4.1.7) จะเห็นวาประจุไครัล (chiral charges) ใน FF ควรเปล่ียนจาก (4.1.8) เปนตัวที่นิยาม
ดวยกระแสใน คอมโพเนนท- +x  
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(4.2.1) 
โดยที่ดัชนี “FF” หมายถึง อินทิเกรตบนผิวเวลาเทาของ FF  จะเห็นวาเนื่องจากความไมไดอะโกนัลของ
เมตริกกรวยแสงที่สงผลใหพีชคณิตดิแรกกรวยแสงไมไดอะโกนัล (3.1.3) ทําใหประจุขางตนมีแต คอมโพ
เนนท-( + ) ของสนามเทานั้น  ดังนั้นการแปลงไครัลใน FF โดยใชประจุนี้เปนตัวกอกําเนิดจึงกลายเปน 
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+
+ ⇒ ψψ γβα 5ie I               (4.2.2) 

 

โดยมีตัวทําสลับที่ของแตละประจุดังนี้ 
 

    
( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )[ ] ( )xxx

xxx

+
++

+

+
++

+

=

=

ψγψ

ψψ

5
FF,5

FF

Q,

Q,
            (4.2.3) 

 

เรียกการแปลงของระบบใน FF ที่นิยามตาม (4.2.2) วา การแปลงไครัล FF (front form chiral 
transformation) ซึ่งเปนการแปลงแบบโกลบอลบนคอมโพเนนทอิสระของระบบ  ในทํานองเดียวกับ ขอ 
ก. และ ข. ในตนตอนที่ 3.2 จะเห็นวาในระบบดิแรก FF คอมโพเนนท-( - ) เปนตัวแปรไมอิสระขึ้นกับ 
คอมโพเนนท-( + ) โดยมีรูปแบบขึ้นกับอันตรกิริยาของระบบนี้  ดังนั้นการแปลงของ คอมโพเนนท-( - ) จึง
ขึ้นกับ คอมโพเนนท-( + ) โดยเงื่อนไขบังคับและไมสามารถกําหนดอยางอิสระได  อยางเชน ไมสามารถ
นิยามการแปลงไครัล (4.1.2) ที่กําหนดลงบนคอมโพเนนททั้ง ( + ) ทั้ง ( - ) อยางอิสระตอกันได ไมเชน
นั้นอาจขัดแยงกันเอง  จึงตองนิยามการแปลงไครัลใน FF เฉพาะบนเซกเตอรสนามอิสระเทานั้น นั่นคือ 
(4.2.2)  
 นิยามการแปลงไครัล (4.1.2) ไม valid กับระบบใน FF และเปนคนละการแปลงกับการแปลงไค
รัล FF (4.2.2)  ดังนั้นระบบหนึ่งๆ ใน IF ที่มีสมมาตรไครัลก็ไมจําเปนตองมีสมมาตรในการแปลงไครัล FF 
ดวย  แตที่นาแปลกก็คือระบบที่มีสมมาตรไครัลตองมีกระแสอนุรักษและสมการความตอเนื่องตาม 
(4.1.7) เพียงเปลี่ยนพิกัดสมการดังกลาวใหเปนพิกัดกรวยแสงก็นาจะไดประจุที่นิยามจากกระแสคอมโพ
เนนท +x  เปนตัวกอกําเนิดของการแปลงไครัล FF ดังที่ไดกลาวแลวในตนตอนนี้  นั่นคือ (4.1.7) ยอมจะ 
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valid ใน FF ดวยเพราะไมขึ้นกับพิกัด โดยนาจะสามารถเปนกระแสอนุรักษของสมมาตรไครัล FF ดวย 
เพราะมีปริมาณใน (4.2.1) ที่นิยามจากกระแสในคอมโพเนนท- +x  ของ (4.1.7) เปนปริมาณอนุรักษและ
สามารถกอกําเนิดการแปลงไครัล FF ดัง (4.2.3)  จึงนาจะเปนประจุอนุรักษของสมมาตรไครัล FF ดวย  
คลายหมายความวาสมมาตรทั้งสองตองสมมูลกันเพราะนาจะมีสมการความตอเนื่องเดียวกัน แตความ
จริงไมใช  จะแสดงกลไกดังนี้ 
 เนื่องจากการไมแปรเปล่ียนในการแปลงโลเร็นซ ดังนั้นไมวาระบบที่มีสมมาตรไครัลหรือมี
สมมาตรไครัล FF (หรือสมมาตรภายในใด) ก็มีพจนจลนรูปแบบเดียวกันคือสมการแรกของ (4.1.4)  ซึ่ง
พจนนี้เปนสวนสําคัญที่ใชนิยามกระแสอนุรักษที่สมนัยกับสมมาตรภายในตางๆ ตามทฤษฎีบทเนอรเทอร  
เพราะฉะนั้นกระแสอนุรักษของระบบที่มีสมมาตรไครัลกับของระบบที่มีสมมาตรไครัล FF แมคนละระบบ
กันก็นิยามจากพจนในลากรางเจียนที่มีรูปแบบรวมกันได 
 จากนิยามการแปลงไครัล (4.1.2) และการแปลงไครัล FF (4.2.2) จะเห็นวาการแปลงในคอมโพ
เนนท +ψ  ของการแปลงทั้งสองมีรูปแบบเดียวกัน  ซึ่งตรงนี้เปนจุดรวมของการแปลงทั้งสอง  พิจารณา
ระบบที่ไมแปรเปล่ียนในการแปลงไครัลที่มีกระแสอนุรักษ µµ

5j,j  โดยที่มีประจุ 0
IF,5

0
IF Q,Q  ของ

กระแสนี้เปนตัวกอกําเนิด  จากจุดรวมนี้ไดวาตองมีสวนหนึ่งของประจุดังกลาว ที่เปนสวนที่กอใหเกิดการ
แปลงไครัลในสวนคอมโพเนนท +ψ  ในรูปแบบเดียวกับการแปลงไครัล FF ของ +ψ   พิจารณาดังนี้ 
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ซึ่งเปนการเขียน 0j  ( 0
5j ) ในรูปผลรวมของ คอมโพเนนท −+= ,α  ซึ่งอยูในรูป −+ γγ ,  ตามลําดับ  

จากการที่พีชคณิตดิแรกกรวยแสงไมไดอะโกนัลซึ่งไดวา 0,0 =Λ≠Λ ±
±

±
µγγ  ทําให +j  ( +

5j ) และ 
−j  ( −

5j ) ที่ไดมีรูปแบบเดียวกับ 0j  ( 0
5j ) เพียงแตเปล่ียนจาก ψ  เปน +ψ  และ −ψ  ตามลําดับ  ดัง

นั้น +
IFQ  ( +

IF,5Q ) ที่นิยามจากคอมโพเนนท +j ( +
5j ) ในสมการขางตนจึงเปนพจนหนึ่งหรือเปนสวน

หนึ่งของตัวกอกําเนิด 0
IFQ  ( 0

IF,5Q ) ที่กอกําเนิดการแปลงในสวนคอมโพเนนท +ψ  ของการแปลงไค  
รัล (4.1.2) ในรูปแบบเดียวกับการแปลงไครัล FF ของ +ψ  ตาม (4.2.2) ดวย 
 พิจารณาระบบที่ไมแปรเปล่ียนในการแปลงไครัล FF ที่มีกระแสอนุรักษ αα

5j
~

,j
~  โดยมีประจุ 

++
FF,5FF Q

~
,Q

~  ของกระแสนี้เปนตัวกอกําเนิด  จากการที่นิยามการแปลงไครัล FF ตาม (4.2.2) ในรูป
แบบเดียวกับการแปลงไครัล (4.1.2) ในสวนคอมโพเนนท +ψ  จึงทําให +

FFQ
~  ( +

FF,5Q
~ ) ตองนิยามจาก 

+j
~  ( +

5j
~ ) ที่มีรูปแบบเดียวกับ +j  ( +

5j ) ที่ใชนิยาม +
IFQ  ( +

IF,5Q ) ที่กอกําเนิดการแปลงไครัลของ 
ψ  ในสวนคอมโพเนนท +ψ  ใน IF  ดังนั้นคอมโพเนนท +j  ( +

5j ) ของระบบที่มีสมมาตรไครัลกับคอมโพ
เนนท +j

~  ( +
5j

~ ) ของระบบที่มีสมมาตรไครัล FF มีรูปแบบเดียวกันอันเนื่องมาจากการมีจุดรวมกันใน
การแปลง +ψ  นั่นเอง  แตคอมโพเนนทอื่นๆ ของ µµ

5j,j  กับ µµ
5j

~
,j

~  ยอมไมจําเปนตองมีรูปแบบ
เดียวกัน  เพราะเปนคนละสมมาตรและคนละระบบกัน 
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 ถาระบบมีสมมาตรในการแปลงไครัลใน IF ซึ่งมีกระแสอนุรักษ µµ
5j,j  แตไมมีสมมาตรในการ

แปลงไครัล FF   แมวาความไมแปรเปล่ียนในสัมพัทธภาพของสมการความตอเนื่องทําใหสามารถเขียน
สมการนี้ในพิกัดกรวยแสงไดโดยมี ++

FF,5FF Q,Q  เปนปริมาณอนุรักษหากมองใน FF (คลายกับวาเปน 
ประจุของสมมาตรไครัล FF ทั้งที่ไมมี)  แตกระแสนี้ก็ยังคงเปนกระแสอนุรักษจากการที่มีสมมาตรไครัลใน 
IF ไมใชสมมาตรไครัล FF   ในทางกลับกันถาระบบไมมีสมมาตรในการแปลงไครัลแตมีสมมาตรในการ
แปลงไครัล FF ที่มีกระแสอนุรักษ αα

5j
~

,j
~   แมจะเขียนสมการความตอเนื่องของกระแสนี้ในพิกัดคารที

เซียนไดโดยแสดงวา 0
IF,5

0
IF Q

~
,Q

~  ของกระแสนี้เปนปริมาณอนุรักษถามองใน IF (คลายกับวาเปนประจุ
ของสมมาตรไครัล IF ทั้งที่ไมมี)  แตกระแสนี้ก็ยังคงเปนกระแสอนุรักษอันเนื่องมาจากการมีสมมาตรไค   
รัล FF ไมใชสมมาตรไครัล 
 พิจารณาตัวอยางงายที่สุด คือ ระบบดิแรกอิสระที่มีมวล ดูใน Mustaki (1994) (ซึ่งเปนผูสังเกต
พบความแตกตางของการแปลงไครัลทั้งสอง)  ซึ่งระบบนี้ไมมีสมมาตรในการแปลงไครัลแตมีสมมาตรใน
การแปลงไครัล FF  จะเห็นวาระบบนี้มี 
 

   ψγψµ
µ

5
5 2j m=∂               (4.2.4) 

 

ซึ่งแสดงใหเห็นถึงการไมมีสมมาตรไครัลดวยการมีพจนมวล  ในขณะที่มี 
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ซึ่งแสดงถึงกระแสอนุรักษอันเนื่องมาจากการมีสมมาตรไครัล FF  จะเห็นวาสามารถเขียนสมการนี้ในรูป
พิกัดคารทีเซียนที่แสดงวา 0

IF,5Q
~  ก็เปนปริมาณอนุรักษถามองใน IF คลายกับวาระบบนี้มีสมมาตรไครัล

ทั้งที่ไมมี  โดยแม 0
IF,5Q

~  ที่นิยามจาก (4.2.5) เปนปริมาณอนุรักษใน IF ก็ไมใชตัวกอกําเนิดการแปลงไค
รัลเพราะมีรูปคนละแบบกับ 0

IF5,Q  ที่นิยามจาก µ
5j  ใน (4.1.7) หรือ (4.2.4)  กระแสอนุรักษนี้เปนของ

สมมาตรไครัล FF ไมใชสมมาตรไครัลดวยการที่ µ
5j

~  เปนคนรูปแบบกับ µ
5j  ที่นิยามในสมการ (4.1.7) 

หรือ (4.2.4)   แตการที่การแปลงของ +ψ  ทั้งในการแปลงไครัลและการแปลงไครัล FF มีรูปแบบเดียวกัน
ทําใหคอมโพเนนท +

5j
~  กับ +

5j  ของทั้งสองสมการมีรูปแบบเดียวกันได 
พิจารณาแบบจําลอง NJL (4.1.6) ใน FF (FF-NJL) คือการเลือกเวลาของระบบเปน +x   เขียน

สนามดิแรกในรูป คอมโพเนนท-( + ), ( - ) ได โดยมีพจนจลนเชนเดียวกับ (3.1.8) และใชแฟกเตอร
สําหรับพจนอันตรกิริยาดังนี้ 
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โดยใชสมการออยเลอร-ลากรานจในทํานองเดียวกับ (3.1.10) ไดสมการสนามวา 
 



 52

( )( ) ( ) ( )( )[ ]{ }
( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]{ }55

0
55

00
ii

555
0

55
00

0ii

ii

ii

γψψγψψψψψγγψψψψαψψ

ψγγψψγψψψψψγγψψψγψαψ

±±±
±

±±±
±

−−−−+∂−=∂−

−−−−+∂=∂

ggm

ggm
ω

µµ

µµ

tt
 

(4.2.7) 
ซึ่งเปนสมการไมเชิงเสน  ทําใหสําหรับระบบควอนตัมไมสามารถแกหารูปของ [ ]+−− = ψψψ  จากสม
การใน (4.2.7) ที่ไมมีอนุพันธเวลาซึ่งเปนสมการเงื่อนไขบังคับได (Itakura and Maedan, 2000)  และจะ
เห็นวาการแปลงไครัล FF ของ คอมโพเนนท-( - ) ของระบบนี้มีความซับซอนอยางยิ่งโดยขึ้นกับอันตร
กิริยาที่ซับซอนของระบบนี้  สามารถแสดงวาแบบจําลอง FF-NJL แปรเปล่ียนในการแปลงไครัล FF แมวา
แบบจําลอง IF-NJL ไมแปรเปล่ียนในการแปลงไครัล (4.1.2) ก็ตาม (Itakura and Maedan, 2001: 555)  
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4.2.2  การประมาณสนามเฉลี่ยของแบบจําลองนัมบุ—โจนา-ลาซินิโอฟรอนทฟอรม 
 
พิจารณาวิธีประมาณสนามเฉลี่ย (4.1.13) กับแบบจําลอง FF-NJL ในทํานองเดียวกับ IF ตามตนตอนที่ 
4.1.2  ไดแบบจําลองประมาณสนามเฉลี่ยใน FF (FF-MF) ในรูปแบบเดียวกับ (4.1.14) หรือ (4.1.18) 
เพียงแตอยูใน FF และไดมวลถูกกอกําเนิดเปน FF-MF  ซึ่งไดโดยการแกสมการเงื่อนไขบังคับวา 
 

          

[ ] [ ]{ }

[ ] ( )
( )xgmm

mxx

xx

ψψ

ψψψψ

ψψψψψψ

00

2ii2
MF

MF
2

MF

2

i
1dd

2
1,H

,idd
2
1,L

−≡

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂′
+∂′∂′−′′=

−∂′′=

∫
∫

+++⊥
−

++

+++
−

+⊥
−

++

tt

ttt H

          (4.2.8) 

 

จะเห็นวาแบบจําลองประมาณนี้ใหอนุภาคเสมือน (quasi-particle) ที่มีลักษณะเปนอนุภาคอิสระมวล 
m  ซึ่งไดผลเฉลยในทํานองเดียวกับกรณีระบบดิแรกอิสระ FF (3.3.2)  ให Ω  เปนแวคคิวอัมของระบบ
นี้  พิจารณาประจุที่นิยามจากกระแสอนุรักษ (4.2.5) (ซึ่งมีรูปตรงกับ (4.2.1)) โดยใช (3.3.2) เขียนในรูป
ตัวแปรพลวัตพื้นฐานในปริภูมิโมเมนตัมดังนี้ 
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(4.2.9) 
จะเห็นวา 
 1.  มองงายๆ วาประจุประกอบดวยแฟกเตอร bb t  และ tdd  เชนเดียวกับท่ีประกอบในแฮมิล
โทเนียน (รูป (3.3.6))  ทําใหสลับที่กับแฮมิลโทเนียนได  ดังนั้นประจุทั้งสองจึงเปนคาคงตัวของการเคลื่อน
ที่ (constants of motion) ของแบบจําลองประมาณ FF-MF นี้ 
 2.  จากสัจพจนพื้นฐานของ QFT ที่วาสเปกตรัมของตัวดําเนินการ 4-โมเมนตัม (4-momentum) 

[ ]ψψµ ,P  ซึ่งนิยามจากกระแสเนอเทอรของการเลื่อนขนาน (3.2.8) ตองอยูบนหรือภายใน กรวยแสง
ขางหนา (forward light-cone) เทานั้น (Streater and Wightman, 1980: 29; Heinzl, 2000: 42)  ซึ่ง
เปนหลักสัมพัทธภาพที่วาไมมีความเร็วใดเร็วกวาแสงและเปนหลักเหตุกภาพสัมพัทธภาพ (relativistic 
causality) (ดูขอ ข ตนตอนที่ 2.1)  กรณีระบบอิสระนี้สเปกตรัมดังกลาวก็คือคา 4-โมเมนตัม µp  ซึ่งเปน
ดัชนีในการกระจายของควอนตาฟสิกส (physical quanta) ตาม (3.3.2) นั่นเอง  ซึ่งตองมีคาตามเงื่อนไข 

022 ≥= mp  และ 00 ≥p  เทานั้น  เปนผลใหใน FF-QFT พิจารณาแตการกระจายของควอนตาใน
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ปริภูมิโมเมนตัมที่มี 0>+p  เทานั้น เชน สมการ (3.3.2), (3.3.6), (4.2.9) (ดูภาคผนวก ค3 ตั้งแตสม
การ (ค3.1) เปนตนไป) 

ในการแทน (3.3.2) และทําผลคูณเพื่อใหได (4.2.9) อันที่จริงยังไดพจนผลคูณไขวระหวางพจน
ความถี่บวกกับลบของ (3.3.2) ซึ่งไดเปนพจนผลคูณไขวของ ( )pb

ϖt  กับ ( )pd
ϖ

−t  และ ( )pd
ϖ  กับ 

( )pb
ϖ

−  ออกมาดวย  แตพจนเหลานี้เปนศูนยเพราะในการกระจาย (3.3.2) ไมมีควอนตาที่ 0<+p  นั่น
คือ พจนไขวดังกลาวอยูในรูปอินทิกรัล 
 

   ( ) ( ) ( )
∫ ∫
∞ ∞
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++
+++++ =+

0 0

0
g

dfd
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kp
kpkpp δ  

 

ซึ่งมีตัวแปรอินทิเกรต 0 áÅÐ,, >∀∀ ++++ kpkp  เทานั้น  จึงไมมีคา 0≤−= ++ pk   ทําให
ฟงกชันเดลตาในอินทิกรัลเปน 0  ดังนั้นการสรางหรือทําลายควอนตาที่มี 0≤+p  เปนไปไมไดเลย 
 เนื่องจากประจุ ++

FF5,FF Q
~

,Q
~  ของสมมาตรไครัล FF เปนประจุอนุรักษดังนั้นจึงสสับกับแฮมิล

โทเนียนได  และตาม (4.1.11) เมื่อ Ω  เปนแวคคิวอัมก็ทําให ΩΩ ++
FF5,FF Q

~
,Q

~  เปนแวคคิวอัม
หรือทําลายแวคคิวอัมดวย   กลาวรวมกับท่ีไดในยอหนากอนไดวา การสรางหรือทําลายควอนตาที่มี 

0≤+p  โดยประจุอนุรักษบนแวคคิวอัมที่ยังคงใหแวคคิวอัมหรือทําลายแวคคิวอัม (คือยังคงไดสถานะที่
มีคาลักษณะเฉพาะของแฮมิลโทเนียนเปนศูนย) นั้นเปนไปไมไดเลย  จึงไดวา การดําเนินการของประจุ
บนแวคคิวอัมเปนลักษณะเดียวกับที่ดําเนินการดวยแฮมิลโทเนียนบนแวคคิวอัม (ดูขอ ก. บริเวณ (3.3.8)) 
ดังนี้ 
 

   ( ) ( ) Ω=ΩΩ=Ω ++++
5FF5,FF Q

~
,Q

~
λλ xx          (4.2.10) 

 

ซึ่งเมื่อละพจนคาคงตัวอนันตก็จะได 5,λλ  ในทาง RHS เปน 0   ทําใหแวคคิวอัมของแบบจําลอง
ประมาณ FF-MF ไมแปรเปล่ียนในการแปลงไครัล FF  ซึ่งตางกับที่ไดใน IF-MF ที่แวคคิวอัมแปรเปลี่ยน
ในการแปลงไครัล (เพราะพจนไขวทํานองเดียวกันนี้ของประจุ 0

IF5,Q  ไมเปนศูนย)  ผลสรุปนี้ไดในกรณี
ทั่วไปดวยวา 
 
 ทฤษฎีบท  3   (Leutwyler, Klauder and Streit, 1970: 541-543; Heinzl, 1998: 58-60) 
 แวคคิวอัมของทฤษฎีสนาม FF ไมวาตัวลากรางเจียนมีสมมาตรภายในใดหรือไม เปน ทริเวียล 
ทุกกรณี 
 
 ขอสังเกต  มีคําถามคือแบบจําลองประมาณ FF-MF (4.2.8) แปรเปล่ียนในการแปลงไครัล FF 
หรือไม ? 
 ก.  มุมมองมาตรฐานมองวา MF เปนเพียงตัวเลขไมใชสนามควอนตัม จึงไมมีการแปลงโดย 
(4.2.3)  ดังนั้นจาก (4.2.2) เห็นไดชัดวาแบบจําลอง FF-MF (4.2.8) ไมแปรเปล่ียน 
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 ข.  ถามองวาเมื่อสนามอิสระในลากรางเจียน FF-MF ถูกแปลงโดยการแปลงไครัล FF,  MF ที่อยู
ในรูปผลคูณของสนามเดียวกันนี้ก็ยอมถูกแปลงไปดวยแมวามีคาเปนคลาสสิคัลก็ตาม  ในการพิจารณา
การแปลงไครัล FF ของ MF ไมเหมือนใน IF ตรงที่เราทราบการแปลงของแวคคิวอัมอยางงายๆ วาไมแปร
เปล่ียนในการแปลงไครัล FF ตามทฤษฎีบท 3  แตการที่ MF ประกอบดวย คอมโพเนนท-( - ) ที่จะทราบ
การแปลงไดตอเมื่อไดแกเงื่อนไขบังคับในสมการสนามแลว  ในแบบจําลองประมาณ FF-MF นี้แม
สามารถแกไดแตก็ติดอยูในรูป MF เชนเดิม  ซึ่งถาพิจารณาการแปลงของ MF ที่ติดอยูก็จะตองพิจารณา
การแปลงของ คอมโพเนนท-( - ) ที่ติดอยูภายใน MF นี้ลึกลงไปเรื่อยๆ อยางไมส้ินสุด  จึงไมทราบวา   
FF-MF ในมุมมองนี้จะถูกแปลงโดยการแปลงไครัลอยางไรกันแน ? 
 
 เมื่อแทนผลเฉลยในรูปปริภูมิโมเมนตัมตามรูป (3.3.2) ของแบบจําลองประมาณนี้ลงใน MF ก็
จะได เงื่อนไขตองกันในตัว วา (Heinzl et al., 1989)  
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          (4.2.11) 

 

ในขั้นตอนที่ 2 เปนการจัดรูปใหคํานวณเปนขั้นตอนที่ 3 ไดงาย  ซึ่งไดจากขั้นตอนที่ 1 โดยแทน (3.2.2) 
และ (3.3.2) ลงไปยังไมทันคํานวณจนไดขั้นตอนที่ 3 แลวก็พิจารณาตัดพจนที่หายไปจากการทํา VEV 
แลวจัดรูปใหม  นั่นคือขั้นตอนที่ 2 ไดมาภายใตการทํา VEV แลว  และเมื่อแทนการกระจาย (3.3.2) ลงไป
และคํานวณผลคูณสปนเนอรฐานหลักก็จะไดขั้นตอนที่ 3 ซึ่งเปนอินทิกรัลลูออก ไมมีความหมาย เพราะ
เนื่องมาจากความไมรีนอรมัลไลเซเบิลของแบบจําลองนี้  จึงจําเปนตองเลือกฟงกชันคัทออฟจํากัด
ขอบเขตสูงสุดของโมเมนตัมเพื่อใหอินทิกรัลมีคาจํากัด  สังเกตวาในกรณี IF (4.1.19) นั้น RHS มีอินทิ  
แกรนด (integrand) ที่ขึ้นกับมวลอยูแลว จึงเปน สมการชองวาง (gap equation) ที่บรรยายลักษณะของ
สเปกตรัมมวล (mass spectrum) ที่ขึ้นกับคาคงตัวควบ 0g  ไดเลย  แตเนื่องจากใน FF นี้ถาให 

0=+x  ใน (3.3.2) ก็พบวาไมขึ้นกับมวล (ดูตอนทายของภาคผนวก ค ดวย) จึงทําใหไดอินทิแกรนดที่
ไมขึ้นกับมวล  ถาเลือกคัทออฟที่ไมขึ้นกับมวลจะให 0=m  เสมอเหมือนกับวาไมมีอันตรกิริยาเลย ซึ่ง
ผิด  ดังนั้นในการเลือกคัทออฟของกรณี FF ตองมีเงื่อนไขคือขึ้นกับมวล และนอกจากนั้นตองมีสมมาตร
เดียวกับบางสมมาตรที่มีในระบบดวยจึงจะไมเกิดผลที่ผิด (Itakura, 1997: 530; Itakura and Maedan 
2001: 558)  ถาเลือก 3-โมเมนตัมคัทออฟ  
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เชนเดียวกับ IF (4.1.19-2) ซึ่งมีสมมาตรในการหมุนเชนเดียวกับระบบ NJL  คัพออฟนี้ใหขอบเขตการอิน
ทิเกรตใน (4.2.11) วา 
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ก็ไดผลวา  
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           (4.2.13) 
 

จะเห็นวาไดผลเหมือนกับกรณี IF (4.1.19-2) ซึ่งมีเงื่อนไขของ คาคงตัวควบ 0g  ที่ทําใหเกิดเฟสที่ไมมี
หรือมี มวลถูกกอกําเนิด เชนเดียวกับ IF (4.1.20), (4.1.21) ที่ศึกษากอนหนา 
 จะเห็นวาปริมาณ ( )xψψ  ใน FF ก็ยังคงมีบทบาทเชนเดียวกับออรเดอรพารามิเตอรใน IF ที่
ใชเปนปริมาณตัดสินเฟสที่มีหรือไมมีมวลถูกกอกําเนิด   แตอาจมองเผินๆ วาเกิด ปฏิทรรศน (paradox) 
ขึ้นโดยขัดกับทฤษฎีบท 1 กลาวคือ ในเมื่อ FF มีแวคคิวอัมที่ทริเวียลแลว ยังสามารถมี “ออรเดอรพารา
มิเตอร” ไมเปนศูนยที่แสดงถึง “เฟสหัก” ของสมมาตรไครัล (4.1.2) ไดอยางไร ?  
 ลองตรวจสอบสมการ (4.1.10) ที่นิยามความเปนออรเดอรพารามิเตอรนี้ตามทฤษฎีบท 1 
(Itakura and Maedan, 2001: 546-547, 559)  จะเห็นวาการแปลงไครัล (4.1.2) ที่ใชใน (4.1.10) นิยาม
ใน FF ไมได  ดังนั้นการหักสมมาตรเกิดขึ้นเองของแวคคิวอัม FF จะมีหรือไมนั้น เกี่ยวกับการแปลงไครัล 
FF ไมใชการแปลงไครัล  ทําใหตองพิจารณา (4.1.10) ใหมโดยใชประจุไครัล FF (ที่นิยามจาก (4.2.5) ไม
ใชประจุ (4.1.8)) ซึ่งจะเห็นวา ( )xψψ  อยูในรูปสนามไมอิสระ ( - ) ดวยจึงตองแกเงื่อนไขบังคับใหเขียน
อยูในรูปสนามอิสระ ( + ) ทั้งหมดกอนจึงจะคํานวณได  และเมื่อแกแลวทําใหใน FF เกิดบางพจนเพิ่ม
เติมที่ไมอะนาโลกัสกับ (4.1.10) ที่สามารถเหลือไวไมเปนศูนยในการทํา VEV ที่สามารถให 

( ) 0≠xψψ  ไดภายใตความทริเวียลของแวคคิวอัม  นั่นคือใน FF ไมไดใช (4.1.10) วิเคราะหมโนทัศน
ของการเทาหรือไมเทากับศูนยของ ( )xψψ  ดังที่ทําในทฤษฎีบท 1   ดังนั้น “ออรเดอรพารามิเตอร” 

( )xψψ  ใน FF จึงไมใชออรเดอรพารามิเตอรที่ใชนิยามเดียวกับ IF  แตยังคงสามารถแสดงเฟสได
เหมือนกับออรเดอรพารามิเตอรใน IF ปกติ   เนื่องจากที่จริงความสนใจสุดทายอยูที่การหักสมมาตรเกิด
ขึ้นเองของสมมาตรไครัลของระบบใน IF จึง identify “ออรเดอรพารามิเตอรของสมมาตรไครัล” ของ
ระบบดังกลาวใน FF ใหเปนปริมาณที่มีรูปแบบเดียวกับออรเดอรพารามิเตอรของสมมาตรไครัลที่นิยาม
ใน IF (แมวาการแปลงสมมาตรไครัลไม valid ใน FF ก็ตาม) นั่นคือ ( )xψψ   และ identify เฟส
สมมาตรและเฟสหักของระบบใน FF โดยใชการเทากับหรือไมเทากับศูนยของ “ออรเดอรพารามิเตอร” นี้ 
ในทํานองเดียวกับและสมนัยกับระบบใน IF (Itakura and Maedan, 2001: 546-547) 

ในกรณี FF-MF ที่กําลังศึกษา  จากการแกเงื่อนไขบังคับไดการแปลงของสนามไมอิสระวา 
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ทําใหไดสมการที่สมนัยกับ (4.1.10) ใน IF แตแตกตางกันวา 
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การที่แวคคิวอัมเปนทริเวียลเมื่อทํา VEV ก็จะได LHS เปนศูนย  แตเหลือพจนอื่นที่ทําใหไดวา 
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ซึ่งไมจําเปนตองเปนศูนยตรงกับ (4.2.11) แมแวคคิวอัมเปนทริเวียลก็ตาม  อธิบายวาแมในระบบ
ประมาณสนามเฉลี่ยของ FF-NJL มีแวคคิวอัมเปนทริเวียลแตระบบนี้กลับมีสนามไมอิสระที่ไมทริเวียล
แทน อันเกิดจากเงื่อนไขบังคับที่ขึ้นกับพลวัตของระบบดิแรก FF ซึ่งตามมาจากการไมไดอะโกนัลของ
พีชคณิตดิแรกกรวยแสง  แวคคิวอัมที่ใชนิยาม VEV ของออรเดอรพารามิเตอรนิยามจากระบบในเซกเตอร
ของสนามอิสระ แตออรเดอรพารามิเตอรอยูในรูปสนามไมอิสระดวย ดังนั้นจึงตองจัดใหอยูในรูปสนาม
อิสระจึงหาคา VEV ได  การไมทริเวียลของผลเฉลยของสนามไมอิสระทําให VEV ของออรเดอรพารา
มิเตอรไมเปน 0  

จะเห็นจาก (3.2.2) และ (4.2.14) วาลักษณะผลเฉลยของสมการเงื่อนไขบังคับและการแปลง
ของสนามไมอิสระขึ้นกับ m  ซึ่งมีคาเปน 0 (หรือ ไมเปน 0) ขึ้นกับเฟสสมมาตร (หรือ เฟสหัก) ที่แกได
จากสมการชองวาง (4.2.10) ตามลําดับ  ดังนั้นใน FF เฟสไมขึ้นกับแวคคิวอัมเพราะเปนทริเวียลแตขึ้น
กับลักษณะผลเฉลยของสมการเงื่อนไขบังคับแทน 
 สําหรับเฟสสมมาตรใน FF ที่มี 0=m  (จากการแกสมการชองวาง)  จะเห็นจาก (4.2.15) และ 
 (4.2.16) วาในเฟสนี้มีสมการการแปลง “ออรเดอรพารามิเตอร” โดยการแปลงไครัล FF (4.2.14) ในรูป
แบบเดียวกับการแปลงออรเดอรพารามิเตอรโดยการแปลงไครัลใน IF (4.1.10) (ถาระบบทั่วไป คือ 
(4.1.14))  นี่คือเปนลักษณะมโนทัศนของความเปนเฟสสมมาตรที่นิยามใน FF นี้   สวนรูปแบบที่แตกตาง
ออกไปจึงเปนของเฟสหักที่มี 0≠m  

กลาวโดยทั่วไป (Itakura and Maedan, 2001: 559-564) (ซึ่งกรณีทั่วไปเปนประเด็นที่ซับซอน 
ไมไดศึกษาในที่นี้) ไดดังนี้ 
 1.  สําหรับระบบที่มีสมมาตรชัดแจง (explicit symmetry) ใน IF   เฟสสมมาตรหรือเฟสหักตัด
สินดวยการเปนศูนยหรือไมเปนของออรเดอรพารามิเตอรซึ่งตรงกับการที่แวคคิวอัมมี การหักสมมาตรเกิด
ขึ้นเอง หรือไมมี 

2.  แตระบบเดียวกันนี้เมื่อศึกษาใน FF ซึ่งแวคคิวอัมเปนทริเวียลทุกกรณี  เฟสสมมาตรหรือเฟส
หักที่ตัดสินดวย “ออรเดอรพารามิเตอร” จากการแกสมการชองวางวาเปนศูนยหรือไมเปน ไมเกี่ยวกับ
ลักษณะของแวคคิวอัม  แตเกี่ยวกับลักษณะของเงื่อนไขบังคับท่ีขึ้นกับอันตรกิริยาของระบบ โดยเฟส



 58

สมมาตร (หรือ เฟสหัก) สอดคลองกับผลเฉลยของสมการเงื่อนไขบังคับชนิดที่เรียกวา ผลเฉลยสมมาตร 
(symmetric solution) (หรือ ผลเฉลยหัก (broken solution)) ตามลําดับ  
 3.  จะเห็นวาแฮมิลโทเนียนก็ประกอบดวยตัวแปรไมอิสระดวย  ดังนั้นจึงตองแกสมการเงื่อนไข
บังคับเขียนแฮมิลโทเนียนออกมาในรูปตัวแปรอิสระ ซึ่งลักษณะผลเฉลยของสมการเงื่อนไขบังคับมีได
หลายกรณีขึ้นกับเฟส จึงไดวาสําหรับระบบเดียวกันสามารถมีแฮมิลโทเนียนไดหลายกรณีโดยขึ้นกับเฟส 
เรียกวา แฮมิลโทเนียนพหุคูณ (multiple Hamiltonians) ซึ่งแตละกรณีสมนัยกับ ผลเฉลยสมมาตร (หรือ
ผลเฉลยหัก) ดังขอ 2. ตามลําดับ  แมวาระบบอยูในเฟสใด แฮมิลโทเนียนก็มีแวคคิวอัมที่ทริเวียลเชน
เดียวกัน  ดังนั้นปรากฏการณฟสิกสตางๆ อันเนื่องจากแวคคิวอัมไมทริเวียลใน IF จึง “เคลื่อนยายไปสู” 
ลักษณะที่ตางกันของแฮมิลโทเนียนใน FF แทน  สําหรับนัมบุ-โกลดสโทนโบซอนใน FF ไดจากการแกหา
สเปกตรัมมวลและสถานะถูกกระตุน (excited states) ตางๆ ของสมการชโรดิงเงอรกรวยแสงสําหรบัแฮ
มิลโทเนียนในเฟสหัก  ไมไดศึกษาในที่นี้ 
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ภาคผนวก  ก 

คณิตศาสตรเกี่ยวกับอนุพันธฟงกชันนัล 
 

ก1  คณิตศาสตรเกี่ยวกับอนุพันธฟงกชันนัล 
 
ในที่นี้กลาวสรุปหัวเรื่องนี้อยางคราวๆ โดยไมเครงครัดเชิงคณิตศาสตร (mathematical rigorous)  ดูราย
ละเอียดเพิ่มเติมใน Greiner (1996: 36-39)  

ฟงกชันนัล (functional) คือ การสง (mapping) ที่มีโดเมนเปนเซตของฟงกชัน ไปสู พิสัยที่เปน
เซตของจํานวน  สังเกตวาฟงกชันนัลมีโดเมนเปนฟงกชัน ตางกับฟงกชันที่มีโดเมนเปนจํานวน  ให φ  
เปนฟงกชันของจํานวน x    พิจารณาฟงกชันนัล F  ของฟงกชัน φ   ใหสัญลักษณแทน ภาพ (image) 
ของฟงกชันนัลนี้เปน [ ]φF   ซึ่งมีคาขึ้นกับรูปของฟงกชัน φ    พิจารณาตัวอยางฟงกชันนัลดังตอไปน้ี 

ตัวอยาง 1 
 

     [ ] ( )∫ ℑ′=
x

x x
0

dF φφ                (ก1.1) 
 

โดยที่สําหรับแตละ x ′  ให ℑ  เปนฟงกชันของตัวแปร φ    จะเห็นวาฟงกชันนัลสามารถมีตัวแปรเสริม 
(parameter) ไดซึ่งในตัวอยางนี้คือ x  แสดงดวยดัชนีลาง  

ตัวอยาง 2 
 

     [ ] ( ) ( ) ( )∫ ′′−′== xxxxxx φδφφ dF              (ก1.2) 
 

เปนฟงกชันนัลที่งายที่สุด  โดยพิจารณาให [ ]φxF  มีคาขึ้นกับรูปของฟงกชัน φ  ไมใชขึ้นกับคาของ 
( )xφ  ที่ x   และพิจารณา x  ใน LHS วาเปนตัวแปรเสริมของฟงกชันนัลไมใชบุพภาพของฟงกชัน φ    

สวนทาง RHS เปนการเขียนใหมีรูปคลายกับตัวอยาง 1 
 ตัวอยาง 3 
 

    [ ] ( )
x
x

x d
d

d
d φφ =                (ก1.3) 

 

ก็เปนฟงกชันนัลชนิดหนึ่งเชนเดียวกับตัวอยาง 2   โดยพิจารณาอนุพันธใน LHS วาหมายถึง ฟงกชันนัลที่
มีคาขึ้นกับรูปของฟงกชัน φ  ไมใชขึ้นกับคา ( )xφ   โดยมี x  เปนตัวแปรเสริมของฟงกชันนัล   สวน 
RHS หมายถึง สําหรับฟงกชัน ( )xφ  รูปหนึ่งๆ พิจารณาอนุพันธที่ x   
 ตอไปจะละการเขียนดัชนีลางที่แสดงตัวแปรเสริมของฟงกชันนัลโดยเปนที่เขาใจกัน  โดยเฉพาะ
เมื่อกลาวถึงฟงกชันนัลตามตัวอยาง 2 และ 3  

นิยามอนุพันธฟงกชันนัล (functional derivative) เทียบกับฟงกชัน ( )xφ  ที่จุด x  ดังนี้ 
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            (ก1.4) 
 

โดยที่ x ′  เปนบุพภาพ (pre-image) ของฟงกชัน ( )x ′φ  ที่เปนบุพภาพของฟงกชันนัล F    ความหมาย
ของอนุพันธฟงกชันนัล คือ การเปลี่ยนของ F  เมื่อเทียบกับการเปลี่ยนของฟงกชัน φ  ไป ε  เฉพาะที่จุด 
x   จากนิยามนี้จะเห็นวา ผลตางเชิงอนุพันธฟงกชันนัล (functional differential) ของฟงกชันนัลในตัว
อยาง 2 อยูในรูป 
 

      ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )xxxxxxx ′−=′−′−+′≡′ δεφδεφφδ            (ก1.5) 
 

ซึ่งนําไปใชเขียนผลตางเชิงอนุพันธฟงกชันนัลทั่วไปไดวา 
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อนุพันธฟงชันนัลมีสมบัติคลายอนุพันธธรรมดา (ordinary derivative) เชน มีหลักเกณฑลูกโซ 
(chain rule)  
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และผลตางเชิงอนุพันธฟงกชันนัลของฟงกชันนัลที่ขึ้นกับหลายฟงกชันคือ ( )x ′φ  และ ( )x ′G  เขียนไดใน
รูป 
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ถา G  เปนฟงกชันนัลของ φ  อีกที  เขียนไดเปน 
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โดยที่ 
1) เขียน [ ]G,F φ  หมายถึง พิจารณา F  เปนฟงกชันนัลของฟงกชัน ( )xφ  และ  

( )xG  อยางอิสระแกกัน 
2) เขียน [ ][ ]φφ G,F  หมายถึง พิจารณา F  เปนฟงกชันนัลของฟงกชัน φ  และ ฟงกชันนัล  

[ ]φG , กลาวไดวา [ ][ ]φφ G,F  เปนฟงกชันนัลของฟงกชัน φ  ทํานองเดียวกับท่ีกลาวไดวา ( )( )xx g,f  
เปนฟงกชันของ x  
 ใน (ก1.9)  ถากําหนดใหฟงกชัน ( )tx ;φφ =  โดยพิจารณาความเปนฟงกชันนัล F  ของ
ฟงกชัน ( )tx ;φ  เฉพาะสวนที่ขึ้นกับ x  ของ φ  เทานั้น  โดยใชเครื่องหมาย “;” แยก t  ออกไปตางหาก  
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และกําหนดให [ ] [ ]φφ
x∂
∂

=G  ซึ่งเปนฟงกชันนัลชนิดหนึ่งของ φ   นั่นคือได F  ใน (ก1.9) เปน 
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φ ,F  โดยที่เขียน 
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φG  กําหนดใหมีความหมายดังขอ 2)   

เมื่อใชการอินทิเกรตแยกสวน (integration by parts) กับพจนที่ 2 ไดวา 
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โดยที่ B.P. หมายถึง จุดขอบเขต (boundary points) ของตัวแปร x ′′  ที่กําหนดโดยขอบเขตของการอินทิ
เกรตใน LHS  ถาสมมุติวาพจนหลังหายไปอันเนื่องมาจากไดมีการกําหนดเงื่อนไขบางอยางแก ( )tx ;φ  
(เชนดูขอ (1)-(3) หลังสมการ (ก2.7))  ก็จะได (ก1.9) ในกรณีนี้วา  
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 พิจารณา F  ที่อยูในรูป 
 

         [ ]( ) ( ) ( )∫∫ ′′=ℑ′= txxxt ;ddF nφφφ  
 

จะเห็นวามีเอกลักษณ 
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ซึ่งยังคงใชไดกับ ( )( )tx ;φℑ  ที่เปนพหุนาม (polynomial) ทั่วไปของ ( )tx ;φ  ดวย 
 
ก2  หลักการแปรผันของกลศาสตรจุด 
 
สําหรับระบบกลศาสตรจุด (point mechanics) ที่มี ตัวแปรพลวัตพื้นฐาน หรือเรียกวา พิกัดทั่วไป 
(generalized coordinates) ( ) n..1i;i =tq    ให S  เปนแอกชัน (action) และ L  เปนลากรางเจียน 
(Lagrangian) ที่เปนตัวกําหนดลักษณะของระบบนี้  เขียนทั้งสองในรูปฟงกชันนัลดังนี้ 
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โดยที่มอง L  อยางทั่วไปวาเปนฟงกชันนัลของ ( )tq  ที่มีตัวแปรเสริม t  โดยมีรูปรางที่จะศึกษาดัง RHS  
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 สาเหตุที่มองลากรางเจียนในรูปฟงชันนัลเชนนี้เพราะ 
 1.  ตองการใหคลายกับทฤษฎีสนาม  เพราะในทฤษฎีสนามมีตัวแปรอวกาศที่ตอเนื่อง  ลากราง
เจียนจึงเปนฟงกชันนัลของตัวแปรพลวัตที่เปนสนามของตัวแปรอวกาศดวย 
 2.  ในหลักการแปรผัน (variational principle) โดยพื้นฐานเปนการแปรผันอันเนื่องมาจากการ
แปรผันรูปฟงกชัน ( )tq i  ที่ขึ้นกับเวลา ซึ่งเปน แนววิถี (trajectory) ของระบบเทานั้น  จึงตองการเขียนรูป
สูตรแสดงการแปรผันของแอกชันใหอยูในรูปการแปรผันของตัวแปรพลวัตพื้นฐานเทานั้น 
 2.1  ในตําราเรียนปกติที่ไมไดฟอรมูเลท (formulate) หลักการแปรผันในรูปฟงกชันนัล เชน 
Goldstein (1980: 37-38), Arnold (1989: 56-57)  ใชรูปสูตรแสดงการแปรผันของแอกชันอันเนื่องมา
จากการแปรผันของ ( )tq  ที่มองลากรางเจียนในรูปสูตรนี้วาเปนฟงกชันที่ขึ้นกับตัวแปรอิสระ q  กับ 

t
qq

d
d

≡&  (แมลากรางเจียนเปนฟงกชันของ q  กับ q& อยูแลว โดยขึ้นกับคาของ q  กับ q& แตเหตุที่ใช
คําวา “มอง” ก็เพราะสามารถมองไดอีกแบบคือเปนฟงกชันนัลโดยพิจารณาวาขึ้นกับรูปฟงกชันที่ขึ้นกับ
เวลาของ ( )tq  และ ( )tq&  ไมใชการมองวาขึ้นกับคาของ q  กับ q& โดยตรงแบบเดียวกับกรณีที่มองเปน
ฟงกชัน ดู (ก1.2)) แลวใชรูปสูตรผลตางเชิงอนุพันธ (differential) ของอนุพันธธรรมดาเขียนในรูปการแปร
ผันของ q  และ q& แลวคอยใชพจนไทมไดเวอรเจนท (time divergent term) หรืออินทิเกรตแยกสวน 
เขียนในรูปการแปรผันของ ( )tq  อยางเดียวในขั้นตอนตอมา 
 2.2  ในตําราที่ฟอรมูเลทหลักการแปรผันในรูปอนุพันธฟงกชันนัลของแอกชันเทียบกับแนววิถี 
( )tq  เชน Feynman และ Hibbs (1965: 26-27); Holdstein (1992: 10); Greiner (1996: 31-32); 

Kiselev, Shniv และ Tregubovich (2000: 5-6, 9-10), Svetitsky (2002: 6) ก็ใชรูปสูตรแสดงการแปร
ผันของแอกชันอันเนื่องมาจากการแปรผันของ ( )tq  (หมายถึง การแปรผันฟงกชันนัล (functional 
variation) ดู (ก2.4) แตเพื่อความสะดวกเรียกสั้นๆ วา การแปรผัน (variation)) ที่มองลากรางเจียนวาเปน
ฟงกชันของตัวแปรอิสระ ( )tq  กับ ( )tq&  กลาวคือเปนคนละคอมโพเนนท (component) ของสิ่งอันดับ 
(ordered tuple) โดยถือส่ิงอันดับนี้เปนบุพภาพของฟงกชันลากรางเจียน  แลวใชสูตรอนุกรมเทเลอรเขียน
ในรูปการแปรผันของ ( )tq  กับ ( )tq&  เฉพาะในอันดับท่ี 1   แลวคอยใชพจนไทมไดเวอรเจนทหรืออินทิ
เกรตแยกสวน เขียนในรูปการแปรผันของ ( )tq  อยางเดียวในขั้นตอนตอมา  นั่นคือทําดังตัวอยางนี้ 
 

 

[ ] [ ] [ ]

( ) [ ]

( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( )

∫

∫

∫
∫

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∆
′

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

′
∆−

∂
∂

∆′=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∆+
∂

∂
∆′=

−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∆+
∂

∂
∆+′=

−∆+∆+′=

−∆+=∆

q
q

tqt
q

q
qt

q
qqq

q
qqqt

q
q

qqq
q

qqqqqt

qqqqqt

qqqq

&&

&
&

&
&

&
&

&
&

&

&&

L
d
dL

d
dLd

,L,Ld

S,L,L,Ld

S,Ld

SSS

 



 69
 

ซึ่งแม ( )tq  กับ ( )tq&  มีความสัมพันธกันโดยผานอนุพันธเวลาแตเปนตัวแปรอิสระของฟงกชันลากราง
เจียนไดก็เพราะทั้งสองสามารถเปนคนละฟงกชันกัน  
 2.3  ในที่นี้ผูเขียนตองการเขียนรูปสูตรแสดงการแปรผันของแอกชันใหมใหอยูในรูปการแปรผัน
ของฟงกชัน ( )tq  เทานั้น  ซึ่งทําไดดวยการมองอนุพันธเวลาของตัวแปรพลวัตพื้นฐานในรูปฟงกชันนัล
ของฟงกชัน ( )tq   เขียนเปน [ ]q

td
d   

 แมวาอนุพันธเวลาของตัวแปรพลวัตพื้นฐานเปนฟงกชันนัลของตัวแปรพลวัตพื้นฐานอยูแลวตาม 
(ก1.3)  แตเหตุที่ใชคําวา “มอง” ก็เพราะวาแฟกเตอร (factor) รูป “ ( )tq& ” สามารถมองไดเปน 2 แบบ คือ 
เปนฟงกชันที่ขึ้นกับเวลา กับ เปนฟงกชันนัลที่ขึ้นกับฟงกชัน ( )tq   กลาวคือเปนทั้ง 2 แบบทีเดียวกัน  แต
เลือกมองมาใชตางกัน  ในขอ 2.2 มองอยางแรก  ขอ 2.3 มองอยางหลัง  แมทั้งสองใหผลลัพธเหมือนกัน
แตทําจากมุมมองที่ตางกัน  นั่นคือ 
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(ก2.3) 
จะเห็นวาทั้งสองคลายคลึงกันมาก คือมี มโนทัศน (concept) เดียวกันตรงที่เปนการแปรผันอันเนื่องมา
จาก ( )tq  เหมือนกันและใหผลลัพธเดียวกัน   สมการ (ก2.2) ไดอธิบายในขอ 2.2 แลว   พิจารณาสมการ 
(ก2.3) จะเห็นวาในขั้นตอนแรกเมื่อมองอนุพันธเวลาวาเปนฟงกชันนัลก็สามารถเขียนการแปรผันของ
ฟงกชันนัล [ ]q

td
d  ในรูปการแปรผันของ ( )tq  โดยใช (ก1.6) (ซึ่งไมไดทําเชนนี้ใน (ก2.2) เพราะมองแค

เปนฟงกชันของ t  ไมไดมองเปนฟงกชันนัลของ ( )tq )  เมื่อทําการเขียนดังนี้ทําใหสามารถเขียนสูตร
แสดงการแปรผันของแอกชันใหมใหอยูในรูปการแปรผันของแนววิถีเทานั้นตามตองการ ดวยการใชรูป
สูตรผลตางเชิงอนุพันธฟงกชันนัล (ก1.6), (ก1.9)  และเปนจุดเริ่มที่ทําใหการคํานวณของ (ก2.3) ตาง
ออกไปจาก (ก2.2) เล็กนอย  ในขั้นตอนที่ 2 เปนการจัดรูปใหตรงกับพจนที่ 2 ของ (ก1.9)  ขั้นตอนที่ 3 
ตอมายังคงตองใชพจนไทมไดเวอรเจนทจัดรูปใหไดสมการออยเลอร-ลากรานจ (Euler-Lagrange 
equation) เชนเดียวกับ (ก2.2)  แตก็เปนการจัดรูปในสวนที่เปนอนุพันธฟงกชันนัลของ ( )tq&  เทียบกับ 
( )tq  ซึ่งไมไดติดอยูในรูปการแปรผันของ ( )tq&  อีกแลว  เพราะไดเขียนการแปรผันของ [ ]q

td
d  อยูในรูป

การแปรผันของ ( )tq  ในขั้นตอนที่ 1 แลว  นั่นคือแฟกเตอรวงเล็บปกกาที่แสดงถึงสวนที่ใชพจนไทมได
เวอรเจนทจัดรูปของทั้งสองสมการมีความแตกตางกันเล็กนอยคือ (ก2.2) อยูในรูปการแปรผันของ ( )tq&  
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สวน (ก2.3) อยูในรูปอนุพันธฟงกชันนัลของ [ ]q
td

d  เทียบกับ q   ดูตอไปท่ีพจนที่ 2 และ 3 ของ (ก2.8)-
(ก2.9)  
 
 พิจารณาการแปรผันของฟงกชัน ( )tq i  ดังนี้ 
 

   ( ) ( ) ( )tqtqtq iii ∆′+⇒                 (ก2.4) 
 

ซึ่งเปนการแปรผัน แนววิถี  โดยฟงกชันแนววิถีที่ถูกแปรผันไปตองตอเนื่อง (ในเวลา) จนถึงอนุพันธอันดับ
ที่สอง (Byron and Fuller, 1992: 45-47)   จากลากรางเจียนรูป (ก2.1) และแนวเขาสูการศึกษา 
(approach) ในขอ 2.3 ขางตน เขียนสูตรแสดงการแปรผันของแอกชันอันเนื่องมาจากการแปรผันขางตน
ตามรูปผลตางเชิงอนุพันธฟงกชันนัล (ก1.6) ไดดังนี้ 
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           (ก2.5) 

 

โดยที่ ( )tq i∆  หมายถึง การแปรผันฟงกชันนัล ของ ( )tq i   
 

   ( ) ( ) ( )tttqtq ′−∆′=′∆ δii                (ก2.6) 
 

ซึ่งตางจาก (ก1.5) ตรงที่ให ( ) ( )tqt ii ∆′=ε  เปนฟงกชันของ t  ดวย, จึงไมใชผลตางเชิงอนุพันธ
ธรรมดาเนื่องเพราะมีมโนทัศนของการแปรผันฟงกชัน (ก2.4) เขาไปดวย  และ 
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สําหรับขั้นตอนที่ 3 ใน (ก2.5) ไดมาโดยใชขั้นตอนแรกของ (ก1.12) 
พิจารณาขั้นตอนที่ 3 นี้ตอไปโดยใช (ก1.9)  และเมื่อกําหนดลากรางเจียนใหมีรูปขึ้นกับ q  และ 

[ ]q
td

d  แบบพหุนาม ซึ่งเขียนในรูปฟงกชันไดเปน ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
t
qq

d
d,L  ก็สามารถใช (ก1.12) ตอไปอีกดังนี้ 
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ซึ่งอินทิเกรตโดยแยกสวนแลวไดวา 
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   (ก2.9)  
โดยที่จุดขอบเขตของตัวแปร t ′′  ถูกกําหนดโดยคาขอบเขตของอินทิกรัลแอกชัน (ก2.5)  พจนที่ 3 หายไป
ถามีการกําหนดเงื่อนไขตอไปน้ีใหแกระบบพลวัต กลาวคือ 
 (1)  พิจารณาแตการแปรผันฟงกชัน ( )tq ′i  บน t ′  ที่อยูระหวาง B.P. เทานั้น กลาวคือ 

( ) 0B.P.i ==′∆′ tq  (ทําใหใน (ก2.5) ไมมี contribution จากอนุพันธฟงกชันนัลที่เทียบกับ 
( )B.P.i =′tq  เลย  เพราะฉะนั้นจึงไมพิจารณา B.P.=′t  ใน (ก2.9) ตั้งแตแรก)   หรือ 

 (2)  ศึกษาแตผลเฉลย ( )tq i  ที่อยูระหวาง B.P. (คือไมไดอยูที่ B.P.)   หรือ  
 (3)  ( )tq i  ที่ B.P. ถูกกําหนดใหเปนศูนย 
 ถาเงื่อนไขทั้งสามอยางใดอยางหนึ่งจริงก็เพียงพอใหพจนที่ 3 เปนศูนย  แตเนื่องจากระบบนี้มี
พารามิเตอรเปนเวลาจึงมักเขียนผลเฉลยในรูปของเงื่อนไขเริ่มตน (IC: initial conditions) ดังนั้นจึงมักไม
ศึกษาระบบชนิดนี้ที่อยูภายใตเงื่อนไขขอ (3) ซึ่งเปนการกําหนดคาจุดปลายไวกอนแลว 
 สรุปวาสามารถเขียนการแปรผันของแอกชันในรูป 
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หลักการแปรผัน  กลาววา  แนววิถีฟสิกส (physical trajectory) ( )tq  คือ แนววิถี ที่เมื่อทําการแปรผัน
ใดใดรอบๆ แนววิถีนี้แลว  แตละการแปรผันของแอกชันที่สมนัย (correspond) กันมีคาเทากับ 0   จาก
สมการขางตนจะเห็นวาถาเลือกรูปฟงกชันของผลเฉลยที่ทําใหแฟกเตอรในวงเล็บปกกาเทากับ 0 แลว ไม
วาจะแปรผัน ( )tq i∆  ไปรอบๆ อยางไรก็จะไดการแปรผันของแอกชันเปน 0 เสมอ  ดังนั้นแนววิถีนี้ก็คือ
แนววิถีฟสิกส โดยมีแฟกเตอรในวงเล็บปกกาที่เทากับ 0 เปนสมการการเคลื่อนที่  ซึ่งในรูปทั่วไปนี้เรียกวา
สมการออยเลอร-ลากรานจ 



 
ภาคผนวก  ข 

เกี่ยวกับอนุพันธอวกาศตามยาวผกผัน 
 
จะพิจารณาหัวขอนี้โดยสังเขปและไมเครงครัดเชิงคณิตศาสตร (ถาเครงครัดเชิงคณิตศาสตรตองใช
คณิตศาสตรเกี่ยวกับ ดิสทริบิวชัน (distribution) ดู Heinzl (2000: 29-30))  ในพิกัดกรวยแสง นิยาม 
อนุพันธอวกาศตามยาวผกผัน (inverse longitudinal space derivative) ดังนี้ 
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จะเห็นวาการกําหนดรูปที่แนนอนของ G  ขึ้นกับการบวกผลเฉลยเอกพันธุ (homogeneous solution) 
ของสมการ 
 

             ( ) 0,h =∂ −−+ yx                  (ข.2) 
 

ซึ่งมีผลเฉลยที่แนนอนอยางไรขึ้นกับ BC ของ G  บนตัวแปรอวกาศตามยาว (longitudinal space) −x   
ซึ่งถูกกําหนดโดย ผิวขอบเขต (B.S.: boundary surface) ของสนาม χ  บน −x  ในนิยาม (ข.1) และ 
ความตองกันในตัว (consistency) อื่นๆ กับแฮมิลโทเนียนฟอรมูเลชันและการควอนไทซของระบบสนาม
ที่กําหนด ( )xχ  (Heinzl, 1994: 526-527; Heinzl, 1998: 49-50; Heinzl, 2000: 29)   พิจารณาบาง
สมบัติของ G  ดังตอไปน้ี 
 1.  จาก (ข.1) เห็นวา 
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ซึ่งในขั้นตอนสุดทายถาสลับ −− ⇔ yx  จะได 
 

       ( )( ) ( )−−
−

−−
−=

∂

−∂ yx
x

xy δ,G2   
 

นั่นคือสามารถกําหนด BC แก G  โดยไมเกิดความขัดแยงอันหนึ่งวา  เปนปฏิสมมาตรที่ B.S.: 
∞±→−− yx ,  (Heinzl, 2000: 29)  ก็จะไดผลเฉลยในรูป 

 

     ( ) ( ) ( )−−−−−− −=−= xyyxyx ,Gsgn
4
1,G               (ข.4) 

 

ซึ่งเปนรูปมาตรฐานของ G  
 2.  จะเห็นจาก (ข.3) วา 
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     ( ) ( )−−−− −= yxyx G,G                 (ข.5) 
 

ดังนั้นจึงพิจารณาผลการแปลงฟูเรียร (Fourier transform) ของ G  เปน 
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แทนลงในสมการที่ 2 ของ (ข.1) ก็จะไดสมการดังกลาวในปริภูมิฟูเรียรวา 
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ซึ่งมีผลเฉลยวา 
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ถากําหนด BC มาตรฐานตามที่กําหนดใน (ข.4)  พจนที่ 2 จะหายไป  ภายใต BC มาตรฐานดังกลาวโดย
ใชนิยาม (ข.1) และผลเฉลย (ข.8) ก็จะไดเอกลักษณวา 
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 3.  เมื่อใชเฉพาะ G  ที่มีสมบัติปฏิสมมาตร  โดยใชนิยาม (ข.1) ก็จะไดเอกลักษณวา 
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ภาคผนวก  ค 
ผลเฉลยสมการดิแรกกรวยแสงในปริภูมิโมเมนตัม 

 
ค1  วิเคราะหปญหา 
 
จากความเปนสมการเชิงเสนของสมการดิแรกกรวยแสง (3.1.5)  จึงสามารถหาผลเฉลยในแตละ ฐาน
นิยมฟูเรียร (Fourier mode) หรือปริภูมิโมเมนตัม p  ได  โดยที่ผลเฉลย ( )xψ  ก็คือผลการแปลงฟูเรียร 
(Fourier transform) ของผลเฉลยในแตละฐานนิยมดังกลาว  ในตนตอนที่ 3.2 จะเห็นวาคอมโพเนนท 
(components) ของ ψ  ในสมการนี้ไมใชตัวแปรพลวัตอิสระที่แทจริงใน FF  ดังนั้นผลเฉลยในรูปตัวแทน
โมเมนตัม (momentum representation) ขางตนเปนเพียงเอกลักษณคณิตศาสตรที่ไมสามารถเขียน
สัมประสิทธิ์ฟูเรียรใหอยูในรูป IC กับ BC ของ FF ดังที่ผลเฉลยอิสระปกติทําได  แตไมเปนปญหาเพราะ
สําหรับกรณีอนุภาคอิสระ สามารถไดตัวแปรพลวัตอิสระ +ψ  โดยงายจากการฉาย (projection) ลงบน 
คอมโพเนนท-( + ) (( + )-component)  
 พิจารณาโครงสรางของสมการดิแรกกรวยแสง  แสดงใหเห็นวาผลเฉลยในแตละฐานนิยมฟูเรียร 
p  มีลักษณะสําคัญดังนี้ 
 1.  เปนอิสระเชิงเสนตอกัน  ดังนั้นจึงสามารถแยกพิจารณาในแตละฐานนิยม  โดยเขียนเปน 

( ) ( )pbpuxp ′− .ie  
 2.  เนื่องจากเปนสมการเมทริกซ 4×1  เพราะฉะนั้น ( )pu ′  เปนเมทริกซแนวตั้ง (column 
matrix) 4×1 
 จากขอ 1. ไดสมการดิแรกกรวยแสงสําหรับแตละฐานนิยม คือ 
 

     ( ) ( ) ( ) ( )pumppump xpxp ′−=′−= −− .eeˆ.0 .i.i γγ             (ค1.1) 
 

ซึ่งเปนสมการเมทริกซตามลักษณะขอ 2.  จะหาผลเฉลย ( )pu ′  ที่สอดคลองกับสมการนี้  เมื่อคูณดวย 
( )mp +.γ  จะเห็นวาการเทากับ 0 ของสมการนี้ตองมี p ที่สัมพันธตาม เอกลักษณแมสสเชลล   
(mass-shell identity)  
 

   022 =−mp                 (ค1.2) 
 

ใน FF เมื่อเราเลือกเวลาเปน +x  ทําใหพิกัดของอวกาศเปน ( )i, xxx −=
ϖ  ซึ่งโดยเมตริกกรวยแสง 

(light-cone metric) (2.3.4) ทําให 3-โมเมนตัม (3-momentum) ที่สังยุคกับอวกาศนี้เปน 
ii, xpxp ↔↔ −+  (สังยุคกันโดย P.B. (Poisson brackets) ของ กลศาสตรจุด FF  ดู Heinzl 

(1998: 27, 35))  นั่นคือใน FF มี 3-โมเมนตัม ( )i, ppp +=
ϖ  และพลังงาน −p  ซึ่งจาก (ค1.2) อยูในรูป 
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    ( )
+

⊥− +
=

p
mpmpp

22
,
ϖ                (ค1.3) 

 

ตอไปเขียน 4-โมเมนตัมแมสสเชลล (mass-shell 4-momentum) วา ( )( )ip,,; +−≡ pmpppm
ϖ   จาก

การที่ ( )pu ′  ใน (ค1.1) มี p  ที่สอดคลองกับ (ค1.2) และ (ค1.3)  ทําใหส่ิงที่ตองการหาออกมาคือรูป
ฟงกชันของ u  ที่ขึ้นกับ p

ϖ ไมใช p   
 

           ( ) ( )mpupu ′≡
ϖ                (ค1.4) 

 

 
ค2  หาผลเฉลย ( )pu

ϖ  
 
โดยใชตัวแทนมาตรฐาน (standard representation) ของเมทริกซดิแรกคารทีเซียน (Cartesian Dirac 
matrices) (Bjorken and Drell, 1965: 378) 
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สามารถแสดงไดวาสถานะลักษณะเฉพาะ (eigenstates) ของ +Λ  ซึ่งสลับที่ไดกับ 5γ  เปน 
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โดยที่ 
 

   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
0

áÅÐ
0
1

àÁ×èÍ
2

1
1-1 χχ

λχ
χ

λ

λ
λX  

 

และไดวา 
 

   21ii iàÁ×èÍ pppXpp λλχγ λλλλ +≡= −              (ค2.3) 
 

 พิจารณาหา ( )p
ϖ

±U  ซึ่งเปนผลเฉลยของสมการ (ค1.1) โดยเพิ่มการพิจารณากรณีที่
สัมประสิทธิ์หนามวลเปนบวกดวย 
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ผูเขียนขอเสนอเทคนิคในการใช ±Λ  (3.1.6) บอก “ใบ (hint)” ผลเฉลยออกมา โดยไมใชวิธีเครงเชิง
คณิตศาสตร  ในเอกสารที่เขียนเกี่ยวกับการแสดงผลเฉลย ( )pu

ϖ  อยางละเอียดเทาที่หาได (Kogut and 
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Soper, 1970; Lepage and Brodsky, 1980; Brodsky, Pauli and Pinsky, 1997: 170-175; Heinzl, 
1998: 153-155; Srivastava, 1999) มักยกมาอางเฉยๆ โดยไมไดแสดงวิธีหาอยางเปนระบบ 
(systematic)  ในขณะที่สปนเนอรนี้ใน IF มีตําราที่กลาวถึงวิธีหาผลเฉลยทั่วไปอยางเปนระบบอยูทั่วไป 
เชน Peskin และ Schroeder (1995: 45-49)  
 กอนอื่นเขียนเมทริกซแกมมาใน (ค2.4) ในรูป ±Λ  (ไดแสดงแลวในขั้นตอนที่สองขางตน)  แลว
หาวาแฟกเตอร ( )p

ϖ
±U  ใดในรูปของ ±Λ  ที่ทําใหผลคูณตัวดําเนินการใน (ค2.4) เปน 0  ในการสราง 

( )p
ϖ

±U  ในรูป ±Λ  ใชแนวคิดจากการสังเกต (ค2.2) วา  มีสปนเนอรชนิดหนึ่งคือ λX  ที่คูณกับ +Λ  
แลวไดตัวเดิม  จะเห็นวาสปนเนอร 2 ตัวนี้เปนสถานะลักษณะเฉพาะ (eigenstates) ของ 5γ  ซึ่งเรียกวา 
สถานะลักษณะเฉพาะไครัล (chiral eigenstates)  ซึ่งรวมเปนฐานหลักอิสระ (independent basis) 
ชนิดหนึ่งของ ปริภูมิสถานะสปน (spin-state space) ดู Peskin และ Schroeder (1995: หนา 41, 43, 
45-47, 50 ประกอบกัน)  จึงสามารถเลือกฐานหลักไครัลนี้ใหแสดงสวนสปนของสปนเนอร ( )p

ϖ
±U  ได 

โดยเขียนดังนี้ 
 

     ( ) ( ) ( ) λλλ XpXpp +±±± Λ==
ϖϖϖ

FF,U               (ค2.5) 
 

จะเห็นวาในรูป RHS นั้นก็เร่ิมมีแฟกเตอร +Λ  ปรากฏใน ( )p
ϖ

±U  ตามตองการ  ตองการหาสวน ( )p
ϖ

±F  
ตอไปในรูป ±Λ   เมื่อแทน (ค2.5) ใน (ค2.4) ก็ไดเงื่อนไขดังนี้ 
 

         ( ){ } ( ) ( ) +⊥
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−
−

+ Λ−−==Λ+Λ+Λ 220ii 0 mppppmppp
ϖ

µ Fγγ            (ค2.6) 
 

จากที่สวน p  ใน (ค2.6) สัมพันธตามเอกลักษณแมสสเชลล กลาวคือ การเทากับ 0 ของ (ค2.6) เกี่ยว
ของกับเอกลักษณแมสสเชลลจึงใบวิธีการหาผลเฉลย F  ดวยการพยายามสราง LHS ของ (ค2.6) ขึ้นมา
จากเอกลักษณแมสสเชลลทาง RHS แลวพยายามใชเทคนิค ±Λ  แยกแฟกเตอร 

( ){ }0ii γγ mppp µ+Λ+Λ +
−

−
+  ออกมา จะไดที่เหลือเปน F  ตามตองการ 
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โดยที่แฟกเตอรในวงเล็บปกกาทั้งหมดขางตนเปนสวนของแฟกเตอรที่ตองการแยกออกมา  ในขั้นตอนที่ 
3 สองพจนกลางไดจากแทรก (insert) บางเอกลักษณเขาไป  และได F  ที่ตองการในขั้นตอนสุดทาย 
 ให ( )λ,pu

ϖ  และ ( )λ,pv
ϖ  เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

 

        ( ) ( )
( )⎭⎬

⎫

⎩
⎨
⎧

±±=
λ
λ

γ
,
,

.0
pv
pu

mp ϖ
ϖ

              (ค2.8) 
 



 77

เลือกนอรมัลไลซ (normalize) ผลเฉลยนี้ที่ไดแกจาก (ค2.7) แลวดวย  +p1  โดยเขียนเปนที่เขาใจวา 
++ = pp   ดูเหตุผลในขอ ข. ทายตอนที่ 3.3 และทายตอนที่ ค3   ดังนั้นเขียนไดวา 
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ผลเฉลยในรูปนี้เขียนขึ้นครั้งแรกโดย Lepage และ Brodsky (1980)   เนื่องจากตัวแปรพลวัตอิสระมี
เพียง คอมโพเนนท-( + ) เทานั้น (ดูที่ขอ ก. และ ข. ตนตอนที่ 3.2)  ดังนั้นจึงพิจารณาแตสมบัติของ 

++ vu ,  เปนหลัก 
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พิจารณาผลคูณตางๆ ของ คอมโพเนนท-( + ) ซึ่งจะนําไปใชในการคํานวณปริมาณทางฟสิกสใน
ตัวแทนปริภูมิโมเมนตัมของทฤษฎีสนาม ดังตอไปน้ี  โดยใช (ค2.2) และ (ค2.3) ไดเอกลักษณตอไปน้ีวา 
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และ ความสัมพันธบริบูรณ (completeness relation) 
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ค3  ตัวแทนปริภูมิโมเมนตัมของผลเฉลยสมการดิแรกกรวยแสง 
 
จากขอ 1. และ 2. ในตนตอนที่ ค1  กลับมาพิจารณา ( )xψ  ในสมการดิแรกกรวยแสงที่เปนการรวมทุก
ฐานนิยมฟูเรียรเขาดวยกัน  โดยโมเมนตัมตองสอดคลองกับเอกลักษณแมสสเชลล และ ( )λ,pu

ϖ  ตอง
สอดคลองกับ (ค2.8) ซึ่งก็คือ (ค2.9)  และรวมทุก λ  ที่เปนไปได  ดังนี้ 
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ในขั้นตอนที่ 2 เลือกอินทิเกรตตัวแปร −p  ทิ้งเพราะตองการเขียนสมการในรูปสัมประสิทธิ์ ( )λ,pb
ϖ  ที่

อยูบนผิวเวลาเทา (equal-time surface) เพราะ IC และ BC อยูบนผิวเกิน (hypersurface) นี้ 
จากสัจพจนพื้นฐานของ QFT ที่วาสเปกตรัมของตัวดําเนินการ 4-โมเมนตัม (4-momentum) 

[ ]ψψµ ,P  ซึ่งนิยามจากกระแสเนอเทอรของการเลื่อนขนาน (translation Noether currents) (3.2.8) 
ตองอยูบนหรือภายใน กรวยแสงขางหนา (forward light-cone) เทานั้น (Streater and Wightman, 
1980: 29; Heinzl, 2000: 42)  ซึ่งเปนหลักสัมพัทธภาพที่วาไมมีความเร็วใดมากกวาแสงและเปนหลัก  
เหตุกภาพสัมพัทธภาพ (relativistic causality) (ดูขอ ข ตนตอนที่ 2.1)  จึงเปนลักษณะสเปกตรัมของ
ปริมาณโมเมนตัมของ อนุภาคฟสิกส (physical particles) หรือ ควอนตาฟสิกส (physical quanta)  
กรณีระบบอิสระนี้สเปกตรัมดังกลาวก็คือคา 4-โมเมนตัม µp  ของการกระจายใน (ค3.1) ซึ่งควอนตา
ฟสิกสตองมีคาเปน 022 ≥= mp  และ 00 ≥p  เทานั้น เปนผลใหแสดงไดวามี 0≥+p  ดวย  ทําให
สําหรับระบบ FF-QFT พิจารณาแตควอนตาที่มีการกระจายอยูในปริภูมิโมเมนตัมเชนนี้เทานั้น  ทําให
ตองพิจารณาตัวแปรพลวัตพื้นฐาน b  ใน (ค3.1) (ที่จะเปน ตัวดําเนินการแลดเดอร (ladder operators) 
ใน  QFT ในการสรางหรือทําลายควอนตา) ใหมีพารามิเตอรเปน ∞<≤ +p0  ไดเทานั้น  จึงตองแยก
พิจารณาการกระจายตัวแปร +p  ใน (ค3.1) เปน 2 พจนโดยใช 
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ในขั้นตอนสุดทายเปลี่ยนตัวลําดับ (label) จาก mp  เปน p
ϖ   สําหรับพจน II  ยังมี +p  ไมสอดคลอง

พิจารณาโดยเปลี่ยนตัวแปรดังนี้ 
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(ค3.3) 
ในขั้นตอนที่ 4-5 จะเห็นวาผลเฉลยทั่วไปที่สุดที่ทําใหแฟกเตอร (factor) ในวงเล็บปกกาเทากับ 0 อาจไม
ไดมีแค ( )λ,, ppu m

ϖ
−−′ −  เทานั้น จึงแทนที่ดวยผลเฉลยทั่วไปที่สุดของ (ค2.8) เลยคือ ( )λ,pv

ϖ  ซึ่งยัง
คงสอดคลองกับ LHS สุดของสมการ (ค3.1) ที่ตองเทากับ 0   ในขั้นตอนสุดทายไดเปล่ียนตัวลําดับจาก 

mp  เปน p
ϖ และไดนิยามวา 

 

( ) ( ) 0àÁ×èÍ,, >−−≡ +ppbpd λλ
ϖϖt               (ค3.4) 

 

นั่นคือ เมื่อ ( )λ−− ,pb
ϖ  ที่มีความหมายเปนตัวทําลายอนุภาคที่มีโมเมนตัมตามยาว (longitudinal 

momentum) นอยกวาศูนยเปนไปไมได  จึงตองมองใหมใหเปนตัวสรางปฏิอนุภาค ( )λ,pd
ϖt  ที่มี 

0>+p  แทน  โดยที่ tdd ,  เปนตัวดําเนินการแลดเดอรของปฏิอนุภาค ซึ่งเปนควอนตาที่มี ความถี่ลบ 
(negative frequency) ใน QFT ตามแฟกเตอรเอกโพเนนเชียลใน (ค3.3) 
 สําหรับ (ค3.1) กรณี 0=+p  นั้น  ตัวแปรพลวัตพื้นฐานในปริภูมิโมเมนตัมที่มีคาโมเมนตัม
ตามยาวเปนศูนยนี้เรียกวา ฐานนิยมศูนย (zero mode)  พบวาใน FF ตัวแปรพลวัตพื้นฐานนี้เปนเงื่อนไข
บังคับที่ไมมีพลวัต (ในลักษณะ สนามชวย (auxiliary field)  ดูขอ ก. ตนตอนที่ 3.2)   ซึ่งในกรณีระบบ
อิสระ การที่มี 0=+p  ทําใหตัวแปรพลวัตพื้นฐานนี้ไมขึ้นกับเวลากรวยแสง และพบวามีคาเทากับ 0 
หรือกลาววาไมมี ตัวแปรพลวัตพื้นฐานในปริภูมิโมเมนตัม ชนิดนี้  ซึ่งถาสมมุติวามี โดย (ค1.3) ทําใหมี 
ควอนตาที่นิยามคาพลังงาน −p  ไมไดโดยมีคาเปนอนันตไมวาจะมีมวลหรือโมเมนตัมตามขวางเปนศูนย
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ก็ตาม (Perry, 1999: 5)  ดังนั้นจึงถือวาการกระจายใน (ค3.2) และ (ค3.3) ไมไดนับรวมกรณี 0=+p  นี้
ดวย   ดูกรณีสนามสเกลารอิสระใน Heinzl (1998: 56, 59)  รายละเอียดของเรื่องฐานนิยมศูนยของ FF 
คอนขางซับซอนไมไดศึกษาในที่นี้ 

สรุปรวมทั้งสองพจนโดยไมนับกรณี 0=+p  ไดวา 
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(ค3.5) 
ซึ่งขั้นตอนสุดทายเขียนแสดงสัมประสิทธิ์ฟูเรียรในการเปนตัวแปรพลวัตพื้นฐานบนผิวเวลาเทา   +p  ใน
การกระจายขางตนที่มีคามากกวา 0 ก็คือ +p  ในตัวนอรมัลไลเซชัน (ค2.9) นั่นเอง 
 และเมื่อทําการฉาย (ค3.5) ดวย +Λ  ก็จะได คอมโพเนนท-( + ) ซึ่งเปนคอมโพเนนทอิสระได
โดยงาย  สังเกตวา +u  และ +v  ใน (ค2.10) นั้นไมขึ้นกับมวลเลย  เนื่องมาจากความไมไดอะโกนัลของ
พีชคณิตกรวยแสงนั่นเอง  ดังนั้น +ψ  ในรูป (ค3.5) ถาไมพิจารณาแฟกเตอรเวลาเชนให 0=+x  ก็จะ
ไมมีแฟกเตอรมวลอยูเลย  แตแฟกเตอรมวลจะปรากฏในระบบนี้โดยไมเกี่ยวกับเวลาก็โดยผานคอมโพ
เนนทไมอิสระ คือ คอมโพเนนท-( - ) −u  และ −v  ใน (ค2.10) นั่นเอง  สําหรับการปรากฏแฟกเตอรมวล
โดยเกี่ยวกับเวลาในการกระจาย +ψ  (ค3.5) ที่ไดตั้งคา (set) 0=+x  ไวนั้นมองไดวาเกิดขึ้นโดยการ
วิวัฒนในเวลาดวยแฮมิลโทเนียน (3.3.6) นั่นเอง 
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