
 

 

 

โครงการ 

การเรียนการสอนเพื่อเสริมประสบการณ์ 

ชื่อโครงการ ขอบเขตของการประมาณค่าแบบจุดส าหรับปัญหาการจับคู่ 
 

(Bounds of Pointwise Approximation for Matching Problem) 

 

ชื่อนิสิต นายพิจิตร  เจริญผล      เลขประจ าตัว 5833535023 

  

ภาควิชา คณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์ สาขาคณิตศาสตร์ 

ปีการศึกษา 2561 

  

คณะวิทยาศาสตร์ จฬุาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 

  บทคดัยอ่และแฟ้มข้อมลูฉบบัเตม็ของโครงงานทางวิชาการท่ีให้บริการในคลงัปัญญาจฬุาฯ (CUIR) 

 เป็นแฟ้มข้อมลูของนิสติเจ้าของโครงงานทางวิชาการท่ีสง่ผา่นทางคณะท่ีสงักดั  

The abstract and full text of senior projects  in Chulalongkorn University Intellectual Repository(CUIR) 

are the senior project authors' files submitted through the faculty. 



 

ขอบเขตของการประมาณค่าแบบจุดส าหรับปัญหาการจับคู่ 

 

 

 

 

 

 

 

 

นายพิจิตร  เจริญผล 

 

 

 

 

 

 

 

 

โครงงานนี้เป็นส่วนหนึ่งของการศึกษาตามหลักสูตรวิทยาศาสตร์บัณฑิต 

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ ภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์ 

คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 

ปีการศึกษา 2561 

ลิขสิทธิ์ของจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 



ข 

 
 

Bounds of Pointwise Approximation for Matching Problem 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pijit  Charoenpol 

 

 

 

 

 

 

 

A Project Submitted in Partial Fulfillment of the Requirements 

for the Degree of Bachelor of Science Program in Mathematics 

Department of Mathematics and Computer Science 

Faculty of Science Chulalongkorn University 

Academic Year 2018 

Copyright of Chulalongkorn University  









ฉ 

 

กิตติกรรมประกาศ 

โครงงานเรื่อง “ขอบเขตของการประมาณค่าแบบจุดส าหรับปัญหาการจับคู่” ได้ส าเร็จลุล่วงไปได้

ด้วยดี เพราะได้รับความช่วยเหลือจากผู้มีพระคุณหลาย ๆ ท่านด้วยกัน ทางผู้ด าเนินงานโครงงานจึงใคร่

ขอขอบคุณในความช่วยเหลือต่าง ๆ ดังต่อไปนี้ 

ขอขอบพระคุณ ศาสตราจารย์ ดร.กฤษณะ เนียมมณี ท่ีกรุณารับเป็นท่ีปรึกษาโครงงาน และคอยให้

ค าปรึกษา ให้ค าแนะน า ช้ีให้เห็นปัญหาและข้อผิดพลาดต่าง ๆ ในการท าโครงงานมาตลอด ต้ังแต่เริ่มต้นจนท า

ให้โครงงานนี้ส าเร็จลุล่วงอย่างสมบูรณ์และมีประสิทธิภาพ สามารถน าไปเผยแพร่ได้ 

ขอขอบพระคุณ ผู้ช่วยศาสตราจารย์ ดร. ค ารณ เมฆฉาย และ ผู้ช่วยศาสตราจารย์ สุรชัย สมบัติ

บริบูรณ์ ท่ีให้ความกรุณาเป็นกรรมการสอบโครงงาน และได้ให้ข้อเสนอแนะและข้อคิด รวม ท้ังช้ีให้เห็นถึง

ข้อผิดพลาดต่าง ๆ ซึ่งท าให้โครงงานนี้สมบูรณ์และมีประสิทธิภาพยิ่งขึ้น 

นอกจากนี้ขอขอบพระคุณอาจารย์ทุกท่านท่ีได้ให้ความรู้และค าแนะน า ตลอดระยะเวลาท่ีเข้ามา

ศึกษาท่ีจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 

สุดท้ายนี้ขอขอบพระคุณ คุณพ่อ คุณแม่ และครอบครัวที่คอยสนับสนุน และขอขอบคุณเพื่อน ๆ พี่ ๆ 

ทุกคนท่ีคอยให้ก าลังใจ ให้ค าปรึกษาและข้อเสนอแนะต่าง ๆ ในการท าโครงงานครั้งนี้ 

 

ผู้จัดท า 

พิจิตร  เจริญผล 

 

 

 

 

 

 

 

 



ช 

 

สารบัญ 

          หน้า 

        บทคัดย่อภาษาไทย ………………..…………………………………….....................................……………………… ง  

        บทคัดย่อภาษาอังกฤษ ………………..…………………………………………………………………………….…………. จ 

        กิตติกรรมประกาศ ………………..……………………………………………………………………………………....……. ฉ 

        สารบัญ ………………..…………………………………………………………………………………………………….………. ช 

        บทท่ี 1 บทน า ………………..……………………………………………………………………………….……… 1 

        บทท่ี 2 วิธีของสไตน์ส าหรับการแจกแจงปัวซง………………………………………………………….... 6 

        บทท่ี 3 ทฤษฎีบทหลัก ………………..……………………………………………………………..………….. 15 

        บรรณานุกรม ..………………..……………………………………………………………………………………………….... 19 

        ภาคผนวก.....………………..………………………………………………………………………………………………....... 20 

        ประวัติผู้เขียน ………………..…………………………………………………………………………………………….….... 27 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1 
 

บทท่ี 1 

บทน ำ 

ปัญหาการจับคู่ เริ่มมีการศึกษาต้ังแต่ ปี ค.ศ.1708 โดย Pierre Remond de Montmort  ปรากฏ

ครั้งแรกในหนังสือ Essay d’ Analyse sur les Jeux de Hazard [10] ซึ่งปัญหาการจับคู่ได้กล่าวไว้ว่า ถ้า

หากมีส่ิงของท้ังหมด 𝑛 ช้ิน โดยของแต่ละช้ินมีหมายเลข 1, 2, 3, … , 𝑛 ก ากับอยู่  และมีต าแหน่งในการวาง

ส่ิงของอยู่ 𝑛 ต าแหน่ง ซึ่งแต่ละต าแหน่งมีหมายเลข 1, 2, 3, … , 𝑛 ก ากับอยู่ โดยในแต่ละต าแหน่งสามารถวาง

ส่ิงของได้เพียงต าแหน่งละ 1 ช้ินเท่านั้น ปัญหาการจับคู่ท่ีเราสนใจ คือ ความน่าจะเป็นในการวางส่ิงของตรง

ต าแหน่ง 𝑤0 ช้ิน จากส่ิงของท้ังหมด 𝑛 ช้ิน โดยท่ี  0 ≤ 𝑤0 ≤ 𝑛 หากมองปัญหาการจับคู่เป็นโมเดลทาง

คณิตศาสตร์จะได้ว่า ส าหรับ 𝑖 ∈ {1, 2, 3, … , 𝑛} ก าหนดให ้

𝑋𝑖 = {
1, ส่ิงของช้ินท่ี 𝑖 ถูกวางลงบนต าแหน่งท่ี 𝑖     

0, ส่ิงของช้ินท่ี 𝑖 ไม่ถูกวางลงบนต าแหน่งท่ี 𝑖 
 

จะได้ว่า 

𝑃(𝑋𝑖 = 1) =
1
𝑛 

ก าหนดให้ 𝑊𝑛 =∑𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

 ดังนั้น 𝑊𝑛 คือ ตัวแปรสุ่มท่ีมีค่าเป็นจ านวนส่ิงของท่ีวางตรงต าแหน่ง สังเกต 

เห็นว่า  𝑃(𝑋1 = 1) 𝑃(𝑋2 = 1) =
1
𝑛
⋅ 1
𝑛
  แต่  𝑃(𝑋1 = 1 , 𝑋2 = 1) =

(n−2)!
𝑛!

= 1
𝑛⋅(𝑛−1)

  ดังนั้นตัวแปร

สุ่ม 𝑋1, 𝑋2,… , 𝑋𝑛   ไม่เป็นอิสระต่อกัน ด้วยเหตุนี้ 𝑊𝑛 จึงไม่เป็นตัวแปรสุ่มทวินาม 

 ในโครงงานนี้เราจะพิจารณา 𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) โดยท่ี 0 ≤ 𝑤0 ≤ 𝑛 และ เรียก 𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) ว่าค่า

ความน่าจะเป็นแบบจุดของปัญหาการจับคู่ 

ในปี ค.ศ. 1992 Bradford R. Crain [11] ได้หาค่าของ 𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) ได้ดังนี้ 

𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) =

{
 
 

 
 1 
𝑤0!

∑ (−1)𝑖
𝑛−𝑤0

𝑖=2

 
1 
𝑖!
           , 𝑤0 ≤ 𝑛 − 2 ,     

0                              , 𝑤0 = 𝑛 − 1 ,
1
𝑛!
                             , 𝑤0 = 𝑛 

     

จาก  
1
𝑒   =

∑(−1)𝑖
∞

𝑖=0

 
1 
𝑖!   =  

∑(−1)𝑖
∞

𝑖=2

 
1 
𝑖!    จะได้ว่า    𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

1 
𝑤0!

∑ (−1)𝑖
𝑛−𝑤0

𝑖=2

 
1 
𝑖!  =  

1
𝑒𝑤0!

 

ซึ่ง  1
𝑒𝑤0!

  ก็คือค่าของ 𝑃(𝑋 =  𝑤0) เมื่อ 𝑋 เป็นตัวสุ่มปัวซงท่ีมีพารามิเตอร์ 𝜆 = 1 นั่นเอง โดยเราจะกล่าวว่า        

ตัวแปรสุ่ม 𝑃𝑜𝑖𝜆  จะมีการแจกแจงแบบปัวซง ท่ีมีพารามิเตอร์ 𝜆 ก็ต่อเมื่อ 

(1.3) 

(1.1) 

(1.2) 
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𝑃(𝑃𝑜𝑖𝜆 = 𝑘) =  
𝑒−𝜆𝜆𝑘

𝑘!
 เมื่อ 𝑘 = 0, 1, 2,… 

จากข้อสังเกตข้างต้น เราจึงมีแนวคิดท่ีจะประมาณค่า 𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0)  ด้วยการแจกแจงปัวซงพารามิเตอร์ 𝜆 = 1  

โดยโครงงานนี้ผู้จัดท าสนใจหาขอบเขตของ |𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1

𝑒𝑤0!
| 

ขอบเขตการประมาณค่านั้น มีอยู่ 2 ประเภทด้วยกัน คือ ขอบเขตแบบสม่ าเสมอ (uniform bound) 

และขอบเขตแบบไม่สม่ าเสมอ (non-uniform bound)  ในการประมาณค่าฟังก์ชันการแจกแจง 𝐹 ด้วย

ฟังก์ชันการแจกแจง 𝐺 นั้น เราจะเรียกค่าคงตัว  𝐶 > 0 ท่ีท าให ้Sup
𝑥∈ℝ

|𝐹(𝑥) − 𝐺(𝑥)| ≤ 𝐶 ว่าขอบเขตแบบ

สม่ าเสมอ ซึ่งขอบเขตดังกล่าวจะเป็นขอบเขตของ |𝐹(𝑥) − 𝐺(𝑥)| ทุกจ านวนจริง 𝑥 แต่ส าหรับค่า 𝐶(𝑥0) ท่ี

ขึ้นอยู่กับค่า 𝑥0 ท่ีท าให้ |𝐹(𝑥0) − 𝐺(𝑥0)| ≤  𝐶(𝑥0)  เราจะเรียกขอบเขตประเภทนี้ว่า ขอบเขตแบบไม่

สม่ าเสมอ ขอบเขตแบบไม่สม่ าเสมอของ |𝐹(𝑥0) − 𝐺(𝑥0)|  จึงขึ้นอยู่กับค่า 𝑥0  
ขอบเขตแบบสม่ าเสมอและขอบเขตแบบไม่สม่ าเสมอนั้น มีข้อดีและข้อด้อยต่างกัน กล่าวคือโดยปกติ

แล้วขอบเขตแบบสม่ าเสมอจะมีความคมน้อยกว่าขอบเขตแบบไม่สม่ าเสมอ แต่ก็มีข้อดีตรงท่ีว่าสามารถน ามา

ประยุกต์ใช้ได้กับทุกค่า 𝑥 ดังนั้นในกรณีท่ีเราไม่ทราบค่า 𝑥 เราต้องใช้ขอบเขตแบบสม่ าเสมอ แต่หากเราทราบ

ค่า 𝑥 ท่ีเราจะหาขอบเขต |𝐹(𝑥) − 𝐺(𝑥)| เรามักจะใช้ขอบเขตแบบไม่สม่ าเสมอซึ่งจะได้ขอบเขตท่ีดีกว่า 

หรือคมกว่า โดยจะกล่าวว่าขอบเขตใดมีความคมกว่า เมื่อ ค่าคงท่ีของขอบเขตนั้นน้อยกว่าอีกขอบเขตหนึ่ง 

เช่น  𝐶1
𝑛

 จะมีความคมกว่า 𝐶2
𝑛

  เมื่อ 0 < 𝐶1 < 𝐶2   

ในปี ค.ศ.1972 สไตน์ [5] ได้เสนอการหาขอบเขตท่ีเรียกว่า วิธีของสไตน์ (Stein’s method)  โดยใช้

สมการเชิงอนุพันธ์แทนการแปลงฟูริเยร์ เราพบว่าในหลายกรณีการหาขอบเขตการประมาณค่าโดยวิธีของสไตน์นั้น 

ได้ผลลัพธ์ดีกว่า โดยเฉพาะการหาขอบเขตการประมาณค่าแบบไม่สม่ าเสมอ ต่อมาในปี ค.ศ.1975 เชน [4]  ได้

น าแนวคิดของสไตน์มาประยุกต์กับการประมาณค่าด้วยฟังก์ชันการแจกแจงปัวซง โดยได้สร้างสมการของสไตน์

ส าหรับฟังก์ชันการแจกแจกปัวซง ส าหรับ ℎ, 𝑓 ∶ ℕ ∪ {0} → ℝ ท่ีเป็นฟังก์ชันท่ีมีขอบเขต และ 𝜆 > 0 

ก าหนดให ้

𝒫𝜆(ℎ) =∑ℎ(𝑘)
𝑒−𝜆𝜆𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

 

เราเรียกสมการผลต่าง 

𝜆𝑓(𝑤 + 1) − 𝑤𝑓(𝑤) = ℎ(𝑤) − 𝒫𝜆(ℎ) 

ว่าสมการของสไตน์ส าหรับฟังก์ชันการแจกแจงปัวซง (Stein’s eqution for Poisson distribution function) 

โดยงานวิจัยของเชนได้พัฒนาการหาขอบเขตการประมาณค่าด้วยฟังก์ชันการแจกแจงปัวซง จนท าให้วิธีการนี้

เป็นท่ีรู้จักในนามของ วิธีของสไตน์และเชน (Stein-Chen’s method)  

(1.4) 
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จาก (1.4) หากเราเลือกฟังก์ชัน ℎ ท่ีเหมาะสม เช่น ให้ ℎ = ℎ𝑤0 โดยท่ี 

ℎ𝑤0(𝑤) = {
1, 𝑤 = 𝑤0
0, 𝑤 ≠ 𝑤0

 

และหาค่าคาดคะเนท้ังสองข้างของสมการจะได้ว่า 

𝐸[𝜆𝑓(𝑤 + 1) − 𝑤𝑓(𝑤)] = 𝐸[ℎ(𝑤) − 𝒫𝜆(ℎ)] =  𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1

𝑒𝑤0!
 

ส าหรับตัวแปรสุ่ม 𝑅 จะให ้𝐸[𝑅] แทนค่าคาดคะเนของตัวแปรสุ่ม 𝑅 

ดังนั้น เราสามารถหาขอบเขตของ  |𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1

𝑒𝑤0!
| โดยหาขอบเขตของ  

|𝐸[𝜆𝑓(𝑤 + 1) − 𝑤𝑓(𝑤)]| แทน แล้วเราจะเรียกขอบเขต  |𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1

𝑒𝑤0!
| ว่า ขอบเขตการ

ประมาณค่าแบบจุด 

ในปี ค.ศ. 1992, บาร์เบอร์, ฮอลล์และเจนสัน [3] ใช้วิธีของสไตน์และเชน ในการหาขอบเขต

ประมาณค่าแบบสม่ าเสมอของ 𝑊𝑛  ด้วยฟังก์ชันการแจกแจงปัวซงพารามิเตอร์ 𝜆 = 1 โดยได้ผลลัพธ์ดังนี้ 

|𝑃(𝑊𝑛 ≤ 𝑤0) −
1
𝑒
∑

1
𝑘!

𝑤0

𝑘=0

|  ≤  
2(1 − 𝑒−1)

𝑛  

ต่อมาในปี ค.ศ. 2006 คณินทร์และกฤษณะ [7] ใช้วิธีของสไตน์และเชน  หาขอบเขตประมาณค่า

แบบไม่สม่ าเสมอของ 𝑊𝑛 ไว้ดังนี้ 

|𝑃(𝑊𝑛 ≤ 𝑤0) −
1
𝑒
∑

1
𝑘!

𝑤0

𝑘=0

|  ≤  ∆(𝑛,𝑤0)  โดยท่ี 𝑤0 ∈ {0, 1, 2, 3, … , 𝑛} 

  เมื่อ  

∆(𝑛, 𝑤0) =

{
  
 

  
 

2
𝑒𝑛
              , 𝑤0 = 0,             

2(1 − 2𝑒−1)
𝑛       , 𝑤0 = 1,
2.08

(𝑤0 + 1)𝑛
      , 𝑤0 = 2, 3,… , 𝑛  

   

เราจะเห็นได้ว่าขอบเขตการประมาณค่าแบบไม่สม่ าเสมอของ (1.6) จะมีความคมกว่า (1.5) ทุกค่า 

𝑤0 ∈ {0, 1, 2, 3, … , 𝑛}  แต่ท้ัง (1.5) และ (1.6) เป็นการประมาณความน่าจะเป็นสะสมไม่ใช่การประมาณ

ค่าแบบจุด ซึ่งเป็นส่ิงท่ีจะศึกษาในโครงงานนี้ 

(1.6) 

(1.5) 
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ในโครงงานนี้เราสนใจขอบเขตการประมาณค่าแบบจุดของปัญหาการจับคู่ ซึ่งคือขอบเขตของ 

|𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1

𝑒𝑤0!
| ท่ีเป็นผลลัพธ์ตามทฤษฎีบทต่อไปนี้ 

ทฤษฎบีทท่ี 𝟏 ส าหรับ 𝑤0 ∈ {0, 1, 2, 3, … , 𝑛} จะได้ว่า 

|𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1
𝑒𝑤0

| ≤  
2
𝑛  𝛿𝑤0  

เมื่อ  

 𝛿𝑤0 =

{
 
 

 
 

 0.368,                𝑤0 = 0,
            

0.633,                𝑤0 = 1,
               

0.482
(𝑤0 + 1)!

+
1
𝑤0
,        𝑤0 = 2, 3,… , 𝑛  

    

สังเกตจาก  𝛿𝑤0 ≤ 0.633  ทุก  𝑤0 ∈ {0, 1, 2, 3, … , 𝑛} ดังนั้นเราจะได้ขอบเขตแบบสม่ าเสมอ 

|𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1
𝑒𝑤0

| ≤  
1.266
𝑛   ทุก 𝑤0 ∈ {0, 1, 2, 3,… , 𝑛} 

ข้อสังเกต  

1. จาก (1.6) จะได้ว่า 

|𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1

𝑒𝑤0!
|   ≤   |𝑃(𝑊𝑛 ≤ 𝑤0) −

1
𝑒
∑

1
𝑘!

𝑤0

𝑘=0

| + |𝑃(𝑊𝑛 ≤ 𝑤0 − 1) −
1
𝑒
∑

1
𝑘!

𝑤0−1

𝑘=0

| 

                                         ≤   ∆(𝑛,𝑤0) + ∆(𝑛,𝑤0 − 1) 

และจากความจริงท่ีว่า 

2
𝑛
(
0.482

(𝑤0 + 1)!
+
1
𝑤0
)   ≤   

2
𝑛
(

1.04
(𝑤0 + 1)

+
1.04
(𝑤0)

)  =  ∆(𝑛,𝑤0) + ∆(𝑛,𝑤0 − 1)   เมื่อ 𝑤0 ≥ 2  

เราจะเห็นได้ว่าค่าขอบเขตแบบไม่สม่ าเสมอ (1.7) มีความคมกว่าค่าขอบเขตของคณินทร์และ กฤษณะ (1.9) 

เมื่อ 𝑤0 ≥ 2  

2. จาก (1.5) จะได้ว่า 

|𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1

𝑒𝑤0!
|   ≤   |𝑃(𝑊𝑛 ≤ 𝑤0) −

1
𝑒
∑

1
𝑘!

𝑤0

𝑘=0

| + |𝑃(𝑊𝑛 ≤ 𝑤0 − 1) −
1
𝑒
∑

1
𝑘!

𝑤0−1

𝑘=0

| 

 

(1.7) 

(1.8) 

(1.9) 
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                                        ≤   
2(1 − 𝑒−1)

𝑛 + 
2(1 − 𝑒−1)

𝑛   

                                        ≤  
2.529
𝑛  

ดังนั้นค่าขอบเขตแบบสม่ าเสมอของผู้จัดท า (1.7) ) มีความคมกว่าค่าขอบเขตท่ีได้จาก (1.10) เป็น 2 เท่า ทุก 
𝑤0 ∈ {0, 1 2, 3, … , 𝑛} 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(1.10) 
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บทท่ี 2 

วธิีของสไตน์และสมกำรของสไตน์ 

 ในปี ค.ศ.1972 สไตน์ [5] ได้เสนอบทความซึ่งมีเนื้อหาเกี่ยวกับการแสดงการลู่เข้าของฟังก์ชันการแจก

แจงของผลบวกของตัวแปรสุ่มท่ีไม่เป็นอิสระต่อกัน สู่ฟังก์ชันการแจกแจงปกติมาตรฐาน โดยวิธีการใหม่ท่ีไม่ใช่

การแปลงฟูริเยร์ แต่ใช้ความรู้เกี่ยวกับสมการเชิงอนุพันธ์แทน โดยเริ่มต้นจากสมการเชิงอนุพันธ์ 

𝑓′(𝑤) − 𝑤𝑓(𝑤) = ℎ(𝑤) − 𝑁(ℎ) 

เมื่อ  𝑓:ℝ ⟶ ℝ เป็นฟังก์ชันท่ีมีความต่อเนื่องสามารถหาอนุพันธ์ได้เป็นช่วง โดยท่ีอนุพันธ์บางส่วนนั้นมีความ

ต่อเนื่อง และ 

𝑁(ℎ) = ∫ℎ(𝑥) 𝑑ϕ(𝑥)
 

ℝ

  โดยท่ี  ϕ(𝑥) =
1
√2𝜋

 ∫𝑒−
𝑡2
2  𝑑𝑡

𝑥

−∞

 

โดยเราเรียกสมการ (2.1) ว่า สมการของสไตน์ส าหรับฟังก์ชันการแจกแจงปกติมาตรฐาน  (Stien’s 

equation for normal standard distribution function ) 

โดยเลือก ℎ ∶ ℝ ⟶ ℝ ท่ีก าหนดโดย 

ℎ(𝑤) = {1, 𝑤 ≤ 𝑥0
0, 𝑤 > 𝑥0

 

ส าหรับบาง 𝑥0 ∈ ℝ  และให ้𝑊 เป็นตัวแปรสุ่มใดๆ จากสมการ (2.1) เราจะได้ว่า 

𝑓𝑥
′(𝑊) −𝑊𝑓𝑥(𝑊) = ℎ(𝑊) − ϕ(𝑥0) 

โดยท่ี 

𝑓𝑥(𝑤) = {√2𝜋𝑒
1
2𝑤

2
ϕ(𝑤)[1 − ϕ(𝑥)]   , 𝑤 ≤ 𝑥

√2𝜋𝑒
1
2𝑤

2
ϕ(𝑥)[1 − ϕ(𝑤)]   , 𝑤 > 𝑥

 

เป็นค าตอบสมการของสไตน์ (2.1) และ เมื่อเราหาค่าคาดคะเนของตัวแปรสุ่มท้ังสองข้างของสมการข้างต้น 

เราจะได้ว่า 

𝑃(𝑊 ≤ 𝑥0) − ϕ(𝑥0) = 𝐸[𝑓𝑥
′(𝑊) −𝑊𝑓𝑥(𝑊)] 

ด้ังนั้นในการหาขอบเขตประมาณค่า 

|𝑃(𝑊 ≤ 𝑥0) − ϕ(𝑥0)| 

สามารถหาได้จากขอบเขตของ 

|𝐸[𝑓𝑥
′(𝑊) −𝑊𝑓𝑥(𝑊)]| 

(2.1) 
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แทนได้ โดยจะเรียกการหาขอบเขตการประมาณค่าตามวิธีดังกล่าวข้างต้นนี้ว่า การหาขอบเขตการประมาณค่า

โดยวิธีของสไตน์ (Stein’s method) 

 ต่อมาในปี ค.ศ.1975 เชน [4] ได้น าแนวคิดของไสตน์มาประยุกต์กับการประมาณค่าด้วยฟังก์ชันการ

แจกแจงปัวซงโดยได้สร้างสมการของสไตน์ส าหรับฟังก์ชันการแจกแจกปัวซง  (Stein’s eqution for 

Poisson distribution function) ดังต่อไปนี้  

𝜆𝑓(𝑤 + 1) − 𝑤𝑓(𝑤) = ℎ(𝑤) − 𝒫𝜆(ℎ) 

เมื่อ ℎ, 𝑓 ∶ ℕ ∪ {0} → ℝ  เป็นฟังก์ชันท่ีมีขอบเขต, 𝜆 > 0 และ 

𝒫𝜆(ℎ) =∑ℎ(𝑘)
𝑒−𝜆𝜆𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

 

งานวิจัยของเชนได้พัฒนาวิธีการประมาณค่าความน่าจะเป็นด้วยฟังก์ชันการแจกแจงปัวซง จนท าให้

วิธีการนี้เป็นท่ีรู้จักกันดีในนามของ วิธีของเชนและสไตน์ (Chen-Stein’s method) หรือ วิธีของสไตน์และ

เชน (Stein-Chen’s method) ซึ่งต่อมาได้มีการประยุกต์ใช้ในหลายสาขาและได้เป็นต้นแบบของงานวิจัยของ

นักวิทยาศาสตร์หลายท่าน 
 

จาก [4] หน้า 82 เชนได้แสดงว่า ส าหรับ ℎ ∶ ℕ ∪ {0} → ℝ ท่ีเป็นฟังก์ชันท่ีมีขอบเขตและ 𝜆 > 0 เราจะได้

ว่า   𝑈𝜆ℎ ∶ ℕ ∪ {0} → ℝ ท่ีก าหนดโดย 𝑈𝜆ℎ (0)  =  0 และ 

𝑈𝜆ℎ(𝑘) = ∑
(𝑘 − 1)! 𝜆𝑙−𝑘

𝑙!

𝑘−1

𝑙=0

[ℎ(𝑙) − 𝒫𝜆(ℎ)] 

โดยท่ี 𝑘 = 1, 2,… เป็นฟังก์ชันมีขอบเขต และ เป็นค าตอบของสมการท่ี (2.2)  

จาก (2.4) เลือก ℎ = ℎ𝑤0  โดยท่ี  ℎ𝑤0 : ℕ ∪ {0} → ℝ   นิยามโดย 

ℎ𝑤0(𝑤) =  {
 1,        𝑤 = 𝑤0 
  0,        𝑤 ≠  𝑤0

 

ก าหนดให้ 𝑓𝑤0(𝑤) =  𝑈1ℎ𝑤0 (𝑤) และ 𝒫(ℎ) = 𝒫1(ℎ) จาก ธีรภาพโอฬาร [8] จะได้ว่า 

𝑓𝑤0(𝑤) =  {
−𝑒(𝑤 − 1)! [𝒫(ℎ𝑤0)𝒫(ℎ𝑐𝑤−1)],         1 ≤  𝑤 ≤ 𝑤0  

𝑒(𝑤 − 1)! 𝒫(ℎ𝑤0)𝒫(1 − ℎ𝑐𝑤−1),      𝑤 >  𝑤0          
0,                                                  𝑤 = 0

 

โดยท่ี 𝐶𝑘 = {0,1,… , 𝑘}, และ  ℎ𝑐𝑤0 : ℕ ∪ {0} → ℝ   นิยามโดย 

ℎ𝑐𝑤0(𝑤) =  {
 1,        𝑤 ≤ 𝑤0   
  0,        𝑤 >  𝑤0   

      

(2.2) 

(2.4) 

(2.6) 

(2.5) 

(2.3) 
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ในโครงงานนี้สนใจปัญหาการจับคู่ กล่าวคือ ค่าความน่าจะเป็นในการวางส่ิงของตรงต าแหน่ง 𝑤0 ช้ิน 

จากส่ิงของท้ังหมด 𝑛 ช้ิน โดยท่ี  0 ≤ 𝑤0 ≤ 𝑛    นั่นคือสนใจค่า  𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0)  

ก าหนดให้  𝑊𝑛 =∑𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

  ส าหรับ 𝑖 ∈ {1, 2, 3,… , 𝑛}  โดยท่ี 

𝑋𝑖 = {
1, ส่ิงของช้ินท่ี 𝑖 ถูกวางลงบนต าแหน่งท่ี 𝑖     

0, ส่ิงของช้ินท่ี 𝑖 ไม่ถูกวางลงบนต าแหน่งท่ี 𝑖 
 

และ 𝜆 = 𝐸[𝑊𝑛] = 𝐸[𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑛] = 1 

เรามีแนวคิดท่ีจะประมาณค่า 𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0)  ด้วยการแจกแจงปัวซงพารามิเตอร์ 𝜆 = 1   

 จากสมการ (2.2)  ถ้าแทน 𝑤 ด้วย 𝑊𝑛 

1𝑓𝑤0(𝑊𝑛 + 1) −𝑊𝑛𝑓𝑤0(𝑊𝑛) = ℎ(𝑊𝑛) − 𝒫1(ℎ) 

เมื่อหาค่าคาดคะเนของตัวแปรสุ่มท้ังสองข้างของสมการจะได้ว่า 

𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1
𝑒𝑤0

=  𝐸[𝑓𝑤0(𝑊𝑛 + 1) −𝑊𝑛𝑓𝑤0(𝑊𝑛)] 

ดังนั้น เราจะหาขอบเขตของ |𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1
𝑒𝑤0

| จากขอบเขต |𝐸[𝑓(𝑊𝑛 + 1) −𝑊𝑛𝑓(𝑊𝑛)]| 

ในการหาขอบเขต |𝐸[𝑓𝑤0(𝑊𝑛 + 1) −𝑊𝑛𝑓𝑤0(𝑊𝑛)]| เราจ าเป็นต้องใช้บทต้ังต่อไปนี้ 

บทต้ังที่ 2.1 ให ้𝑤0 ∈  {0,1,2, … , 𝑛}  และ △ 𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤) = 𝑓𝑤0(𝑤 + 1) − 𝑓𝑤0(𝑤)  จะได้ว่า 

      (1)   เมื่อ 𝑤 > 𝑤0 จะได้  |∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)|  =   
 (𝑤 − 1)!
𝑒𝑤0!

[ ∑
𝑙 − 𝑤
𝑙!

  
∞

𝑙=𝑤+1

] 

      (2)   เมื่อ 𝑤 = 𝑤0 จะได้  |∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1, 𝑤)|  =   
1
𝑒𝑤0

[𝑤 ∑
1
𝑙!
 + ∑

1
𝑙!

𝑤−1

𝑙=0

∞

𝑙=𝑤+1

] 

      (3)   เมื่อ 𝑤 < 𝑤0 จะได้  |∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)|  =   
(𝑤 − 1)!
𝑒𝑤0!

[𝑤∑
1
𝑙!   − ∑

1
𝑙!

𝑤−1

𝑙=0

𝑤

𝑙=0
] 

พิสูจน์  

จาก (2.3) ถ้า 𝜆 = 1 จะได้ว่า  

𝒫(ℎ) =
1
𝑒
∑

ℎ(𝑙)
𝑙!

∞

𝑙=0

   

 ดังนั้น   𝒫(ℎ𝑤0) =
1

𝑒𝑤0!
 ,   𝒫(ℎ𝑐𝑤) =

1
𝑒
∑

1
𝑙!

𝑤

𝑙=0

 ,   𝒫(1 − ℎ𝑐𝑤) =
1
𝑒
∑

1
𝑙!

∞

𝑙=𝑤+1

    

 

(2.8) 

(2.7) 



9 
 

กรณี  (1)   เมื่อ 𝑤 > 𝑤0 จึงท าให้  𝑤 + 1 > 𝑤0 จาก (2.6) ได้ว่า  

𝑓𝑤0(𝑤) = 𝑒(𝑤 − 1)!𝒫(ℎ𝑤0)𝒫(1 − ℎ𝑐𝑤−1)   และ 𝑓𝑤0(𝑤 + 1) = 𝑒𝑤!𝒫(ℎ𝑤0)𝒫(1 − ℎ𝑐𝑤) 

จากความจริงข้างต้น และ (2.8) ท าให้ได้ว่า 

∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1, 𝑤) = 𝑒𝑤!𝒫(ℎ𝑤0)𝒫(1 − ℎ𝑐𝑤) −  𝑒(𝑤 − 1)!𝒫(ℎ𝑤0)𝒫(1 − ℎ𝑐𝑤−1) 

                               =   𝑒(𝑤 − 1)!𝒫(ℎ𝑤0)[𝑤𝒫(1 − ℎ𝑐𝑤) − 𝒫(1 − ℎ𝑐𝑤−1)] 

                               =   𝑒(𝑤 − 1)!
1

𝑒𝑤0!
[
𝑤
𝑒
∑

1
𝑙!
  −  

1
𝑒
∑

1
𝑙!

∞

𝑙=𝑤

∞

𝑙=𝑤+1

] 

                               =  
 (𝑤 − 1)!
𝑒𝑤0!

[𝑤 ∑
1
𝑙!
  −  ∑

1
𝑙!

∞

𝑙=𝑤

∞

𝑙=𝑤+1

] 

                               =   
 (𝑤 − 1)!
𝑒𝑤0!

[ ∑
𝑤
𝑙!
  −  ∑

1
(𝑙 − 1)!

∞

𝑙=𝑤+1

∞

𝑙=𝑤+1

] 

                               =   
 (𝑤 − 1)!
𝑒𝑤0!

[ ∑
𝑤 − 𝑙
𝑙!

  
∞

𝑙=𝑤+1

]               

                               <   0 

ดังนั้นเราได้ว่าหาก 𝑤 > 𝑤0  แล้วจะได้ 

|∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)|  =   
 (𝑤 − 1)!
𝑒𝑤0!

[ ∑
𝑙 − 𝑤
𝑙!

  
∞

𝑙=𝑤+1

] 

กรณี (2)   เมื่อ 𝑤 = 𝑤0 ดังนั้น  𝑤 + 1 > 𝑤0 จาก (2.6) ท าให้ได้ว่า  

𝑓𝑤0(𝑤) = −𝑒(𝑤 − 1)! [𝒫(ℎ𝑤0)𝒫(ℎ𝑐𝑤−1)]  และ 𝑓𝑤0(𝑤 + 1) = 𝑒𝑤!𝒫(ℎ𝑤0)𝒫(1 − ℎ𝑐𝑤) 

จากข้างต้น และ (2.8) ท าให้ได้ว่า 

∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)  =  𝑒(𝑤 − 1)!𝒫(ℎ𝑤0)[𝑤𝒫(1 − ℎ𝑐𝑤) + 𝒫(ℎ𝑐𝑤−1)]   

                                  =   𝑒(𝑤− 1)!
1

𝑒𝑤0!
[
𝑤
𝑒
∑

1
𝑙!
 +  

1
𝑒
∑

1
𝑙!

𝑤−1

𝑙=0

∞

𝑙=𝑤+1

] 

                                 =   
1
𝑒𝑤0

[𝑤 ∑
1
𝑙!
 + ∑

1
𝑙!

𝑤−1

𝑙=0

∞

𝑙=𝑤+1

] 

                                 >   0 

ดังนั้นถ้า 𝑤 = 𝑤0  แล้วจะได้ 

|∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)|  =   
1
𝑒𝑤0

[𝑤 ∑
1
𝑙!
 + ∑

1
𝑙!

𝑤−1

𝑙=0

∞

𝑙=𝑤+1

] 
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กรณี (3)   เมื่อ 𝑤 < 𝑤0 ท าให้ 𝑤 + 1 ≤ 𝑤0 จาก (2.6) ท าให้ได้ว่า 

𝑓𝑤0(𝑤) = −𝑒(𝑤 − 1)! [𝒫(ℎ𝑤0)𝒫(ℎ𝑐𝑤−1)] และ 𝑓𝑤0(𝑤 + 1) = −𝑒𝑤! [𝒫(ℎ𝑤0)𝒫(ℎ𝑐𝑤)] 

จากความจริงข้างต้น และ (2.8) ท าให้ได้ว่า 

∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)  = −𝑒(𝑤)! [𝒫(ℎ𝑤0)𝒫(ℎ𝑐𝑤)] + 𝑒(𝑤 − 1)! [𝒫(ℎ𝑤0)𝒫(ℎ𝑐𝑤−1)] 

                               =  −𝑒(𝑤 − 1)!𝒫(ℎ𝑤0)[𝑤𝒫(ℎ𝑐𝑤) − 𝒫(ℎ𝑐𝑤−1)]  

                               =  −𝑒(𝑤 − 1)!
1

𝑒𝑤0!
[
𝑤
𝑒
∑

1
𝑙!   −  

1
𝑒
∑

1
𝑙!

𝑤−1

𝑙=0

𝑤

𝑙=0

] 

                               =  −
(𝑤 − 1)!
𝑒𝑤0!

[𝑤∑
1
𝑙!   −  

∑
1
𝑙!

𝑤−1

𝑙=0

𝑤

𝑙=0

] 

ดังนั้นเราได้ว่าถ้า 𝑤 < 𝑤0  และ   𝑤 + 1 ≤ 𝑤0 แล้วจะได้ 

|∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)|  =  
(𝑤 − 1)!
𝑒𝑤0!

[𝑤∑
1
𝑙!   −

∑
1
𝑙!

𝑤−1

𝑙=0

𝑤

𝑙=0

] 

บทต้ังที่ 2.2 ให้ 𝑤0 ∈  {0,1,2, … , 𝑛}  และ 𝑤 ≥ 1  จะได้ว่า 

|△ 𝑓𝑤0(𝑤 + 1, 𝑤)| ≤  𝛿𝑤0 

โดยท่ี    

 𝛿𝑤0 =

{
 
 

 
 

 0.368,                𝑤0 = 0,
            

0.633,                𝑤0 = 1,
               

0.482
(𝑤0 + 1)!

+
1
𝑤0
,        𝑤0 = 2, 3,… , 𝑛  

    

พิสูจน์  

การพิสูจน์นั้นได้น าแนวทางมาจาก ธีรภาพโอฬาร และ เนียมมณี [7] หน้า 492  

ในการพิสูจน์บทต้ังนี้เราจะแบ่ง  𝑤0 เป็น 3 กรณี คือ  𝑤0 = 0,  𝑤0 = 1 และ 𝑤0 ≥ 2 

กรณีที่ 1  𝒘𝟎 = 𝟎   
เนื่องจาก 𝑤 ≥ 1  ท าให้ 𝑤 > 𝑤0 ซึ่งจากบทต้ังท่ี 2.1 ข้อ 1. ได้ว่า 

|∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)| 

            =   
 (𝑤 − 1)!
𝑒𝑤0!

[ ∑
𝑙 − 𝑤
𝑙!

  
∞

𝑙=𝑤+1

]  
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            =   
 (𝑤 − 1)!

𝑒
[

1
(𝑤 + 1)!

+  
2

(𝑤 + 2)! 
+

3
(𝑤 + 3)!

+ ⋯] 

            =   
 (𝑤 − 1)!
𝑒(𝑤 − 1)!

[
1

𝑤(𝑤 + 1)
+ 

2
𝑤(𝑤 + 1)(𝑤 + 2) 

+
3

𝑤(𝑤 + 1)(𝑤 + 2)(𝑤 + 3)!
+ ⋯] 

            ≤   
 1
𝑒
[
1
2!
+ 

2
3! 
+
3
4!
+ ⋯] 

            =   
 1
𝑒
∑

𝑖 − 1
𝑖!
  

∞

𝑖=2

 

จากความจริงข้างต้นและความจริงท่ีว่า 

∑
𝑖 − 1
𝑖!
  

∞

𝑖=2

 =   lim
𝑛→∞

∑[
1

(𝑖 − 1)!
−
1 
𝑖!
] 

𝑛

𝑖=2

 =   lim
𝑛→∞

[
1
1!
−
1
𝑛!
] =   1 

ท าให้ได้ว่า 

|∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)|    
1
𝑒   0.368 

กรณีที่ 2  𝒘𝟎 = 𝟏 

ในกรณีนี้เราจะแบ่ง 𝑤 ออกเป็น 2 กรณี คือ 𝑤 = 1  และ  𝑤 > 1 

กรณี 2.1  𝒘 = 𝟏  

เนื่องจาก 𝑤 = 𝑤0 จากบทต้ังท่ี 2.1 ข้อ 2. ได้ว่า 

|∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)|  =   
1
𝑒𝑤0

[𝑤 ∑
1
𝑙!
 + ∑

1
𝑙!

𝑤−1

𝑙=0

∞

𝑙=𝑤+1

] 

                                  =    
1
𝑒
∑

1
𝑙!

∞

𝑙=2

+
1
𝑒

 

                               =   
1
𝑒 
( ∑

1
𝑙!

∞

𝑙=0

−
1
0!
−
1
1!
 ) +

1
𝑒 

 

                               =   
1
𝑒 (𝑒 −

1
0!
−
1
1!
) +

1
𝑒  

                               =   1 −
1
𝑒  

กรณี 2.2  𝒘 > 𝟏  

เนื่องจาก 𝑤 > 1 และ 𝑤0 = 1  ท าให้ 𝑤 > 𝑤0   ดังนั้นจากบทต้ังท่ี 2.1 ข้อ 1. ได้ว่า 

(2.9) 
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|∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)|  =   
 (𝑤 − 1)!
𝑒𝑤0!

[ ∑
𝑙 − 𝑤
𝑙!   

∞

𝑙=𝑤+1

]  

                                     =   
 (𝑤 − 1)!
𝑒𝑤0!

[
1

(𝑤 + 1)!
+ 

2
(𝑤 + 2)! 

+
3

(𝑤 + 3)!
+ ⋯] 

                                     =   
 1
𝑒
∙ [

1
𝑤(𝑤 + 1)

+
2

𝑤(𝑤 + 1)(𝑤 + 2)
+

3
𝑤(𝑤 + 1)(𝑤 + 2)(𝑤 + 3)

+ ⋯] 

                                     ≤   
 1
𝑒
∙ [

1
2 ∙ 3

+
2

2 ∙ 3 ∙ 4
+

3
2 ∙ 3 ∙ 4 ∙ 5

+⋯] 

                                     =   
 1
𝑒
[∑

𝑖 − 2
𝑖!

  
∞

𝑖=3

] 

                                     ≤   
 1
𝑒
∑

𝑖 − 1
𝑖!
 

 

∞

𝑖=2

 

                                     =   
1
𝑒        จากสมการ (2.9)  

   จากกรณีท่ี 2.1 และ 2.2 ท าให้ได้ว่า 

|∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1, 𝑤)|  ≤ 𝑚𝑎𝑥 {1 −
1
𝑒 
 ,
 1
𝑒
} =   𝟏 −

𝟏
𝒆 
 ≤ 0.633    เมื่อ  𝑤0 = 1              

กรณีที่ 3   𝒘𝟎 ≥ 𝟐  

ในกรณีนี้เราจะแบ่งพิจารณา 𝑤 ออกเป็น 3 กรณี คือ  𝑤 > 𝑤0 , 𝑤 = 𝑤0  และ 𝑤 < 𝑤0  

กรณี 3.1   𝒘 > 𝒘𝟎 จากบทต้ังท่ี 2.1 ข้อ 1 ได้ว่า   

  |∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)|  

       =   
 (𝑤 − 1)!
𝑒𝑤0!

[ ∑
𝑙 − 𝑤
𝑙!

  
∞

𝑙=𝑤+1

] 

       =   
 (𝑤 − 1)!
𝑒𝑤0!

[
1

(𝑤 + 1)!
+ 

2
(𝑤 + 2)! 

+
3

(𝑤 + 3)!
+ ⋯] 

       =   
 (𝑤 − 1)!

𝑒𝑤0! (𝑤 + 1)!
[1 +

2
(𝑤 + 2)

+
3

(𝑤 + 2)(𝑤 + 3)
+

4
(𝑤 + 2)(𝑤 + 3)(𝑤 + 4)

+⋯ ] 

      ≤   
 1

𝑒𝑤0! (𝑤 + 1)𝑤
[1 +

2
5
+

3
5 ∙ 6

+
4

5 ∙ 6 ∙ 7
+ ⋯ ]     (เนื่องจาก 𝑤 > 𝑤0 ≥ 2)  

       ≤   
 1

𝑒𝑤0! (𝑤0 + 1)3
[1 +

2
5
+

3
5 ∙ 6

+
4

5 ∙ 6 ∙ 7
+

5
5 ∙ 6 ∙ 7 ∙ 8

+ ⋯ ] 

       ≤   
 1

3𝑒𝑤0! (𝑤0 + 1)
[
1
0!
+
1
1
+

1
1 ∙ 2

+
1

1 ∙ 2 ∙ 3
+

1
1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 4

+ ⋯ ] 
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      =   
 1

3𝑒(𝑤0 + 1)!
∑

1
𝑖!
  

∞

𝑖=0

 

      =   
 1

3(𝑤0 + 1)!𝑤0
 

      ≤   
0.334

(𝑤0 + 1)!
  (จาก 𝑤0 ≥ 2) 

ดังนั้นในกรณีท่ี 3.1 ค่า 𝑤0 ≥ 2  และ 𝑤 > 𝑤0 ได้วา่ 

  |∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)| ≤
0.334

(𝑤0 + 1)!
 

กรณี 3.2   𝒘 = 𝒘𝟎  จากบทต้ังท่ี 2.1 ข้อ 2 ได้ว่า 

|∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)|  

     =   
1
𝑒𝑤0

[𝑤 ∑
1
𝑙!
 + ∑

1
𝑙!

𝑤−1

𝑙=0

∞

𝑙=𝑤+1

] 

     ≤   
1
𝑒𝑤0

  [𝑤 ∑
1
𝑙!
 +   𝑒

∞

𝑙=𝑤+1

] 

     =   
1
𝑒

∑
1
𝑙!
 

∞

𝑙=𝑤0+1

+
1
𝑤0

 

     =   
1
𝑒
[

1
(𝑤0 + 1)!

+ 
1

(𝑤0 + 2)! 
+

1
(𝑤0 + 3)!

+ ⋯] +
1
𝑤0

 

     =   
1

𝑒(𝑤0 + 1)!
[1 +

1
(𝑤0 + 2)

+
1

(𝑤0 + 2)(𝑤0 + 3)
+

1
(𝑤0 + 2)(𝑤0 + 3)(𝑤0 + 4)

+⋯] +
1
𝑤0

 

     ≤   
1

𝑒(𝑤0 + 1)!
[1 +

1
4
+

1
4 ∙ 5

+
1

4 ∙ 5 ∙ 6
+ ⋯] +

1
𝑤0

 

     =   
1

𝑒(𝑤0 + 1)!
[3! (

1
3!
+
1
4!
+
1
5!
+
1
6!
+ ⋯)] +

1
𝑤0

 

     =   
6

𝑒(𝑤0 + 1)!
[(∑

1
𝑖!
− 
1
0!
 − 

1
1!
− 
1
2!

∞

𝑖=0

)] +
1
𝑤0

 

     =   
6

𝑒(𝑤0 + 1)!
(𝑒 −  1 −  1 − 

1
2
) +

1
𝑤0

 

     =   
6𝑒 − 15
𝑒(𝑤0 + 1)!

+
1
𝑤0

 

     ≤   
0.482

(𝑤0 + 1)!
+
1
𝑤0
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ดังนั้นในกรณีท่ี 3.2  𝑤0 ≥ 2  และ 𝑤 = 𝑤0 ได้วา่ 

|∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)|  ≤
0.482

(𝑤0 + 1)!
+
1
𝑤0

 

กรณี 3.3  𝒘 < 𝒘𝟎  จากบทต้ังท่ี 2.1 ข้อ 3 ได้ว่า 

|∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)|  =  
(𝑤 − 1)!
𝑒𝑤0!

[𝑤∑
1
𝑙!   −

∑
1
𝑙!

𝑤−1

𝑙=0

𝑤

𝑙=0

] 

                                 =  
𝑤!
𝑒𝑤0!

[∑
1
𝑙!   −  

1
𝑤
∑

1
𝑙!

𝑤−1

𝑙=0

𝑤

𝑙=0

] 

                                 ≤  
(𝑤0 − 1)!
𝑒𝑤0!

[∑
1
𝑙!   −   

1
𝑤
∑

1
𝑙!

𝑤−1

𝑙=0

𝑤

𝑙=0

]  ( เนื่องจาก  𝑤 < 𝑤0 ดังนั้น 𝑤 ≤ 𝑤0 − 1) 

                                 ≤  
1
𝑒𝑤0

[∑
1
𝑙!   −   

1
𝑤0

∑
1
𝑙!

𝑤0−1

𝑙=0

𝑤0

𝑙=0

]    

                                 ≤  
1
𝑒𝑤0

∑
1
𝑙!  

𝑤0

𝑙=0

 

                                 =  
1
𝑤0

 

  ดังนั้นในกรณีท่ี 3.1 ค่า 𝑤0 ≥ 2  และ 𝑤 < 𝑤0 ได้ว่า 

|∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)|  ≤
1
𝑤0

 

   จากกรณีท่ี 3.1, 3.2 และ 3.3 ท าให้ได้ว่า 

|∆𝑓𝑤0(𝑤 + 1, 𝑤)|  ≤ 𝑚𝑎𝑥 {
0.334

(𝑤0 + 1)!
 ,

0.482
(𝑤0 + 1)!

+
1
𝑤0
,   
1
𝑤0
}   =

0.482
(𝑤0 + 1)!

+
1
𝑤0
  เมื่อ 𝑤0 ≥ 2       

ดังนั้นจากกรณ ี1, 2 และ 3 เราจะได้ว่า 

|△ 𝑓𝑤0(𝑤 + 1, 𝑤)| ≤   𝛿𝑤0 

โดยที่                                           

 𝛿𝑤0 =

{
 
 

 
 

 0.368,                𝑤0 = 0,        
     

0.633,                𝑤0 = 1,
               

0.482
(𝑤0 + 1)!

+
1
𝑤0
,        𝑤0 = 2, 3,… , 𝑛  
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บทท่ี 3 

ทฤษฎีหลกั 

 ในบทนี้เราจะใช้วิธีของสไตน์และเชนเพื่อหาขอบเขตของ |𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1
𝑒𝑤0

|   เมื่อ 𝑊𝑛  เป็นตัว

แปรสุ่มท่ีมีค่าเป็นจ านวนส่ิงของท่ีวางตรงต าแหน่งของปัญหาการจับคู่ ซึ่งเป็นวัตถุประสงค์หลักของโครงงานนี้ 

โดยทฤษฎบีทต่อไปนี้  

ทฤษฎีบทที่ 3.1 ส าหรับ 𝑤0 ∈ {0, 1, 2, 3, … , 𝑛}  จะได้วา่  

|𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1
𝑒𝑤0

| ≤  
2
𝑛  𝛿𝑤0  

เมื่อ  

 𝛿𝑤0 =

{
 
 

 
 

 0.368,                𝑤0 = 0,
            

0.633,                𝑤0 = 1,
               

0.482
(𝑤0 + 1)!

+
1
𝑤0
,        𝑤0 = 2, 3,… , 𝑛  

    

ในการพิสูจน์ทฤษฎีบทนี้ต้องอาศัยบทต้ังท่ี 2.2, บทต้ังท่ี 3.3, ทฤษฎีบท และบทนิยามต่อไปนี้ 

บทนิยามที่ 3.2 ค่าคาดคะเนแบบมีเงื่อนไข (Conditional Expectation)  

ให้ 𝑋 เป็นตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่อง และ 𝐴 เป็นเหตุการณ์ท่ี 𝑃(𝐴) > 0 เราจะนิยามค่าคาดคะเนของ 𝑋 โดยมี

เงื่อนไข 𝐴 ดังนี้  

𝐸[𝑋|𝐴]  =  ∑ 𝑥 𝑃(𝑋 = 𝑥|𝐴)
𝑥∈𝐼𝑚(𝑋)

 

ทฤษฎีบทที่ 3.3  ([9] หน้า 9) ทฤษฎีผลแบ่งกั้นส าหรับค่าคาดคะเน (Partition Theorem for Expectation) 

ให้ 𝑋 เป็นตัวแปรสุ่มท่ีไม่ต่อเนื่อง และ เซตของเหตุการณ์ { 𝐴1,  𝐴2,  𝐴3, … ,  𝐴𝑛}  เป็นผลแบ่งกั้นของปริภูมิ

ตัวอย่าง จะได้ว่า 

  𝐸[𝑋]  =  ∑𝐸[𝑋|𝐴𝑖] 𝑃(𝐴𝑖)
𝑛

𝑖=1

 

ในการพิสูจน์ทฤษฎบีทหลักนั้นเราจะนิยามตัวแปรสุ่ม 𝑊𝑛,𝑖
∗  โดย 

ส าหรับ 𝑖 ∈ {1, 2, 3,… , 𝑛} และ 𝑗 ∈ {1, 2, 3,… , 𝑛} โดยท่ี 𝑖 ≠  𝑗 เราจะนิยามตัวแปรสุ่ม 𝑌𝑗𝑖 ดังนี้ 

ถ้า 𝑿𝒊 = 𝟏 เราจะก าหนดให ้ 𝑌𝑗𝑖 = 𝑋𝑗  

ถ้า 𝑿𝒊 = 𝟎 เราจะพิจารณาเหตุการณ์ท่ีมีการจับคู่ 𝑛 − 1 คู่ โดยไม่รวมคู่ท่ี 𝑖 และก าหนด 
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𝑌𝑗𝑖 = {
1, ส่ิงของช้ินท่ี 𝑗 ถูกวางลงบนต าแหน่งท่ี 𝑗     

0, ส่ิงของช้ินท่ี 𝑗 ไม่ถูกวางลงบนต าแหน่งท่ี 𝑗 
 

ดังนั้น 

𝑃(𝑌𝑗𝑖 = 1) =
1

𝑛 − 1 

ก าหนดให้ 

𝑊𝑛,𝑖
∗ = ∑ 𝑌𝑗𝑖

𝑛

𝑗=1,𝑗≠𝑖

 

ดังนั้นเราจะได้ว่า ถ้า 𝑋𝑖 = 1 แล้ว 𝑊𝑛,𝑖
∗ = 𝑊𝑛 − 1  

บทต้ังที่ 3.4 ให ้𝑓𝑤0: ℕ ∪ {0} → ℝ  นิยามตาม (2.6) และ 𝑋𝑖 เป็นตัวแปรสุ่มท่ีนิยามไว้ (1.1)  จะได้ว่า 

(1) 𝐸[𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛)]  =
1
𝑛
𝐸[𝑓𝑤0(𝑊𝑛,𝑖

∗ + 1)] 

(2) 𝐸[𝑊𝑛,𝑖
∗ ] = 1 

(3) 𝐸|𝑊𝑛 −𝑊𝑛,𝑖
∗ | ≤ 2

𝑛
 

พิสูจน์  

(1) เนื่องจากตัวแปรสุ่ม 𝑋𝑖  เราเป็นไปได้ 2 ค่าคือ 𝑋𝑖 = 0 และ 𝑋𝑖 = 1 จากทฤษฎีบทท่ี 3.3 จะได้ว่า 

𝐸 [𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛)]  =  𝐸 [𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛)|𝑋𝑖 = 0] 𝑃(𝑋𝑖 = 0) + 𝐸 [𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛)|𝑋𝑖 = 1] 𝑃(𝑋𝑖 = 1) 

พิจารณาค่าของ 𝐸[𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛)|𝑋𝑖 = 0]  จากบทนิยามท่ี 3.2 จะได้ว่า 

𝐸[𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛)|𝑋𝑖 = 0]  =  ∑ 𝑥 𝑃(𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛) = 𝑥|𝑋𝑖 = 0)
𝑥∈ 𝐼𝑚[𝑋𝑖𝑓(𝑊𝑛)]

 

                                            = ∑ 𝑥 
𝑃(𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛) = 𝑥 ∩ 𝑋𝑖 = 0)

𝑃(𝑋𝑖 = 0)𝑥∈ 𝐼𝑚[𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛)]

 

กรณี 𝑥 = 0  ได้ว่า 𝑥 𝑃(𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛) = 𝑥 ∩ 𝑋𝑖 = 0) = 0 

กรณี 𝑥 ≠ 0 เราจะได้ว่า 𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛) ≠ 0 ซึ่งท าให้ 𝑓𝑤0(𝑊𝑛) ≠ 0 และ 𝑋𝑖 ≠ 0 เกิดข้อขัดแย้งกับ 𝑋𝑖 = 0 

ดังนั้น 

𝑃(𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛) = 𝑥 ∩ 𝑋𝑖 = 0) = 𝑃(∅) = 0 

เพราะฉะนั้นเราจะได้ว่าในกรณี 𝑥 ≠ 0 จะได้ว่า 𝑥 𝑃(𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛) = 𝑥 ∩ 𝑋𝑖 = 0) = 0 

ดังนั้นเราจะสรุปได้ว่า  𝐸[𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛)|𝑋𝑖 = 0]  = 0 (3.2) 

(3.1) 
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(จากบทต้ังท่ี 3.4 ข้อ 2) 

ต่อไปเราจะพิจารณาค่า 𝐸[𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛)|𝑋𝑖 = 1] 𝑃(𝑋𝑖 = 1)  

𝐸[𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛)|𝑋𝑖 = 1] 𝑃(𝑋𝑖 = 1)   =  𝐸[𝑓𝑤0(𝑊𝑛)|𝑋𝑖 = 1] 𝑃(𝑋𝑖 = 1)    

                                                               =  𝐸[𝑓𝑤0(𝑊𝑛,𝑖
∗ + 1)]𝑃(𝑋𝑖 = 1)      

                                                               =  
1
𝑛
𝐸[𝑓𝑤0(𝑊𝑛,𝑖

∗ + 1)] 

จาก (3.2) และ (3.3) จะได้ว่า 

𝐸[𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛)]  =  𝐸[𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛)|𝑋𝑖 = 0]𝑃(𝑋𝑖 = 0) + 𝐸[𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛)|𝑋𝑖 = 1]𝑃(𝑋𝑖 = 1) 

                            =  
1
𝑛
𝐸[𝑓𝑤0(𝑊𝑛,𝑖

∗ + 1)] 

         𝐸[𝑊𝑛,𝑖
∗ ]  = 𝐸 [ ∑ 𝑌𝑗𝑖

𝑛

𝑗=1,𝑗≠𝑖

] 

                         = 𝐸[𝑌1𝑖+. . . +𝑌𝑖−1𝑖 + 𝑌𝑖+1𝑖 +. . . +𝑌𝑛𝑖] 

                         = 𝐸[𝑌1𝑖]+. . . +𝐸[𝑌𝑗−1𝑖 ] + 𝐸[𝑌𝑗+1𝑖 ]+. . . +𝐸[𝑌𝑛𝑖] 

                         = 𝑃(𝑌1𝑖 = 1)+. . . +𝑃(𝑌𝑗−1𝑖 = 1) + 𝑃(𝑌𝑗+1𝑖 = 1)+. . . +𝑃(𝑌𝑛𝑖 = 1) 

                         =
1

𝑛 − 1
+. . . +

1
𝑛 − 1

+
1

𝑛 − 1
+. . . +

1
𝑛 − 1

 

                         = 1 

(3) เราจะแบ่ง 𝑋𝑖 เป็น 2 กรณี 

         กรณี 𝑋𝑖 = 1 จาก (3.1) ได้ว่า 𝑊𝑛,𝑖
∗ = 𝑊𝑛 − 1 ท าให้ได้ว่า |𝑊𝑛,𝑖

∗ − 𝑊𝑛 + 𝑋𝑖| = 𝑊𝑛,𝑖
∗ −𝑊𝑛 + 𝑋𝑖 

         กรณี 𝑋𝑖 = 0  ส าหรับ 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, 3, … , 𝑛} และ 𝑖 ≠ 𝑗 ถ้า 𝑋𝑗 = 0 เห็นชัดว่า 𝑋𝑗 ≤ 𝑌𝑗𝑖 

ถ้า 𝑋𝑗 = 1 นั้นหมายความว่าในต าแหน่งท่ี 𝑗 มีส่ิงของวางอยู่ ท าให้ได้ด้วยว่า 𝑌𝑗𝑖 = 1 ดังนั้น 𝑋𝑗 ≤ 𝑌𝑗𝑖 

เพราะฉะนั้น 𝑋𝑗 ≤ 𝑌𝑗𝑖 ส าหรับทุก 𝑗 ≠ 𝑖 ท าให้ได้ว่า  𝑊𝑛 ≤ 𝑊𝑛,𝑖
∗  ส่งผลให้ 

|𝑊𝑛,𝑖
∗ − 𝑊𝑛 + 𝑋𝑖| = 𝑊𝑛,𝑖

∗ −𝑊𝑛 + 𝑋𝑖 

ดังนั้น  𝐸|𝑊𝑛 −𝑊𝑛,𝑖
∗ | =  𝐸|𝑊𝑛 −𝑊𝑛,𝑖

∗ − 𝑋𝑖 + 𝑋𝑖|  

                                      ≤  𝐸|𝑊𝑛,𝑖
∗ − 𝑊𝑛 + 𝑋𝑖| + 𝐸[𝑋𝑖]                     

                                      ≤  𝐸[𝑊𝑛,𝑖
∗ −𝑊𝑛 + 𝑋𝑖] + 𝐸[𝑋𝑖]                     

                                      = 2𝐸[𝑋𝑖] + 𝐸[𝑊𝑛,𝑖
∗ ] − 𝐸[𝑊𝑛] 

                                      = 2 (1
𝑛
) + 1 − 1 

                                      =
2
𝑛
  

( จาก (1.2) ) (3.3) 

( จาก (3.1) ) 

 

(2) 
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(จากบทต้ังท่ี 3.4 ข้อ 1) 

ต่อไปเราจะพิสูจน์ทฤษฎีบทที่ 3.1  

จาก  𝐸[𝑓𝑤0(𝑊𝑛 + 1) −𝑊𝑛𝑓𝑤0(𝑊𝑛)]   

                                                  =  𝐸 [𝑓𝑤0(𝑊𝑛 + 1)] − 𝐸 [𝑊𝑛𝑓𝑤0(𝑊𝑛)]   

                                                      =  ∑
1
𝑛
𝐸[𝑓𝑤0(𝑊𝑛 + 1)] −

𝑛

𝑖=1

∑𝐸[𝑋𝑖𝑓𝑤0(𝑊𝑛)]
𝑛

𝑖=1

 

                                                      =  ∑
1
𝑛
𝐸[𝑓𝑤0(𝑊𝑛 + 1)] −

𝑛

𝑖=1

∑
1
𝑛
𝐸[𝑓𝑤0(𝑊𝑛,𝑖

∗ + 1)]
𝑛

𝑖=1

  

                                                      =   
1
𝑛
∑𝐸[𝑓𝑤0(𝑊𝑛 + 1) − 𝑓𝑤0(𝑊𝑛,𝑖

∗ + 1)]
𝑛

𝑖=1

 

                                                      =  
1
𝑛
∑𝐸[△ 𝑓𝑤0( 𝑊𝑛 + 1 ,  𝑊𝑛,𝑖

∗ + 1 )]
𝑛

𝑖=1

   

จาก ธีรภาพโอฬาร และเนียมมณี [6] หน้า 90 เราได้ว่า  

|△ 𝑓𝑤0(𝑡, 𝑠)| ≤ 𝑠𝑢𝑝𝑤≥1
|△ 𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)||𝑡 − 𝑠| 

ดงันัน้จากความจริงข้างต้นได้วา่  

𝐸[𝑓𝑤0(𝑊𝑛 + 1) −𝑊𝑛𝑓𝑤0(𝑊𝑛)]   =   
1
𝑛
∑𝐸[|△ 𝑓𝑤0( 𝑊𝑛 + 1 ,  𝑊𝑛,𝑖

∗ + 1 )|
𝑛

𝑖=1

 ]  

                                                            ≤  
1
𝑛
∑sup

𝑤≥1
|△ 𝑓𝑤0(𝑤 + 1,𝑤)| 𝐸| 𝑊𝑛 + 1 −  𝑊𝑛,𝑖

∗ + 1|
𝑛

𝑖=1

  

                                                           ≤  
1
𝑛
 𝛿𝑤0∑𝐸|𝑊𝑛 −𝑊𝑛,𝑖

∗ |
𝑛

𝑖=1

     

                                                           ≤    
1
𝑛
 𝛿𝑤0∑

2
𝑛

𝑛

𝑖=1

  

                                                           =   
2
𝑛
 𝛿𝑤0 

จากสมการท่ี (2.7) ได้ว่า 

𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1
𝑒𝑤0

=  𝐸[𝑓𝑤0(𝑊𝑛 + 1) −𝑊𝑛𝑓𝑤0(𝑊𝑛)] 

ดังนั้น  

  |𝑃(𝑊 = 𝑤0) −
1
𝑒𝑤0
| ≤   2

𝑛
 𝛿𝑤0  

 

( จากบทต้ังท่ี 2.2 ) 

( จากบทต้ังท่ี 3.4 ข้อ (2) ) 



19 
 

บรรณานุกรม 
 

[1] กฤษณะ เนียมมณี, ทฤษฎีความน่าจะเป็น, พิมพ์ครั้งท่ี 1. กรุงเทพมหานคร: โรงพิมพ์ห้างหุ้นส่วน

จ ากัดพิทักษ์การพิมพ์, 2542. 

[2] กฤษณะ เนียมมณี, ทฤษฎีความน่าจะเป็นขั้นสูงและขอบเขตการประมาณค่า , พิมพ์ครั้งท่ี 1.

กรุงเทพมหานคร: โรงพิมพ์พิทักษ์การพิมพ์, 2548. 

[3] Barbour, A. D., Holst, L., Janson, S. (1992). Poisson Approximation, Oxford Studies 

in Probability 2, Clarendon Press, Oxford,  

[4] Chen, L. H. Y. (1975). Poisson approximation for dependent trials, Annals of 

Probability 3, 534-545. 

[5] Stein, C. (1972), A bound for the error in normal approximation to the distribution 

of a sum of dependent random variables, Proc. Sixth Berkeley Sympos. Math. Statist.Probab 
3, 583-602. 

[6] Teerapabolarn, K. Neammanee, K. ( 2 0 0 6 ) . Poisson approximation for sums of 

dependent Bernoulli random variables, Acta Math, 87-99. 

[7] Teerapabolarn, K. Neammanee, K. ( 2 0 0 6 ) , A Non-unifrom Bound on Matching 

Problem , KYUNGPOOK Math. , 489-496. 

[8]  Kun, R., Teerapabolarn, K. (2012). A pointwise Poisson approximation byw-

functions Applied Mathematical Sciences, Vol. 6, 5029 – 5037.  

[9] Marchini, J. (2011) Probability. (Retrieved from https://docplayer.net/91107850-

Probability-dr-j-marchini-january-10-2011.html.) 

[10] P. R. de Montmort, Essay d’Analyse sur les Jeux de Hazard, Quillau, Paris, 

published anonymously, 1708. 

[11] Bradford, R.C., (1992)  On the matching problem in probality, Pi Mu Epsilon 

Journal, Vol. 9, 448-450. 

 



20 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภำคผนวก 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



21 
 

ภาคผนวก  

แบบเสนอหัวข้อโครงงาน รายวิชา 2301399 Project Proposal 

ปีการศึกษา 2561 
 

ชื่อโครงงาน (ภาษาไทย) ขอบเขตของการประมาณค่าแบบจุดส าหรับปัญหาการจับคู่ 

ชื่อโครงงาน (ภาษาอังกฤษ) Bounds of pointwise approximation for Matching Problem 

อาจารย์ที่ปรึกษา ศาสตราจารย์ ดร.กฤษณะ เนียมมณี 

ผู้ด าเนินการ นายพิจิตร  เจริญผล เลขประจ าตัวนิสิต 5833535023 

 สาขาวิชา คณิตศาสตร์ ภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์ 

 คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 

_________________________________________________________________________ 

 

หลักการและเหตุผล 

ปัญหาการจับคู่ เริ่มมีการศึกษาต้ังแต่ ปี ค.ศ.1708 โดย Pierre Remond de Montmort  ปรากฏ

ครั้งแรกในหนังสือ Essay d’ Analyse sur les Jeux de Hazard [1] ซึ่งปัญหาการจับคู่ได้กล่าวไว้ว่า ถ้าหาก

มีส่ิงของท้ังหมด 𝑛 ช้ิน โดยของแต่ละช้ินมีหมายเลข 1, 2, 3, … , 𝑛 ก ากับอยู่  และมีต าแหน่งในการวางส่ิงของ

อยู่ 𝑛 ต าแหน่ง ซึ่งแต่ละต าแหน่งมีหมายเลข 1, 2, 3, … , 𝑛 ก ากับอยู่ โดยในแต่ละต าแหน่งสามารถวางส่ิงของ

ได้เพียงต าแหน่งละ 1 ช้ินเท่านั้น  ซึ่งปัญหาการจับคู่ท่ีเราสนใจ คือ ความน่าจะเป็นในการวางส่ิงของตรง

ต าแหน่ง 𝑤0 ช้ิน จากส่ิงของท้ังหมด 𝑛 ช้ิน โดยท่ี  0 ≤ 𝑤0 ≤ 𝑛 ปัญหาการจับคู่สามารถน าไปประยุกต์ใช้ได้

อย่างกว้างขวาง เช่น การจัดคนท างานให้เข้ากับงานท่ีเหมาะสม เนื่องจากในแต่ละบุคคลเหมาะกับงานท่ี

ต่างกันหากจับคู่บุคคลให้เข้ากับงานท่ีตนถนัดได้ จะท าให้บริษัทลดต้นทุนในการหาพนักงาน และยังเพิ่มอัตรา

การท างานได้ในระยะยาว รวมถึงได้งานท่ีมีประสิทธิภาพส่งผลให้ภาพรวมของบริษัทออกมาดี และยังมี

ประโยชน์ในด้านการจัดการข้อมูลของภาครัฐท่ีมีฐานข้อมูลมากมาย การจับคู่ข้อมูลท่ีได้มาให้ตรงกับบุคคลเพื่อ

จัดการปัญหาเกี่ยวกับการคอรัปช่ัน ในด้านการค้า เราสามารถน าข้อมูลมาเพื่อพิจารณาพฤติกรรมของผู้บริโภค 

แล้วหาความสัมพันธ์ของข้อมูลเพื่อดูว่าผู้บริโภคคนไหนต้องการอะไร อีกท้ังยังสามารถจับคู่ให้เหมาะกับความ

ต้องการของผู้บริโภคแต่ละคน ทางด้านการแพทย์ ใช้การจับคู่หาตัวยาท่ีมีประสิทธิภาพในการก าจัดเช้ือโรคแต่

ละชนิด  

หากมองปัญหาการจับคู่เป็นโมเดลทางคณิตศาสตร์จะได้ว่า  

ส าหรับ 𝑖 ∈ {1, 2, 3, … , 𝑛} ก าหนดให้ 

(1) 
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𝑋𝑖 = {
1, ส่ิงของช้ินท่ี 𝑖 ถูกวางลงบนต าแหน่งท่ี 𝑖     

0, ส่ิงของช้ินท่ี 𝑖 ไม่ถูกวางลงบนต าแหน่งท่ี 𝑖 
 

จะได้ว่า 

𝑃(𝑋𝑖 = 1) =
1
𝑛 

ก าหนดให้ 𝑊𝑛 = ∑ 𝑋𝑖𝑛
𝑖=1  ดังนั้น 𝑊𝑛 คือ ตัวแปรสุ่มท่ีมีค่าเป็นจ านวนส่ิงของท่ีวางตรงต าแหน่ง            

สังเกตเห็นว่า  𝑃(𝑋1 = 1) 𝑃(𝑋2 = 1) = 1
𝑛
⋅ 1
𝑛
  แต่  𝑃(𝑋1 = 1 , 𝑋2 = 1) = (n−2)!

𝑛!
= 1

𝑛⋅(𝑛−1)
  ดังนั้น

ตัวแปรสุ่ม 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛   ไม่เป็นอิสระต่อกัน ด้วยเหตุนี้ 𝑊𝑛 จึงไม่เป็นตัวแปรสุ่มทวินาม 

 ในโครงงานนี้เราจะพิจารณา 𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) โดยท่ี 0 ≤ 𝑤0 ≤ 𝑛 และ เรียก 𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) ว่าค่า

ความน่าจะเป็นแบบจุดของปัญหาการจับคู่ 

ในปี ค.ศ. 1992 Bradford R. Crain [2] ได้หาค่าของ 𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) ได้ดังนี้ 

𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) =

{
 
 

 
 1 
𝑤0!

∑ (−1)𝑖
𝑛−𝑤0

𝑖=2

 
1 
𝑖!
           , 𝑤0 ≤ 𝑛 − 2 ,     

0                              , 𝑤0 = 𝑛 − 1 ,
1
𝑛!
                             , 𝑤0 = 𝑛 

     

จาก  
1
𝑒   =

∑(−1)𝑖
∞

𝑖=0

 
1 
𝑖!   =  

∑(−1)𝑖
∞

𝑖=2

 
1 
𝑖!    จะได้ว่า    𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

1 
𝑤0!

∑ (−1)𝑖
𝑛−𝑤0

𝑖=2

 
1 
𝑖!  =  

1
𝑒𝑤0!

 

ซึ่ง  1
𝑒𝑤0!

  ก็คือค่าของ 𝑃(𝑋 =  𝑤0) เมื่อ 𝑋 เป็นตัวสุ่มปัวซงท่ีมีพารามิเตอร์ 𝜆 = 1 นั่นเอง โดยเราจะกล่าวว่า        

ตัวแปรสุ่ม 𝑃𝑜𝑖𝜆  จะมีการแจกแจงแบบปัวซง ท่ีมีพารามิเตอร์ 𝜆 ก็ต่อเมื่อ 

𝑃(𝑃𝑜𝑖𝜆 = 𝑘) =  
𝑒−𝜆𝜆𝑘

𝑘!  เมื่อ 𝑘 = 0, 1, 2,… 

จากข้อสังเกตข้างต้น เราจึงมีแนวคิดท่ีจะประมาณค่า 𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0)  ด้วยการแจกแจงปัวซงพารามิเตอร์ 𝜆 = 1  

โดยโครงงานนี้ผู้จัดท าสนใจหาขอบเขตแบบของ |𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1

𝑒𝑤0!
| 

ขอบเขตการประมาณค่านั้น มีอยู่ 2 ประเภทด้วยกัน คือ ขอบเขตแบบสม่ าเสมอและขอบเขตแบบไม่

สม่ าเสมอ ในการประมาณค่าฟังก์ชันการแจกแจง 𝐹 ด้วยฟังก์ชันการแจกแจง 𝐺 นั้น เราจะเรียกค่าคงตัว  

𝐶 > 0 ท่ีท าให้ Sup
𝑥∈ℝ

|𝐹(𝑥) − 𝐺(𝑥)| < 𝐶 ว่าขอบเขตแบบสม่ าเสมอ (uniform bound) ซึ่งขอบเขตดังกล่าว

จะเป็นขอบเขตของ |𝐹(𝑥) − 𝐺(𝑥)| ทุกจ านวนจริง 𝑥 แต่ส าหรับค่า 𝐶(𝑥0) ท่ีขึ้นอยู่กับค่า 𝑥0 ท่ีท าให้ 

|𝐹(𝑥0) − 𝐺(𝑥0)| ≤  𝐶(𝑥0)  เราจะเรียกขอบเขตประเภทนี้ว่า ขอบเขตแบบไม่สม่ าเสมอ (non-uniform 

bound) ขอบเขตแบบไม่สม่ าเสมอของ |𝐹(𝑥0) − 𝐺(𝑥0)|  จึงขึ้นอยู่กับค่า 𝑥0  
ขอบเขตแบบสม่ าเสมอและขอบเขตแบบไม่สม่ าเสมอนั้น มีข้อดีและข้อด้อยต่างกัน กล่าวคือโดยปกติ

แล้วขอบเขตแบบสม่ าเสมอจะมีความคมน้อยกว่าขอบเขตแบบไม่สม่ าเสมอ แต่ก็มีข้อดีตรงท่ีว่าสามารถน ามา

(2) 
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ประยุกต์ใช้ได้กับทุกค่า 𝑥 ดังนั้นในกรณีท่ีเราไม่ทราบค่า 𝑥 เราต้องใช้ขอบเขตแบบสม่ าเสมอ แต่หากเราทราบ

ค่า 𝑥 ท่ีเราจะหาขอบเขต |𝐹(𝑥) − 𝐺(𝑥)| เรามักจะใช้ขอบเขตแบบไม่สม่ าเสมอซึ่งจะได้ขอบเขตท่ีดีกว่า 

หรือคมกว่า เมื่อเรากล่าวว่าขอบเขตใดมีความคมกว่านั้น เราหมายถึงว่า ค่าคงท่ีของขอบเขตนั้นน้อยกว่าอีก

ขอบเขตหนึ่ง เช่น  𝐶1
𝑛

 จะมีความคมกว่า 𝐶2
𝑛

  เมื่อ 0 < 𝐶1 < 𝐶2  เป็นต้น 

ในปี ค.ศ.1972 สไตน์ [3] ได้เสนอการหาขอบเขตท่ีเรียกว่า วิธีของสไตน์ (Stein’s method)  โดยใช้

สมการเชิงอนุพันธ์แทนการแปลงฟูริเยร์ เราพบว่าในหลายกรณีการหาขอบเขตการประมาณค่าโดยวิธีของสไตน์นั้น 

ได้ผลลัพธ์ดีกว่า โดยเฉพาะการหาขอบเขตการประมาณค่าแบบไม่สม่ าเสมอ ต่อมาในปี ค.ศ.1975 เชน [4]  ได้

น าแนวคิดของสไตน์มาประยุกต์กับการประมาณค่าด้วยฟังก์ชันการแจกแจงปัวซง โดยได้สร้างสมการของสไตน์

ส าหรับฟังก์ชันการแจกแจกปัวซง ส าหรับ ℎ, 𝑓 ∶ ℕ ∪ {0} → ℝ ท่ีเป็นฟังก์ชันท่ีมีขอบเขต และ 𝜆 > 0 

ก าหนดให ้

𝒫𝜆(ℎ) =∑ℎ(𝑘)
𝑒−𝜆𝜆𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

 

เราเรียกสมการผลต่าง 

𝜆𝑓(𝑤 + 1) − 𝑤𝑓(𝑤) = ℎ(𝑤) − 𝒫𝜆(ℎ) 
ว่าสมการของสไตน์ส าหรับฟังก์ชันการแจกแจงปัวซง (Stein’s eqution for Poisson distribution function) 

โดยงานวิจัยของเชนได้พัฒนาการหาขอบเขตการประมาณค่าด้วยฟังก์ชันการแจกแจงปัวซง จนท าให้วิธีการนี้

เป็นท่ีรู้จักในนามของ วิธีของสไตน์และเชน (Stein-Chen’s method)  

จาก (3) หากเราเลือกฟังก์ชัน ℎ ที่เหมาะสม เช่น ให้ ℎ = ℎ𝑤0 โดยที ่

ℎ𝑤0(𝑤) = {
1, 𝑤 = 𝑤0
0, 𝑤 ≠ 𝑤0

 

จะได้ว่า 

𝐸[𝜆𝑓(𝑤 + 1) − 𝑤𝑓(𝑤)] = 𝐸[ℎ(𝑤) − 𝒫𝜆(ℎ)] =  𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1

𝑒𝑤0!
 

ดังน้ัน เราสามารถหาขอบเขตของ |𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1

𝑒𝑤0!
| โดยหาขอบเขตของ |𝐸[𝜆𝑓(𝑤 + 1) − 𝑤𝑓(𝑤)]| แทน แล้วเราจะ

เรียกขอบเขต |𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1

𝑒𝑤0!
| ว่า ขอบเขตการประมาณค่าแบบจุด 

ในปี ค.ศ. 1992, บาร์เบอร์, ฮอลล์ และเจนสัน [5] ใช้วิธีของสไตน์และเชน ในการหาขอบเขตประมาณค่าแบบ

สม่ าเสมอของ 𝑊𝑛  ด้วยฟังก์ชันการแจกแจงปัวซงพารามิเตอร์ 𝜆 = 1 โดยได้ผลลัพธ์ดังน้ี 

|𝑃(𝑊𝑛 ≤ 𝑤0) −
1
𝑒
∑

1
𝑘!

𝑤0

𝑘=0

| ≤
2(1 − 𝑒−1)

𝑛
 (4) 

(3) 
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ต่อมาในปี ค.ศ. 2006 คณินทร์ และกฤษณะ [6] ใช้วิธีของสไตน์และเชน  หาขอบเขตประมาณค่าแบบไม่สม่ าเสมอ

ของ 𝑊𝑛 ไว้ดังน้ี 

|𝑃(𝑊𝑛 ≤ 𝑤0) −
1
𝑒
∑

1
𝑘!

𝑤0

𝑘=0

| ≤ ∆(𝑛,𝑤0)  โดยที ่𝑤0 ∈ {0, 1, 2, 3,… , 𝑛} 

  เมื่อ  

∆(𝑛,𝑤0) =

{
  
 

  
 

2
𝑒𝑛
              , 𝑤0 = 0,             

2(1 − 2𝑒−1)
𝑛

      , 𝑤0 = 1,
2.08

(𝑤0 + 1)𝑛
      , 𝑤0 = 2, 3, … , 𝑛  

   

เราจะเห็นได้ว่าขอบเขตการประมาณค่าแบบไม่สม่ าเสมอของ (5) จะมีความคมกว่า (4) ที่ใช้ขอบเขตประมาณค่า

แบบสม่ าเสมอ ทุก 𝑤0 ∈ {0, 1, 2, 3,… , 𝑛}  แต่ทั้ง (4) และ (5) เป็นการประมาณความน่าจะเป็นสะสมไม่ใช่การ

ประมาณค่าแบบจุด ซึ่งเป็นที่สนใจของโครงงานน้ี 

ในโครงงานน้ีเราจะใช้วิธีของสไตน์และเชน หาทั้งขอบเขตแบบสม่ าเมอและแบบไม่สม่ าเสมอของการประมาณค่า

แบบจุดของ 𝑊𝑛 ด้วยฟังก์ชันการแจกแจงปัวซงพารามิเตอร์ 𝜆 = 1 น่ันคือการหาขอบเขต |𝑃(𝑊𝑛 = 𝑤0) −
1

𝑒𝑤0!
|   

วัตถุประสงค์ 
โครงงานน้ีมีวัตถุประสงค์ที่จะใช้วิธีของสไตน์และเชนในการหาขอบเขตทั้งแบบสม่ าเสมอและแบบไม่ สม่ าเสมอของ

การประมาณค่าแบบจุดของปัญหาการจับคู่ด้วยฟังก์ชันการแจกแจงปัวซงพารามิเตอร์ 𝜆 = 1  

ขอบเขตของโครงงาน 

ในโครงงานนี้จะศึกษาเฉพาะความน่าจะเป็นแบบจุดของปัญหาการจับคู่ โดยการประมาณด้วยการ

แจกแจงปัวซง และหาขอบเขตการประมาณท้ังแบบสม่ าเสมอและแบบไม่สม่ าเสมอ 

วิธีการด าเนินงาน 

1. ศึกษาปัญหาและก าหนดหัวข้อท่ีจะศึกษา 

2. สืบค้นข้อมูลเพิ่มเติมเกี่ยวกับงานวิจัยท่ีเกี่ยวข้อง 

3. หาขอบเขตแบบสม่ าเสมอและแบบไม่สม่ าเสมอของการประมาณค่าแบบจุดส าหรับปัญหาการจับคู่ 

โดยใช้วิธีของสไตน์และเชน 

4. ตรวจสอบความถูกต้องของผลการด าเนินงาน 

5. สรุปและจัดท ารูปเล่มรายงาน   

 

(5) 
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วิธีการด าเนินงาน 

สิงหาคม 2560 - เมษายน 2561 

ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย. 

1. ศึกษาปัญหา และก าหนดหัวข้อท่ีจะ

ศึกษา 

         

2 .  สืบ ค้นข้อมู ล เพิ่ ม เ ติม เกี่ ย วกับ

งานวิจัยท่ีเกี่ยวข้อง 

         

3. หาขอบเขตแบบไม่สม่ าเสมอบนการ

ประมาณค่าแบบจุดส าหรับปัญหาการ

จับคู่ โดยใช้วิธีของสไตน์และเชน 

         

4. ตรวจสอบความถูกต้องของผลการ

ด าเนินงาน 

          

5. สรุปและจัดท ารูปเล่มรายงาน            
 

ประโยชน์ท่ีคาดว่าจะได้รับ 

ได้ขอบเขตท้ังแบบสม่ าเสมอและแบบไม่สม่ าเสมอบนการประมาณค่าแบบจุดของปัญหาการจับคู่   

ด้วยฟังก์ชันการแจกแจงปัวซงพารามิเตอร์ 𝜆 = 1  
 

อุปกรณ์และเครื่องมือท่ีใช้ 

1. กระดาษ A4  

2. Notebook 

3. โปรแกรม Microsoft Word และ โปรแกรม Mathematica 

4. อุปกรณ์จัดเก็บข้อมูล 

งบประมาณ 

รายการ ราคาต่อหน่วย(บาท) จ านวน จ านวนเงิน(บาท) 

1. กระดาษ A4 80 แกรม (รีม) 120 5 600 

2. ค่าถ่ายเอกสารและจัดท ารูปเล่ม 250 4 1,000 

3. ค่าวารสารและหนังสือท่ีเกี่ยวข้อง 3,400 1 3,400 

รวม 5,000 
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