
บทท่ี 2

สถิติทดสอบและทฤษฎืหี่เกี่ยวข้อง

ในการทดสอบว่าข้อมูลที่มอยู่มาจากการแจกแจงปกติหลายตัวแปรหรือไม่นั้นได้มีการ 
พัฒนาตัวสถิติที่ใช้ทดสอบขึ้นมาอย่างต่อเนื่องหลายวิธี สำหรับการวิจัยครั้งนี้ตัวสถิติทดสอบที่นำ 
มาคืกษาเป็นสถิติทดสอบแบบที่ใช้พารามิเตอร์(Parametric statistics) ได้แก่ ตัวสถิติทดสอบ MK 
ตัวสถิติทดสอบ N และตัวสถิติทดสอบ KTT โดยทำการเปรยบเทียบว่าสถิติทดสอบที่สามารถควบ 
คุมความคลาดเคลื่อนประเภทที่ 1 ได้วิธีใดไหอำนาจการทดสอบสูงที่สุด ซึ่งในบทนี้จะกล่าวถึง 
รายละเอียดและตัวอย่างการคำนวณของสถิติทดสอบแต่ละตัว การสร้างตารางค่าวิกฤตของตัว 
สถิติทดสอบ N และตัวสถิติทดสอบ KTT พร้อมทั้งกล่าวถึงการแจกแจงที่นำมาคืกษาด้วย ราย 
ละเอียดต่าง  ๆมีตังน้ี

2.1 ตัวสถิติทดสอบท่ืใซํไนการวิจัย
ไนการ่วิจัยครั้งนี้มีสมมติฐานของการทดสอบ คือ

H 0 : ข้อมูลมาจากประชากรที่มีการแจกแจงปกติหลายตัวแปร
H t : ข้อมูลไม่ได้มาจากประชากรที่มีการแจกแจงปกติหลายตัวแปร

ตัวสถิติทดสอบต่าง  ๆที่ใชในการทดสอบสมมติฐานข้างต้นมีรายละเอียด ตังน้ี
2.1.1 ตัวสถิติทดสอบ MK (T )
ตัวสถิติทดสอบ MK เป็นสถิติทดสอบการแจกแจงปกติหลายตัวแปรที่พัฒนาขึ้นในปี ค.ศ. 

1991 โดย K.V.Mardia และ J.T.Kent เป็นสถิติทดสอบที่พ ัฒนามาจากสถิติเราว์สคอร์ (Rao's 
score statistics) ซ ึ่งข ึ้นอย ู่ก ับโมเมนต ์ท ี่ 3 และโมเมนต ์ท ี่ 4 ม ีข ้อสม ม ต ิเบ ื้องต ้น  คือ ให  ้
x ^ ,x  2, . . . ,X  เป็น P X 1 เวกเตอร์ชองตัวอย่างขนาด ท ที่เป็นอิสระต่อกัน 

ตัวสถิติทดสอบ MK อยู่ในรูป

โดยท่ี
T = t3 + r 4

ท  = b Up

T, = ท  [b*2 p  -  6 b  2 p +  3P  ( p  +  2)]
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แลร Ai - pr-jps-'tx-X)
A / = ( X . - X )  ร-, (

เม่ือ p  แทน จำนวนตัวแปร
X แทน เวกเตอร์ค่าเฉล่ียของตัวอย่าง

X

ร  แทน เมทรกช์ความแปรปรวนร่วมของตัวอย่าง

รท ร!2 -  Sip
ร 21 ร 22 •

S p l  S p 2  S pp _

S . - Ê f o - X f ) *  . S t ^ ' Z W . - x M X j . - X j )

blp  แทน ส์มประสิทธ้ิความเบ้ของตัวแปรพหุ 
b2p แทน สัมประสิทธ้ิความโด่งของตัวแปรพหุ 
D u  แทน Mahalanobis distance ของ X,
D {j  แทน Mahalanobis angle ระหว่าง X { - X  และ X j - X
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ภายใ* H, เป็น«m นว่า T, -  x;r  1พ  แ*t  r ,  -  x^_jï£ 9 !!£ tM  เป็น

เกณฑ์การตัดสินใจ
ปฏิเสธสมมติฐานว่างท่ีระดับนัยสำคัญ a  เม่ือค่า T  ท่ีคำนวณได้มีค่ามากกว่าค่าวิกฤต 

สรุปข้ันตอนการทดสอบ
1. คำนวณค่าประมาณพารามิเตอร์ น และ Z ด้วย X และ ร ตามสำดับ
2. คำนวณค่า และ D i j
3. คำนวณค่า blp  และ T3
4. คำนวณค่า £>2p , bip  และ r 4
5. คำนวณค่าสถิติ T
6. ปฏิเสธสมมติฐานว่างท่ีระดับนัยสำคัญ a  เม่ือ T  ท่ีคำนวณได้มีค่ามากกว่าค่า 

วิกฤตในตาราง ข.ไ (หน้า 236 ภาคผนวก ข)

2.1.2 ตัวสถิติทดสอบ N (Tw)
ในปี ค.ศ. 1996 Kata Naito ได้คิดค้นตัวสถิติทดสอบ N ซ่ึงเป็นตัวสถิติทดสอบการแจก 

แจงปกติหลายตัวแปรท่ีพัฒนามาจากสถิติของซอร์โก (Csorgo) โดยการใช้อินทิกรัลถ่วงน้ําหนัก 
ของกำลังลองของค่าสัมบูรณ์ของฟังก์ชันแคแรคเตอริสติค (Characteristic function) เม่ือฟังก์ชัน 
น้ําหนักอยู่ในรูปของฟังก์ชันดับเบิลเอกซโพเนนเชียล (double exponential function) ข้อสมมติ 
เบ้ืองต้นคือ xlyx2,...,xn เป็นเวกเตอร์ฃองตัวอย่างลุ่มขนาด p x  1 ท่ีเป็นอิสระต่อกัน

ตัวสถิติทดสอบ N อยู่ในรูป

-U -U -U

โดยท่ี a n(t) = Cn{S~ï t  )

= ^ Ê exp iiÉ f s ^ x üi) ; x น , .......* 1,น,)
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ฟังก์ชันน้ีาหนักท่ีใช้ คือ

พ (t) = พ  (t 1, t2, . . . , tp)
= «'«(flJW 'afoJ-H'aPp)

แล; Watti) = |e x p ( - |t f - l |)  + ̂ e x p (- |tf +1|) ; i = l,2 ,...,p

เม่ือ p  แทน จำนวนตัวแปร
ร แทน เมทรกช์ความแปรปรวนร่วม

ในกรณีท่ีจำนวนตัวแปรมากกว่า 1 ตัวแปรจะกำหนดให้ บ  ม่ค่าเท่ากับ 1 และลามารถ 
จัดรูปสถิติทดสอบ Tw กรณีท่ี p  = 2 และ p  = 3 ได้ใหม่โดยการอินพิเกรตสมการท่ี (1) ตังน้ี 
จาก

c ท( ร 2*) = ^ £ e x p ( i |v s  2 * ผ )

t {^+ ^+ ...+ !^ .! J <Æ+t2̂ 22+ +!p̂ |, I A l A ï vsppj +e [Al VS22 VSPP J +  . . .  +  e
; j 1 h ^ 2 n  t p X p n' พ  -  ^

พิจารณาท่ี P  = 2 , ท = 2

a 2(f) = c 2 ( s ' 2 t_ )

*1-̂11 1 *2-̂211  ̂ 1 *2*22 
■ [รินิ ■ '[ริทิJ _J_ g  [An A22

จาก eix -  cosX  + i sinX  จะได้ว่า

a 2(t) = cos *All 1 V £l 
ท ี่^2 +  COS *L̂12 ^X22

Æ + Æ J r T m l K + Æ
sin นิ! 11̂ X21 + sin y ç 2 1 t^X■22 

.ไ/ริLl 7^2
Y>
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จาก \z\ = V x2 + Y 2 จะได้ว่า

fifeW = à

_1
¥

co s

co s

' i S i A S i ' \ x 1,
f c i € r o w i € r '

1

.ท่ี^! a/^2.

[ พ 1 V 4 i 1 + s i n f v f c 1 V fcl ไ2ไ'

o / ^ ï  ท ี่^ 2> <ไ/^1 ท ี่^ Ï2, - J.
+COS ^ 2  1 V^2 +2 cos ^^1 1 __ v<12 ,*2̂ 22

+sin2 V 4i+V ^i
Æ  1/% .

+sin2 2 j  V ^ 2 ^
y^Li v^2.

+ 2  sin

ร * !
^ ร +ฟ  s i n f e + ^ i  
V^l Y^bJ Iv ^ l \^2

จาก c o s (A ± S )  = c o s A c o s B  + s in A s in B  
และ c o s 2 A + s in 2 A = 1

จะได้ a 2 (t) = J .r 1  + 1  + 2  co s  J 12 ] +  h  (XJ _ _ X22} '

นำ X j บวกเข้าและลบออก

a 2 พ ุ = 21 2 + 2COS M X n  - * 1 -  (X ,2 - X  1) + ̂ 2(X 21 -  x 2 -  (X 22 -  x 2 ) I
1/รโ

ไห้ Y i j  =

a 2 พ ุ =

ในทำนองเดียวกัน

(X0 - X f)
v%

^ -[Î+ Z c o sfe m , - y 12)+ t2(y21 -y^)}]

a„(t) = ■J-+4 - Ê C04 i ( n J - ^ ) + t2(i'22- ^ ) în ท J<k

ฟังก์ชันน้ําหนักท่ีใช้ คือ

w {t) = « '« ( f l ) U 'a ( t 2 )



ดังน้ัน สถิติทดสอบเม่ือ P  = 2 คือ

Tพ = j \ a n(t) พ (t)d(i)
- 1-1

-  J Ê c o s fc m ,.-rlk)+t2(Y22-r„)}i»(t)d(t)
-1-1 n  -1-1 j< k

จาก (2) พิจารณาเทอมท่ี 1

J ๗(t) = \ \พ (^ )พ (t2)d(t) 

iju > (t2)J(e+‘-1l + e -M  ( * 1 dt2

พิจารณาช่วง - Kl -1 | = 11-1  ; -1  < t1 <1
- |t1 + l| = -fo + 1 ) ; -1  <^ <1

... J(c -M  + e ^ ) d t 1 = J e*1-1 dt 1 + J e “‘1_1 dty
= ev-i|‘i + (-e)-
= (e° -  e"2) + (-e-2 +e°)
= 2 -2 e -2

J J u ^ ) d ( t )  = | ( 2 - 2 e - 2) - i } ( e - l <z-1l +e-l<2+1l) dt2 

i ( 2 - 2 e - J) ( 2 - 2 e - 2)
(1 -e -2)2
0.7476451 ................................ (3.1)

จากสมการท่ี (2) พิจารณาเทอมท่ี2 เม่ือ ทะ=2
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I { è c o s f c i P i j - Yk) + t 2 (Y2j  ~ Y2k) }M t)d ( t ) = I fcosfe^ u  - ¥ 12)+ 12(¥21 - ¥ 22)}พ (t)d(t)
“  ~  - 1-1

กำหนดให้ A = ¥11- ¥ 12 , B  = Y ^ -Y ■22

พิจารณาฟังก์ชัน
co s  (A + B) = co s  A cos-B -  s in A s in B  
sin(A  + B) = sin  A co s  B  + c o s A s in B

••- I ) c o s h (¥11- ¥ 12)+ 12(¥21 - ¥ 22)}พ (t) d(t) = I J cosA cosB  I6>(t) d(i) -  I I  sin A sin B  พ (t) d(t) 
-1-1 ~ ” -1-1 ” ~ -1-1

พิจารณาการอินทิเกรตฟังก์ชัน sin  โดยใชัสูตร 

I  e “  s ia b x  d x  =
,a X

—5-----r- ( a s i n b x - b c o s b x  ) + cor + £r

1 1
IsintiAi^JtJd^ - |s in f 1A
-1 -1

i e-M  + dt'1

= ^  I  s in tiA e '1-1 + i | s i n t 1 A e“(tl+1) d^ 
-1 -1
กํ e *1-1 

1 + A 2
V  1

J 2
-------5-( - s in t A - A c o s  LA)

^1 + A2 J
,-2ระะ:ระะH

= 0

เทอมใดที่มีฟังก์ชัน sin  จะอินทิเกรตกับฟังก์ชันนํ้าหน้กได้ค่าเท่ากับ 0

ดังน้ัน

I  Ic o s fo  A + t2B}iü(i) d(t) = l l c o s ^  A w (tx) c o s t2B พ (t2) d (f j  d(t2)
-1-1 ~ ~ -1-1

พิจารณาการอินทิเกรตฟังก์ชัน cos โดยใช้สูตร



«■ สน«ทan fftnmnmnnim
■ ฬ่7ท4ท1«ม่̂ ทท«1ฟ้| .1

j e 0* c o s b X d X

JcostiA u#!)**! =
1

—5---- Y ( a c o s b x  + b s in b x  ) + ca +b
1
[ c o s t A l e HM + i „  พJ 1-1 [ 2  2 dk

1} 1 ‘r- J co s^ A e *1-1 ๔^ + — J cof1Ae~(tl+1) ๘^

1  (  e tl-1
1 + A2 (cos A + Asin^A)ไ 1 1 ( 6-{t1+1) าB-------Y (-  c o s  A -  A sin  b A)[1 + A 2 ) -1
— ^-T-(cosA + A s in A )-------—- ( - c o s  A -A s in A )l2 [1 + A2 1 + A2 J

 ̂ COSA + — ^ - A s in A )  — — — Tc o s  A + — — -A s in A j1 + A 1 + A 1 + A2 1 + A2

=  ̂ ^ 2 | l  -  e ~2 )co sA  + (1 -  e ~2 )A sinA )

e 2(l + A2)
^e2 -l>
V e y

COSA + e 2 + 1 ^
l  e

A sinA j ...(4)

ในทำนองเดียวกัน การอินทิเกรต t2 จะได้

J co s  t 2B w ( t2) d t2 = 2 ( j /  B 2) ^ 2 ~ ^ cos£? + (e2  + 1 )B s io ff} .(5)

แทนค่า (4) และ (5) ใน (3.2) จะได้

} j c o s {  <1A + y ? M t)d (t)  = I* 2 - I j c o s A t ^  t l)A s lg 4 ^ - ^ c o s B + (g! + l)B sm B }
■ (6)

ดังนั้นเมื่อ P  = 2 , ท = 2 จะได้

Tw = i l l w(t) d(t)+ ^  i }  è cos ̂ V u  -  )+ *2V2J - Y2* )îw  ผ ฺd พ ุ-1-1 ^ -1-Ii<fc
— W w lt)d (t)  +  ̂ f e 2 - l ) c o s A  + (e2 + l)A s in A } |e 2 - l)c o s £ ?  + (e2 + l)B sin J 3 }  
A J ™  - ~ 22 e 4(l + A 2) (1+ B 2)



22

ในทำนองเดยวกัน ท = ท จะได้

T w  =  « Î H î)d(9 +£ Ê " f c j - Y« - r * J - Y* }

กำหนดให้ a = ¥1J - ¥ 1k , ๖ = ¥2j  - ¥ 311.

M  I a  u \  _ | e 2 -l)co sa  + (ez + l)asina}|;e2 - l)c o sb  + (e2 + l)bsinb}
e4(l + a 2)(l + b2)

ในทำนองเดยวกัน เมือ p = 3 จะได้

r" = ท Î Î i I" ï ,d(î ) + ̂ '  § M t a  • r2/ - r*  • r3j - 1 * }

โดยท่ี JJJu ;(f)d (t) = (±-e~2)3 = 0.Ô464623
-1-1-1

และ a = ¥1J - ¥ 1k , ๖ = ¥2, - ¥ 1k , c = ¥3J - ¥ 3k

M(a, ๖, c) = l e 2 - l ) c o s a + ( e 2 + l)a sin a }{(e2 - l ) c o s b + ( e 2 + l)b sin b }{(ez - l j c o s c + f e 2 + l)c s in c }
e6( l + a2) (1+b2) (L+ <̂ )

หมายเหตุ ความรู้เบืองต้นเกียวกับ Complex trigonometric function
e ix = c o s X  + i s in X  
e~ix = c o s X  -  i s in X  

c o s (A ± B ) = c o s A c o s B  + s in A s in B  
s in (A ± B ) = s in A c o s B  ± c o s A s in B  

c o s 2 A + s in 2 A = 1
ให้ Z  = X  + Yi ซ่ึง X และ Y เป็นจำนวนจริง และ i = V-T
จะได้ \z\ = a/x 2 + Y2

ทีมา : Erw in K re y s z ig . A d v a n c e  e n g in e e r in g  m a th e m a tic  ; s ix th  e d it io n  (p.750 - 751)
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หมายเหตุ สูตรการอินทิเกรต
j e ^ s i n b x  d x  = 2 ^ 2 ( a s in b x -b c o s b x  ) + c

je ^ c o s b X d X  = - Y  ^ 2 ( acosb x+  b s in b x  ) + c

ท่ีมา ะ ว๊ชัย ทิพณีย์และร้ชเมธี รซนิพนธ์. 1234แบบ'รกหัดและเทคนิคการแก้ปัญหาโจทย์ 
แคลคูลัส : พิมพ์คร้ังท่ี 1 (หน้า 236 -  237)

ดังน้ัน จากท่ีได้แสดงข้างต้น สามารถสรุปได้ว่า 
กรณีจำนวนดัวแปรเท่าทบ 2 (P  ะ= 2)

T w  =  ^ ] ] ^ {tu t 2 ) d ( t 1 )d ( t 2 ) +  —  | >  ^ 1. -  Ylk , Y2j - y 2fc}

โดยท่ี j \ พ (tl t t 2) d (t1)d(t2) = 0.7476451
-1-1

2 - l)c o s a  + (e2 + l)a s in a } |e 2 - l)c o sb  + (e2 +1) bsinfo 
e4(l + a 2)(l + b )

เมอ a  = YXj -Y lk , b = Y2j — Y2k

Y{j = - i jZ^ ' i- ; รแ  แทน ความแปรปรวนของดัวแปรท่ี i ในตัวอย่าง 
yjs ii

กรณีจำนวนตัวแปรเท่ากับ 3 (P  = 3)

Tw = "■ }}} 3)d (t1)d (t2) d {t 31) + 4 -  î >  K i  ~ Yi k , Yzj - y 2k > y 3 j  - Y 3k}n  -1-1-1 n ]<k

โดยท่ี J j l  พ (t1,t 2, t3)d(t1 )d(t2)d(t3) = 0.6464623
-1-1-1

M  (a, b) .  I
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M l c u b c )  =  i^2 -IJcosa + le2 +l)asina}{(e2 -l)cosb+(ez +l)bsinb}{(ez -l)cosc+(e2 +l)csinc| 
= e6(l+a2) (1+fcf2)^ +c2)

และ a = ¥1J - Y ,k , b = ¥2J - ¥ 2,  , c = ¥3j  - ¥ 3,.

เกณฑ์การตัดสินใจ
ปฏิเสธสมมติฐานว่างท่ีระตับนัยสำคัญ a  เม่ือ Tw ท่ีคำนวณได้มีค่ามากกว่าค่าวิกฤต 

สรุปช้ันตอนการทดสอบ
1. คำนวณค่าประมาณพารามิเตอร์ 11 และ £ ด้วย X  และ ร ตามสำตับ

3. คำนวณค่าของฟังก์ซัน M
4. คำนวณค่า พ  (t)
5. คำนวณค่าสถิติ Tw
6. ปฏิเสธสมมติฐานว่างท่ีระตับนัยสำคัญ a  เม่ือ Tw ท่ีคำนวณได้มีค่ามากกว่าค่า 

วิกฤตในตาราง ร.2-ข.3 (หน้า 237-242 ภาคผนวก ร)

2.1.3 ตัวสถิติทดสอบ KTT (พ'0)
ตัวสถิติทดสอบ KTT เป็นสถิติทดสอบการแจกแจงปกติหลายตัวแปรท่ีพัฒนาข้ึนในปี 

ค.ศ.1999 โดย Takeaki Kariya, Ruey ร. Tsay and Nobuhiko Terui เป็นการใช้คุณลักษณะ 
Hermitian Polynomial ของความเป็นปกติหลายตัวแปร และเปรียบเทียบ marginal and cross 
moment ของ multinormality มีข้อสมมติเบ้ืองต้น คือ ให้ x ^ ,x 2,... ,X r1 เป็นp x  1 เวกเตอร์
ของตัวอย่างขนาด ท ท่ีเป็นอิสระต่อกัน 

ตัวสถิติทดสอบ KTT อยู่ในรูป

2. คำนวณค่า Yij ะะะ X̂ ':j-~ X— เม่ือ Ï = 1 , 2 ;  j  = 1,2

พ0 n C '^ J Â J ') - 1 c p
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กรณีจำนวนตัวแปรเท่าทับ 2 (p = 2)

_  ( , ■ (น) _ (น) - (น) r  ~ \ ' u  ’ ' ท  ’ 'ว !  >'11(2,2) rJ 2,2) r j 2,2) (1.2) (1,2) (1,2) (1,2) Y' l l  >r12 >'il >rh  !

c = f r '2,2) - f r ‘U ) )2 T # 2’ - f r 'W  r (?’2) - f r < W :  r i1’2» r.Ç’2» r i 1’2» r(!-2»v p  '  l l  I 'l l  I ’ '12 V12 ) > r22 V22 J > ' l l  > 'l2  >r 21 >r22 }

J

โดยท ี ่ 1 4

= £ £ p = ^11 o '
drp [ 0 น .

แทน เมทร้กซ์iเอกลักษณ์ (identity matrix) ขนาด 4 x 4

-2 r^ > 0 0 1
0 -2 y™ 0 0
0 0 - 2  r£« 0

0 O
1 O 
O 1 J 7x10

À =

วิ(แ,แ) 'ท น !  
ว ิ(น !1) 'ท น !
ว ิ$ น 1)  'นูน! 

ว(ิ2241) 'ท น !
ว(ิ2241) 'ท 241 
ว(ิรุน1)'น นู 1
ว ิ(น !!) 'ทน! วิ(น!!) 
'ท 241 วิ(นท) 'นูน! 
ว(ิ1241) a 2241

วิ(1 น 1 ) 'ท น 2 
ว(ิน !!) 'ท 242
ว:(1 น !)'น นู 2 

ว(ิ2241) 'ท น 2 
ว(ิ2ร4ุ1) 'ท 242 ว(2น !) 'น นู 2 
วิ(1น!) 'ท น 2 
วิ(นท)'ท น 2 
ว(ิ1241) 'น นู 2
ว(ิ1ร!ุ!) 'น นู 2

î ( ! น !) ว (ิน 22) 
'ท !,22 'ท 241

วิน!!) วิ(11,22) A22,22 a 22,11 
ว ิ(22,11) ว ิ(22,22) 'ท 422 'ท น 1
0(22,11) ว ิ(22,22)
'ท 2,22 a 12 4 1
วิ(รุรุทู) ว (ิ 22,22)'น 2ู,22 a 2241
ว(ิน ทํ )ู ว(ิ12,22)'ท ! ,22 'ท น !
ว(ิ12,11) ว(ิ12,22) 
Aน 22 'ท 2,11
ว(ิ1241) ว(ิ1น 2) 
a 2422 'น นู !  
ว(ิ1241) ว(ิ12,22) 
a 22,22 'น 2ู4 1

วิ(11.22) วิ(นน)'ท น 2 'ท !,22
ว(ิ1422) ว(ิ1422)
'ท น 2 'ท 2,22
ว(ิ1422) ว4ิ422)
'น นู 2 a 22,22วิ(22,22) ว ิ(22,22)
'ท น 2 'ท 422
ว ิ(22,22) ว ิ(22,22)
'ท น 2 'ท 2,22
ว ิ(22,22) ว ิ(22,22)
'น นู 2 a 22,22
ว(ิ12,22) ว(ิ12,22)
'ท น 2 'ท 422
ว(ิ12,22) ว(ิ12,22)
'ท น 2 'ท น 2วิ(น22) วิ(12,22)
'น  ูน  2 a 2422
ว(ิ12,22) ว(ิ12,22)
'น นู 2 a 22,22

ว(ิ1412) ว (ิ1น 2) 
'ท น !  'ท น 2ว(ิน42) ว(ิ1น 2) 
'ท น !  'ท น 2 
ว(ิ1412) ว(ิรนุ 2)
'น ู2 4 1  a 22,12

ว(ิ22,12) ว(ิ2น 2)
'ท  น 1 'ท น 2
ว(ิ2น 2) ว(ิ2242) 
'น นู !  'น นู 2 
ว (ิ12,12) ว(ิ12,12) 
'ท น !  'ท 412
ว (ิน น ) ว (ิ1น 2) 
'ท น !  'ท น 2
ว(ิ1242) ว (ิ1น 2) 
a 1421 A1241
ว(ิ1242) ว(ิ12,12) 'น  ูน 1 'น นู 2

ว(ิ1412) ว(ิ1น 2) 
'ท 421 'ท 422
ว(ิ13-12) ว (ิ1412) 
'ท 2,21 'ท 2,22
ว(ิ1412) ว(ิ1412) 
A 22,21 a 22,22
ว(ิ2น2) ว(ิ2242)
a 1421 'ท 422 
ว(ิ2212) ว 'ิ2น 2)'ท 2,21 'ท 2,22
ว(ิ2242) ว(ิ2น2)A 22,21 A22น
ว (ิ1242) ว(ิ1242) 
'ท ร ,ุ2 1 'ท 422
ว (ิ1น 2) ว (ิ12,12) 
'ท ร ,ุ2รุ 'ท 2,22
ว(ิ12,12) ว(ิ1242)
a 2 4 2 1  a 2422
ว ิ(12,12) ว ิ(12,12)
a 22,21 a 22,77

เม่ือ ■C (abyCd)A๙ i j,kl = i - Ê K f v j e - r < f ’)

กำหนดให้

และ V If
Y it 7 ร ิ7

; ร u แทน ความแปรปรวนของตัวแปรท่ี i ในตัวอย่าง

=  h [a]{Yit) เป็น Hermitian polynomial อันตับท่ี a  ของตัวแปร

10x10
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ในท่ีน้ีให้ a  ะ= 2

= y*

และ rg * 1 = côv(V/a) ,vjb)) = 

กรณีจำนวนตัวแป?เท่ากับ 3 p  = 3

r  =  f r M ) rp  I ' l l r  (น) r (น) r (น ) r (น ) r (น) r (2,2) (2,2) (2,2) (2,2) (2,2) (2,2)> 'l2  > 'l3  >'22 > ' à  >'33 > 'l l  >'12 > 'l3  >'22 >'23 ’ '33
(1.2) r (l,2) r (l,2) (1,2) (1,2) (1,2) น ! ,2) (1,2)Il >'12 >'13 >'21 >'31 > '22  >'23 >'32

r ; _ f r (2,2) / (น )»2 (2,2) (น )»2 (2,2) _ ,  (น)>2 น2,2) _ ,  ( น ) ,2 น2,2) _ ,  (น)»2
I ' l l  I ' l l  I > '12 v'12 I > ri3 V'13 ) >'22 V 22 ) >'23 lr 23 ) ’

(2,2) (น)»2 . น!,2) (1,2) (1,2) (1,2) (1,2) (1,2) (1,2) น!,2) _ (นิ) y
'33  V 33 ) > ' i l  >'12 >‘13 >'21 >'31 >'22 >'23 >'32 >'33 ;

J a c p
d r p

"Al 0
0 A

โดยที่ I9 แทน เมทรกช์เอกลักษณ์ (Identity matrix) ขนาด 9x9

น ิ!

0 0
-  2นิ/> 0

0 - 2 r ? / ]
0 0
0 0
0 0

0
0

- 4 «
0

1 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 1

ทำนองเดียวกันกับกรณีจำนวนตัวแปรเท่ากับ 2 จะได้ Â เป็นเมท'รกซ์'ขนาด 21 X 21 
ประกอบด้วยสมาชิก น ิ^ f 1

เมื่อ -C (ajb.cd)^ ijM “  (V ,rvjf>  -  r ÿ * ’) แ พ  -  r £ « )
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กำหนดให้ Yit = -  ^ Z -  1- ; รu แทน ความแปรปรวนซองตัวแปรท่ี i ในตัวอย่าง 

จะได้ v $  = Yit

และ r g * ’ = côv(V /a) ,vjbl) = n t=1

เกณฑ์การตัดถินใจ
ปฎ๊เสธสมมติฐานว่างท่ีระตับนัยสำคัญ a  เม่ือ พ0 ท่ีคำนวณได้มีค่ามากกว่าค่าวิกฤต

ส?!!ข้ันตอนการทดสอบ
1. คำนวณค่าประมาณพารามิเตอร์ |1 และ E ด้วย X  และ ร ตามลำตับ

2. คำนวณค่า Yit = ■—■f■—  ̂ เม่ือ t = 1 , 2 ว ; t  = 1,2
%/ร ิโ

3. แปลงข้อมูลให้อยู่ในรูป Hermitian polynomial โดยกำหนด P = 2
4. คำนวณค่า
5. คำนวณค่า rg ’b) เพ่ีอใช้คำนวณหาค่า c p และ J
6. คำนวณค่า X 1) เพ่ีอใช้คำนวณหาค่า Â
7. คำนวณค่าสถิติ พ'0
8. ปฏิเสธสมมติฐานว่างท่ีระตับนัยสำคัญ a  เม่ือ พ0 ท่ีคำนวณได้มีค่ามากกว่าค่า 

วิกฤตในตาราง ข.4-ข.5 (หน้า 243-248 ภาคผนวก ช)
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2.2 ตัวอย่างการใชตั้วสถิติทดสอบท้ังสามในการทดสอบการแจกแจงปกติหลายตัๆแปร 
กรณ1ม1ทราบค่าพารามเตอร์

ในพัวข้อน้ีเป็นการแสดงตัวอย่างการคำนวณค่าสถิติของตัวสถิติทดสอบ MK ตัวสถิติ 
ทดสอบ N และตัวสถิติทดสอบ KTT โดยจำลองข้อมูลให้มีการแจกแจงปกติสองตัวแปรท่ีมี

5
10 และเมทรํกช์ความแปร ปรวนร่วม ร = โดยมีสหสัมพันธ์เวกเตอร์ค่าเฉล่ีย [I =

ระหว่างตัวแปรท่ี 1 และ 2 เป็น 0.3 ขนาดตัวอย่างเท่ากับ 20 ทำการตรวจลอบท่ีระตับนัยสำคัญ
1. , V

4 1.8'
1.8 9

0.05 และ 0.10 มี'ข้อมูลตังต่อ'ใปน๋ึ

ก * 1 * 2

1 4.32 6.56

2 7.06 8.82

3 10.02 14.85

4 3.19 15.54

5 4.11 14.30

6 6.40 12.93

7 1.92 10.31

8 1.66 10.48

9 1.04 6.77

10 7.71 9.33

11 3.63 8.45

12 5.98 15.51

13 2.43 11.02

14 6.27 12.63

15 3.73 7.20

16 7.15 11.42

17 9.54 11.06

18 3.43 11.02

19 6.11 4.13

20 1.69 7.90
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ตัวสถิติทดสอบ MK (7ๅ
ข้ันตอนการทดสอบมีตังน้ี
1. สมมติฐานซองการทดสอบคือ

H 0 : ข้อมูลมาจากประซากรท่ีมีการแจกแจงปกติสองตัวแปร
H x : ข้อมูลไม่ได้มาจากประชากรท่ีมีการแจกแจงปกติสองตัวแปร

2. คำนวณค่าประมาณพารามิเตอร์ ตังน้ี
2.1 คำนวณเวกเตอร์ค่าเฉล่ียของตัวอย่าง

X '4 .8 7 '
10.51

2.2 คำนวณเมทร้กช์ความแปรปรวนร่วมของตัวอย่าง
_ |~6.94 2 .25 '

2.25 10.11

2.3 คำนวณอินเวอร์สเมทรกช์ความแปรปรวนร่วมของตัวอย่าง
ร-1 0.155 -0 .035 '

-0.035 0.1066

3. การคำนวณค่าสถิติทดสอบ T  มีวิธีการตังน้ี
คำนวณค่า D i j  = (X1- X )'ร - 1 (Xj - X )

D (U) D(l,2) ■ '* -̂ (1,20)
= D(2X) D(2,2) ■■■ D(2,2Q}

P  (20,1) D(20,2) ■■■ £*(20,20)

"1.56 0.79 0.89
ะะะ 0.79 1.30 -  -0.59Î

0.89 -0.599 ••• 1.714
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3.2 คำนวณค่า *  -  io 4 P 3“
= ^  {l.56)3+(1.79)3 + -+ (l-7 1 4 )3}
= 1 (53.29) = 0.1332 100

3.3 คำนวณค่า

= ^  {l.56)3 +(1.79)2 + ...+  (1.714)! }
= - P  (107.02) = 5.3511

3.4 คำนวณค่า ^  -
= ^QQ (l-56)4 +(1.79)4 +...+(1.714)4}
= 1 (4685.496) = 11.7137 400 v

3.5 คำนวณค่า T3 = ท£>13
= 1  (20) (0.1332) 
= 0.4441

3.6 คำนวณค่า T* = n f c “ 6fo2,3+3pCp+2)}
= ^  (20){L1.7137-6(5.3511)+3(2)(4)} 
= 3.0057

ดังน้ัน จะได้ค่าสถิติทดสอบ T  = t 3 + r 4
= 0.4441 + 3.0057 
= 3.4498
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4. เกณฑ์การตัดสินใจ
เปรียบเทียบค่าสถิติทดสอบ T  ท่ีคำนวณได้กับค่าวิกฤตในตาราง ข.1 (หน้า 236 

ภาคผนวก ข)
4.1 ท่ีระตับนัยสำคัญ 0.05

T  = 3.4498 < 16.92
ตังน้ันจึงยอมรับสมมติฐาน H 0 ท่ีระตับนัยสำคัญ 0.05

4.2 ท่ีระตับนัยสำคัญ 0.10
T  = 3.4498 < 14.68

ตังน้ันจึงยอมรับสมมติฐาน H 0 ท่ีระตับนัยสำคัญ 0.10

แสดงว่าข้อมูลมาจากประชากรท่ีมการแจกแจงปกติสองตัวแปร
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ตัวสถิติทดสอบ N (Tw )
ข้ันตอนการทดสอบมีดังน้ี
1. คำนวณค่าประมาณพารามีเตอร์

1.1 คำนวณค่าเฉล่ียของข้อมูลตัวอย่าง

2.

* 1 = 5.87 , x 2 = 10.51
1.2 คำนวณค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของข้อมูลตัวอย่าง

y/ธ ิ^  = 2.633 , โ  = 3.179
คำนวณค่าสถิติทดสอบ มีวธีการดังน้ี

v  ( * 1; - * 1) v  ( * 2; - * 2)
w 7 ร ^ "  ■ 2 J = ฯ

จะได้ค่าดังต่อไปน้ี
j  =  1 , 2 , . . . , 2 0

ก Yน Y2J
1 -0.208 -1.243

2 0.631 -0.531

3 1.955 1.367

19 0.472 -2.007

20 -1.209 -0.823

คำนวณค่า M (aM โดยท ี่ น =  y,-j  -  Yik , b  =  Y2 J - Y 2k

ท * 1 ผ  _ Y i(fc) Y พ ) -  Y 2[k ) Y1 (2) - Y l(fc) Y 2[2) ~ Y 2(fc) ^1(19) ~  Y Hk ) ^ ไ2(19) ~  Y 2(k )

1 0 0 0 0 ... 0 0

2 -1.039 -0.712 0 0 ... 0 0

3 -2.163 -2.610 -1.124 -1.898 ... 0 0

4 0.430 -2.830 1.469 -2.118 0 0

-

20 1.001 -0.419 2.040 0.292 1.681 -1.184

M 1 (น,, ๖ ) =  4.0278 M  2(น,b) =  3.9373 M v9 (น, b) =  0.0894
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โดยท่ี

1. _  f e 2 - l)c o sa  + (e 2 + l)a s in a } |e 2 - l)c o sb  + (e2 +  l)bsinb}
e4(l + a 2)(l + b )

ผลรวมของ M (a,b) =  M1(a,b) + Af2(a,b) + ...+  9 (a,b)
= 39.757

3. เกณฑ์การตัดสินใจ
เปรียบเทียบค่าสถิต๊ทดลอบ Tw ท่ีคำนวณได้กับค่าวิกฤตในตาราง ข.2 (หน้า 237 

ภาคผนวก ข)
3.1 ท่ีระดับนัยสำคัญ 0.05

Tw = 0.2362 < 0.2751 
ดังน้ันจึงยอมรับสมมติฐาน H 0 ท่ีระดับนัยสำคัญ 0.05

3.2 ท่ีระดับนัยสำคัญ 0.10
Tw = 0.2362 < 0.2685 

ดังน้ันจึงยอมรับสมมติฐาน H 0 ท่ีระดับนัยสำคัญ 0.10

แสดงว่าข้อมูลมาจากประชากรท่ีมีการแจกแจงปกติสองตัวแปร
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ตัวสถิติทดสอบ KTT (พ0)
ข้ันตอนการทดสอบมิตังน้ี
1. คำนวณค่าประมาณพารามิเตอร์

1.1 คำนวณค่าเฉล่ียของข้อมูลตัวอย่าง
x t = 5.87 , x 2 ะ= 10.51

1.2 คำนวณค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของข้อมูลตัวอย่าง
= 2.633 , ^/ริ2โ = 3.179

2. คำนวณค่าสถิติทดสอบ พ'0 มิวิธีการตังน้ี

Vit = (*1,-3) 
'ไ /ร 1โ ~ Y2t =

(X2 t- X 2)
■ <เริ22

และ v ÿ  = Yu

ะได้ค่าตังต่อไปน้ี
V = ^u _   ̂ V (2) = ^2t_   ̂ ะ t = 1 2  20v it ^ 2  ’ v 2t ^ 2  » Z - 1, AJ

ท ท , v ÿ v $ vg>
1 -0.208 -1.243 -0.677 0.385
2 0.831 -0.531 -0.219 -0.508
3 1.955 1.367 1.996 0.614
4 -0.638 1.580 -0.419 1.058

• • •
-

19 0.472 -2.007 -0.550 2.141
20 -1.209 -0.823 0.327 -0.228

คำนวณค่า rp โดยท่ี
' • i f  = ^ Î f i î ’f '?  ; = ; o.b = 1,2

rp = (0.95 0.255 0.95 0.515 -0.081 0.571 0.232 0.064 0.079 -0.034)'
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Cp = (-0.387 -0.147 -0.332 0.232 0.064 0.079 -0.034'

J  = J n  0
® 4̂ - 7X10

'-1 .90 0 0 1 0 O'

15'ฯ» II 0 - 0.511 0 0 1 0
0 0 1.90 0 0 1

คำนวณค่า Â โดยท่ี ■J (ab,cd) K i j,kl = ร ัเ > 1?VJ?'-

' 1.028 0.531 -0 .165 ... 0.162
0.531 0.672 -0 .037  ... 0.244

Â = -0.165 -0 .037 1.139 ... - 0.380

0.162 0.244 -0 .380 ••• 1.276

คำนวณค่าสถิติทดสอบ Wo

J 10x10

พ0 = nC'p ( J U ' ) - 1Cp
= 20(0.2574)
= 5.194

3. เกณฑ์การตัดสินใจ
เปรยบเทียบค่าสถิติทดสอบ พ0 ท่ีคำนวณได้กับค่าวิกฤตในตาราง ข.4 (หน้า 243 

ภาคผนวก ข)
3.1 ท่ีระดับนัยสำคัญ 0.05

พ0 = 5.149 < 28.88
ดังน้ันจึงยอมรับสมมติฐาน H q ท่ีระดับนัยสำคัญ 0.05

3.2 ท่ีระดับนัยสำคัญ 0.10
พ0 = 5.149 < 21.41

ดังน้ันจึงยอมรับสมมติฐาน H 0 ท่ีระดับนัยสำคัญ 0.10

แสดงว่าข้อมูลมาจากประชากรท่ีมีการแจกแจงปกติสองตัวแปร

X2ฯ 00°เ260
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2.3 การสรํๆงตารางค่าวิกฤตของตัวสถิติทดสอบ N และตัวสถิติทดสอบ KTT
ในการวิจัยคร้ังน้ีเป็นการจึกษาเปรียบเทียบอำนาจการทดสอบของสถิติทดสอบการแจก 

แจงปกติหลายตัวแปรโดยจะเปรียบเทียบเฉพาะตัวสถิติท่ีสามารถควบคุมความคลาดเคล่ือน 
ประเภทท่ี 1 ได้ ซ่ึงจะทำการทดลองท่ีระดับนัยสำคัญ 0.05 และ 0.10 ตังน้ันการประมาณค่าวิกฤต 
ของตัวสถิติทดสอบจึงพจารณาจากค่าควอนไทล์ท่ี 0.95 และ 0.90 ของตัวสถิติทดสอบตามสำตับ 
มีข้ันตอนการประมาณค่าวิกฤต ตังน้ี

1. สร้างเลขส่มให้มีการแจกแจงปกติสองตัวแปรและสามตัวแปร ให้มีขนาดเท่ากับ 
20, 30, 40, ...,100

2. คำนวณค่าตัวสถิติทดสอบ
3. ดำเน้นการห้อ1 และ2 จนครบ 15,000คร้ัง
4. นำค่าสถิติทดสอบจำนวน 15,000 ค่า มาเรียงสำตับจากน้อยไปหามาก และคำนวณ 

หาค่าควอนไทล์ท่ี 0.90 และ 0.95

วิธีการหาค่าควอนไทล์ เป็นดังนี้

กำหนด'ให้7(1) < y(2) < ...< 7 (fc) และ j  เป็นจำนวนเต็มท่ีใหญ่ท่ีลุดซ่ึงน้อยกว่าหรือเท่า 
กับ (K + l)a  จะได้

YU) + ((K + l)a  -  j)(Yu+1, -  YU])) ; 1 < j  < K

โดยท่ี a  แทน ตำแหน่งของควอนไทล์ท่ีต้องการหา (ในท่ีน้ี a  = 0.90,0.95 )
Ta แทน ค่าของควอนไทล์ท่ี a 
K  แทน จำนวนคร้ังท่ีทำช้ํา (ในท่ีน้ี K  = 15,000 )

ตังนน คาควอนเทลท 0.90 และ 0.95 ของตวลถตทดลอบทงลองเบนดงน 
0̂.90 = 0 .17 13500 + 0 .9 7 1350!

T0.95 = 0 .051̂ 4250 + 0.957,4251
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การประมาณค่าวํกฤตของตัวสถิติ N และตัวสถิติทดสอบ KTT มีข้ันตอนการประมาณ 
ค่าเซ่นเดียวกันแต่จำนวนคร้ังในการทำช้ําฃองตัวสถิติทดสอบ N จะทำช้ําจนกระท่ังค่าควอนไทล์ท่ี
0.90 และ 0.95 ของตัวสถิติทดสอบลู่เข้าลู่ค่าคงท่ีในตำแหน่งทศนิยมท่ี 4 ส่วนจำนวนคร้ังในการ 
ทำช้ําของตัวสถิติทดสอบ KTT จะทำขั้าจนกระทั่งค่าควอนไทล์ที่ 0.90 และ 0.95 ของตัวสถิติ 
ทดสอบลู่เข้าลู่ค่าคงท่ีในตำแหน่งทศนิยมท่ี 2

2.4 การแจกแจงท่ีเก่ียวข้อง
การวิจัยน้ีคืกษาภายใต้การแจกแจงของประชากร 4 การแจกแจง ได้แก่ การแจกแจงปกติ 

หลายตัวแปร การแจกแจงล็อกนอร์มอลหลายตัวแปร การแจกแจงลติวเดน'ท์-ท่ี,หลายตัวแปร และ 
การแจกแจงไคสแควร์หลายตัวแปรซ่ึงแต่ละการแจกแจงมีรายละเอียดตังน้ี

2.4.1 การแจกแจงปกติหลายตัวแปร (Multivariate Normal Distribution)
กำหนดให้ X  เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ืองท่ีมีการแจกแจงปกติหลายตัวแปรด้วยพารา 

มิเตอร์ (I และ E จะได้ฟังก์ชันความหนาแน่น X  เป็นตังน้ี

M  =
(2*)พ

r exp - ( * - ฬ ฺ, ร -1 (x - ฬ ฺ ; - c o < x < c o  , x = - [ x i , x 2y . . . j c p )' 

; -00 < JJ. <00 , E > 0
โดยท่ี 1J แทน เวกเตอร์ค่าเฉล่ีย

£ แทน เมทรกซ์ความแปรปรวนร่วม

จากตัวแปรสุ่ม X  ซ่ึงมีการแจกแจงปกติหลายตัวแปรด้วยค่าเฉล่ีย \1 ความแปรป 
รวนร่วม Z สามารถแปลงตัวแปรสุ่ม X  ให้เป็นตัวแปรสุ่มใหม่ท่ีเป็นมาตรฐาน คือ Z  โดย

1 "  J  ~z = (L*)~1(X -  JJ.) จะได้ว่า Z  เป็นตัวแปรสุ่มต่อเนืองทีมีการแจกแจงปกติหลายตัวแปรด้วยค่า 
เฉล่ีย 0 ความแปรปรวน 1 และมีฟังก์ชันความหนาแน่นอยู่ในรูป

/(ร ุ) = -  1 p e x p ( - |z  z)
(2tc) 1
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และเรียกการแจกแจงของ Z  ว่าการแจกแจงปกตมาตรฐานหลายตัวแปร (Multivariate standard 
normal Distribution)

2.4.2 การแจกแจงล็อกนอเมอลหลายตัวแปร(Multivariate Lognormal Distribution)*
กำหนดให้ X  เป็นตัวแปรลุ่มต่อเน่ืองท่ีมีการแจกแจงปกติหลายตัวแปรด้วยพารา 

มิเตอร์ IX และ ร จะได้ฟังก์ชันความหนาแน่น X  เป็นตังน้ี

m  =
พ \ฺ  2 |E | 2

r exp - | ( l n x - น), E_1(lnx-น) ; 0 < x < o o  , x  =  [x1, x 2 , . . . jXp y

;  - C O < น<CO 1 ร >0

เม่ือ น และ E แทน เวกเตอร์ค่าเฉล่ียและเมทรํกซ์ความแปรปรวนร่วมตามลำตับ

2.4.3 การแจกแจงสติวเดนท์-ทีหลายตัวแปร (Multivariate Student-t Distribution) * 
กำหนดให้ Z  เป็นตัวแปรลุ่มท่ีมีการแจกแจงปกติหลายตัวแปรด้วยพารามิเตอร์ 

(0,1) และ ร เป็นตัวแปรลุ่มท่ีมิการแจกแจงไคสแควร์ด้วยองคาความเป็นอิสระ บ โดยท่ี Z  
และ ร เป็นอิสระซ่ึงกันและก์นจะได้ว่า X  = ( ^ s /u )_1 Z  เป็นตัวแปรลุ่มต่อเน่ืองท่ีมีการแจก 
แจงสติวเด็นท์-ทหลายตัวแปรด้วยองศาความเป็นอิสระเท่ากับ น ตังน้ันฟังก์ชันความหนาแน่น 
ของ X  อยู่ในรูป

m  =
r ' ง + p

l  2 ) r1 1 1
(U7t) 2 r ( t ) s |*  ง

E_1JC
V (u+p)

- 0 0  < x  < 0 0  ,  X. ะะะ ( x u x 2 , . . . , X p )'

เม่ือ บ และ p  แทน องศาความเป็นอิสระและจำนวนตัวแปรตามลำตับ

* Govind ร. Mudholkar .‘Shapiro-wilk test of normality',Communication Statistics-Theory and Methods.,Vol 24 (1995)
967-968
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2.4.4 การแจกแจงไคสแควเหลายตัวแปร (Multivariate Chi-square Distribution) * 
กำหนดให้ Y  เป็นตัวแปรสุ่มท่ึมีการแจกแจงปกติด้วยค่าเฉล่ีย P ความแปรปรวน

(J2 และให้ Z  = จะได้ว่า Z  เป็นตัวแปรสุ่มทึ่มีการแจกแจงปกติมาตรฐาน และ
Z 2 = ■ ^ -^ -จะมการแจกแจงไคลแควร์ด้วยองศาความเป็นอิสระเท่ากํบ 1O

ถ้า ¥1,Y2,...,yn 
และ ความแปรปรวน a 2 จะได้ว่า 
อิสระเท่ากับ ท

เป็นตัวแปรสุ่มขนาด ท จากการแจกแจงปกติด้วยค่าเฉล่ีย P 
จะมีการaจกแจงไคลแคว?ด้วยองศาความเป็น

(=1 °

ถ้า Vl t V2,...,Vp เป็นตัวแปรสุ่มท่ึมีการแจกแจงไคลแคว?และมีความเป็นอิลระซ่ึง 
กันและกันด้วยองศาความเป็นอิสระเท่ากับ บ1,บ2,...,บP และถ้า V  เป็นตัวแปรสุ่มท่ึมีการแจก 
แจงไคสแคว?ด้วยองศาความเป็นอิสระเท่ากับ 0) ซ่ึงเป็นอิสระจาก v i กำหนดให้ X, = v t +V  
เม่ือ 1 = 1 ,2 , . . . , p  จะได้ว่า x t เป็นตัวแปรสุ่มท่ึมการแจกแจงไคสแคว? P  ตัวแปรด้วยองศา 
ความเป็นอิสระเท่ากับ บ1 +C0 น่ันคือ x t,x2,...,Xp ~Xp(Ui + a>)

ตังน้ันถ้า X  = (X l f X 2)' เป็นตัวแปรสุ่มท่ึมีการแจกแจงไคลแคว?2 ตัวแปร ด้วย 
องศาความเป็นอิลระบโดยที่ บ = น1+(0 (กำหนดไห้บ1 = บ2) จะไล้พังก์ชันความหนาแน่น 
ของ X  เป็น ตังน้ี

ri " + J f  JC ^ +J _1
1-P2J exp 1 -p 2 ► ; x > 0

เม่ือ น และ P แทน องศาความเป็นอิสระและสหสัมพันธ์ระหว่างตัวแปร ตามลำตับ

* Govind ร. Mudholkar .’Shapiro-wilk test of normality’,Communication Statistics-Theory and Methods.,Vol 24 (1995)
: 967-968
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