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บทที ่1 
 

บทนํา 
 
ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

 
การควบคุมหุนยนตโดยใชขอมูลปอนกลับจากระบบการมองเห็นถูกนํามาใช เพ่ือเพ่ิมความยืดหยุนและ

ความถูกตองของระบบหุนยนต  ระบบการควบคุมหุนยนตแบบนี้เรียกวาระบบเซอรโวเชิงภาพ (visual servo 
system) [1]  ระบบเซอรโวเชิงภาพสามารถนําไปประยุกตใชในงานดานตาง ๆ ไดอยางกวางขวาง เชน การผลิต 
(การหยิบวัตถุบนสายพานและการประกอบชิ้นสวน), การควบคุมพวงมาลัยรถยนต, การจอดเครื่องบิน, การทําให
สมดุล, การทํางานระยะไกล เปนตน  แมวาระบบเซอรโวเชิงภาพไดเกิดขึ้นมาเปนเวลานานแลว การประยุกตใช
งานเทคโนโลยีนี้ยังคงถูกจํากัด เนื่องจากความตองการฮารดแวรประสิทธิภาพสูงที่มีราคาแพง  อยางไรก็ตาม
อุปกรณ เชน กลอง, ฮารดแวรประมวลผลภาพ, คอมพิวเตอร ฯลฯ มีราคาถูกลง และมีแนวโนมที่จะถูกลงอีกใน
อนาคต  อีกทั้งกลองในทองตลาดปจจุบันเปนกลองที่มีประสิทธิภาพสูง เชน มีความละเอียดภาพ (image 
resolution) สูงกวามาตรฐานของโทรทัศนซ่ึงเปนขอจํากัดของกลองมาเปนเวลานาน [2]  เนื่องจากประโยชนใน
การประยุกตใชงาน, เทคโนโลยีที่มีความสามารถสูงขึ้นในปจจุบัน, และแนวโนมของราคาดังที่ไดกลาวมา ระบบ
เซอรโวเชิงภาพจะมีความสําคัญ และกลายเปนระบบควบคุมสําหรับหุนยนตทั่วไปในอนาคต 

 
โดยทั่วไปภายนอกสภาพแวดลอมที่ถูกจัดการดวยกระบวนการทางวิศวกรรมอยางระมัดระวัง เชน 

หองทดลองหรือโรงงานอุตสาหกรรม เกือบจะเปนไปไมไดเลยที่จะไดขอมูลโครงแบบ (configuration) และ 
ตัวแบบ (model) ของระบบที่มีความถูกตองในระดับมิลลิเมตร [3]  แมแตในโรงงานอุตสาหกรรม การเทียบ
มาตรฐาน (calibration) อุปกรณตาง ๆ ในระบบ เพ่ือใหไดโครงแบบและตัวแบบของระบบที่ถูกตอง ก็เปน
กระบวนการที่ยากและเต็มไปดวยความผิดพลาด [4]  ดวยเหตุนี้จึงเปนแรงบันดาลใจใหการวิจัยนี้ศึกษาระบบ
เซอรโวเชิงภาพที่ตองการความรูกอนประสบการณ (prior knowledge) เก่ียวกับโครงแบบและตัวแบบของระบบ
นอยที่สุด 

 
ระบบเซอรโวเชิงภาพสามารถจําแนกตามลักษณะอินพุตของสวนควบคุมได 2 ประเภท ไดแก ระบบบน

พ้ืนฐานตําแหนง (position-based system) และระบบบนพื้นฐานภาพ (image-based system) [5]  ในระบบบน
พ้ืนฐานตําแหนง ลักษณะเฉพาะเชิงภาพ (image feature) เชน สัญลักษณที่ทําไวที่จุดปลายของแขนหุนยนต จะถูก
ดึงออกมาจากภาพ 2 มิติ แลวใชขอมูลทางเรขาคณิตกับตวัแบบของกลอง เพ่ือที่จะประมาณตําแหนงในโลกจรงิดงั
รูปที่ 1  สวนระบบบนพื้นฐานภาพ คาที่ปอนกลับไปจะอยูในรูปแบบคาที่ไดจากลักษณะเฉพาะเชิงภาพที่เรียกวา
พารามิเตอรลักษณะเฉพาะเชิงภาพ (image feature parameter) โดยตรง เชน คาพิกัดระนาบภาพ (image plane 
coordinates) ของลักษณะเฉพาะเชิงภาพ ดังรูปที่ 2  จะเห็นวา ระบบบนพื้นฐานของภาพจะไมตองแปลความหมาย
ของภาพเปนตําแหนงในโลกจริง ทําใหลดปญหาความผิดพลาดเนื่องจากการสรางแบบจําลองของกลอง  ดังนั้น
ระบบบนพื้นฐานภาพจึงถูกเลือกใชในการวิจัยนี้ 



 

2
 

ส่วนควบคุม

ส่วนประมวลผล
ลักษณะเฉพาะเชิงภาพส่วนประมาณตำแหน่ง

หุ่นยนต์ กล้อง+

- ภาพ 2 มิติ

ตำแหน่งของ
เป้าหมาย

ตำแหน่งของ
หุ่นยนต์

 
รูปที่ 1 ระบบเซอรโวเชิงภาพบนพ้ืนฐานตําแหนง 

 

 
รูปที่ 2 ระบบเซอรโวเชิงภาพบนพ้ืนฐานภาพ 

 
ในระบบบนพื้นฐานภาพ อินพุตของสวนควบคุมจะอยูในรูปแบบพารามิเตอรลักษณะเฉพาะเชิงภาพ 

ในขณะที่อินพุตของหุนยนตมักจะอยูในรูปแบบพิกัดขอตอของหุนยนตหรือตําแหนงของหุนยนต  เพราะฉะนั้น 
จึงจําเปนจะตองสัมพันธความเปลี่ยนแปลงของพารามิเตอรลักษณะเฉพาะเชิงภาพกับความเปลี่ยนแปลงของ
ตําแหนงของหุนยนต  เมทริกซที่ทําหนาที่นี้เรียกวาจาโคเบียนเชิงภาพ (image Jacobian) [2] โดยมีความสัมพันธ 
คือ  

( )ΔrrJΔf =  (1) 
เมื่อ )(rJ  คือจาโคเบียนเชิงภาพซ่ึงเปนฟงกชันของตําแหนง โดยสมการของฟงกชันจะขึ้นอยูกับโครงแบบและ
ตัวแบบของระบบ, Δf  คือเวคเตอรของความเปลี่ยนแปลงของพารามิเตอรลักษณะเฉพาะเชิงภาพ, และ Δr  คือ
เวคเตอรของความเปลี่ยนแปลงของตําแหนงของหุนยนต 
 

ในระบบที่ไมมีความรูเก่ียวกับโครงแบบและตัวแบบของระบบที่ถูกตอง เราไมสามารถคํานวณหา 
จาโคเบียนเชิงภาพโดยตรงได  เพราะฉะนั้นการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพจึงจําเปนสําหรับระบบแบบนี้ 

 
วิทยานิพนธนี้จะเสนอการวิจัยหาวิธีประมาณจาโคเบียนเชิงภาพสําหรับระบบเซอรโวเชิงภาพ  

โดยใชความรูกอนประสบการณเก่ียวกับโครงแบบและตัวแบบของระบบใหนอยที่สุด 
 
 
 
 



 

3
งานวิจัยท่ีเก่ียวของ 
 
 ตั้งแตงานของ Shirai และ Inoue [6] ซ่ึงเปนยุคบุกเบิกของการนําการปอนกลับจากระบบการมองเห็นมา
ใชในการควบคุมหุนยนตในชวงตน 1980s งานวิจัยทางดานนี้มีความกาวหนาที่คอนขางชา  แตในชวงไมก่ีปที่
ผานมา งานวิจัยที่ถูกตีพิมพมีจํานวนเพิ่มขึ้นอยางเห็นไดชัด เนื่องจากราคาที่ถูกลงของอุปกรณในระบบการ
มองเห็นและพลังการคํานวณของเครื่องคอมพิวเตอรสวนบุคคล (personal computer) ที่ไดกาวขามจุดที่ทําใหการ
ประมวลผลภาพไมเปนปญหาอีกตอไป 
 
 ตอมา ระบบแบบนี้ถูกเรียกวาระบบเซอรโวเชิงภาพ โดย Hill และ Park [1] เปนพวกแรกที่ใชคําเฉพาะนี้
ในป 1979 เพ่ือเนนใหเห็นความแตกตางระหวางงานของพวกเขากับระบบที่ไมปอนกลับ 
 
 ในป 1987 Sanderson, Weiss, และ Neuman [7] ไดสรางจาโคเบียนเชิงภาพซ่ึงพวกเขาอางถึงในนาม 
ฟเตอรเซนซิทิวิทีเมทริกซ (feature sensitivity matrix) เพ่ือใชกับระบบเซอรโวเชิงภาพบนพื้นฐานภาพ  นอกจากนี้
จาโคเบียนเชิงภาพยังถูกอางถึงในนามอินเตอแรกชันเมทริกซ (interaction matrix) [8] และบีเมทริกซ (B matrix) 
[9], [10]  งานวิจัยอ่ืน ๆ ที่ใชจาโคเบียนเชิงภาพ เชน [11], [12], [13] ฯลฯ 
 
 ตั้งแตชวงปลาย 1990s เปนตนมา ไดมีความพยายามประมาณจาโคเบียนเชิงภาพสําหรับระบบ 
เซอรโวเชิงภาพ  งานวิจัยเหลานี้ ไดแก 
 
 ป 1990 Conkie และ Chongstitvatana [14] ไดประมาณจาโคเบียนเชิงภาพขนาด 33×  โดยประมาณคา 
จาโคเบียนเชิงภาพเพียงครั้งเดียวที่จุดเริ่มตน แลวใชคาจาโคเบียนเชิงภาพนั้นเพียงคาเดียวตลอดการเคลื่อนที่   
การประมาณคาจาโคเบียนเชิงภาพดวยวิธีนี้จะใชการเคลื่อนที่ของหุนยนตที่จุดเริ่มตนจํานวน  3  ครั้ง   
สมมุติใหหุนยนตเคลื่อนที่ไป [ ]Tr 0,0,1Δ , [ ]Tr 0,,0 2Δ , และ [ ]Tr3,0,0 Δ  ทําใหไดเวคเตอรของความ
เปล่ียนแปลงของพารามิเตอรลักษณะเฉพาะเชิงภาพเปน [ ]Tfff 312111 ,, ΔΔΔ , [ ]Tfff 322212 ,, ΔΔΔ , และ  
[ ]Tfff 332313 ,, ΔΔΔ  ตามลําดับ  คาจาโคเบียนเชิงภาพ J  ที่ไดจะเปน 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Δ
Δ

Δ
Δ

Δ
Δ

Δ
Δ

Δ
Δ

Δ
Δ

Δ
Δ

Δ
Δ

Δ
Δ

=

3

33

2

32

1

31

3

23

2

22

1

21

3

13

2

12

1

11

r
f

r
f

r
f

r
f

r
f

r
f

r
f

r
f

r
f

J  (2) 

อยางไรก็ตามคาจาโคเบียนเชิงภาพที่ไดนี้จะใชไดดีเฉพาะบริเวณใกลจุดที่ประมาณเทานั้น 
 
 ในป 1996-1997 Jagersand, Fuentes, และ Nelson [3], [15], [16] ไดพยายามประมาณคาจาโคเบียน 
เชิงภาพที่ตําแหนงปจจุบัน cJ  ใหมีความสัมพันธเปนไปตามสมการที่ 3 

lcl ΔrJΔf =  (3) 
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เมื่อ lΔf  เปนเวคเตอรของความเปลี่ยนแปลงของพารามิเตอรลักษณะเฉพาะเชิงภาพ และ lΔr  เปนเวคเตอรของ
ความเปลี่ยนแปลงของตําแหนงของหุนยนตในการเคลื่อนที่จริงครั้งที่แลว  โดย Jagersand และคณะใชการทําให
เหมาะที่สุดไมเชิงเสน (nonlinear optimization) ที่เรียกวาวิธีบรอยเดน (Broyden method) ปรับคาจาโคเบียน 
เชิงภาพตลอดการเคลื่อนที่  ถาให lJ  เปนคาจาโคเบียนเชิงภาพที่ไดจากการประมาณครั้งที่แลว จะหาคา 
จาโคเบียนเชิงภาพ cJ  ที่ตองการไดจาก 

ΔrΔr
ΔrΔrJΔfJJ T

T
ll

lc
)( −

+=  (4) 

นอกจากนี้ยังมีงานวิจัยที่ใชวิธีประมาณจาโคเบียนเชิงภาพแบบเดียวกันกับงานของ Jagersand และคณะอีก ไดแก 
งานวิจัยของ Hosoda, Sakamoto, และ Asada [17], [18] 
 
 ในป 2001 Kata Praditwong และ Prabhas Chongstitvatana [19], [20] ไดใชกลยุทธเชิงวิวัฒนาการ 
(evolutionary strategy) ประมาณจาโคเบียนเชิงภาพ โดยนําขอมูลการเคล่ือนที่จริงของหุนยนตครั้งที่แลวมาใชวัด
คาความเหมาะสม (fitness) ของคาจาโคเบียนเชิงภาพ  คาจาโคเบียนเชิงภาพที่มีคาความเหมาะสมที่ดีจะให
ความสัมพันธที่ใกลเคียงกับสมการที่ 3 
 
วัตถุประสงค 

 
เพ่ือหาวิธีประมาณจาโคเบียนเชิงภาพสําหรับระบบเซอรโวเชิงภาพ เพ่ือเพ่ิมความถูกตองของระบบ

หุนยนต 
 

ขอบเขตการวิจัย 
  

1. วิธีประมาณจาโคเบียนเชิงภาพที่ออกแบบใชสําหรับระบบเซอรโวเชิงภาพบนพื้นฐานภาพ 
 2. การประเมินผลวิธีประมาณจาโคเบียนเชิงภาพที่ไดออกแบบทําในระบบเซอรโวเชิงภาพที่ระบบ
หุนยนตเปนระบบแขนหุนยนต 3 มิติที่มีดีกรีของความอิสระ (degree of freedom) เทากับ 3 และระบบการ
มองเห็นเปนระบบกลองสเตอริโอ (stereo camera system) 
 
 โดยการทดลองจะทําในโปรแกรมจําลอง (simulator) ซ่ึงจะเปรียบเทียบวิธีประมาณจาโคเบียนเชิงภาพ 4 
วิธี ไดแก 
 1. วิธีของงานวิจัยของ Conkie และ Chongstitvatana [14] 
 2. วิธีของงานวิจัยของ Jagersand, Nelson, และ Fuentes [3], [15], [16] 
 3. วิธีของงานวิจัยของ Kata Praditwong และ Prabhas Chongstitvatana [19], [20] 
 4. วิธีของงานวิจัยนี้ 
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ข้ันตอนการวิจัย 

 
1. ศึกษาระบบเซอรโวเชิงภาพและจาโคเบียนเชิงภาพ 

 2. ศึกษางานวิจัยที่เก่ียวของ 
 3. ศึกษาการประยุกตใชกลยุทธเชิงวิวัฒนาการและการประมาณดวยพหุนามเทยเลอรในการประมาณ 
จาโคเบียนเชิงภาพ 
 4. ออกแบบวิธีประมาณจาโคเบียนเชิงภาพ 

5. ออกแบบการทดลอง เพ่ือประเมินวิธีประมาณจาโคเบียนเชิงภาพที่ไดออกแบบไว 
6. เขียนโปรแกรมจําลอง เพ่ือใชในการทดลอง 
7. ทดลอง และบันทึกผลการทดลอง 
8. วิเคราะหผลการทดลอง และสรุปผลการวิจัย 
 

ประโยชน 
  

ไดวิธีประมาณจาโคเบียนเชิงภาพสําหรับระบบเซอรโวเชิงภาพที่ชวยเพ่ิมความถูกตองของระบบ
หุนยนต โดยใชความรูกอนประสบการณเก่ียวกับโครงแบบและตัวแบบของระบบใหนอยที่สุด ทําใหสามารถใช
ระบบเซอรโวเชิงภาพไดในสภาพแวดลอมนอกโรงงานอุตสาหกรรมที่ไมมีขอมูลโครงแบบและตัวแบบของ
ระบบที่ถูกตอง 

 

ผลงานที่ตีพิมพจากงานวิจัย 
 
 วิทยานิพนธฉบับนี้ไดรับการตีพิมพและนําเสนอในงานประชุมวิชาการ 4th Asian Conference 
 on Industrial Automation and Robotics (ACIAR’05) ณ กรุงเทพมหานคร ประเทศไทย ในวันที่ 11-13 
พฤษภาคม พ.ศ. 2548 ในบทความเรื่อง Online Estimation of Image Jacobian by Taylor Polynomial 
using Evolutionary Strategy for Visual Servo Systems โดย Pariwat Keosatit และ Prabhas 
Chongstitvatana



บทที ่2 
 

กลยุทธเชิงวิวัฒนาการ 
 
บทนี้จะกลาวถึงแนวคิดของวิวัฒนาการและวิธีที่จะประยุกตในมุมมองของวิทยาการคอมพิวเตอร  เราจะ

ศึกษาวิวัฒนาการ วิธีการทํางานของวิวัฒนาการ และส่ิงที่เราไดเรียนรูจากวิวัฒนาการ เพ่ือที่จะไดเขาใจกลไก
เบื้องหลังของกลยุทธเชิงวิวัฒนาการ 

 
วิวัฒนาการ (Evolution) 
 
 จากหนังสือ "Origin of the Species" ของ Charles Darwin [21] Darwin ไดเสนอแนวความคิดของ
วิวัฒนาการวา เปนวิธีที่ส่ิงมีชีวิตสามารถที่จะมีชีวิตอยูบนโลกนี้ได  แนวความคิดนั้นคอนขางเรียบงาย  Darwin 
เสนอวา ส่ิงมีชีวิตทุก ๆ ชีวิตบนโลกมีบรรพบุรุษอยูเพียงหนึ่งเดียว  บรรพบุรุษนั้น เมื่อเคล่ือนที่ไปในโลก ไดทํา
ใหส่ิงแวดลอมของโลกนั้นเปลี่ยนแปลง และไดปรับตัวและเปลี่ยนแปลงไปตามสิ่งแวดลอมเหลานั้น เพ่ือพยายาม
ที่จะมีชีวิตรอด  ดังนั้นส่ิงมีชีวิตเมื่อเคล่ือนที่ไปทางเหนือซ่ึงมีอากาศหนาวเย็นจะทําใหเกิดขนซึ่งเปนสวนหนึ่ง
ของกลไกการปรับตัว เพ่ือใหมีชีวิตรอด  ความเปลี่ยนแปลงเหลานั้นทําใหบรรพบุรุษนั้นเปลี่ยนไปเปนสปชีส 
(species) ตาง ๆ แตกตางกัน  ความเปลี่ยนแปลงที่สําคัญทําใหรูปแบบสิ่งมีชีวิตเปลี่ยนโดยฉับพลันไปเปนสปชีสที่
คอนขางแตกตางกัน (เชน สัตวเล้ือยคลานพัฒนาจนสามารถบินได และเปลี่ยนไปเปนส่ิงมีชีวิตอยางนก)  Darwin 
ยังไดเสนอแนวความคิดของการเลือกโดยธรรมชาติซ่ึงกลาววา ส่ิงมีชีวิตที่ปรับตัวเขากับส่ิงแวดลอมไดดีที่สุดจะมี
ชีวิตรอด  ดังนั้นส่ิงมีชีวิตเหลานั้นจะถูกเลือกโดยธรรมชาติ เพ่ือที่จะแพรพันธุและอยูรอดตอไป  กลไกทาง
ชีววิทยาที่เปนตัวกําหนดลักษณะของสิ่งมีชีวิตคือพันธุกรรม (genetic)  ยีน (gene) เปนพิมพเขียวพ้ืนฐานที่จะ
กําหนดลักษณะของสิ่งมีชีวิต  ความแตกตางกันของยีนระหวางส่ิงมีชีวิตในสปชีสเดียวกันจะเปนตัวกําหนดความ
ซับซอนและความหลากหลาย (เชน สีตาของมนุษย)  ความเปลี่ยนแปลงในยีนของส่ิงมีชีวิตใดอาจจะทําให
ส่ิงมีชีวิตนั้นปรับตัวเขากับส่ิงแวดลอมของมันไดดีย่ิงขึ้น  ลักษณะอีกประการหนึ่งของวิวัฒนาการคือแนวคิดของ
การมีชีวิตรอดและความเหมาะสมของ Darwin (Darwinian fitness)  การมีชีวิตรอดไดรับการนิยามวา เปน
ความสามารถของสิ่งมีชีวิตใด ๆ ที่จะถายทอดยีนของมันไปยังรุนตอไป  ดังนั้นความเหมาะสมของ Darwin คือ
ความสามารถของสิ่งมีชีวิตใด ๆ ที่จะมีชีวิตรอด และถายทอดยีนของมัน  ในเชิงปริมาณเราสามารถมองความ
เหมาะสมของ Darwin วา เปนการวัดวา ยีนใดถูกถายทอดไปยังรุนตอไป  สังเกตวา ส่ิงมีชีวิตใดยังสามารถมีคา
ความเหมาะสมสูง เมื่อส่ิงมีชีวิตนั้นถายทอดยีนของมันไปยังรุนตอไป ส่ิงมีชีวิตนี้อาจจะไมใชส่ิงมีชีวิตที่ดีที่สุด
ของประชากรที่เราคิดวา สามารถที่จะมีชีวิตรอดได  ในขณะที่ประชากรเปลี่ยนถายไปยังรุนตอไป ความ
เปล่ียนแปลงใด ๆ ในประชากรที่ชวยใหมันมีชีวิตรอดในสิ่งแวดลอมของมันสามารถตีความวา เปนความ
เปลี่ยนแปลงเล็กนอยที่วิวัฒนาการสิ่งมีชีวิตจากรูปแบบหนึ่งไปเปนอีกรูปแบบหนึ่ง  วิวัฒนาการเปนกระบวนการ
ที่คอนขางชาในทางชีววิทยา โดยจะตองใชเวลาสักระยะหนึ่ง เพ่ือใหส่ิงมีชีวิตเปลี่ยนแปลงไปจากเดิมมากๆ 
เนื่องจากความเปลี่ยนแปลงในยีนเกิดขึ้นไมบอยนักผานทางกลไก เชน การกลายพันธุ  นอกจากนี้รูปแบบของ
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ส่ิงแวดลอมจะคอนขางคงที่ ทําใหส่ิงมีชีวิตอาจจะไมมีความกดดันที่จะผลักดันใหเกิดความเปลี่ยนแปลงได  ดวย
แนวคิดนี้เราสามารถปรับเอากระบวนการวิวัฒนาการไปแกปญหาที่ยากจะแกไขได 
 
กําเนิดกลยุทธเชิงวิวัฒนาการ (Evolutionary Strategy) 
 
 ยอนกลับไปในป 1964 Rechenberg [22] และ Schwefel [23] ตั้งใจที่จะสรางหัวฉีดเจ็ต (jet nozzle) ที่
สมบูรณแบบ  หัวฉีดที่สมบูรณแบบควรจะสามารถใชเช้ือเพลิงไดอยางเต็มประสิทธิภาพ เพ่ือที่จะสรางกําลังขับ
ใหมากที่สุด  นี่เปนปญหาสําหรับวิศวกรที่ใชแบบจําลองทางคณิตศาสตรของพลศาสตรของไหลในการพยายาม
แกปญหามาเปนเวลานาน  Rechenberg และ Schwefel ระบุวา อาจจะงายกวา ถาเริ่มกับหัวฉีดที่ใชในเชิงพาณิชย
อยูแลว และวิวัฒนาการหัวฉีดเหลานั้น  พวกเขานําเอาหัวฉีดมาจํานวนหนึ่ง และแยกออกเปนสวนประกอบตาง ๆ 
พวกเขาสรางการทดลองขึ้นมาจํานวนหนึ่ง เพ่ือพยายามวิวัฒนาการใหไดหัวฉีดที่สมบูรณแบบ  พวกเขาเริ่มจาก
หัวฉีดเริ่มตนที่ทํามาจากการประกอบกันของสวนประกอบตาง ๆ  จากหัวฉีดตาง ๆ  หลังจากนั้นจึงวัด
ประสิทธิภาพของหัวฉีดที่ประกอบขึ้นมาใหมเหลานี้  แตละหัวฉีดจะถูกกําหนดคาประสิทธิภาพตัวละคา  จากคา
เหลานี้พวกเขาเริ่มเปล่ียนแปลงหัวฉีดที่ดีที่สุดจํานวนหนึ่ง โดยใชตัวดําเนินการทางพันธุกรรม (genetic operator) 
จํานวนหนึ่ง  ตัวดําเนินการทางพันธุกรรมเหลานี้นํามาจากชีววิทยาซ่ึงประกอบดวยตัวดําเนินการมิวเตชัน 
(mutation)  ตัวดําเนินการมิวเตชันเปนการเปลี่ยนแปลงเพียงเล็กนอยในส่ิงที่ประกอบกันขึ้นทั้งหมดของหัวฉีด  
หลังจากมิวเตชันแลวพวกเขาไดทําการทดสอบหัวฉีดอันใหม  หลังจากทดลองแบบนี้ซํ้าๆ อยูหลายครั้ง พวกเขา
ประสบความสําเร็จในการสรางหัวฉีดอันหนึ่งที่ดีกวาหัวฉีดใด ๆ ที่มีอยูในทองตลาด  จะเห็นวา การทดลองของ
พวกเขาไมไดใชคณิตศาสตรใด ๆ เก่ียวกับพลศาสตรของไหล  พวกเขาเพียงแคนําหัวฉีดมาจํานวนหนึ่ง แลว
วิวัฒนาการหัวฉีดเหลานั้น ซ่ึงทําใหไดคําตอบของปญหาที่ดีกวา  วิธีการแบบนี้เหมือนกับทฤษฎีวิวัฒนาการที่ 
Darwin เสนอไว 
 
การประยุกตกลยุทธเชิงวิวัฒนาการกับปญหาทางคอมพิวเตอร 
 
 ในสวนนี้เราจะกลาวถึงวิธีการประยุกตการวิวัฒนาการกับปญหาในศาสตรของคอมพิวเตอร  ในกลยุทธ
เชิงวิวัฒนาการเราหาคําตอบซ่ึงอาจจะใชวิธีแตกตางจากวิธีที่เคยทํากัน  สวนใหญเมื่อไดปญหาแลว จะแกปญหา
โดยปกติไปทีละขั้นเขาไปหาคําตอบ ๆ หนึ่ง  อยางไรก็ตามในหลายกรณีคําตอบที่ไดนั้นยังไมเปนที่พอใจ เพราะ
ในขณะที่มันเปนคําตอบ ๆ หนึ่งของปญหา แตมันอาจจะไมใชคําตอบที่ดีที่สุด  วิธีการหนึ่งในการแกปญหาแบบ
นี้คือการจัดการกับชุดของคําตอบชุดหนึ่ง วิวัฒนาการคําตอบเหลานั้น เพ่ือที่จะใหไดคําตอบที่ดีที่สุด  ดังนั้นเรา
มักจะเริ่มจากชุดของคําตอบเริ่มตน แลวประเมินวาคําตอบเหลานี้ดีขนาดไหน โดยใชเกณฑการประเมินคาความ
เหมาะสมบางอยาง  ขั้นตอไปจะเปนการกําหนดวาจะใชตัวดําเนินการทางพันธุกรรมตัวใด  มิวเตชันเปนตัวที่ใช
กันมากที่สุด เพราะทําใหเกิดการผันแปรและการเปลี่ยนแปลงในคําตอบ  เราจะไมรูวาการเปลี่ยนแปลงหนึ่งใด
ของหนึ่งในคําตอบปจจุบันจะนําไปสูคําตอบที่ดีขึ้นหรือไม  อยางไรก็ตามสําหรับประชากรเราสามารถใชเกณฑ
ความเหมาะสมตัดสินวา คําตอบที่ดีที่สุดในประชากรของเราคืออะไร  เราสามารถใชตัวดําเนินการทางพันธุกรรม
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กับคําตอบ และสรางคําตอบใหม โดยหวังวา จะดีกวากลุมพอแม  ระหวางที่เราผานกระบวนการเหลานี้เราหวังที่
จะใหคําตอบของเราดีขึ้นเรื่อย ๆ  ดวยวิธีนี้เราวิวัฒนาการคําตอบแทนที่จะแกปญหา เพ่ือที่จะหาคําตอบแบบตรง ๆ 
 
 ในขณะที่กลยุทธเชิงวิวัฒนาการมีขอดี ก็มีขอเสียเหมือนกับทุก ๆ ขั้นตอนวิธี (algorithm)  ความซับซอน
บางประการที่อาจจะเกิดขึ้น ไดแก 

- ชุดคําตอบเริ่มตน เราจะหาชุดคําตอบเริ่มตนที่เหมาะสมไดอยางไร 
- ตัวดําเนินการ จะใชตัวไหน  การใชตัวดําเนินการประกอบกันแบบหนึ่งอาจทําใหไดคําตอบที่

ตองการการประกอบกันแบบอื่นอาจใชไมได  ซ่ึงคอนขางจะเปนศิลปะในการหาชุดของ 
ตัวดําเนินการที่ใช 

- ฟงกชันความเหมาะสม เราจะประเมินความเหมาะสมของคําตอบอยางไร 
- จะหยุดเมื่อไร จะวิวัฒนาการไปเปนจํานวนกี่รุน  ถาผานไป 20 รุนแลวคําตอบไมดีขึ้นจะทําอยางไร 

จะทําตอเพ่ือหวังวาจะไดคําตอบที่ดีขึ้นหรือไม  วิวัฒนาการเปนเรื่องละเอียดออนเหมือนทาง
ชีววิทยา  เราอาจจะไมเห็นความเปลี่ยนแปลงที่ชัดเจนจากรุนหนึ่งไปยังอีกรุนหนึ่งจนกวาจะผาน
ไปแลวหลาย ๆ รุน 

 
ดังนั้นกลยุทธเชิงวิวัฒนาการเปนหลักการที่นาสนใจ แตยังคงมีขอจํากัด  กลยุทธเชิงวิวัฒนาการเหมาะ

กับปญหาที่รูวาไมสามารถหาคําตอบที่ดีที่สุดได แตตองการคําตอบที่ดี 
 

กลยุทธเชิงวิวัฒนาการประเภทตาง ๆ 
  
 กลยุทธเชิงวิวัฒนาการไดรับการพัฒนาสําหรับการทําใหเหมาะที่สุด  Rechenberg [22] และ Schwefel 
[23] ไดสรางกลยุทธเชิงวิวัฒนาการแบบแรกขึ้นในป 1964 ที่ Technical University of Berlin (TUB)  แนวคิดคือ
การเลียนแบบหลักการการวิวัฒนาการของสิ่งมีชีวิต  Rechenberg [24] กลาวไววา “วิธีวิวัฒนาการของสิ่งมีชีวิต
แสดงถึงกลยุทธที่ดีที่สุดสําหรับการปรับตัวของสิ่งมีชีวิตใหเขากับส่ิงแวดลอม...(และ)…ดังนั้นจึงคุมคาที่จะนาํเอา
หลักการของการวิวัฒนาการทางชีววิทยามาใชสําหรับการทําใหเหมาะที่สุดของระบบทางเทคนิค” 
 
 ขั้นตอนวิธีแรกที่ถูกใช ไดแก กลยุทธเชิงวิวัฒนาการที่มีสมาชิก 2 ตัวหรือ ( ) ES−+11   ในวิธีการนี้
ลูก 1 ตัว จะถูกสรางจากผูใหกําเนิด  จากนั้นสมรรถนะของลูกจะถูกเปรียบเทียบกับผูใหกําเนิดของตัวเอง และตัว
ที่เหมาะสมที่สุดใน 2 ตัว นี้จะรอดชีวิตไปยังรุนถัดไป 
 
 ตอมา ( ) ES−+11  ไดถูกปรับปรุง โดยใชแนวคิดของประชากร  Rechenberg [25] ไดเสนอกลยุทธ
เชิงวิวัฒนาการที่มีสมาชิกหลายตัวที่ผูใหกําเนิดจํานวน 1>μ  ตัว มีสวนรวมในการสรางลูก 1 ตัว  กลยุทธนี้ถูก
เรียกวา ( ) ES−+1μ   สําหรับวิธีนี้ผูใหกําเนิดทั้งหมดจะมีความนาจะเปนในการผสมพันธุเทากัน และ
เชนเดียวกันกับ ( ) ES−+11  สมาชิกที่เหมาะสมนอยที่สุดของประชากรทั้งหมดจะถูกกําจัดออกไปในแตละรุน 
 



 

9
 ( ) ES−+1μ  ไมไดเปนกลยุทธที่แพรหลายนัก แตก็ไดนําไปสูการพัฒนากลยุทธอ่ืน ๆ ในเวลาตอมา  
Schwefel [23] ไดพัฒนา ( ) ES−+ λμ  ซ่ึงเปนกลยุทธเชิงวิวัฒนาการที่ผูใหกําเนิด μ  ตัว สรางลูก λ  ตัว 
( λμ > ) ที่จะมาแขงกับผูใหกําเนิด เพ่ือที่จะเลือกผูใหกําเนิดที่เหมาะสมที่สุดสําหรับรุนตอไป  แตเนื่องจาก 
( ) ES−+ λμ  มีปญหากับคาเหมาะที่สุดเฉพาะแหง (local optimum) จึงไดเกิด ( ) ES−λμ,  ซ่ึงแตละตัวจะ
มีชวงชีวิตเพียงรุนเดียวเทานั้น 
 
นิยามสัญลักษณและสมมุติฐาน 
 
 ในบทนี้  เราสมมุติปญหาการหาคาดีที่ สุดของพารามิเตอรแบบตอเนื่อง  n  มิติ  (n-dimentional, 
continuous parameter optimization problem) ในรูปแบบ 

}|)(min{)( ** nRMxxfxff ⊆∈==
rrr  (5) 

เมื่อ  }},...,1{0|{ qjgRxM i
n ∈∀≥∈=

r  เปนเซตของจุดที่ เปนไปได  (feasible points) และ 
RRg n

i →: เปนเงื่อนไขอสมการบังคับ (inequality constraints)  Ia∈r เปนสมาชิกของปริภูมิ (individual 
space) SRI n ×= , เมื่อเซต S ของพารามิเตอรกลยุทธ (strategy parameter) ขึ้นอยูกับชนิดของกลยุทธเชิง
วิวัฒนาการ  k

k
t IaaP ∈= },...,{)( rr  เปนประชากร },{ λμ∈k ตัว ณ รุนที่ t, เมื่อตีความประชากรเปน 

มัลทิเซต (multiset) ของสมาชิกจาก I  (การซํ้ากันอาจเกิดขึ้นไดในกลุมประชากร)  N∈λμ, แสดงจํานวน
ของพอแมและของลูกตามลําดับ  ตัวดําเนินการทางพันธุกรรมแสดงโดยการสง (mappings) 

rec  : II →μ   รีคอมบเินชัน (recombination) 
mut  : II →   มิวเตชัน (mutation) 

k
μsel  : μII k →  ซีเลคชัน (selection), },{ λμλ +∈k  

ซ่ึงขึ้นกับพารามิเตอรเฉพาะของตัวดําเนินการดวย เชน ตัวแปรความยาวขั้น (step length variabilities)  
+∈ Rβττ ,, 0 สําหรับชนิดมิวเตชันและรีคอมบิเนชัน }3,2,1,0{∈ω  

 
 การทํางานหนึ่งรอบของกลยุทธเชิงวิวัฒนาการ ไดแก ขั้นตอนจากประชากร )(tP ไปยังประชากรรุน
ถัดไป )1( +tP  สามารถแสดงโดยการสง 

μμ IIoptES →:  (6) 
ดังสมการ 

)))}{mut(rec((sel)(
1

)(k
μ

)( U U
λ

=
=

i
tt

ES QPPopt  (7) 
โดย  },{ )( φtPQ∈  ขึ้ นอ ยู กั บตั วดํ า เนิ นการซี เ ลค ชัน  ( λφλμ ==− kQselection ,:),( ;  

λμλμ +==−+ kPQselection t ,:)( )( ), U คือตัวดําเนินการยูเนียน (union operator) บนมัลทิเซต 
และ I=μ  หมายความวาไมมีรีคอมบิเนชัน หรือ idrec =  
 
 สัญลักษณ ),(~ 2σξNz  แสดงตัวแปรสุมแบบแจกแจงปกติ (normally disrtributed random 
variable) ที่มีคาคาดหมาย (expectation) ξ  และความแปรปรวน (variance) 2σ   สวน )(~ ⋅Uu คือตัวแปรสุม
แบบแจกแจงเอกรูป (uniformly disrtributed random variable) 
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กลยุทธเชิงวิวัฒนาการแบบ )11( +  
 

ดังที่ไดกลาวมาแลว ES−+ )11(  มีลักษณะคือ 1== λμ , ไมมีรีคอมบิเนชัน, และมีกฏสําหรับ
การปรับเปลี่ยนขนาดของกาว (step size)  สําหรับทุกมิวเตชัน +×∈= RRxa n),( σrr ประกอบดวยเวคเตอร 
ตัวแปรเปาหมาย (object variable vector) xr  และสวนเบี่ยงเบนมาตราฐาน (standard deviation) σ   ตัว
ดําเนินการมิวเตชันประกอบดวยการปรับเปลี่ยน σmu ของ σ และมิวเตชัน xmu ของ xr  : 

σx mumumut o=  (8) 
โดยที ่

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
<⋅
>

==
5/1,
5/1,
5/1,/

)(mu:~
σ

p
pc
pc

n

n

σ
σ
σ

σσ  (9) 

 
นิยามนี้แสดงถึงกฏความสําเร็จ 1/5  (1/5-success rule) ของ Rechenberg โดยปรับปรุงคาสวนเบี่ยงเบน

มาตราฐาน σ  ทุก ๆ รุนบนพื้นฐานของความถี่สัมพัทธที่วัดได (measured relative frequency) p ของมิวเตชันที่
ประสบความสําเร็จ  ในทางทฤษฎีคา c=0.817 หามาไดโดย Schwefel สําหรับแบบจําลองทรงกลม [26] 

 
มิวเตชันของตัวแปรเปาหมายจะทําโดยการบวกการแปรผันแบบแจกแจงปกติ (normally disrtributed  

variation) ที่มีสวนเบี่ยงเบนมาตราฐาน σ~  กับองคประกอบของ xr  : 
),...,()(mu: 11x nn zxzxxx ++==

rr  (10) 
เมื่อ ),0(~ 2σii Nz   ดังนั้นจากสมการที่ 8 จะได 

)~,
~

()~),((mu)~,(mu

))(mu,(mu)),((mumu)),mut((

xx

σxσx

σσσ

σσσ

xxx

xxx
rrr

rrr

===

==
 (11) 

  
ลูกแตละตัว )~,~(~

σxa rr
=  และพอแม ),( σxa rr

=  จะผานตัวดําเนินการซีเลคชัน II →22
1 :sel  

ซ่ึงจะใหตัวที่รอดชีวิตตามการเปรียบเทียบคาฟงกชันเปาหมายของ ar  กับ a~r  : 

{ } { }
{ }⎩
⎨
⎧ ≤

=
otherwisea

xfxfaaa
,

)()~(,~
)

~
,(sel2

1 r

rrr
rr  (12) 

 
ดวยการสงแบบนี้วงหลักของ ES−+ )11( จะเปน 

{ } { } { }))mut((sel)( 2
1)11( aaaopt ES

r
U

rr
=−+  (13) 

และรหัสเทียมของขั้นตอนวิธีนี้แสดงดังตอไปนี ้
 
ALGORITHM 1 ES−+ )11(  
 ;0:=t  
 initialize { };),()( σxP t r

=  
 evaluate );(xf r  
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while )0))(( )( =tPT  do  { T  denotes a termination criterion } 
 ));,mut(()~,~( σσ xx rr

=  
 evaluate );~(xf r   { determine objective function value } 
 if ))()~(( xfxf rr

≤  { select } 
  then { };)~,~(:)1( σxP t r

=+  
  else ;: )()1( tt PP =+  

;1: += tt  
 od 
 
กลยุทธเชิงวิวัฒนาการแบบ )1( +μ  
  

นอกจาก ES−+ )11(  Rechenberg ไดเสนอกลยุทธเชิงวิวัฒนาการแบบที่มีสมาชิกหลายตัวแบบแรก
ดวย ไดแก ES−+ )1(μ  ซ่ึงมี 1>μ  

 
 กอนการมิวเตชันตัวดําเนินการรีคอมบิเนชัน rec : II →μ จะถูกใชเพ่ือที่จะสรางประชากร 1 ตัว จาก
ประชากรพอแม  จากนั้นประชากรที่ไดนั้นจะถูกนําไปมิวเตชันและผลลัพธที่ไดนั้นจะไปแทนที่ตัวที่แยที่สุดของ
ประชากรพอแมถาหากไมดอยกวาพอแมตัวที่แยที่สุด (กําจัดตัวที่แยที่สุด) หรืออาจจะกลาววา ตัวที่ดีที่สุด μ  ตัว 
จากพอแม μ  ตัวและลูกอีกหนึ่งตัวจะถูกเลือกเปนประชากรพอแมรุนถัดไป 
 
 ตัวดําเนินการรีคอมบิเนชันทํางานดวยการเลือกเวคเตอรพอแม  ς  )1( μς ≤≤  ตัว จาก μIP t ∈)(  
ดวยความนาจะเปนเอกรูป (uniform probability) และผสมกันระหวางพอแม ς  ตัว เพ่ือที่จะสรางเวคเตอรลูกหนึง่
ตัว: 

corerec o=  (14) 
เมื่อ co : ςμ II →  เลือกเวคเตอรพอแม ς  และ re : II →ς  สรางเวคเตอรลูกหนึ่งตัว  กรณี 2=ς หรือ 
รีคอมบิเนชันแบบสองเพศ (bisexual recombination) และ μς =  หรือรีคอมบิเนชันแบบครอบคลุม (global 
recombination) มักจะถูกใช 
 
 ชนิดของรีคอมบิ เนชันที่ใชอาจจะแตกตางกันสําหรับสวนตาง  ๆ  ของ  ),,( ασ

rrrr xa =  ของ 
ES−+ ),( λμ (ความหมายขององคประกอบ σr  และ αr  ดูไดจากหัวขอถัดไป)  ดังนั้นเรานิยามชนิดของ 

รีคอมบิเนชันดวยการอางถึงเวคเตอร b
r

 และ b ′
r

 โดยที่ b ′
r

 แสดงสวนของเวคเตอรลูกที่จะถูกสราง และ ikb ,  
แสดงองคประกอบที่ i ของเลข { }ς,...,1∈k  ที่ถูกเลือกไวกอนจากเซตที่ถูกเลือกโดย co   วิธี ES−+ )1(μ
ดั้งเดิมใชรีคอมบิเนชันกับเวคเตอรตัวแปรเปาหมาย xr  เทานั้น 
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 ชนิดของรีคอมบิเนชันที่ใชกันทั่วไป ไดแก 

• 0=ω : ไมมีรีคอมบิเนชัน (กรณี 1=μ  จะใชวิธีนี้)  ในกรณีนี้จะเพียงแคทําการเลือกสุมประชากร
เพียงตัวเดียว  co : II →μ  และ re : II →  เปนเพียงการสงเอกลักษณ (identity mapping) 

• 1=ω  : รีคอมบิเนชันกลางแบบครอบคลุม (global intermediary recombination) โดยองคประกอบ
เวคเตอรที่ i ของพอแมทุกตัวจะถูกเฉลี่ยเพ่ือที่จะหาคาองคประกอบของลูกที่ตําแหนงนั้น: 

∑
=

=′
ς

ς 1
,

1
k

iki bb  (15) 

• 2=ω  : รีคอมบิเนชันกลางแบบทองถ่ิน (local intermediary recombination) เปนการเลือกมา 2 ตัว 
จากพอแม ς  ตัว สําหรับแตละองคประกอบของเวคเตอร และคํานวณผลรวมถวงน้ําหนัก (weighted 
sum) ขององคประกอบนั้น ๆ ของพอแม 2 ตัว นั้น: 

ikikii bubub ,, 21
)1( −+=′  (16) 

เมื่อ ])1,0([~Uui  หรือ 2/1=iu , และ { }),...,1(~, 21 ςUkk  สําหรับลูกแตละตัว 
• 3=ω : รีคอมบิเนชันกลางแบบไมตอเนื่อง (discrete recombination) เปนวิธีที่องคประกอบเวคเตอร

แตละตัวถูกคัดลอกจากองคประกอบนั้นของพอแมที่ถูกสุมเลือกจากพอแม ς  ตัว: 
iki i

bb ,=′  (17) 
 เมื่อ { }),...,1(~ ςUki โดยสุมสําหรับแตละ i  
 
 จากสมการที่ 7 วงหลักของ ES−+ )1(μ สามารถเขียนไดดังนี ้

{ } )))mut(rec((sel)( )()(1)(
)1(

ttt
ES PPPopt U+

−+ = μ
μμ  (18) 

  
ตัวดําเนินการซีเลคชันจะใหเซตของตัวที่ดีที่สุด μ  ตัว ของอารกิวเมนต (argument) ของมัน หรือ 
PP ~)(selk

μ =  เมื่อ μμ ≥== kPP ,~ , และ 
)~()(:~:~~ xfxfPPaPa rrrr

≤−∈∃∈∀  (19) 
 
ขั้นตอนวิธีที่ 2 แสดงรหัสเทียมของ ES−+ )1(μ  
 

ALGORITHM 2 ES−+ )1(μ  
 ;0:=t  
 initialize { } ;,...,1

)0( μ
μ IxxP ∈=
rr  

 evaluate );(),...,( 1 μxfxf rr  
while )0))(( )( =tPT  do   
 ));mut(rec(~ )(tPx =r  
 evaluate );~(xf r   
 { } );)

~
((: )(1)1( tt PxselP U
r++ = μ

μ  
 ;1: += tt  
od 
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กลยุทธเชิงวิวัฒนาการแบบ ),( λμ  และ )( λμ +  
  

ประชากรแตละตัวใน ES−),( λμ  จะมาพรอมกับเซตของพารามิเตอรที่แสดงการแจกแจงปกติ 
(normal distribution) n  มิติ สําหรับมิวเตชันประชากรแตละตัว: 

σσ ππ nnn RRI ],[−××= +  (20) 
กลาวคือ σσ ππ nnRS ],[−×=  
 
 ประชากรใดๆ Ixa ∈= ),,( ασ

rrrr  ประกอบดวยสวนตางๆ ดังนี ้
• nRx∈r  : เวคเตอรของตัวแปรเปาหมาย สวนนี้เปนเพียงสวนเดียวของ ar  ที่เขาสูฟงกชันเปาหมาย 

(objective function) 
• σσ nR+∈

r  : เวคเตอรของสวนเบี่ยงเบนมาตราฐาน )1( nn ≤≤ σ  ของแจกแจงปกต ิ
• σππα n],[−∈

r  : เวคเตอรของมุมเอียง (inclination angles) )1()2/(( −⋅−= σσα nnnn  ซ่ึง
กําหนดมิวเตชันแบบเทียบสัมพันธเชิงเสน (linearly correlated mutations) ของตัวแปรเปาหมาย xr  
 
พารามิเตอร σr  และ  αr  เปนตัวกําหนดความแปรปรวนและความแปรปรวนรวมเกี่ยว (covariance) 

ของการแจกแจงปกติ n  มิติ 
 

 ปริมาณของพารามิเตอรที่ติดกับประชากรสามารถเปลี่ยนแปลงไดโดยผูใชขึ้นอยูกับองศาเสรี (degree of 
freedom) ที่ฟงกชันเปาหมายตองการ  คาที่ใชกันทั่วไป ไดแก 

• 0,1 == ασ nn  : มิวเตชันมาตราฐานที่มีสวนเบี่ยงเบนมาตราฐานหนึ่งคาที่ควบคุมมิวเตชันของทุก
องคประกอบของ xr  

• 0, == ασ nnn  : มิวเตชันมาตราฐานที่มีขนาดกาว (step sizes) ของประชากรแตละตัว nσσ ,...,1  
ที่ควบคุมมิวเตชันของตัวแปรเปาหมายนั้นๆ ix  โดยแยกจากกัน 

• 2/)1(, −⋅== nnnnn ασ  : มิวเตชันแบบเทียบสัมพันธที่มีเมทริกซความแปรปรวนรวมเกี่ยว
สําหรับแตละตัว 

• 1,2 −== nnn ασ  : ไปในทิศทางใดทิศทางหนึ่งของปริภูมิของคําตอบดวยความแปรปรวน 2
1σ  

โดย 2
2σ  เปนความแปรปรวนในทิศทางอื่น ๆ ทั้งหมดที่ตั้งฉากกับทิศทางแรก 

 
แนวคิดพ้ืนฐานของมิวเตชันแบบเทียบสัมพันธสําหรับกรณี 1,2,2 === ασ nnn  แสดงในรูปที่ 3  

ในรูปจะแสดงเสนความหนาแนนของความนาจะเปนของมิวเตชันที่เทากัน (equal mutation probability density) 
ของการแจกแจงปกติ 2 มิติ  จะเห็นวา สวนเบี่ยงเบนมาตราฐาน 1σ  และ 2σ  จะกําหนดความสัมพันธของความ
ยาวของแกนหลักของทรงรีไฮเพอร (hyperellipsoid) และ 12α  แสดงมุมหมุน (rotation angle) ของทรงรีไฮเพอร
นั้น  ในกรณีทั่วไปของมิวเตชันแบบเทียบสัมพันธ ทรงรีไฮเพอรอาจจะวางตัวอยางไรก็ไดในปริภูมิ n  มิติ 

 
ตามโครงสรางทั่วไปของประชากรแตละตัวเราจะนิยามตัวดําเนินการมิวเตชัน mut  : II →  ดังนี ้

)mu(mumumut ασx ×= o  (21) 
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12α
2xΔ

1xΔ

2=n

1σ
2σ

 
รูปที่ 3 แสดงทรงรีมิวเตชันสําหรบักรณี 1,2,2 === ασ nnn  

 
 ตัวดําเนินการนั้นจะถูกใชหลังจากรีคอมบิเนชันกับประชากรแตละตัว 

)ˆ,...,ˆ,ˆ,...,ˆ,ˆ,...,ˆ(ˆ
111 ασ

αασσ nnnxxa =r  (22) 
และเริ่มดวยมิวเตชันพารามิเตอร σ̂r  และ  α̂r   จากนั้นจึงปรับ xr  ตามพารามิเตอรชุดใหมที่ไดจากมิวเตชัน σ̂r   
และ α̂r  : 

• σmu  : σσ nn RR ++ → มิวเตชัน σ̂r  : 
σσσσ

σσ

~
:))exp(ˆ),...,exp(ˆ(:)ˆ(mu 0011σ
rr

=++= zzzz nn  (23) 
 เมื่อ { }σττ niNzNz i ,...,1),0(~),,0(~ 22

00 ∈∀  
• αmu  : αα nn RR → มิวเตชัน α̂r  : 

αααα
ααα

~
:)ˆ,...,ˆ(:)ˆ(mu 11
rr

=++= nn zz  (24) 
 เมื่อ { }αβ niNzi ,...,1),0(~ 2 ∈∀  
• αmu  : αα nn RR → มิวเตชัน xr  โดยใช σ̂r  และ  α̂r  ที่มิวเตชันเรียบรอยแลว: 

xcorxcorxx nnx
~

:))
~

,
~

(ˆ),...,
~

,
~

(ˆ(:)(mu 11
rrrrrr

=++= ασασ  (25) 
 เมื่อ ))

~
,

~
(),...,

~
,

~
((: 1 ασασ

rrrrr
ncorcorroc =  เปนเวคเตอรสุม (random vector) ที่มีองคประกอบที่

เทียบสัมพันธแบบแจงแจงปกติ  เวคเตอร rocr สามารถคํานวณจาก zroc rr T=  โดยที่ ),...,( 1 nzzz =r  เมื่อ 
{ }σσ niNz ii ,...,1)~,0(~ 2 ∈∀  และ 

∏∏
−

= +=

=
1

1 1

)~(
σ σ

α
n

p

n

pq
jpqTT  

โดย qnppnj +−+−= σσ 2)1)(2(
2
1  [27]  เมทริกซหมุน (rotation matrices) )~( jpq αT  เปนเมทริกซ

หนึ่งหนวย (unit matrices) ยกเวน )cos( jqqpp tt α==  และ )sin( jqppq tt α−=−=  
 
 ถาใชตัวดําเนินการมิวเตชัน, รีคอมบิเนชัน, และซีเลคชันดวยกัน เราจะไดวงหลักของ ES−),( λμ  
ดังนี้ 
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{ })))mut(rec((sel)(

1
)()(

),( U
λλ

μλμ =− =
i

tt
ES PPopt  (26) 

 ดังสมการที่ 19  ซีเลคชันจะใหเซตที่ประกอบดวยประชากรที่ดีที่สุด μ  ตัว ของเซตอารกิวเมนตที่มี
ขนาด λ  
 
 ในกรณีของ ES−+ )( λμ  วงหลักจะเปลี่ยนแปลงเพียงเล็กนอยโดยการพิจารณาประชากรพอแม
ดวยซ่ึงจะทําใหเซตอารกิวเมนตของซีเลคชันมีขนาด λμ +  : 

{ } )))mut(rec((sel)(
1

)()()(
)( U U

λλ
μλμ =−+ =

i
ttt

ES PPPopt  (27) 
 

ขั้นตอนวิธีที่ 3 ES−),( λμ  ในรูปแบบของรหัสเทียม :  
 

ALGORITHM 3 ES−),( λμ  
 ;0:=t  
 initialize { } ;,...,1

)0( μ
μ IaaP ∈=
rr  

 evaluate );(),...,( 1 μxfxf rr  
while )0))(( )( =tPT  do  
 ;~ φ=P   
 for 1:=i  to λ  do 
  ));mut(rec(:)

~
,~,~( )(tPx =ασ
rrr  

  evaluate );~(xf r   
  { };)

~
,~,~(~:~ ασ
rrr

U xPP =  
 od 
 );~(:)1( PselP t λ

μ=+  
 ;1: += tt  
od 

 
สรุปทายบท 
  

กลยุทธเชิงวิวัฒนาการเปนวิธีการหาคําตอบที่ประยุกตมาจากหลักการวิวัฒนาการของธรรมชาติ เริ่มจาก
การสรางประชากรที่เปนคําตอบเริ่มตนขึ้นมา ใชตัวดําเนินการกับประชากร ประเมินและเลือกประชากรที่จะมี
ชีวิตรอดในรุนตอไป จนกวาจะไดคําตอบตามเงื่อนไขที่กําหนดไว  บทนี้ไดกลาวถึงรายละเอียดและวิธีการตาง ๆ 
ของกลยุทธ เ ชิง วิ วัฒนาการ   ขอมูลเ พ่ิมเติม เกี่ ยว กับกลยุทธ เ ชิง วิ วัฒนาการสามารถหาไดจาก  [28]



บทที ่3 
 

การประมาณดวยพหุนามเทยเลอร 
 

บางครั้ง เราพบกับฟงกชันทางคณิตศาสตรที่ซับซอนที่มีชวงโดเมน (domain) กวางในสถานการณที่เรา
ตองการพหุนามงาย ๆ แมวาจะเปนการประมาณที่ดีเฉพาะชวงที่จํากัดเทานั้น  ตัวอยาง เชน แรงที่ยึดเหนี่ยว
อะตอมเขาดวยกันในโมเลกุลที่มี 2 อะตอม เปนฟงกชันของระยะทางระหวางอะตอมซึ่งมีความซับซอนมาก
เกินไปฟงกชันหนึ่ง  ถาเราพยายามที่จะใชฟงกชันนี้โดยตรง เราจะพบวา เกือบจะเปนไปไมไดเลยที่จะคํานวณการ
เคล่ือนที่เนื่องจากการสั่นของอะตอม  แมวาเราทําสําเร็จ เราจะไดความเขาใจเพิ่มขึ้นมาเพียงเล็กนอยเทานั้น  
อยางไรก็ตามถาเราแทนที่ฟงกชันที่ซับซอนนี้ดวยพหุนามอยางงายที่ใกลเคียงกับฟงกชันนี้มากที่สุด เราจะ
สามารถคํานวณการเคลื่อนที่ของอะตอมไดโดยงาย  การประมาณดังกลาวมีความสําคัญอยางมากในงานแขนงตาง 
ๆ เชน กลศาสตร เคมี ฟสิกส ฯลฯ [29] 

 
 สมมุติวา เรามีฟงกชัน f   ถาเราทราบคาของ f และอนุพันธยอยของ f ที่จุด ( )naaa ,...,, 21  เรา
สามารถใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor’s series) ประเมินคา f ที่จุด ( )nxxx ,...,, 21  ได [30] ดังสมการที่ 28 
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อนุกรมเทยเลอรเปนอนุกรมไมจํากัด  แตถาจุด ( )nxxx ,...,, 21  อยูใกลกับจุด ( )naaa ,...,, 21  เรา

อาจจะตัดเทอมหลัง ๆ ของอนุกรมออกไปได ทําใหกลายเปนพหุนามอยางงายที่เรียกวาพหุนามเทยเลอร [31]  ถา
เราตัดเทอมของอนุกรมเทยเลอรออกจนพหุนามเทยเลอรที่ไดมีอนุพันธยอยอันดับอันดับแรกเปนอันดับสูงสุด เรา
จะไดพหุนามเทยเลอรอันดับแรกดังสมการที่ 29 
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เมื่อ  ( )nxxx ,...,,f 21  คือคาของฟงก ชันรอบจุด  ( )naaa ,...,, 21  และ  ( )n
k

aaa
x

,...,,f 21∂
∂  คือ

สัมประสิทธ์ิของพหุนามเทยเลอรรอบจุด ( )naaa ,...,, 21  
 
สรุปทายบท 
 
 เราสามารถประมาณฟงกชันทางคณิตศาสตรที่ซับซอนที่มีชวงโดเมนกวางในสถานการณที่เราตองการ 
ดวยพหุนามอยางงายที่ไดมาจากอนุกรมเทยเลอรเรียกวาพหุนามเทยเลอร ทําใหเราสามารถทําการคํานวณไดงาย
ขึ้น   การประมาณดังกลาวมีความสําคัญอยางมากในงานแขนงตาง  ๆ เชน  กลศาสตร เคมี  ฟสิกส ฯลฯ



บทที ่4 
 

ระบบเซอรโวเชิงภาพและจาโคเบียนเชิงภาพ 
 
บทนี้จะกลาวถึงการควบคุมหุนยนตแบบเซอรโวเชิงภาพตั้งแตหัวขอตัวแบบของกลอง ระบบเซอรโว

เชิงภาพ (visual servo system) แบบตาง ๆ และจาโคเบียนเชิงภาพ (image Jacobian) 
 
ระบบเซอรโวเชิงภาพ (Visual Servo System) 

 
การควบคุมหุนยนตโดยใชขอมูลปอนกลับจากระบบการมองเห็นถูกนํามาใช เพ่ือเพ่ิมความยืดหยุนและ

ความถูกตองของระบบหุนยนต  ระบบการควบคุมหุนยนตแบบนี้เรียกวาระบบเซอรโวเชิงภาพ [1]  ระบบ 
เซอรโวเชิงภาพสามารถนําไปประยุกตใชในงานดานตาง ๆ ไดอยางกวางขวาง เชน การผลิต (การหยิบวัตถุบน
สายพานและการประกอบชิ้นสวน), การควบคุมพวงมาลัยรถยนต, การจอดเครื่องบิน, การทําใหสมดุล, การ
ทํางานระยะไกล เปนตน  แมวาระบบเซอรโวเชิงภาพไดเกิดขึ้นมาเปนเวลานานแลว การประยุกตใชงาน
เทคโนโลยีนี้ยังคงถูกจํากัด เนื่องจากความตองการฮารดแวรประสิทธิภาพสูงที่มีราคาแพง  อยางไรก็ตามอุปกรณ 
เชน กลอง, ฮารดแวรประมวลผลภาพ, คอมพิวเตอร ฯลฯ มีราคาถูกลง และมีแนวโนมที่จะถูกลงอีกในอนาคต  อีก
ทั้งกลองในทองตลาดปจจุบันเปนกลองที่มีประสิทธิภาพสูง เชน มีความละเอียดภาพ (image resolution) สูงกวา
มาตรฐานของโทรทัศนซ่ึงเปนขอจํากัดของกลองมาเปนเวลานาน [2]  เนื่องจากประโยชนในการประยุกตใชงาน, 
เทคโนโลยีที่มีความสามารถสูงขึ้นในปจจุบัน, และแนวโนมของราคาดังที่ไดกลาวมา ระบบเซอรโวเชิงภาพจะมี
ความสําคัญ และกลายเปนระบบควบคุมสําหรับหุนยนตทั่วไปในอนาคต 
 
ตัวแบบการฉายของกลอง (Camera Projection Models) 

 
เพ่ือที่จะควบคุมหุนยนตโดยใชขอมูลจากระบบการมองเห็น เราจึงตองศึกษากระบวนการเกิดภาพที่

จําเปน  กลองแตละตัวจะประกอบดวยเลนส (lens) ที่ทําใหเกิดการฉาย 2 มิติ (2D projection) ลงบนระนาบภาพที่
มีตัวรับรู (sensor) อยู  การฉายนี้ทําใหขอมูลความลึกหายไป  ดังนั้นแตละจุดบนระนาบภาพจะเปนรังสี (ray) ใน
ปริภูมิ 3 มิติ (3D space)  เพราะฉะนั้นจึงตองการขอมูลเพ่ิมเติมเพ่ือที่จะระบุพิกัด 3 มิติ จากจุดบนระนาบภาพ 
ขอมูลนี้อาจมาจากกลองหลาย ๆ ตัว, หลาย ๆ มุมมองโดยกลองตัวเดียว, หรือความรูเก่ียวกับความสัมพันธทาง
เรขาคณิตระหวางจุดหลาย ๆ จุดบนเปาหมาย  ในสวนนี้จะอธิบายตัวแบบการฉาย 3 แบบ ที่ใชกันอยางกวางขวาง
ในการจําลองกระบวนการสรางภาพ ไดแก การฉายเชิงทัศนมิติ (perspective projection),  การฉายเชิงเสนตั้งฉาก
ตามมาตรา (scaled orthographic projection), และการฉายเชิงสัมพรรค (affine projrection) 

 
 สําหรับตัวแบบการฉายแตละแบบเรากําหนดระบบพิกัดกลองดวยแกน X  และ Y  เพ่ือเปนพ้ืนฐาน
สําหรับระนาบภาพ โดยใหแกน Z  ตั้งฉากกับระนาบภาพ (แนวเดียวกันกับแกนเชิงแสง – optical axis) และมีจุด
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กําเนิด (origin) อยูที่ระยะ λ  หลังระนาบภาพ โดยที่ λ  เปนความยาวโฟกัส (focal length) ของเลนสของกลอง
ดังแสดงในรุปที่ 4 
 

view point

image
object

image plane
),,( zyxP =

),( vu

λ

X

Y

Z

 
รูปที่ 4 กรอบพิกัดสําหรับระบบกลอง 

 
1. การฉายเชิงทัศนมิติ (perspective projection) : ถากลองถูกจําลองโดยใชการฉายเชิงทัศนมิติ (ดู [ 32]) 

จุด Tc zyx ],,[=P  ซ่ึงพิกัดอยูในรูปกรอบพิกัด (coordinate frame) ของกลอง c จะฉายลงบนระนาบภาพที่มี
พิกัด Tvu ],[=p  ไดเปน 
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ถาพิกัดของ P  อยูในรูปกรอบพิกัด x  เราจะตองทําการแปลงพิกัด )( PP x
x

cc x=  กอน 
 2. การฉายเชิงเสนตั้งฉากตามมาตรา (scaled orthographic projection) : การฉายเชิงทัศนมิติเปนการสง
แบบไมเชิงเสน (nonlinear) จากคารทีเซียนไปยังพิกัดภาพ  ในหลายกรณี เปนไปไดที่จะประมาณการสงนี้โดยการ
ฉายเชิงเสนตั้งฉากตามมาตราซึ่งเปนการสงเชิงเสนภายใตตัวแบบนี้  พิกัดภาพสําหรับจุด Pc จะเปน 
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เมื่อ s  คือตัวประกอบมาตราคงที่ (fixed scale factor) 
 ตัวแบบการฉายเชิงเสนตั้งฉากตามมาตราเหมาะสําหรับกรณีที่ความลึกสัมพัทธของจุดคอนขางนอย เมื่อ
เทียบกับระยะทางจากกลองไปยังฉาก เชน เครื่องบินบินอยูในทองฟาหรือกลองที่มีความยาวโฟกัสคอนขางยาว
วางอยูหลายเมตรจากปริภูมิงาน (workspace) 
 3. การฉายเชิงสัมพรรค (affine projrection) : เปนการประมาณการฉายเชิงทัศนมิติอีกแบบหนึ่งที่เปน
การประมาณเชิงเสน  ในกรณีนี้พิกัดภาพสําหรับการฉายของจุด Pc  จะเปน 
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เมื่อ A  คือเมทริกซขนาด 32× ใด ๆ และ c คือเวคเตอรขนาด 2 ใด ๆ 
 จะเห็นวา การฉายเชิงเสนตั้งฉากตามมาตราเปนกรณีพิเศษของการฉายเชิงสัมพรรค  การฉายเชิง 
สัมพรรคอาจไมตรงกับสถานการณการเกิดภาพใด ๆ โดยเฉพาะ แตเปนการประมาณการฉายเชิงทัศนมิติที่ดีใน
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บริเวณแคบเฉพาะบริเวณ  เนื่องจากตัวแบบเปนแบบเชิงเสน A  และ c จึงสามารถคํานวณไดงายโดยใชเทคนิค
การถดถอยเชิงเสน [33] ทําใหลดความซับซอนของปญหาไปไดมาก 
 
สถาปตยกรรมการเซอรโว (Servoing Architectures) 
 
 ระบบเซอรโวเชิงภาพสามารถจําแนกตามลักษณะอินพุตของสวนควบคุมได 2 ประเภท ไดแก ระบบบน
พ้ืนฐานตําแหนง (position-based system) และระบบบนพื้นฐานภาพ (image-based system) [5] 
 
 ในระบบบนพื้นฐานตําแหนง ลักษณะเฉพาะเชิงภาพ (image feature) เชน สัญลักษณที่ทําไวที่จุดปลาย
ของแขนหุนยนต จะถูกดึงออกมาจากภาพ 2 มิติ แลวใชขอมูลทางเรขาคณิตกับตัวแบบของกลอง เพ่ือที่จะ
ประมาณตําแหนงในโลกจริงดังรูปที่ 5 
 

ส่วนควบคุม

ส่วนประมวลผล
ลักษณะเฉพาะเชิงภาพส่วนประมาณตำแหน่ง

หุ่นยนต์ กล้อง+

- ภาพ 2 มิติ

ตำแหน่งของ
เป้าหมาย

ตำแหน่งของ
หุ่นยนต์

 
รูปที่ 5 ระบบเซอรโวเชิงภาพบนพ้ืนฐานตําแหนง 

 
สวนระบบบนพื้นฐานภาพ คาที่ปอนกลับไปจะอยูในรูปแบบคาที่ไดจากลักษณะเฉพาะเชิงภาพที่เรียกวา

พารามิเตอรลักษณะเฉพาะเชิงภาพ (image feature parameter) โดยตรง เชน คาพิกัดระนาบภาพ (image plane 
coordinates) ของลักษณะเฉพาะเชิงภาพ  จะเห็นวา ระบบบนพื้นฐานของภาพจะไมตองแปลความหมายของภาพ
เปนตําแหนงในโลกจริง ทําใหลดปญหาความผิดพลาดเนื่องจากการสรางแบบจําลองของกลอง  โครงสรางของ
ระบบบนพื้นฐานภาพแสดงดังรูปที่ 6 

 

 
รูปที่ 6 ระบบเซอรโวเชิงภาพบนพ้ืนฐานภาพ 
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จาโคเบียนเชิงภาพ (Image Jacobian) 
 

ในระบบบนพื้นฐานภาพ อินพุตของสวนควบคุมจะอยูในรูปแบบพารามิเตอรลักษณะเฉพาะเชิงภาพ 
ในขณะที่อินพุตของหุนยนตมักจะอยูในรูปแบบพิกัดขอตอของหุนยนตหรือตําแหนงของหุนยนต  เพราะฉะนั้น 
จึงจําเปนจะตองสัมพันธความเปลี่ยนแปลงของพารามิเตอรลักษณะเฉพาะเชิงภาพกับความเปลี่ยนแปลงของ
ตําแหนงของหุนยนต  เมทริกซที่ทําหนาที่นี้เรียกวา จาโคเบียนเชิงภาพ [2] โดยมีความสัมพันธ คือ  

( )ΔrrJΔf =  (33) 
เมื่อ )(rJ  คือจาโคเบียนเชิงภาพซ่ึงเปนฟงกชันของตําแหนง โดยสมการของฟงกชันจะขึ้นอยูกับโครงแบบและ
ตัวแบบของระบบ, Δf  คือเวคเตอรของความเปลี่ยนแปลงของพารามิเตอรลักษณะเฉพาะเชิงภาพ, และ Δr  คือ 
เวคเตอรของความเปลี่ยนแปลงของตําแหนงของหุนยนต 
 
 จาโคเบียนเชิงภาพเปนที่รูจักครั้งแรกโดย Sanderson, Weiss, และ Neuman [7] ในช่ือของ 
ฟเตอรเซนซิทิวิทีเมทริกซ (feature sensitivity matrix)  นอกจากนี้จาโคเบียนเชิงภาพยังถูกอางถึงในนาม 
อินเตอแรกชันเมทริกซ (interaction matrix) [8] และบีเมทริกซ (B matrix) [9], [10]  ตัวอยางการประยุกตใชงาน 
จาโคเบียนเชิงภาพสามารถหาไดจาก [11], [12], [13] 
 
สรุปทายบท 
  

ระบบเซอรโวเชิงภาพเปนการควบคุมหุนยนตโดยใชขอมูลปอนกลับจากระบบการมองเห็นถูกนํามาใช 
เพ่ือเพ่ิมความยืดหยุนและความถูกตองของระบบหุนยนต  เนื่องจากประโยชนในการประยุกตใชงาน, เทคโนโลยี
ที่มีความสามารถสูงขึ้นในปจจุบัน, และแนวโนมของราคาดังที่ไดกลาวมา ระบบเซอรโวเชิงภาพจะมีความสําคัญ  
และกลายเปนระบบควบคุมสําหรับหุนยนตทั่วไปในอนาคต 



บทที ่5 
 

วิธีการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพ 
 
ในระบบเซอรโวเชิงภาพที่ใชจาโคเบียนเชิงภาพ การประมาณจาโคเบียนเชิงภาพเปนส่ิงจําเปน  วิธีการ

ประมาณที่ใหคาจาโคเบียนเชิงภาพที่เหมาะสม จะทําใหระบบมีความผิดพลาดในการเคลื่อนที่ลดนอยลง  ในบทนี้
เราจะวิเคราะหวิธีการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพที่เราจะใชเปรียบเทียบในการทดลองอยางละเอียด 4 วิธี ไดแก  
 1. วิธีของงานวิจัยของ Conkie และ Chongstitvatana [14] 
 2. วิธีของงานวิจัยของ Jagersand, Nelson, และ Fuentes [3], [15], [16] 
 3. วิธีของงานวิจัยของ Kata Praditwong และ Prabhas Chongstitvatana [19], [20] 
 4. วิธีของงานวิจัยนี้ 
 
 เพ่ือประโยชนในการวิเคราะหและเปรียบเทียบวิธีการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพแบบตาง ๆ เราจะ
สมมุติสถานการณอางอิงสําหรับใชรวมกันในวิธีการแบบตาง ๆ ดังนี้ 
 
 สมมุติในอดีตที่ผานมาหุนยนตไดเคลื่อนที่เปนลําดับจากจุด 1 ไปยังจุด 2 และจุด 2 ไปยังจุด 3 โดย
ปจจุบันหุนยนตอยูที่จุด 3 แลวกําลังตองการที่จะเคลื่อนหุนยนตจากจุด 3 ไปจุด 4 ดังรูปที่ 7 ดังนั้นส่ิงที่ตองทําคือ
การหาคาจาโคเบียนเชิงภาพที่จุด 3 หรือ 3J  เพ่ือที่จะใชในการหาคาเวคเตอรของความเปลี่ยนแปลงของตําแหนง
ของหุนยนต 43→Δr  จากสมการ 43343 →→ = ΔrJΔf แลวจึงนําคา 43→Δr  ที่ไดไปใชในการเคลื่อนที่หุนยนต
จริงดังแผนภาพในรูปที่ 8 
 

43343 →→ = ΔrJΔf

43→Δf

3J

 
รูปที่ 7 ตําแหนงของสถานการณอางอิงที่จะใชในการวิเคราะหและเปรียบเทียบวิธีการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพ

แบบตาง ๆ 
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กําหนดเปาหมาย (จุด 4)

หา จาก43→Δf 34 ff −

หา จาก43→Δr 43343 →→ = ΔrJΔf

คํานวณ 3J

เคลื่อนหุนยนตโดยใช 43→Δr

...

หุนยนตเคลื่อนมายังจุด 3

...

 
รูปที่ 8 แผนภาพแสดงขั้นตอนของสถานการณอางอิง 

 
 สวนตอไปของบทนี้จะแสดงการวิเคราะหและเปรียบเทียบวิธีการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพแบบ 
ตาง ๆ ในการหาคาจาโคเบียนเชิงภาพที่จุด 3 หรือ 3J  
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วิธีของงานวิจัยของ Conkie และ Chongstitvatana [14] 

 
ป 1990 Conkie และ Chongstitvatana ไดประมาณจาโคเบียนเชิงภาพขนาด 33×  โดยประมาณคา 

จาโคเบียนเชิงภาพเพียงครั้งเดียวที่จุดเริ่มตน แลวใชคาจาโคเบียนเชิงภาพนั้นเพียงคาเดียวตลอดการเคล่ือนที ่
 
การประมาณคาจาโคเบียนเชิงภาพดวยวิธีนี้จะใชการเคลื่อนที่ทดสอบหุนยนตที่จุดเริ่มตนคือจุดที่ 1  เมือ่

เคลื่อนเสร็จแลว จะเคลื่อนหุนยนตกลับมายังจุดเดิมเพ่ือทําการเคลื่อนที่ครั้งตอไป  โดยจะทําการเคลื่อนที่ทดสอบ
จํานวน 3 ครั้ง  สมมุติในการทดสอบแตละครั้งเราสั่งใหหุนยนตเคลื่อนที่ไป [ ]Tar 0,0,Δ , [ ]Tbr 0,,0 Δ , และ 
[ ]TcrΔ,0,0  ทําใหได เ วคเตอรของความเปลี่ ยนแปลงของพารามิ เตอร ลักษณะเฉพาะเชิงภาพเปน 
[ ]Tazayax fff ΔΔΔ ,, , [ ]Tbzbybx fff ΔΔΔ ,, , และ  [ ]Tczcycx fff ΔΔΔ ,,  ตามลําดับดังรูปที่ 9 

 

43343 →→ = ΔrJΔf

43→Δf

13 JJ =

[ ]Tazayax fff ΔΔΔ ,, [ ]Tbzbybx fff ΔΔΔ ,,

[ ]Tczcycx fff ΔΔΔ ,,

1J

 
รูปที่ 9 ตําแหนงของสถานการณอางอิงสําหรับวิธีการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพของ Conkie และ 

Chongstitvatana 
 

 จากนิยามคาจาโคเบียนเชิงภาพ ΔrJΔf = ดังนั้นคาจาโคเบียนเชิงภาพ 1J  ที่ไดจากการทดสอบจะ
เปน 
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1J  (34) 

 
หลังจากทําการคลื่อนที่ทดสอบเสร็จ หุนยนตจึงเริ่มเคล่ือนที่จริง โดยใหคาจาโคเบียนเชิงภาพของทุกจุด

เทากับ 1J  
 
ในสถานการณอางอิงคาจาโคเบียนเชิงภาพที่ตองการหาคือคาจาโคเบียนเชิงภาพที่จุด 3 หรือ 3J  ซ่ึง

วิธีการประมาณนี้จะให 3J  มีคาเทากับคา 1J  ที่หาไดจากขางตนดังแผนภาพในรูปที่ 10 
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รูปที่ 10 แผนภาพแสดงขัน้ตอนของวิธีการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพของ Conkie และ Chongstitvatana 

 
อยางไรก็ตามคาจาโคเบียนเชิงภาพที่ไดนี้จะใชไดดีเฉพาะบริเวณใกลจุดที่ประมาณคือจุดที่ 1 เทานั้น 

 
วิธีของงานวิจัยของ Jagersand, Nelson, และ Fuentes [3], [15], [16] 
  

ในป 1996-1997 Jagersand, Fuentes, และ Nelson พยายามปรับคาจาโคเบียนเชิงภาพใหสอดคลองกับ
ขอมูลการเคลื่อนที่ครั้ งที่แลว  โดย  Jagersand และคณะใชการทําให เหมาะที่ สุดไม เ ชิงเสน  (nonlinear 
optimization) ที่เรียกวาวิธีบรอยเดน (Broyden method) ปรับคาจาโคเบียนเชิงภาพตลอดการเคลื่อนที่ 

 
 ในสถานการณอางอิงเราตองการจะประมาณจาโคเบียนเชิงภาพ เพ่ือที่จะเคลื่อนหุนยนตจากจุด 3 ไปจุด 
4 ดงัรูปที่ 11  สังเกตวาครั้งสุดทายเราเคลื่อนที่จากจุดที่ 2 มายังจุดที่ 3  ดังนั้นขอมูลการเคลื่อนที่ครั้งลาสุด ไดแก 
เวคเตอรของความเปลี่ยนแปลงของตําแหนงของหุนยนต 32→Δr  และเวคเตอรของความเปลี่ยนแปลงของ
พารามิเตอรลักษณะเฉพาะเชิงภาพ 32→Δf  
 

43343 →→ = ΔrJΔf

43→Δf

23 JJ =
2J

32→Δf

32232 →→ = ΔrJΔf1J
 

รูปที่ 11 ตําแหนงของสถานการณอางอิงสําหรับวิธีการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพของ Jagersand, Nelson, และ 
Fuentes 
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 Jagersand และคณะไดหาคาจาโคเบียนเชิงภาพที่สอดคลองกับขอมูลการเคลื่อนที่ครั้งที่แลว โดย
พยายามใหเปนไปตามสมการ  

32232 →→ = ΔrJΔf  (35) 
 เนื่องจากสมการที่ 2 เปนสมการซีแคนต (secant equation) จึงมีคา 2J  ไดหลายคําตอบ 
 
 Jagersand และคณะไดแกสมการที่ 35 โดยการแปลงระบบพิกัดปจจุบัน O  ไปเปน O′  ที่ทําให 

32→Δr  เปนฐานหลัก (basis) ของ O′   ถาใชเมตริกซแปลง P  ในการแปลง เราจะไดคุณสมบัติของระบบพิกัด 
ดังนี้ 
 1. TPP =−1  (36) ; คุณสมบัติของการแปลงระบบพิกัดเชิงตั้งฉากปกติ (orthonormal coordinate 
transformation) ที่มีจุดกําเนิดที่จุดเดียวกัน 

2. 3232 →→ ′= rPΔΔr  (37) และ 3232 →→ =′ ΔrPrΔ T  (38) ; เนื่องจาก P  เปนเมตริกซ
แปลงจาก O  ไปเปน O′  และสมการที่ 36 

3. 3232 →→ ′= fPΔΔf (39) และ 3232 →→ =′ ΔfPfΔ T  (40) ; เนื่องจาก P  เปน
เมตริกซแปลงจาก O  ไปเปน O′  และสมการที่ 36 

4. PJPJ 22
T=′  (41)  

พิสูจน 
  32232 →→ = ΔrJΔf   ; จากสมการที่ 35 

32232 →→ ′=′ rΔJPfPΔ  ; แทน 32→Δf และ 32→Δr ดวยสมการที่ 39 และ 37 

322
1

32 →
−

→ ′=′ rPΔJPfΔ  ; คูณดานซายทั้งสองขางของสมการดวย 1−P   
32232 →→ ′=′ rPΔJPfΔ T  ; จากสมการที่  36 TPP =−1  

322322 →→ ′=′′ rPΔJPrΔJ T ; จาก 32232 →→ ′′=′ rΔJfΔ  
PJPJ 22

T=′   ; คูณดานขวาทั้งสองขางของสมการดวย 1
32
−

→′rΔ  
 

 พิจารณาระบบพิกัด O′  32→′rΔ  เปนฐานหลักอยูในแนวเดียวกับแกนพิกัดแกนแรก  ดังนั้น 32→′rΔ  จะ
มีสมาชิกที่ไมมีคาเปนศูนยเพียงตัวเดียวคือสมาชิกตัวแรก  สมมุติใหสมาชิกตัวนั้นคือ 132 )( →′rΔ  แทนในสมการ 

32232 →→ ′′=′ rΔJfΔ  จะได 
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ดังนั้นคําตอบของสมการ 32232 →→ ′′=′ rΔJfΔ  ไดแก 2J ′  ที่มีคอลัมนแรกเปน 
132
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fΔ

  ถาเรา

เลือก 2J ′  ที่มีคอลัมนแรกเปน 
132
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)( →

→

′
′
rΔ
fΔ  สวนสมาชิกที่เหลือเปนศูนยหมด จะได 
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เพราะฉะนั้นเราจะไดสมการที่จะใชปรับคาจาโคเบียนเชิงภาพตามขอมูลการเคล่ือนที่ครั้งลาสุดเปน 

3232

3232132
12

)(

→→

→→→ −
+=

ΔrΔr
ΔrΔrJΔf

JJ T

T

 (42) 

  
จะเห็นวา คาจาโคเบียนเชิงภาพที่ปรับตามขอมูลการเคลื่อนที่ครั้งลาสุดโดยวิธีนี้จะเปนจาโคเบียน 

เชิงภาพของจุด 2  หลังจากปรับคาจาโคเบียนเชิงภาพแลว จะให 3J  ที่ตองการหาคาในสถานการณอางอิงมีคา
เทากับคา 2J  ที่หาไดจากสมการที่ 42 ดังแผนภาพในรูปที่ 12 
 

 
รูปที่ 12 แผนภาพแสดงขัน้ตอนของวิธีการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพของ Jagersand, Nelson, และ Fuentes 

 
วิธีของงานวิจัยของ Kata Praditwong และ Prabhas Chongstitvatana [19], [20] 
  

ในป 2001 Kata Praditwong และ Prabhas Chongstitvatana ไดใชกลยุทธเชิงวิวัฒนาการประมาณ 
จาโคเบียนเชิงภาพ โดยนําขอมูลการเคลื่อนที่จริงของหุนยนตครั้งที่แลวมาใชวัดคาความเหมาะสมของคา 
จาโคเบียนเชิงภาพ  

 
ในสถานการณอางอิงเราตองการจะประมาณจาโคเบียนเชิงภาพ เพ่ือที่จะเคลื่อนหุนยนตจากจุด 3 ไปจุด 

4 ดังรูปที่ 13  สังเกตวาครั้งสุดทายเราเคลื่อนที่จากจุดที่ 2 มายังจุดที่ 3  ดังนั้นขอมูลการเคลื่อนที่ครั้งลาสุด ไดแก 
เวคเตอรของความเปลี่ยนแปลงของตําแหนงของหุนยนต 32→Δr  และเวคเตอรของความเปลี่ยนแปลงของ
พารามิเตอรลักษณะเฉพาะเชิงภาพ 32→Δf  
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43343 →→ = ΔrJΔf

43→Δf

23 JJ =
2J

32→Δf

32232 →→ = ΔrJΔf
 

รูปที่ 13 ตําแหนงของสถานการณอางอิงสําหรับวิธีการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพของ Kata Praditwong และ 
Prabhas Chongstitvatana 

 
คาจาโคเบียนเชิงภาพที่มีคาความเหมาะสมที่ดีที่จุด 2 จะใหความสัมพันธที่ใกลเคียงกับสมการ 

32232 →→ = ΔrJΔf  หรือ 32
1

232 →
−

→ = ΔfJΔr   ดังนั้น 2J  ที่มีคาความเหมาะสมที่ดีเมื่อนํา 1
2
−J  คูณกับ 

32→Δf  แลว จะตองมีคาใกลเคียงกับ 32→Δr  ที่เคลื่อนที่จริง  โดยในงานวิจัยของ Kata Praditwong และ Prabhas 
Chongstitvatana (2001) ไดเลือกฟงกชันความเหมาะสม  (fitness function)  เปน 

32
1

2322 )( →
−

→ −= ΔfJΔrJf  (43) 
ซ่ึงจะเห็นวาย่ิง )( 2Jf  มีคาเขาใกล 0 มากขึ้น 32→Δr ก็จะมีคาใกลเคียงกับ 32→Δf  มากขึ้น ทําใหได

คาจาโคเบียนเชิงภาพที่เหมาะสมกับจุด 2 มากขึ้น 
  

ขั้นตอนการประมาณคาจาโคเบียนเชิงภาพดวยวิธีนี้มีดังนี้ 
 1. ใหคาจาโคเบียนเชิงภาพที่ไดจากการประมาณครั้งที่แลวเปนประชากร 2J  
 2. ประเมินคาความเหมาะสมของประชากร 2J  จากฟงกชันความเหมาะสมในสมการที่ 43 

3. ขณะที่ยังไมไดไดคาความเหมาะสมที่นาพอใจ และยังไมหมดเวลาในการคํานวณที่ตั้งไว ใหทําขอ 4-
7 ถาไมใหขามไปขอ 8 

4. สรางประชากรลูก โดยใชตัวดําเนินการเชิงวิวัฒนาการ (evolutionary operator) เชน ตัวดําเนินการ 
มิวเตชันกับประชากรเดิม 

5. ประเมินคาความเหมาะสมของประชากรลูก โดยใชฟงกความเหมาะสมฟงกชันดียวกับขอ 2 
6. ถาคาความเหมาะสมของประชากรลูกนอยกวาประชากร 2J  ใหแทนประชากร 2J  ดวยประชากร

ลูก 
7. กลับไปทําขอ 3 
8. ประชากร 2J  ที่ไดจากขั้นตอนขางตนจะเปนคําตอบของกลยุทธเชิงวิวัฒนาการ 
9. ให 3J  ที่ตองการหาคาในสถานการณอางอิงมีคาเทากับคา 2J  ที่หาไดจากกลยุทธเชิงวิวัฒนาการ 
 
กลาวโดยสรุป คือ วิธีนี้จะปรับคา 2J  ดวยกลยุทธเชิงวิวัฒนาการแบบ )11( +  โดยมีฟงกความ

เหมาะสมเปน 32
1

232 →
−

→ − ΔfJΔr   หลังจากกลยุทธเชิงวิวัฒนาการสิ้นสุดลง จะให 3J  ที่ตองการหาคาใน
สถานการณอางอิงมีคาเทากับคา 2J  ที่หาไดจากกลยุทธเชิงวิวัฒนาการ ดังแผนภาพในรูปที่ 14 
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2J

23 JJ =

32
1

232 →
−

→ − ΔfJΔr

 
รูปที่ 14 แผนภาพแสดงขัน้ตอนของวิธีการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพของ Kata Praditwong และ Prabhas 

Chongstitvatana 
 

วิธีของงานวิจัยนี้ 
 
 แนวคิดที่นําเสนอนี้จะประมาณจาโคเบียนเชิงภาพซ่ึงเปนฟงกชันของตําแหนงดวยพหุนามเทยเลอร
อันดับแรก (first-order Taylor polynomial)  ดังสมการที่ 44 

( ) ( ) ( ) ( )∑
= ∂

∂
−+=

n

k
n

k
kknn21 aaa
x

axaaa,...,x,xx
1

2121 ,...,,f,...,,ff  (44) 

เมื่อ  ( )nxxx ,...,,f 21  คือคาของฟงก ชันรอบจุด  ( )naaa ,...,, 21  และ  ( )n
k

aaa
x

,...,,f 21∂
∂  คือ

สัมประสิทธ์ิของพหุนามเทยเลอรรอบจุด ( )naaa ,...,, 21  
 
 เมื่อเราหาพหุนามเทยเลอรรอบจุด ( )naaa ,...,, 21  ได เราสามารถประมาณคาจาโคเบียนเชิงภาพ ณ 
บริเวณรอบจุด ( )naaa ,...,, 21  ไดตามแนวคิดในรูปที่ 15 และ 16 
 

( )naaa ,...,, 21

 
รูปที่ 15 บรเิวณรอบๆจุด ( )naaa ,...,, 21  ในการประมาณดวยพหุนามเทยเลอร 
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( )naaa ,...,, 21

 
รูปที่ 16 กราฟแสดงแนวคิดการประมาณดวยพหุนามเทยเลอรรอบจุด ( )naaa ,...,, 21  

 
ในสถานการณอางอิงเราตองการจะประมาณจาโคเบียนเชิงภาพที่จุดที่ 3 เพ่ือที่จะเคลื่อนหุนยนตจากจุด 

3 ไปจุด 4 ดังรูปที่ 17 
 

43343 →→ = ΔrJΔf

43→Δf

3J
2J

32→Δf

32232 →→ = ΔrJΔf
1J

 
รูปที่ 17 ตําแหนงของสถานการณอางอิงสําหรับวิธีการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพของงานวิจัยนี ้
 
ดังนั้นเราจะสรางพหุนามเทยเลอรรอบจุด 2 โดยใชกลยุทธเชิงวิวัฒนาการ แลวใชพหุนามเทยเลอรที่ได

หาคาจาโคเบียนเชิงภาพ ณ จุด 3 3J  
 
ในการสรางพหุนามเทยเลอรรอบจุด 2 เราจะตองหาคาของสัมประสิทธ์ิของพหุนามเทยเลอรรอบจุด 2 

2j
kx∂
∂ พิจารณาสมการที่ 45 

( )∑
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−+=

n

k k
kk x1

22 j21jj  (45) 

ถาเราใชพหุนามเทยเลอรรอบจุด 2 ประมาณคาจาโคเบียนเชิงภาพที่จุด 1 1j  จะได 

( )∑
= ∂

∂
−+=

n

k k
kk x1

221 j21jj  (46) 

หรือเขียนใหอยูในรูป 2j  ไดดังสมการที่ 47 

( )∑
= ∂

∂
−−=

n

k k
kk x1

212 j21jj  (47) 
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ถาเราไดสัมประสิทธ์ิของพหุนามเทยเลอรรอบจุด 2 2j

kx∂
∂  ในสมการที่ 47 ที่ทําใหได 2j  ที่เหมาะสม

สอดคลองกับขอมูลการเคล่ือนที่ครั้งลาสุดจากจุด 2 ไป 3 เราจะไดคาสัมประสิทธ์ิของพหุนามเทยเลอรรอบจุด 2 

2j
kx∂
∂  ที่ตองการ  เราสามารถหาสัมประสิทธ์ิของพหุนามเทยเลอรรอบจุด 2 2j

kx∂
∂  ในสมการที่ 47 ที่

สอดคลองกับเงื่อนไขดังกลาวไดโดยใชกลยุทธเชิงวิวัฒนาการ 
 
คาจาโคเบียนเชิงภาพที่สอดคลองกับขอมูลการเคลื่อนที่คั้งลาสุดจากจุด 2 ไป 3 จะใหความสัมพันธที่

ใกลเคียงกับสมการ 32232 →→ = ΔrJΔf  หรือ 32
1

232 →
−

→ = ΔfJΔr   ดังนั้น 2J  ที่มีคาความเหมาะสมที่ดี 
เมื่อนํา 1

2
−J  คูณกับ 32→Δf  แลวจะตองมีคาใกลเคียงกับ 32→Δr  ที่เคลื่อนที่จริง  โดยในงานวิจัยนี้ไดเลือก

ฟงกชันความเหมาะสม เปน 32
1

232 →
−

→ − ΔfJΔr ซ่ึงจะเห็นวาย่ิงมีคาเขาใกล 0 มากขึ้น 32→Δr ก็จะมีคา
ใกลเคียงกับ 32→Δf  มากขึ้น ทําใหไดคาจาโคเบียนเชิงภาพที่เหมาะสมกับจุด 2 มากขึ้น 

 
แนวคิดดงักลาวขางตนมีขัน้ตอนโดยละเอียดดังนี ้
1. ใหคาสัมประสิทธ์ิของพหุนามเทยเลอรที่ไดจากการประมาณครั้งที่แลว (การประมาณที่จุด 2) เปน

ประชากรกลุมผูใหกําเนิด 
 2. สรางประชากรกลุมลูก โดยใชตัวดําเนินการเชิงวิวัฒนาการ เชน ตัวดําเนินการมิวเตชันกับประชากร
กลุมผูใหกําเนิด 

3. ประเมินคาความเหมาะสมของประชากรแตละตัว โดยหาคาความเหมาะสมของคาสัมประสิทธ์ิของ
พหุนามเทยเลอรที่จุด 2 ซ่ึงมีขั้นตอนดังนี้ 
  3.1 หาคาจาโคเบียนเชิงภาพที่จุด 2 2J  จากคาสัมประสิทธ์ิของพหุนามเทยเลอรที่กําลังถูก
ประเมิน  ใหจุด 1 มีพิกัดเปน ( )n1,...,1,1 21  และจุด 2 มีพิกัดเปน ( )n2,...,2,2 21   เราสามารถหาคาสมาชิก
แถวที่ o แนวตั้งที่ p ของจาโคเบียนเชิงภาพ ( )op2j  ไดจากพหุนามเทเลอรรอบจุด 2 ที่ใชหาจาโคเบียนเชิงภาพ 
( )op1j ที่จุด 1 ดังสมการที่ 48 
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k
kkopop x1

221 j21jj  (48) 

หรือเขียนใหอยูในรูป ( )op2j  ไดดังสมการที่ 49 

( ) ( ) ( ) ( )∑
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−−=

n

k
op

k
kkopop x1

212 j21jj  (49) 

โดยคาจาโคเบียนเชิงภาพที่จุด 1 เปนคาที่ไดมาจากการประมาณครั้งที่แลว 
  3.2 หาจาโคเบียนเชิงภาพผกผัน (inverse image Jacobian) 1

2
−J  ของจาโคเบียนเชิงภาพที่ได

จากขอ 3.1 เพ่ือใชหาคาความเหมาะสมของประชากร 
  3.3 หาคาความเหมาะสมของประชากรจาก 32

1
232 →
−

→ − ΔfJΔr  
4. เลือกประชากรที่มีคาความเหมาะสมดีที่สุด (มีคานอยที่สุด) เพ่ือเปนประชากรกลุมผูใหกําเนิดในรุน

ถัดไป 
5. กลับไปทําขั้นตอนที่ 2 ถึง 4 จนกวาจะไดคาความเหมาะสมที่พอใจ หรือหมดเวลาในการคํานวณ 
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6. หาคาจาโคเบียนเชิงภาพที่จุด 3 3J   ใหจุด 2 มีพิกัดเปน ( )n2,...,2,2 21  และจุด 3 มีพิกัดเปน 

( )n3,...,3,3 21   เราสามารถหาคาสมาชิกแถวที่ o แนวตั้งที่ p ของจาโคเบียนเชิงภาพ ( )op3j  ได โดยใช 
พหุนามเทเลอรรอบจุด 2 ที่ไดจากคาสัมประสิทธ์ิที่เปนคําตอบที่ดีที่สุดของกลยุทธเชิงวิวัฒนาการขางตนดัง
สมการที่ 50 

( ) ( ) ( ) ( )∑
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n

k
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k
kkopop x1

223 j23jj  (50) 

โดยคาจาโคเบียนเชิงภาพที่จุด 2 เปนคาจาโคเบียนเชิงภาพที่ไดจากคาสัมประสิทธ์ิที่เปนคําตอบที่ดีที่สุดใน
ขั้นตอนที่ 3.1 

 
แนวคิดนี้สามารถสรุปไดดงัรูปที่ 18 
 

3J

 
รูปที่ 18 แผนภาพแสดงขัน้ตอนของวิธีการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพของงานวิจัยนี ้

 
สรุปทายบท 
  

การวิเคราะหและเปรียบเทียบวิธีการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพแบบตาง ๆ ในสถานการณอางอิง
เดียวกันสามารถสรุปไดดังตารางที่ 1 
 

วิธีการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพ
แบบตางๆ 

ในสถานการณอางอิง คาจาโคเบียน
เชิงภาพไดมาจากการประมาณทีจุ่ด 

Conkie และ Chongstitvatana [14] จุด 1 
Jagersand, Nelson, และ Fuentes 
[3], [15], [16] จุด 2 

Kata Praditwong และ Prabhas 
Chongstitvatana [19], [20] 

จุด 2 

งานวิจัยนี ้ จุด 3 
ตารางที่ 1 วิเคราะหและเปรียบเทยีบวิธีการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพแบบตาง ๆ 
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 จากตารางที่ 1 จะเห็นวา วิธี Conkie และ Chongstitvatana [14] ทําการประมาณเพียงครั้งเดียวที่
จุดเริ่มตน ทําใหไดคาจาโคเบียนเชิงภาพที่ประมาณไดหยาบที่สุด  สวนวิธีของ Jagersand, Nelson, และ Fuentes 
[3], [15], [16] กับวิธีของ Kata Praditwong และ Prabhas Chongstitvatana [19], [20] มีการปรับคาจาโคเบียน 
เชิงภาพทุก ๆ ครั้งที่เคล่ือนที่ และคาจาโคเบียนเชิงภาพไดมาจากการประมาณที่จุด 2  สวนวิธีของงานวิจัยนี้คา 
จาโคเบียนเชิงภาพจะไดมาจากการประมาณที่จุดที่ตองการหาคือจุด 3 ในสถานการณอางอิงโดยตรง ซ่ึงจะทําใหมี
ความถูกตองของระบบเพิ่มขึ้น 



บทที ่6 
 

การทดลอง 
 

 ในบทนี้จะกลาวถึงสภาพแวดลอมในการทดลองตาง ๆ วิธีการประเมินผล ผลการทดลองของการ
ประมาณจาโคเบียนเชิงภาพวิธีตาง ๆ และการวิเคราะหผลการทดลอง 
 
สภาพแวดลอมในการทดลอง 
 
 การทดลองทําในแบบจําลองทางคอมพิวเตอรบนเครื่อง Pentium MMX 233 MHz ภายใต
ระบบปฏิบัติการ Windows XP โดยใช MATLAB รุน 6.5 เปนเครื่องมือในการจําลอง  ระบบเซอรโวเชิงภาพที่ใช
เปนระบบกลองสเตอริโอซ่ึงมีกลองจํานวน 2 ตัว ดังรูปที่ 19  ระบบแขนหุนยนตเปนระบบ 3 มิติ ที่มีดีกรีของ
ความอิสระ (degree of freedom) เทากับ 3  โดยไดจําลองแขนหุนยนตรุน PUMA 560 เปนแขนหุนยนตที่ใชใน
การทดลองดังรูปที่ 20  การทํางานของระบบคือพยายามเคลื่อนปลายแขนใหเขาสูเปาหมาย โดยปลายแขนและ
เปาหมายมองเห็นไดจากกลองทั้งสองตลอดเวลาที่ทดลอง  สมมุติระบบแกนพิกัดของกลองตัวที่ 1 เปนแกน 

111 z,y,x  ตามลําดับ และระบบแกนพิกัดของกลองตัวที่ 2 เปนแกน 222 z,y,x  ตามลําดับ โดยใหแกน z
เปนแกนเชิงแสงของกลองทั้งสอง  กลองจะวางตัวในลักษณะที่แกน 1y  กับ 2y ขนานกัน และแกน 1z  และ  
2z  ทํามุมกัน 80 องศา  ดังนั้นเราสามารถเลือกพารามิเตอรลักษณะเฉพาะเชิงภาพจากแกน 211 x,y,x  เพียง 3 

ตัว เนื่องจากแกน 1y  ขนานกับ 2y  
 

 
รูปที่ 19 ระบบเซอรโวเชิงภาพที่ใชในการทดลอง 



 

35

 
รูปที่ 20 แขนหุนยนตทีใ่ชในการจําลอง PUMA 560 

 
 ตัวแบบการฉายของกลองในการทดลองนี้จะใชการฉายเชิงทัศนมิติ  โดยขั้นตอนการคํานวณคาพิกัด
ระนาบภาพที่จะใชเปนพารามิเตอรลักษณะเฉพาะเชิงภาพจากคาพิกัดในโลกจริงมีรายละเอียดดังนี้ 

1. แปลงคาพิกัดในโลกจริงไปเปนคาพิกัดในระบบพิกัดของกลอง โดยเลื่อนและและหมุนแกน 
(translate and rotate) ของพิกัดในโลกจริงใหมีตําแหนงและทิศทางเปนไปตามแกนของกลอง  จะไดคาพิกัดใน
ระบบพิกัดของกลอง cameraP  ดังรูปที่ 21 

 

cameraP
worldP

cZ

cY

cX

wY

wX

wZ
 

รูปที่ 21 การแปลงคาพิกัดในโลกจริงไปเปนคาพิกัดในระบบพิกัดของกลอง 
 

2. แปลงคาพิกัดในระบบพิกัด 3 มิติ ของกลองไปเปนคาพิกัดบนระนาบภาพ 2 มิติ โดยใชพารามิเตอร
ของกลองดังตอไปนี้ 

-  ความยาวโฟกัส (focal length) : ความยาวโฟกัสในเวคเตอร cf ขนาด 12×  
- จุดหลัก (principle point) : พิกัดจุดหลักในเวคเตอร cc  ขนาด 12×  
- สัมประสิทธ์ิเบ (skew coefficient) : สัมประสิทธ์ิเบเปนตัวกําหนดมุมระหวางแกน x  กับแกน y ใช

สัญลักษณ cα  
- ความเพี้ยน (distortions) : สัมประสิทธ์ิความเพี้ยนของภาพประกอบดวยความเพี้ยนตามรัศมี (radial 

distortion) และความเพี้ยนตามแนวสัมผัส (tangential distortion) ในเวคเตอร ck  ขนาด 15×  
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ให nx เปนการฉายที่ถูกทําใหเปนบรรทัดฐานแลว (normalized image projection) จะได 
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ให 222 yxr +=  เมื่อคิดความเพี้ยนของเลนส จะไดพิกัดใหม dx  ดังนี้ 
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เมื่อ xd  เปนเวคเตอรความเพี้ยนตามแนวสัมผัสดังสมการตอไปนี้ 
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 พิกัดสุดทายดบนระนาบภาพ 2 มิติ จะเปน 
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เมื่อ K  เปนเมตริกซกลองดังสมการตอไปนี้ 
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 สําหรับในการทดลองนี้กลองมีพารามิเตอรดังกลาวดังตอไปนี้ 

1. ความยาวโฟกัส: [ ]74391.65730254.657=cf  
2. จุดหลัก: [ ]33386.24271656.302=cc  
3. สัมประสิทธ์ิเบ: 00042.0=cα  
4. ความเพี้ยน: [ ]00000.000005.000028.011868.052349.0 −−=ck  

 
ในการทดลองนี้เราจะเปรียบเทียบวิธีประมาณจาโคเบียนเชิงภาพ 4 วิธี ไดแก 

 1. วิธีที่ใชจาโคเบียนเชิงภาพคาเดียวกันทุกจุดตลอดการเคลื่อนที่จํานวน 1 วิธี ไดแก Conkie และ 
Chongstitvatana [14 ] (วิธีที่ 1) 
 2. วิธีที่ปรับคาจาโคเบียนเชิงภาพใหมทุกจุดตลอดการเคลื่อนที่โดยใชขอมูลการเคลื่อนครั้งที่แลวซ่ึงทํา
ใหไดจาโคเบียนเชิงภาพที่เหมาะกับจุดที่แลวจํานวน 2 วิธี ไดแก Kata Praditwong และ Prabhas Chongstitvatana 
[19], [20] กับ Jagersand, Nelson, และ Fuentes [3], [15], [16] (วิธีที่ 2 และวิธีที่ 3 ตามลําดับ) 
 3. วิธีของงานวิจัยนี้ซ่ึงปรับคาจาโคเบียนเชิงภาพใหมทุกจุดตลอดการเคลื่อนที่โดยประมาณ ณ จุด
ปจจุบัน (วิธีที่ 4) 
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การทดลองนี้จะใชการสุมจุดเริ่มตนและเปาหมาย แลวคอยนําเสนทางนั้นมาทดลองกับวิธีการทั้ง 4 แบบ 

โดยมีเสนทาง 90 เสนทาง  เสนทางที่สุมขึ้นมานั้นจะแบงเปน 3 กลุม ไดแก เสนทางกลุมที่ 1 มีระยะทาง 10 
เซนติเมตร  จํานวน 30 เสนทาง เสนทางกลุมที่ 2 มีระยะทาง 20 เซนติเมตร จํานวน 30 เสนทาง และเสนทางกลุม
ที่ 3 มีระยะทาง 30 เซนติเมตร จํานวน 30 เสนทาง ซ่ึงจะทําใหเกิดความหลากหลายในการการเคลื่อนที่ของแขน
หุนยนต  ในการทดลองจะเปรียบเทียบขนาดของกาว 2 ขนาด คือ 1/4 กับ 1/8 วา มีผลกระทบตอประสิทธิภาพการ
เคลื่อนที่ของหุนยนตอยางไร  ขนาดของกาวจะกําหนดเปนสัดสวนกับระยะทางที่เหลืออยู เพราะเมื่อหุนยนตอยู
หางจากเปาหมายมาก จะไดเคลื่อนที่ขยับไดระยะทางมาก เมื่อหุนยนตอยูใกลกับเปาหมายมากขึ้น ระยะทางของ
การเคลื่อนที่ก็จะนอยลง เชน ถาขนาดของกาวเปน 1/4 หมายความวา จะเคลื่อนหุนยนตเขาสูเปาหมายเพียง 1 ใน 4 
ของระยะทางที่เหลืออยูระหวางหุนยนตกับเปาหมายที่เห็นจากกลอง 

 
สําหรับวิธีประมาณจาโคเบียนเชิงภาพที่ใชกลยุทธเชิงวิวัฒนาการ กลยุทธเชิงวิวัฒนาการที่ใชเปบแบบ 

)11( +   โดยกลยุทธเชิงวิวัฒนาการนั้นจะสิ้นสุดที่รุนที่ 500   ตัวดําเนินการมิวเตชันจะเปนการบวกดวยคาที่สุม
มา โดยมีการกระจายแบบปกติที่มีคาเฉลี่ยเปนศูนย และมีการปรับคาความเบี่ยงเบนมาตราฐานทุก ๆ 20 รุน  โดย
คาเริ่มตนของคาความเบี่ยงเบนมาตราฐานนั้นจะใชระยะทางจากจุดปจจุบันถึงเปาหมายหารดวยระยะทางจาก
จุดเริ่มตนถึงเปาหมายที่เห็นไดจากกลอง  ดังนั้นคาความเบี่ยงเบนมาตราฐานจะมีคามากที่สุดเปนหนึ่ง  หลังจาก
นั้นจะลดลงเรื่อย ๆ เมื่อเคล่ือนที่เขาใกลเปาหมายมากขึ้น 

 
วิธีการประเมินผล 
 

สําหรับการประเมินผลวิธีตาง ๆ เราจะประเมินผลจากประสิทธิภาพในการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนต 
โดยใชตัววัด (metric) 2 ตัว ไดแก 

1. จํานวนครั้งที่ใชในการเคลื่อนปลายแขนเขาสูเปาหมาย 
2. ความผิดพลาดของวิถี (trajectory error) เปนการวัดความผิดพลาดของวิถี โดยวัดระยะหางระหวาง

ทางเดินของปลายแขนกับเสนทางอุดมคติ (ideal path) ที่เปนเสนตรงระหวางจุดเริ่มตนจนถึงเปาหมาย  วิธีทีท่าํให
แขนเดินทางไดใกลเคียงกับแนวเสนตรงของจุดเริ่มตนไปสูเปาหมายจะเปนวิธีที่มีประสิทธิภาพในการเคลื่อนที่ที่
ดีกวา  สําหรับการหาคาความผิดพลาดของวิถีมีรายละเอียดดังตอไปนี้ 

รูปที่ 23 การเคลื่อนทีข่องปลายแขนเขาสูเปาหมาย 

จุดเริ่มตน 

 เปาหมาย 

x1 x2 
x4 x3 

x5 

x7 

x6 

x8 
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เสนทางที่เปนอุดมคตินั้นคือเสนทางที่เปนเสนตรงจากจุดเริ่มตนถึงจุดเปาหมาย  แตการเดินทางจริงของ

ปลายแขนนั้นจะเดินทางไปในแนวคอนขางโคง จะไมเดินทางเปนแนวเสนตรงจากจุดเริ่มตนไปยังเปาหมาย  ใน
การทดลองปลายแขนหุนยนตนั้นจะเดินทางไปทีละนอยจนถึงเปาหมาย  ความผิดพลาดของวิถีไดจากคาเฉลี่ยของ
ระยะทางระหวางจุดที่ใชตลอดการเคลื่อนแขนและเสนทางในอุดมคติ  ตัวอยางจากรูปที่ 23 มีการเคลื่อนแขน 8 
คร้ัง เพ่ือทําใหปลายแขนเขาสูเปาหมาย  โดยการเคลื่อนแขนครั้งแรกปลายแขนจะหยุดที่จุด x1 เราจะหาระยะทาง
ระหวางจุด x1 กับเสนทางอุดมคติ  จากนั้นเคล่ือนแขนตอไปซ่ึงจะหยุดอีกทีที่จุด x2 แลวหาระยะทางแบบเดิม  เมื่อ
เคลื่อนแขนเขาสูเปาหมายแลว ใหนําคาระยะทางทั้งหมดนั้นมาหาคาเฉลี่ย ก็จะไดคาความผิดพลาดของวิถี 
 
ผลการทดลอง 
 
 ในการทดลองวิธีของ Conkie และ Chongstitvatana [14 ] (วิธีที่ 1) กับวิธีของ Jagersand, Nelson, และ 
Fuentes [3], [15], [16] (วิธีที่ 3) เปนขั้นตอนวิธีเชิงกําหนด (deterministic algorithm)  ทุก ๆ ครั้งที่ทดลองเคลื่อนที่
ปลายแขนเขาสูเปาหมาย การเคลื่อนที่ทุกครั้งจะเหมือนกัน ถาจุดเริ่มตนและจุดส้ินสุดเปนคูเดียวกัน  แตสําหรับ
วิธีที่ใชกลยุทธเชิงวิวัฒนาการ ไดแก วิธีของ Kata Praditwong และ Prabhas Chongstitvatana [19], [20] (วิธีที่ 2) 
กับวิธีของงานวิจัยนี้ (วิธีที่ 4) จะเปนขั้นตอนวิธีเชิงสุม (randomized algorithm)  การทดลองแตละครั้งจะมีการ
เคลื่อนที่ที่แตกตางกัน แมวาจุดเริ่มตนและจุดส้ินสุดเปนคูเดียวกัน  ดังนั้นจึงตองมีการทดลองซ้ํา ๆ กัน และใช
คาเฉลี่ยมาเปรียบเทียบกับวิธีที่เปนขั้นตอนวิธีเชิงกําหนด  ในการทดลองนี้จะทําซํ้า 100 ครั้งสําหรับแตละเสนทาง 
  
 ผลการเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการคลื่อนที่ของแขนหุนยนตของแตละวิธีจะแสดงเปนจํานวนครั้ง
เฉล่ียในการเคลื่อนแขนเขาสูเปาหมายในตารางที่ 2 และ 5  คาความผิดพลาดของวิถีเฉล่ียในตารางที่ 3 และ 6   
สําหรับขนาดของกาว 1/4  และ 1/8 และเวลาเฉลี่ยตอการเคลื่อนที่ 1 ครั้งของแตละวิธีในตารางที่ 4 และ 7 

 
กลุมท่ี 1 (10 cm 30 เสนทาง) 2 (20 cm 30 เสนทาง) 3 (30 cm 30 เสนทาง) 
วิธีท่ี 1 21.1 22.7 27.5 
วิธีท่ี 2 18.5 19.6 22.3 
วิธีท่ี 3 18.4 19.7 22.8 
วิธีท่ี 4 18.4 19.9 21.6 
ตารางที่ 2 แสดงจํานวนครั้งเฉลี่ยในการเคลื่อนแขนเขาสูเปาหมาย (ครั้ง) เมื่อขนาดของกาวเปน 1/4 

 
กลุมท่ี 1 (10 cm 30 เสนทาง) 2 (20 cm 30 เสนทาง) 3 (30 cm 30 เสนทาง) 
วิธีท่ี 1 6.94 10.41 23.93 
วิธีท่ี 2 3.36 4.72 8.97 
วิธีท่ี 3 3.15 3.60 7.43 
วิธีท่ี 4 1.42 1.84 3.99 

ตารางที่ 3 แสดงคาความผิดพลาดของวิถีเฉลี่ย (มิลลิเมตร) เมื่อขนาดของกาวเปน 1/4 
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กลุมท่ี 1 (10 cm 30 เสนทาง) 2 (20 cm 30 เสนทาง) 3 (30 cm 30 เสนทาง) 
วิธีท่ี 1 0.057 0.053 0.051 
วิธีท่ี 2 0.091 0.089 0.088 
วิธีท่ี 3 0.063 0.057 0.052 
วิธีท่ี 4 0.164 0.162 0.159 

ตารางที่ 4 แสดงเวลาเฉลี่ยตอการเคลื่อนที่ 1 ครัง้ (วินาที) เมื่อขนาดของกาวเปน 1/4 
 

กลุมท่ี 1 (10 cm 30 เสนทาง) 2 (20 cm 30 เสนทาง) 3 (30 cm 30 เสนทาง) 
วิธีท่ี 1 43.2 48.5 58.1 
วิธีท่ี 2 37.8 41.2 47.7 
วิธีท่ี 3 37.3 41.4 47.3 
วิธีท่ี 4 37.1 41.6 46.9 
ตารางที่ 5 แสดงจํานวนครั้งเฉลี่ยในการเคลื่อนแขนเขาสูเปาหมาย (ครั้ง) เมื่อขนาดของกาวเปน 1/8 

 
กลุมท่ี 1 (10 cm 30 เสนทาง) 2 (20 cm 30 เสนทาง) 3 (30 cm 30 เสนทาง) 
วิธีท่ี 1 5.97 9.23 20.62 
วิธีท่ี 2 1.82 2.61 4.82 
วิธีท่ี 3 1.71 2.25 4.42 
วิธีท่ี 4 0.72 0.94 2.11 

ตารางที่ 6 แสดงคาความผิดพลาดของวิถีเฉลี่ย (มิลลิเมตร) เมื่อขนาดของกาวเปน 1/8 
 

กลุมท่ี 1 (10 cm 30 เสนทาง) 2 (20 cm 30 เสนทาง) 3 (30 cm 30 เสนทาง) 
วิธีท่ี 1 0.035 0.034 0.029 
วิธีท่ี 2 0.069 0.067 0.058 
วิธีท่ี 3 0.038 0.036 0.032 
วิธีท่ี 4 0.139 0.130 0.125 

ตารางที่ 7 แสดงเวลาเฉลี่ยตอการเคลื่อนที่ 1 ครัง้ (วินาที) เมื่อขนาดของกาวเปน 1/8 
 

 จากตารางที่ 2 และ 5 จํานวนครั้งในการเคลื่อนแขนเขาสูเปาหมายของวิธีที่ 1 จะคอนขางสูง  สวนวิธี 
อ่ืน ๆ มีจํานวนครั้งที่ใกลเคียงกัน  จากขอมูลความผิดพลาดของวิถีในตารางที่ 3 และ 6 จะเห็นวา วิธีที่ 1 มีความ
ผิดพลาดของวิถีสูงที่สุด เนื่องจากใชคาจาโคเบียนเชิงภาพคาเดียวทุกจุดตลอดการเคลื่อนที่ ซ่ึงจะมีความถูกตอง
เฉพาะบริเวณแคบๆ เทานั้น  สวนวิธีที่ 2 และวิธีที่ 3 มีคาความผิดพลาดของวิถีที่ใกลเคียงกัน เพราะประมาณคา 
จาโคเบียนเชิงภาพที่จุดที่แลว แลวนํามาใชเปนจาโคเบียนเชิงภาพที่จุดปจจุบันเหมือนกัน  สวนวิธีของงานวิจัยนี้ 
(วิธีที่ 4) ใหคาความผิดพลาดของวิถีที่ต่ําที่สุด เนื่องจากเปนการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพที่จุดปจจุบัน แทนทีจ่ะ
นําจาโคเบียนเชิงภาพที่ประมาณที่จุดที่แลวมาใช 
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 เมื่อเปรียบเทียบขนาดของกาววา มีผลกระทบตอประสิทธิภาพการเคลื่อนที่ของหุนยนตอยางไร  โดย
เปรียบเทียบขนาดของกาว 2 ขนาด คือ 1/4 กับ 1/8  จะเห็นวา เมื่อขนาดของกาวมีขนาดเล็ก จะทําใหคาความ
ผิดพลาดของวิถีมีคาลดลง เนื่องจากเมื่อขนาดของกาวเล็ก จํานวนกาวจะมากขึ้น จะทําใหมีการปรับคาจาโคเบียน
เชิงภาพบอยขึ้น จาโคเบียนเชิงภาพที่ใชในการเคลื่อนที่จึงถูกตองมากยิ่งขึ้น 
 
 ผลการเปรียบเทียบเวลาในการเคลื่อนที่จากตารางที่ 4 และ 7 พบวา วิธีที่มีความซับซอนมากกวาจะใช
เวลานานกวาวิธีที่มีความซับซอนนอยกวา  วิธีที่ 1 มีการคํานวณคาจาโคเบียนเชิงภาพที่จุดเริ่มตนเพียงครั้งเดียว จึง
เปนวิธีที่ใชเวลานอยที่สุด  วิธีที่ 3 มีการคํานวณคาจาโคเบียนเชิงภาพใหมทุกจุดตลอดการเคลื่อนที่ จึงใชเวลานาน
ขึ้น  วิธีที่ 2 มีการคํานวณคาจาโคเบียนเชิงภาพใหมทุกจุดตลอดการเคลื่อนที่เหมือนวิธีที่ 3 แตใชกลยุทธเชิง
วิวัฒนาการซึ่งมีการวนซ้ํา (loop) หลายรอบในการคํานวณ ทําใหใชเวลามากขึ้น  สวนวิธีของงานวิจัยนี้ใชเวลา
มากที่สุด เนื่องจากมีการคํานวณที่มากที่สุดโดยใชกลยุทธเชิงวิวัฒนาการกับพหุนามเทยเลอร  อยางไรก็ตามเวลาที่
แสดงในตารางที่ 4 และ 7 ไมใชเวลาจริง เนื่องจากมีรูทีน (routine) ตาง ๆ แฝงตัวอยู เชน รูทีนยอยในการอานและ
เขียนจานบันทึก (disk) เปนตน  นอกจากนี้ MATLAB ซ่ึงเปนสภาพแวดลอมในการทดลองเปนสภาพแวดลอมที่
คอนขางชา  แตในปจจุบันความเร็วในการประมวลผลของหนวยประมวลผลบนชิปดิจิทัล (digital chip) จริงมี
ความเร็วสูงมาก  ดังนั้นเวลาในการทํางานของโปรแกรมในการใชงานจริงจึงไมนาจะเปนปญหามากนัก 
 
สรุปทายบท 
 
 ในบทนี้ไดอธิบายรายละเอียดสภาพแวดลอมในการทดลองตาง ๆ ขอจํากัดในการทดลอง วิธีการ
ประเมินผล ผลการทดลองของการประมาณจาโคเบียนเชิงภาพวิธีตาง ๆ และการวิเคราะหผลการทดลอง 



บทที ่7 
 

บทสรุปและขอเสนอแนะ 
 

 ในบทนี้จะสรุปงานวิจัยและการทดลองที่ไดทํามา รวมทั้งขอเสนอแนะที่ไดจากการทดลองเกี่ยวกับการ
วิจัยในขั้นตอไป ตลอดจนผลการวิจัยที่ได 
 

สรุปผลการวิจัย 
  

งานวิจัยนี้มีจุดประสงค เพ่ือหาวิธีประมาณจาโคเบียนเชิงภาพสําหรับระบบเซอรโวเชิงภาพที่มีความ
ถูกตองมากยิ่งขึ้น  วิธีที่นําเสนอเปนวิธีที่ปรับจาโคเบียนเชิงภาพตลอดการเคลื่อนที่ โดยจะประมาณจาโคเบียน 
เชิงภาพของตําแหนงปจจุบันดวยพหุนามเทยเลอร และใชกลยุทธเชิงวิวัฒนาการหาคาสัมประสิทธ์ิของพหุนาม
นั้น  งานวิจัยนี้ไดทําการทดลองโดยจําลองระบบเซอรโวเชิงภาพที่มีดีกรีของความอิสระเทากับ 3 ปอนกลับดวย
ระบบกลองสเตอริโอ  การทดลองไดเปรียบเทียบวิธีนี้กับวิธีที่ใชจาโคเบียนเชิงภาพคาเดียวกันทุกจุดตลอดการ
เคลื่อนที่จํานวน 1 วิธี และวิธีที่ปรับคาจาโคเบียนเชิงภาพใหมทุกจุดตลอดการเคลื่อนที่ โดยใชขอมูลการเคลื่อน
ครั้งที่แลว ซ่ึงทําใหไดจาโคเบียนเชิงภาพที่เหมาะกับจุดที่แลวจํานวน 2 วิธี  

จะเห็นวา วิธี Conkie และ Chongstitvatana [14] ทําการประมาณเพียงคร้ังเดียวที่จุดเริ่มตน ทําใหไดคา 
จาโคเบียนเชิงภาพที่ประมาณไดหยาบที่สุด  สวนวิธีของ Jagersand, Nelson, และ Fuentes [3], [15], [16] กับวิธี
ของ Kata Praditwong และ Prabhas Chongstitvatana [19], [20] มีการปรับคาจาโคเบียนเชิงภาพทุก ๆ ครั้งที่
เคลื่อนที่ และคาจาโคเบียนเชิงภาพไดมาจากการประมาณที่จุดที่แลว  สวนวิธีของงานวิจัยนี้คาจาโคเบียนเชิงภาพ
จะไดมาจากการประมาณที่จุดที่ตองการหาโดยตรง ซ่ึงจะทําใหมีความถูกตองของระบบเพิ่มขึ้น 

จากผลการทดลองพบวา วิธีที่มีความซับซอนมากกวาจะใชเวลานานกวาวิธีที่มีความซับซอนนอยกวา  
แตในปจจุบันความเร็วในการประมวลผลของหนวยประมวลผลบนชิปดิจิทัลจริงมีความเร็วสูงมาก ซ่ึงตางจาก
สภาพแวดลอม MATLAB ที่ใชในการทดลอง  ดังนั้นเวลาในการทํางานของโปรแกรมในการใชงานจริงจึงไม
นาจะเปนปญหามากนัก  นอกจากนี้ขนาดของกาวยังมีผลกับคาความผิดพลาดของวิถีดวย โดยขนาดของกาวที่เล็ก
กวามีคาความผิดพลาดของวิถีที่นอยกวาขนาดของกาวที่ใหญกวา  ผลการทดลองแสดงวา วิธีนี้สามารถทํางานไดดี
และใหคาความผิดพลาดของวิถีนอยกวาวิธีอ่ืน ๆ 
 
ขอเสนอแนะ 
 

• อาจพัฒนาวิธีการโดยทดลองใชพหุนามเทยเลอรดีกรีสูงขึ้น เพ่ือทําใหการประมาณมีความละเอียด
ย่ิงขึ้น  แตจะทําใหใชเวลานานขึ้น  อีกทั้งตองใชขอมูลการเคลื่อนที่ยอนตําแหนงกลับไปมากขึ้น  
และเนื่องจากตําแหนงแตละตําแหนงในการเคลื่อนที่อาจไมไดอยูติดกันเหมือนในอุดมคติ จึงอาจ
ทําใหปญหาความคลาดเคลื่อนในการประมาณขึ้นได 
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• อาจลองใชกลยุทธเชิงวิวัฒนาการแบบอื่น ๆ หรือปรับปรุงพารามิเตอรของกลยุทธเชิงวิวัฒนาการ 

เพ่ือใหเหมาะกับระดับของปญหามากยิ่งขึ้น  แตตองคํานึงถึงความเร็วในการคํานวณดวย  ใน
อนาคต เมื่ออุปกรณการคํานวณมีความเร็วสูงขึ้น การใชกลยุทธเชิงวิวัฒนาการที่มีความซับซอน
มาก ๆ อาจกลายเปนประเด็นที่นาสนใจ 

• อาจทดลองวิธีการกับปญหาที่มีมิติสูงขึ้น เชน ทดลองกับแขนหุนยนตที่มีดีกรีของความอิสระ
สูงขึ้น เพ่ือทดสอบดูวาวิธีประมาณนี้สามารถใชกับปญหาที่มีความซับซอนมากขึ้นไดดีหรือไม  อีก
ท้ังยังอาจปรับปรุงรายละเอียดในการประมาณและพารามิเตอรของกลยุทธเชิงวิวัฒนาการ เพ่ือให
เหมาะสมกับปญหาที่มีมิติสูง ๆ มากยิ่งขึ้น 

• อาจมีการสรางสภาพแวดลอมในการทดลองใหยากขึ้น โดยอาจจะมีการกําหนดใหเปาหมายมีการ
เคลื่อนที่ออกจากตําแหนงเดิมไปเรื่อย ๆ หรืออาจจะใหมีอุปสรรคมาขวางทาง แลวนําวิธีประมาณนี้
ไปปรับใชกับสภาพแวดลอมดังกลาว ซ่ึงอาจจะตองปรับเปลี่ยนวิธีประมาณบางสวน เพ่ือใหเขากับ
สภาพแวดลอมนั้น ๆ 

• อาจนําวิธีการนี้ไปทดสอบกับระบบหุนยนตของจริง เพ่ือศึกษาวาประสิทธิภาพของวิธีการในการ
ทํางานจริงเปนอยางไร  อีกทั้งดูวายังมีปจจัยใดในสภาพแวดลอมจริงที่ควรนําเขามาพิจารณาในการ
ปรับปรุงวิธีประมาณดวยหรือไม 
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