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บทหัดย่อ

ใ ห้  ร = ( ร , + , • )  เป็นเฟมีรงสิสํบfh .ด้และมี  0 , 1  

ละกล ่ าวว1าส ํมาฮก X ยอ ง เป ัม ี รง  ร

หาหัวผกฝันได้ภายใต้การบวกใน ร ถ้า x+y = 0 ลำหรับบางลมาฮก y ธร 
หาหัวผกฝันได้ภายใต้การคูณใน ร ถ้า x*y = 1 ลำหรับบางสิมาสิก y ธ ร

ละเรียกเ'ฟมิรง ร วา เป็น
( i )  เฟมี?งบูลสิน ถ้า X2 = X ลำหรับคูกสิมา!?ก X £ ร

(ii)  เฟมีรงผกฝันภายใต้การบวก ถ้า {ร,+ ) เป็นเปัมีก̂ ปผกผัน และ 
สิ'’าหรับ X ธร เราให้ X แทนหัวผกฝันยอง X ในเฟมีก!ปผกฝัน (ร,+)

( i i i )  เฟมีฟิลค ถ้า (S\{o} , • ) เป็นกเป
สิ,’,าหรับเมตรกฟ A ยนาด nxn บน ร ให้ Â_. แทนสํมาฮกยอง A ในแถว,H i 

และหลํกฑ่ึ j และเรานิยามหัวกำหนดบวกยอง A, det+A, หัวกำหนดลบยอง A, det~A,
และ เพอรมา เนนทยอง A, per(A), ตามลำดับ โดย

det_A =
, 0 ถา ท = 1

per(A) =



V

โดยฑ่ึ y เป็นเฟตยองวิสืเริยงสับเปสํยนบนเฟต { 1 , 2 , . . . , ท} ท้ังหมด À  

วิรีเfยงสับเปสํขนคู่'บนเฟต { 1 , 2 , . . . , ท} ท้ังหมด และ 2n = \ ^
เป็นเ* 1ฟตยอง

ในวิทยานิพนรน้ั,เราให้สักษณะยอง เมตริก'ฟท่หาศ'วผกฝันได้บนเ'ฟมิริงy ลสน 
เฟมิริงผกฝันภายใต้การบวกและเฟมิฟิลด้ ดังนิ

ทฤษฎีบท 1 ให้ 
หาศ'วผกฝันได้บน 

(1) 

(น )

ร เป็นเฟมิริง'yลสีนและ A เป็นเมตริกส่ยนาด nxn บน 
ร เม๋ึอและต่อเม่ึอ 
per(A) = 1 และ
2A..A., = 0 สัาหริ'บทุกสํมาฮก i ,j ,k  £ {1,2,..ij ik

ร ดังน้ันเมตริกฟ้ A

5ท} ส่ง j i  k

บทแทรก 2 ให้ 
หาดัวผกฝันได้บน

Ci)
(น )

ทฤษฎีบท 3 ให้ 
ดังน้ันเมตริก'ข A 

(1)

ร เป็นเฟมิริงทุลลีนและ A เป็นเมตริก'ส่ยนาด nxn บน ร ดังน้ันเมตริกฟ้ 
ร เม๋ึอและต่อเม่ึอ 
per(A) = 1 และ
^Ai j Akj =  ̂ าห?',บ1?ก̂ มา̂ ก i , j ,k  e { 1 ,2 ,...,ท} ส่ง i i  k
ร เป็นเ'ฟมิริงผกฝันภายใต้การบวกและ A เป็นเมตริกฟยนาด nxn บน ร 
หาศ'วผกฝันได้บน ร เม่ึอและต่อเม่ึอ
det+A + (det A) หาศ'วผกฝันได้ภายใต้การคูณใน ร และ

A

(il)  A„A^_ หาศ'วผกฝันได้ภายใต้การบวกใน ร ลาหริ'บทุกสมาฮก i ,j ,k  ใน 
{1,2,... 5ท} ส่ง j t  k

บทแทรก *4 ให้ ร เป็นเ1ฟมิริงผกฝันภายใต้การบวกและ A เป็นเมตริก'ฟัยนาด nxn บน ร
ดังน้ันเมตริกข A หาศ'วผกฝันได้บน ร เม๋ึอและต่อเม่ึอ

(i) det+A + (det_A) หาดัวผกฝันได้ภายใต้การคูณใน ร และ
(ii)  A..A, . หาศ'วผกฝันได้ภายใต้การบวกใน ร สัาหริ'บทกสมาฮก i , j ,k  ในij K j ’

{ 1 ,2 ,...5ท} ส่ง i t  k

ทฤษฎีบท 5 ให้ ร เป็นเ ฟ ม ิ ฟิลด์ส่งไม่เป็นฟิลดและ A เป็นเมตริก1ฟสัตุรัสํบน ร ดังน้ัน 
เมตริก'ฟ์, A หาศ'วผกฝันได้บน ร เม๋ีอและต่อเม๋ึอ ทุก  ๆ แถวและทุก  ๆ หสักยอง A มีส์มาฮก
ท๋ึไม่ใส่คู่นยเพียงศ'วเดียวเท่าน้ัน
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Let ร = (ร, + ,•) be a commutative semiring with 0,1.
An element X of the semiring ร is said to be

additively invertible in ร i f  x+y = 0 for some y £ ร, 
multiplicatively invertible in ร if  x*y = 1 for some y e ร. 

The semiring ร is said to be
2(i) a Boolean semiring if  X = X for a ll X £ ร,

(ii)  an additively inverse semiring i f  (ร,+ ) is an
inverse semigroup,and for X £ ร, let X denote the inverse of X in 
the inverse semigroup (ร,+ ),

( i i i)  a semifield i f  (Sv{o},') is a group.

in the i— row ana tne ]— column, ana tne positive aeternanant of A , 

det+A, the negative determinant of A, det_A, and the permanent of A, 
per(A), are defined respectively by

det~A = <
0 i f  ท = 1



v i l

and
per (A) = £ ( n A, ,, ร)

OEÏn k= l k a (k )

where is the permutation group of degree ท, A  is the alternating ท ท
group of degree ท and Æ = ^ '' A .

In this thesis 5 we characterize invertible matrices over a 
Boolean semiring, an additively inverse semiring and a semifield as 
follows ะ

Theorem 1. Let ร be a Boolean semiring and A an nxn matrix over ร.
Then the matrix A is invertible over ร i f  and only if

(i) per(A) = 1 and
(ii)  2A£jA£j< = 0 f°r all l 5j 5k £ {1,2, . . . , ท}, j i- k.

Corollary 2. Let ร be a Boolean semiring and A an nxn matrix over ร.
Then the matrix A is invertible over ร if  and only if

(i) per(A) = 1 and
(ii)  2Â_.Â_. = 0 for a ll i , j ,k  £ { l ,2 , . . . ,ท}, i  / k.

Theorem 3. Let ร be an additively inverse semiring and A an nxn matrix * (ii)
over ร. Then the matrix A is invertible over ร if  and only if

(i) det+A + (det_A) is multiplicatively invertible in ร and
(ii)  A..A.^ is additively invertible in ร for a ll i , j ,k  in 

(l,2 ,. . . 5ท}, j t  k.

Corollary 4. Let ร be an additively inverse semiring and A an 
nxn matrix over ร. Then the matrix A is invertible over ร i f  and
only if
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(i) det+A + (det~A) is multiplicatively invertible in ร and
(ii)  Â jÂ j is additively invertible in ร for a ll i , j ,k in 

i l , 2 , . . .  ,r.} 5 i  t  k.

Theorem 5. Let ร be a semifield which is not a field and A a square 
matrix over ร. Then the matrix A is invertible over ร i f  and only i f  
every row and every column of A has exactly one nonzero element.
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