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บทท่ี 2

ดีสํครีตฮารีตIลยฑรานลํปอรีม

ดฮครีตฮารีตเลยทรานส์ปอรีม(D iscr e te  H artley  Transform,DHT) 'ได้ 
ถูกเฮนอปีนรนปี'พ.เฮ.2526 ■ โดย R. N. B racew ell ยังเป็นการดัดแปลงมาจากอินทิกรัล 
ฮารีตเลยทรานส์ปอรีมที่ได้เฮนอโดย R. V. L. H artley  'ในปีพ.ฮ.2485 ติฮครีตทรานส์ 
ปอรีมนีจงได้ถูกเรียกเพื่อเป็นเกียรติแก่ R. V. L. H artley  และ R. N. B racew ell 
ยังได้แฮดงความลัมพันธระหว่างดีฮครีตฮารีตเลยทรานส์ปอรีมกับดีฮครีตปูเรียรีฑรานส์ปอรีมยัง 
จากความสืมพันธน ฮามารถแฮดงไห้เห็นว่าการวิเคราะห้ฮเปกตรัมกำลังชองสืร๚ญูาณติจิตัลค่า 
จริงนั้นฮามารถวิเคราะห้ได้โดยตรงจากดีฮครีตฮารีตเลยทรานส์ปอรีม และต่อมาในปีพ.ฮ.
2527 R. N. B racew ell ก็ได้เฮนอบทความเกี่ยวกับปาสํต่ฮารีตเลยทรานลํปอรีม จงทำ 
ไห้ดีฮครีตฮารีตเลยทรานส์ปอรีมเรมเป็นที่นิยมไนการนำไปไรงาน

2 .1 . ฮารีตเลยทรานก็ฟอรีม (H artley  Transform)

ไนปีพ.ฮ.2485 R. V. L. H artley  ได้เฮนออินทํกรัลฑรานส์ปอรีมแบบไหม่ 
ปี!เมา!:รา โดยไห้ x ( t )  เป็นพังกํยันต่อเพื่องปีองค่าจริง และได้นิยาม อินทิกรัลฑรานส์ปอรีม 
และอินเ วอรีฮฑรานส์ปอรีมปีนไหม่ดังส่มการ(2 .1 .1 )  และส์มการ(2 .1 .2 )  ตามลำดับยังอิน- 
ทิกรัลฑรานส์ปอรีมนได้ถูกเรียกเพื่อเป็นเกียรติแก่ R. V. L. H artley  ว่า "ฮารีต'เลย 
ทรานส์ปอรีม(H artley  Transform)"

H(w) = (27โ) 1 f  x ( t ) (c o s ( w t )  + s in (w t) )  d t (2 .1 .1 )
* — C O

x ( t )  = (277) H (w )(cos(w t) + s in (w t) )  dw (2 .1 .2 )
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โดยสํมการ(2 .1 .1 )  และ (2 .1 .2 )  สำมารถหาอิน'ทีกรัล'ได้ และ H(พ) 

จะเป็นฮารีตเลยทรานส์พ่อรีม ส่วน x ( t )  จะเป็นอินเวอรีสํฮารีตเลยทรานสํฟ่อรีม จะเห็นว่า 
สํมการปีองการทรานส่ฟ่อรีม และอินเวอรีสํทรานส่ฟ่อรีม ม่รูปสํมการเดียวกัน จากสํมการ(2. 
1 .1 ) สำมารถเปียนรูป‘ใหม่ได้

H(w) = He (พ) + แ๐ (พ)

โดยที่ He (พ) และ Ho (พ) จะเป็นส่วนคู่และส่วนค่ี(even and odd p art) 
ปีอง H(พ) ตามลำดับ แสํดงดังสํมการ(2 .1 .3 )

H (พ) = * = (277) 1 [ x ( t )c o s (w t)  d t (2 .1 .3 a )2 00

Hq(w) = ....^ - - : = (277) 1 [ x ( t ) s in (w t )  d t (2 .1 .3 b )
^  — CO

เปรียบเทียบฮารีตเลยทรานส์ปอรีมกับปูเรียรีฑรานส่ปอรีม โดย,ให้ F (พ) เป็น 
ปูเรียรีฑรานส่ปอรีมของ x ( t )  ร่งเป็นสิ1ร่ไฌาณค่าจริง‘ใด ๆ  นิจารณานิยามป ีองปเรียรีทรานส์ 
ปอรีม

F(w) = (277) 1 [ x ( t ) e  Jwt" dtJ — o o

= (277) 1 I x ( t )c o s (w t)  d t -  i ( 277') 1 f x ( t ) s in ( v t )  d t
*  — C O  *  — C O

= ReHF(w)1 + ilmCF(w)3

โดยที่ ReCF(พ)ว และ ImCF(พ) J จะเป็นส่วนจริงและส่วนจินตภาน(Real
and Imaginary p art) ของ F(w) โดย
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(2 .1 .4 a )  

(2 .1 .4 b )

นิจารณาดมการ(2 .1 .3 )  เทียบกับดมการ(2 .1 .4 )  จะได้ความสิม,พนธระหว่าง 
ฮาริตเลย,ทราน!พ่อริมกับพ่เรียริฑราน!พ่อริม ดังดมการ(2 .1 .5 )

He (พ) = ReCF(w)3 (2 .1 .5 a )
Ho (พ) = -ImCF(พ) 1 (2 .1 .5 b )

ดมการ(2 .1 .5 )  แดดงไห้เห็นว่าฮาริตเลยฑราน!ของพังกสินด่าจริงใด ๆ น้ัน 
ดามารถหาได้จากการทำพ่เรียริฑราน!พ่อริม ทำนองเดียวกัน,ฝูเรียริฑราน!พ่อริมของสิฌญูาณ 
ด่าจริง,ใด ๆ ก็ดามารถหามาได้จากการทำฮาริตเลยฑราน!พ่อริม 
ฮาริตเลุย,กราน!พ่อริม H(พ) = ReCF(พ)1 -  ImEF(w)ว
พ่เรียริทราน!พ่อริม F (พ) = He (พ) -  iHo (พ)

ReCF(w)] = (27T) 1 I x ( t )c o s (w t)  d t

ImCF(w)l = (27T) 1 j x ( t ) s in (w t )  d t

2 .2  ดีดครีตฮาริตเลยทราน!พ่อริม (D iscre te  H artley  Transform.DHT)

การไสิงานของฮาริตเลยกราน!พ่อริมยังไม่เห็นที่นิยม จนปีพ.ด.2526 R. N. 
B racew ell ได้เดนอฮาริตเลยกราน!พ่อริมไนรูปของดีดครีตกราน!พ่อริมC5D อีกทั้งยังได ้
แดดงถงความสิม,พันธระหว่างดีดครีตกราน!พ่อริมนิกับดีดครีต,ฝูเรียริกราน!พ่อริม ไห้ xlnJ
เห็นดีดครีตพังกสินของด่าจริงท่ีมีจำนวน N ตัว , 0 ระ ท « N-1 
นิยามดีดครีตฮาริตเลยกราน!พ่อริม

HCkl = ร xLrücas(27mk/N)r>=0
ca s(0 ) A c o s (0 )+ s in (0 )

0 s; k £ N -l (2 .2 .1 )
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นิยามอินเวอรีสดีสดรีตฮารีตเลยทรานส่นอรีม

xCn: = N 1 E HH kl cas ( 27mk/N) , 0 « n รร N -l (2 .2 .2 )
k = 0

โดยที่ HCk: โน๙มการ(2 .2 .1 )  เป็นดีส่ครีตฮารีตเลยฑรานสน์อรีมและ xCnll 
โนสมการ(2 .2 .2 )  เป็นอินเวอรีสดีสดรีตฮารีตเลยฑรานส์ฟ่อรีม

ดีสํครีตฑรานส์ฝอรีมแบบนมีรูปแบบของการทรานส์ฟ่อรีมและอินเวอรีสฑรานส์ฟ่อรีม 
เหมือนกันด่างกันตรงอินเวอรีสํฑรานส่ฟ่อรีมมีค่า 1/N คูณอยู่ สิงให้ผลการทรานส์ฟ่อรีมและอิน- 
เ วอรีส์ฑรานส์ฟ่อรีม เป็นจำนวนจริง เน่ืองจากดีสครีตฑรานส์นฮรีมน้ัมีน้ืนฐานจาก อินทิกรัล
ฮารีตเลยทรานส์นอรีม สิง Ralph V.L. H artley  เป็นผู้เสนอขนโนปึ น .ส .2485 ดังน้ัน 
ดีสครืตทรานส์ฟ่อรีมน้ัจงมีสิอเรียกว่า "ดีสดรีตฮารีตเลยทรานส์นอรีม (D isc r e te  H artley  
Transform,DHT)"

นิจารณาสมการของดีส์ครีตฮารีต เลยฑรานส์ฟ่อรีม( 2 .2 .1 ) สามารถ เขียนรูปโหม่
โต้เป็น

HCk: = E xCnllcas ( 2wkn/N)ท=0

= E xCn:cos(27Tkn/N) + E xCn:sin(27rkn/N)

HCk: = He Lkl + Hock: (2 .2 .3 )

โดยฑื He Ck: และ HoCk: เป็นส่รนคู่และส่วนดี(even and odd p a r t )ชอง 
ดีสครีตฮารีตเลยทรานส์นอรีม,HCk: สามารถแสดงโต้ดังสมการ(2 .2 .4 )

H ck: = HCk: + HC-k: E xCnücos (27rnk/N) (2 .2 .4 a )n=0

H Ck: = HCk: -  HC-k: E xCn:sin(27Tnk/N) (2 .2 .4 b )
าท. = 02



สํมการ(2 .2 .4 )  นบว่ามีเทอม HL-k3 ร่งค่า -k  อยู่นอกขอบเขต C0,N-1D 
กรณีเช่นน HC-kH สำมารถเขียน'ใหม่โดยแทนค่าภายโนวงเล็บด้วยการบวกหรือการลบจำนวน 
เท่าชอง N เช่น HC-13 จะแทนด้วย HCN-1J ดังน้ัน Hโ จ ะ แ ท น ด ้ ว ย  HCN-k] สํมการ 
(2 .2 .4 )  สำมารถเขียนใหม่ได้เมีน

He Ck3 = HCk:i +^HCN~k:i = Ë xCnIicos(27mk/N) (2 .2 .5 a )

HoCk: = ----- ~2 H [ N ~ k : i  = Nร ิ1xCnDsin(27mk/N) (2 .2 .5 b )

ให้ FCk3 เมีนดีสํครีต,ฟูเรียรีฑรานสํปอรีมของ xHrü ขีงเมีนดีสํครีตฟ้งก?กัเค่า 
จริงใด ๆ และมีค่าในช่วง 0 « ท  « N-1 นิจารณานิยามของดีสํครีตปูเรียรีฑรานล็ปอรีม

FCkD = Z xCnDexp( - j27mk/N)n=0

= Z xCn3cos(2rrnk/N) -  iZ xCn3sin(27rnk/N)n=0 ทเ=O

FCk3 = ReCFIIk: ว + ilmUFlIkD ว (2 .2 .6 )

โดย ReCFCk3J = Ë xCn3cos(27mk/N) (2 .2 .7 a )
าท= o

ImCFCkin = -  Ë xCn3sin(27mk/N) (2 .2 .7 b )ท=o

โดยที่ ReCFCk33 และ ImtFCklD เ มีนสํวนจริงและส่วนจินตภานของ FCkJ 
ขีงเมีนดีสํครีดปเรียรีทรานส่ฝอรีม เมื่อเปรียบเทียบสํมการ(2 .2 .5 )  กับสํมการ(2 .2 .7 )  จะ 
ใด ้ว ่า

H Ck3 = ReCFLkJ] (2 .2 .8 a )
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HQCk] = -ImCFCk]] (2 .2 .8 b )

สํมการ( 2 .2 .8 ) เนิ่นการแสํดงความกัมปันธระหว่างดีสํครีตฮารีตเลยทรานส์ฝอรีม 
กับดีสํครีต,ฝูเรียรีฑรานส์ฝอรีมกัาหรับปังก็กันค่าจริงๆด ๆ หมายความว่าดีสํดรีตฮารีตเลยทรานก็ 
ฝอรีมสำมารถหามาๆด้จากการทำดีสํครีต,ฝูเรียรีฑรานก็ฝอรีม ทำนองเดียวกันดีสํครีต,ฝเรียร­
ทรานส์ฟ่ฮรีมก็สำมารถหามาๆด้จากดีฮครีตฮารีต เ ลยฑรานก็ฟ่อรีม

ดีสํครีตฮารีตเลยทรานก็ฝอรีม HCk] = ReCFCk]] -  ImCFCkj]
ดีสํครีต,ฝูเรียรีฑรานก็ฝอรีม FCk] = He โk] -  iHQCk]

การประมวลผลกัญญาณดีสํครีต รดยๆข้ดีสํครีต,ฝูเรียรีทรานก็ฝอรีม ถ้าจำนวนของ 
กัญญาณ(N)มีจำนวนเน่ิมธน เวลาๆนการคำนวณจะเนิ่มmèมาก จํงๆด้มีการเสํนออัลกอริทํมแบบ 
ฝาสํต(F ast F ourier Transform ,F F T )c il] เนอๆห้การคำนวณๆข้เวลาน้อยลง แต่มีข้อ 
จำกัดคือๆม่สำมารถคำนวณๆดั?ากค่าของ N ดีสํครีตฮารีตเลยทรานก็ฝอรีมก็เข้นกันๆด้มีการ
เสํนฮอัลกอริทํมแบบ,ฝาสํต่ เน่ือๆห้การคำนวณๆกัเ วลาลดลง

2 .3  ฝาสํต็ฮารีตเลยทรานก็ฝอรีม (F ast H artley  Transform,FHT)

การประมวลผลกัญญาณน้ันนิยมๆข้อัลกอริทํมแบบฝาสํต็ ดังน้ันเม่ือ R. N. Brace 
w ell ๆด้เสํนอดีสํครีตฮารีตเลยทรานส์ฝอรีมๆนปึน.สํ.2526 ต่อมาๆน!]น.สํ.2527 ๆด้เสํนอ 
อัลกอริทํมฝาสํต็ฮารีตเลยทรานก็ฝอรีม(Fast H artley  Transform,FHT)โร] ทำๆห้ฮารีต 
เลยทรานก็ฝอรีมมีการนำๆปๆกัรนการประมวลผลกัญญาณมากธน

จากนิยามของดีสํครีตฮารีตเลยทรานก็ฝอรีม เวลาที่ๆข้ๆนการประมวลผลจะแปร 
ตามค่า N2 เข้นเดียวกับดีสํครีต,ฝูเรียรีทรานส์ฝอรีม แต่ถ้า N สำมารถแสํดงในรูป 2 y รดย 
ท่ี P เนิ่นเลขจำนวนเต็มบวกๆด ๆ อัลกอริทํมฝาสํต็ฝูเรียรีฑรานก็ฝอรีม โ แ ]  เวลาๆนการ 
คำนวณจะแปรตามค่า NlogzN = NP กัาหรับอัลกอริทํมฝาสํต็ฮารีตเลยทรานก็ฝอรีม ก็จะๆห้ 
ผลเข้นเดียวกัน โดยฝาสํต็ฮารีตเลยทรานก็ฝอรีมจะดัดแปลงมาจาก ฝาสํต็ฝูเรียรีฑรานก็ฝฮรีม



โ6 : , L121 ดังน้ันฟ่าสํต่ฮาริตเลยฑรานส์ฝอริม จะมีอัลกอริทีมหลายอัลกอริทีมเช่น r a d ix -2 , 
r a d ix 4 ,P F A ,sp lit-ra d ix  C9], 113,111411 แต่อัลกอริทีมท่ีเป็นมาตรฐานคือ rad ix-2  
อัลกอริทีมอืนจะเป็นการดัดแปลงมาจาก ra d ix -2  อีกที ดังนั้นริทยานินนธเล่มนจงกล่าวเฉนาะ 
อัลกอริทีมปีอง ra d ix -2  เท่าน้ัน

ฝาสํต่ฝูเรียริฑรานส์ฝอริม จะแยกลัณูโนาณดีสํครีต xC n],0 $ ท « N-1,N=2P 
ออกเป็นสองส่วน ส่วนแรกเป็นข้อมูลท่ีค่า ท เป็นเลขคู่ อีกส่วน ท เป็นเลขคี่ แต่ละส่วนมีจำ- 
นวนข้อมูลเท่ากันคือ N/2 โนแต่ละส่วนจะถูกแยกออกอีกเป็นสองส่วนเท่า ๆ กันต่อโปจนกระท่ัง 
ทุก ๆ ส่วนมีจำนวนข้อมูลเหลือเนียง 2 ค่า จงเริ่มทำการคำนวณ เสมือนว่าก่อนการคำนวณ 
จะทำการจัดลำดับของข้อมูลโหม่ก่อน การจัดลำดับข้อมูลโหม่เรียกว่า "permutation แบบ 
b i t  reverse"  จังฝาส์ต่ฮาริตเลยทรานส่ฝอริม จะต้องทำก่อนการคำนวณเช่นกัน รดยส่วน 
perm utation ของฝาสต่ฮาริตเลยฑรานส์ฝอริม จะมืโครงสร้างเดียวกับฝาสํต่ฟ่เรียริทรานส์- 
ฟ่อริมC6ว,:15ว  การจัดลำดับข้อมูลโหม่จะทำท้ังหมด P-1 สเตท จังเริ่มการคำนวณโนลเตท 
แรก โดยที่ฝาสํต่ฮาริต เ ลยฑรานส์ฟ่อริมมืสมการการคำนวณแต่ละสเ ตฑดังสมการ( 2 .3 .1 )  และ 
การคำนวณจะทำการคำนวณท้ังหมด P สเตท

HIkJ = H2nCki + HZn+1โklcos(27rk/N) + HZn+1 CN-k3sin(2?rk/N)
0 «ะ k « N -l (2 .3 .1 )

HCkI มีจำนวนข้อมลเท่ากับ N แต่ H CkD และ H Ckl จังเป็น HCki<y 2 n  2 n + 1

ท่ีค่า k เป็นเลขคู่และเลขคี่ตามลำดับ มีจำนวนข้อมูล N/2 เท่ากัน แผนผังการคำนวณฝาสต่ 
ฮาริตเลยฑรานส์ฝอริมจะแสดงดังรูปท่ี 2 .3 .1  เล่นประหมายถงการคูณด้วย -1  และค่า c r1,
รn จะเท่ากับ cos(27m /2L) และ sin (27m /2L) ตามลำดับ โดย L เป็นสเตฑท่ีกำลังทำ 
การคำนวณ

ฝาสตฮาริตเลยฑรานล่ฝอริม จะมีอัลกอริทีมท้ัง d ec im a tio n -in-tim e(D IT ) 
รูป 2 .3 .1  และ decim ation-in -frequ ency(D IF ) แสดงโนรูป 2 .3 .2  จะเห็นว่า 
โครงสร้างจะคล้ายกันด่างกันตรงทีฬทางการคำนวณ จากการนีจารณารูปที่ 2 .3 .1  ถ้าเป็น 
DIT จะทำการคำนวณจากจัายโปขวา และทำการ perm utation ก่อนการคำนวณ แต่ DIF
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รูปท่ี 2 .3 .1  แสํดงโครงส์ร้างของ DIT ฟ่าฟ)ฮาร้ตเลยฑรานส์ฟ่อร้ม[121

รูปท่ี 2 .3 .2  แสํดงโครงฬร้างชอง DIF ฟ่าฟ)ฟ่เรียร้ฑรานส์ฟ่อรม!:12:



A = |N ( lo g 2N -  1) + 2 = 1.5NP -  1.5N + 2 (2 .3 .2 a )
M = N( lo g 2N - ร )  + 4  = N P - 3 N + 4  (2 .3 .2 b )

สำหรับฝาสํตฝูเรียรีทรานส่ฝอรีมท้ัง DIF และ DIT จะใ^จำนวนการบวกและ 
จำนวนการคูณโ4ว ดังแสํดงไนสํมการ(2 .3 .3 )

A = 3N (log2N -  1) + 4 = 3NP -  3N + 4 (2 .3 .3 a )
M = 2N (log2N -  | )  + 12 = 2NP -  7N + 12 (2 .3 .3 b )

เปรียบเทียบจำนวนการคูณและจำนวนการบวกระหว่าง DIT ra d ix -2  ปาสํต 
ฮารีตเลยทรานส์ฝฮรีมกับ DIT rad ix-2  ฝาสํตฝูเรียรีทรานส์ฝอรีม ไนตาราง 2 .3 .1  จำ- 
นวนการบวกของ,ฝา๙ตฮารีต เลฮทรานส่ฝอรีมเท่ากับคร่ืงหนงของฝาสํตฝูเรียรีฑรานส์ฝอรีมส่วน 
จำนวนการคูณ ฝาสํตฮา รีต เลยฑรานส์ฝอรีม จะน้อยกว่าฝาสํตฝูเรียรีทรานส์ฝอรีม เ ท่ากับ
( P - D N + 8

การประมวลผลลัญญาณดัวิตัล^งนิยมไลัดีสํครีตฝูเรียรีทรานส์ฝอรีมเห็นเคร่ืองมือ 
ไนการวิเคราะห็ และจากความลัมพันธระหว่างดีสํดรีตฮารีตเลย์ทรานส่ฝอรีมกับดีสํครีตฝูเรียรี 
ทรานส์ฝอรีม ถ้าสำมารถนำดีสํครีตฮารีตเลยทรานส์ฝอรีมมาไ!เวิเคราะห็ แทนดีสํครีตฟ่เรียรี 
ทรานส์ฝอรีมได้ จะทำไห้เวลาไนการคำนวณจะลดลงประมาณครื่งหนง(ดังตาราง 2 .3 .1 )

จะทำการคำนวณจากขวาไปๆh a  และทำการ perm utation หลังการคำนวณ เห็นได้ว่าทั้ง
อัลกอริทีม DIT และ DIF จำนวนการคูณ(M)และจำนวนการบวก(A) จะ8ใลัเท่ากันดังแสํดง
'ในสํมการ( 2 .3 .2 ) โ93
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ตารางที่ 2 .3 .1  แสํดงการเปรียบเทียบจำนวนการบวก(A)และจำนวนการคูณ(แ)ระหว่าง 
DIT ฝาฮค์ฝูเรียรีทรานค์ฟ่อรีมกับ DIT ฝาสํค์ฮารีตเลยฑรานค์ฝอรีม

P N FFT FHT
fl « A 11

1 2 4 - 2 -
2 4 18 - 8 -
3 8 52 4 28 4
4 18 148 28 74 20
5 32 388 108 194 68
6 84 984 332 482 196
7 128 2,308 908 1,154 516
8 258 5,380 2,318 2,890 1,284
9 512 12,292 4,820 8,146 3,076

10 1024 27,852 13,324 13,826 7,172
11 2048 81,444 30,732 30,722 16,388
12 4098 135,172 89,844 67,586 36,868

2 .4  ฮเปกตรัมกำลัง (Power Spectrum)

ส์เปกดรัมกำลังของลัฌูแทณเป็นการแฬดงองค์ประกอบชองลัฌูญูาณในเสิงความถ่ี 
โ 111 นิยมใสิดีสํครีตฝูเรียรีฑรานค์ฝอรีมเป็นเครื่องมือในการวิเคราะห ‘ให้ FCklเป็นคืฬ 
ครีตฝูเรียรีฑรานค์ฝอรีมของ xLrü สิงเป็นลักุ)ฌูาณดีสํครีตค่าจรีงท่ีมืค่าในสิวง 0 « ท £ N-1 

F lk l = ReCFCkU + ilmCFlIkll (2 .4 .1 )

‘ให้ PUk: เป็นฬเปกตรัมกำลังของ xCnl 
นิยาม?แปกตรัมกำลัง

PCkI = ReZCFIIkII + Im ^FCkll (2 .4 .2 )

องค์ประกอบชอง?แปกตรัมกำลัง (PCk:) ท่ี k ใ ด ๆ  คือองค์ประกอบของส์เปก- 
ดรัมกำลังท่ีความถ่ี f k = k fJ N โดย f 3 เป็นความถี่ที่ใสิในการฬุ่มตัวอย่าง (Sampling



Frequency) ความถืทืโรโนการล่มตัวอย่างลัถญาณ(ส่วนมากลัรา)ญาณดีสครีต จะมาจากการล่ม 
ตัวอย่างลักุญาณต่อเนื่อง!:111) ต้องเป็นไปตามทฤษฎีการล่มตัวอย่างของไนควิสต่ (N yquist 
Sampling Theorem) ฑืกล่าวว่าเวลาการสุ่มตัวอย่าง มีค่าเท่ากับหนงส่วนสองเท่าของ
ความถี่สํงสุด( f  ) ของลักุญ'าณต่อเน่ือง x ( t )  ‘ใด ๆ คือ

T = 1
อัตราการล่มตัวอย่างของ'ไนคริสต Ts เ ป็นอัตราการสุ่มตัวอย่างท่ีน้อยท่ีสุดท่ีโห้ลักญาณ 

กลับคืนครบถ้วน ตังนั้นโนการสุ่มตัวอย่างลัถุญาณต่อเนองจะต้องโรความถี่โนการสุ่มตัวอย่าง

s= T โดย

ตังน้ัน
T $ T =
f  Ï 2 f

O  f*2fh

สเ ปกตรัมกำลังของลักญาณตามสมการ( 2 .4 .2 )  มาจากการทำดีส’ครีตปูเรียรี
ทรานล่ปอรีม นิจารณาความลัมนันธระหว่างดีสํครีตปู เ รียรีฑรานสฝอรีม และดีสครีดฮารีต เ ลย่ 
ทรานส์ปอรีมโนสมการ(2 .2 .8 )  และสมการ(2 .2 .4 )  สเปกตรัมกำลังของลัก)ญาณ,ในสมการ 
(2 .4 .2 )  สามารถเขียนรูปโหม,ได้เป็น

PCk: Re^FUkim + Im2CFCkD: = H CkJ + H Ek:
e  O

rHCkl + HCN-kD 2
4- HEkü -  HCN-kD -เ2

L 2 L 2

PLkl Hz Ckl + H2CN-kl 
2 (2 .4 .3 )

สมการ(2 .4 .3 )  แสดงโห้ เห็นว่าสํเ ปกดรัมกำลังของลัถูญาณค่าจริงสามารถหา
ได้โดยตรงจากดีสครีตฮารีต เ ลย่ฑรานล่ปอรีม นิจารณา เ สํสํเ ปกตรัมร่งมาจากการทำดีสครีต
ปเรียรีฑรานส์ปอรีม



นิยามเ,ฝสสเปกดรัม

๗ สสเปกตรัม = arctan โ ImCFEk]]1 
-RiCFÜkïï. (2 .4 .4 )

ใสัความลัมนันธในสมการ(2 .2 .8 )  และสมการ(2 .2 .4 )  สามารถเชียนสมการ 
(2 .4 .4 )  ใหม่ได้เป็น

เพ่สสเปกตรัม = arctan HCN-k: -  HHk:
HCN-kll + HCkïJ

= arctan โ (HCN-k:/HCk:) -  11 
. (HCN-k:/HCk:) + 1. (2 .4 .5 )

จาก
arctan ~x - y

-x+ÿ- = arctan  X -  arctan  y
และสมการ(2 .4 .5 )  ให้ X = HCN-kU/HCkll , y= l

๗ สสเปกตรัม = arctan rHCN-k:า 
. HCk: . (2 .4 .6 )

สมการ(2 .4 .6 )  แสดงให้เห็นว่าเปสสเปกตรัมของลัญูณูาณค่าจริงสามารถหาใต ้
โดยตรงจากดีสํครีตฮารีตเลยทรานส์ปอรีมเสันกัน

การวิเคราะห้สเปกตรัมกำลังของลัถุ)ญาณดิจิตัลค่าจริง สำมารถใสัดีสํครีตฮารีต- 
เลยทรานส์,ฝฮรีมวิเคราะห็ใต้(สมการ( 2 .4 .3 ) )  โดยใสัอัลกอริฑมแบ!ฝาสตเวลาในการคำ- 
นวณจะน้อยกว่าปาสํตปู เรียรีทรานส์ปอรีมประมาณ 50% (จากการเปรียบเฑียบจำนวนการบวก 
และจำนวนการคูณของอัลกอริทม DIT ra d ix -2  ในตารางที่ 2 .3 .1 )

0 1 . 9 3 8 ?
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