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เซต ร ท ี ่ประกอฆไปด้วยไมนาร ี โอ เปอเรช ัน +  และ . เร ี ยกว ่ า  เ 5 น เซมิ เนัยร ์ ร ิ ง ก็ ต่อ เมื ่อ 
( i ) ( ร , +)  และ ( ร , 1) เป็นเซมิกรุป และ ( 2 ) ( x + y ) z  = x z + y z  สาทรีบทุกสมาสิก x , y , z l น ร 
เซฐเน ัยร ์ ร ิ ง  ( D , + , • )  เรี ยกวำ เรน เร โช เซ ม ิ เ น ัย ร ์ ร ิ ง  ก็ต่อเมื ่อ ( D , • )  เรนกร ุป เซฐเน ัยร ์ ร ิ ง  
(jX, +  , > )  เร ี ย ก ว ่ า เ ร น  เชมิ เนยร์พิลด้ที ่ วางนัยที ่ วไป ก็ต่อเมื ่ อ ม ีสมารก a  ใน K ท่ีง ( K ' { a } , 0
เม็นกรุป แ ล ะ เร ีย ก ส ม า ฐ ก  a  น้ว่ า สมารกพิ เศษของ K

ใ น ก า ร ค ีก ษ า น ้ เ ร า พ บ ว ่ า ส ม า ร ก พิ เศษของเชมิแร ึยร ้พิลด์ที ่ วางนัยทั ่ วไป มือยู ่  6 ชนิด ดังทฤษฎีที ่
แสดงต่อไปนื ้

ทฤษฎีที ่  1 ให ้  K เฝ็นเซมิ เนัยร ์พิลด์ที ่ วางนัยที ่ วไปพร้อมกับสมาร ก พิ เศษ a  แล ้วจะไค ้ว ่ า  ประโยดต ่อไปน ้  
เรนจร ิ ง เพ ียงประโยค เค ียว ( 1 ) a x  = x a  = a  สาหร ับทุกสมาร ก  X ใน K ( 2 )  a x  = x a  = X 

สาหรับทุกสมาร ก  X ใน K ( 3 )  a x  = a  และ x a  = X สาหรีบทุกสมาร ก  X ใน K ( 4 ) a x  = X 
และ x a  = a  สาหรับทุกสมาร ก  X ใน K (ธ )  a  ̂ ท่ี e  และ a e  = e a = a  ( ร )  a  4  e  และ
a e  = e a  4  a  โดยที ่  e  เป็นเอกลักษณ์การดูณของ K ' { a }  ในกรณีที ่  6 เราพบว ่ า  มีสมาร ก  d เพียง 
ด ัว เ ค ีย ว ใน  K ' { a }  ที่ง a x  = d x  และ x a  = x d  สาหรับทุกสมาร ก  X ใน K _______ ( * )

สมาร ก พิ เศษ a  ที ่สอดคล้องข้อที ่  ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) , (ธ )  หรือ ( ร )  เ ร ี ย ก ว ่ า เ ร น สม า ร ก  
พี เศษของ K ชนิดที่  I , I I , I I I , I V , V  หรือ VI  ดามลาดับ

ทฤษฎีที่  2  ให ้  K เบ็นเซฐเนัยร ้พีลค้ที ่ วางนัยทั ่ วไปพร้อมกับสมาฐ ก พ ีเศษ a  ห้า a  เฝ ็นสมาร ก พิ เศษของ  
K ชนิดที่  I I  หรือ VI  แล ้วจะไค ้ว ่ า  ( K ' { a } , + , 0  เป็น เ ร โ ช  เชมิ  เนียร,รึง

ให ้  D เฝ็น เ ร โ ช เ ซ ม ิ  เนัยร ้ ร ิ ง เร า สา มา ร ถจ า แน กท ุก  ๆ เซร เนัยร้ พีลด,ที ่วางนัยทั ่ วไป K 
พร้อมดับสมาชิกพี เศษ a  ชนิดที่  I I  ที่ง D = K ' { a }  ให ้  D เป ็น เ ร โ ช  เซมิ เนัยร ้ ร ี ง และ ให ้  d เป็น 
สมกชิกของ D เราสามา .รถจาแนกท ุก  ๆ เซรเนิยร ้พิลค้ที ่ วางนัยทั ่ วไป K พร้อมกับสมาสิกพี เศษ a  ชนิดที ่  
VI ที่ง D = K ' { a }  และ d สอดคล้องดับ ( * )

เรา.ได ้จาแนกทุก ๆ เ ช ร เนียร,พีลค้ที ่ วางนัยทั ่วไปพร้อมกับสมาร ก พิ เศษชนิดที ่  5
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A t r i p l e  ( ร , +  , * )  i s  s a i d  t o  b e  a  s e m i n e a r - r i n g  i f f  ( 1 ) ( ร , +)  a n d  ( ร , * )  
a r e  s e m i g r o u p s  a n d  ( 2 ) ( x + y ) z  = x z + y z  f o r  a l l  x , y , z  E ร .  A s e m i n e a r - r i n g  
( D , + , • )  I S  s a i d  t o  b e  a  r a t i o  s e m i n e a r - r i n g  i f f  ( D , * )  i s  a  g r o u p .
A, s e m i n e a r - r i n g  ( K , + , •) i s  s a i d  t o  b e  a  g e n e r a l i z e d  s e m i n e a r - f i e l d  i f f  t h e r e  
e x i s t  an  e l e m e n t  a  i n  K s u c h  t h a t  ( K ' { a } , 0  i s  a  g r o u p ,  and  s u c h  an e l e m e n t  a  
i s  c a l l e d  a  s p e c i a l  e l e m e n t  o f  K .

I n  t h i s  s t u d y  we f o u n d  t h a t  a  s p e c i a l  e l e m e n t  o f  a  g e n e r a l i z e d  
s e m i n e a r - f i e l d  h a s  6 t y p e s  a s  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  shows  ะ

T h e o r e m  1 L e t  K b e  a  g e n e r a l i z e d  s e m i n e a r - f i e l d  w i t h  a  a s  a  s p e c i a l  e l e m e n t .
Then  e x a c t l y  one  o f  t h e  f o l l o w i n g  s t a t e m e n t s  h o l d  ะ ( 1 )  a x  = x a  = a  f o r  a l l
X e K. (2)  a x  = x a  = X f o r  a l l  X £ K. (3)  a x  = a  a nd  x a  = X f o r  a l l  X E K. (4 )
a x  = X a n d  x a  = a  f o r  a l l  X £ K. (5)  a  4 e  and  ae  = e a  = a .  ( 6 )  a 2 ^  e  a nd
ae  = e a  /  a  w h e r e  e  i s  t h e  i d e n t i t y  o f  (KN{ a } , * ) .  I n  c a s e  ( 6 )  we f o u n d  t h a t  
t h e r e  e x i s t s  a  u n i q u e  e l e m e n t  d i n  Kv{a} s u c h  t h a t  a x  = d x  a n d  x a  = xd  f o r  a l l  
X £ K. ____ __ (* )

A s p e c i a l  e l e m e n t  a  s a t i s f y i n g  ( 1 ) ,  ( 2 )  5 ( 3 ) ,  (.4) 5 ( 5 )  o r  (.6) i s  c a l l e d  
a  c a t e g o r y  I , I I , I I I , I V , V  o r  VI  s p e c i a l  e l e m e n t  o f  K, r e s p e c t i v e l y .

T h e o r e m  2 L e t  K b e  a  g e n e r a l i z e d  s e m i n e a r - f i e l d  w i t h  a  a s  a  s p e c i a l  e l e m e n t .  
I f  a  i s  a  c a t e g o r y  I I  o r  VI  s p e c i a l  e l e m e n t  o f  K t h e n  ( K ' { a } , + , * )  i s  a  r a t i o  
s e m i n e a r - r i n g .

G i v e n  a  r a t i o  s e m i n e a r - r i n g  D we c l a s s i f i e l d  a l l  g e n e r a l i z e d  
s e m i n e a r - f i e l d s  K w i t h  a  c a t e g o r y  I I  s p e c i a l  e l e m e n t  a  s u c h  t h a t  D = K > {a} .  
G i v e n  a  r a t i o  s e m i n e a r - r i n g  D a nd  d £ D we c l a s s i f i e d  a l l  g e n e r a l i z e d  
s e m i n e a r - f i e l d s .  K w i t h  a  c a t e g o r y  VI  s p e c i a l  e l e m e n t  a  s u c h  t h a t  D = K ' { a }  
a n d  d  s a t i f i e s  ( * ) .

We s l s p  c l a s s i f i e d  a l l  g e n e r a l i z e d  s e m i n e a r - f i e l d s  c o n t a i n i n g  a  
c a t e g o r y  V s p e c i a l  e l e m e n t .
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