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บทที่ 1 
บทน า 

1.1 ความเป็นมาและเหตุผลการวิจัย 
 การหาผลเฉลยของสมการการเชิงอนุพันธ์ในปัจจุบัน ช่วยแก้ปัญหาในทางวิทยาศาสตร์ 
วิศวกรรมศาสตร์ และศาสตร์สาขาอ่ืน ๆ ที่สามารถอธิบาย ได้ด้วยแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ ซึ่งส่วน
ใหญ่ จะอยู่ในรูปอัตราการเปลี่ยนแปลงของสิ่งที่ก าลังศึกษา เช่น ความร้อน คลื่น ต าแหน่งของวัตถุ
เป็นต้น  

 ในการศึกษาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์สามัญ จะเขียนอยู่ในรูป         ซึ่ง    
เป็นผลเฉลยทั่วไปของสมการ เมื่อแทน  ( ) ด้วยฟังก์ชันศูนย์ และ    เป็นผลเฉลยหนึ่งของสมการ 
ส าหรับแต่ละ  ( ) ที่ก าหนดให้ จะเห็นว่า    ตามบทนิยามสามารถมีได้มากกว่าหนึ่งฟังก์ชัน ขึ้นอยู่
กับเทคนิคในการแก้ปัญหา เช่น หลักการเทียบสัมประสิทธิ์ ตัวด าเนินการผกผัน การแปรพารามิเตอร์ 
เป็นต้น 
 ดังนั้นผู้จัดท ามีความสนใจที่จะศึกษาวิธีตัวด าเนินการผกผันของสมการเชิงอนุพันธ์สามัญ 
เพราะช่วยแก้สมการได้อย่างรวดเร็วและมีประสิทธิภาพ จากการค้นคว้าพบว่ายังไม่มีการกล่าวถึงการ
ใช้วิธีแบบเดียวกันในการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยอย่างเป็นระบบมีเพียงเอกสารอ้างอิง [1]   ผู้จัดท า
จึงมีความสนใจที่จะค้นคว้าเรียบเรียงและพัฒนาวิธีตัวด าเนินการผกผันส าหรับการแก้สมการเชิง
อนุพันธ์ย่อย   

 
1.2 วัตถุประสงค์ของการวิจัย 
  ศึกษาเรียบเรียงและพัฒนาวิธีตัวด าเนินการผกผันส าหรับการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย 
 
1.3 ขอบเขตการวิจัย  
         พิจารณาสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยอันดับสองเชิงเส้นที่มีตัวแปรสองตัว 
 
1.4 ขั้นตอนการวิจัย  

การวิจัยเพ่ือการวิเคราะห์ความพึงพอใจของผู้เรียนในระบบการจัดการเรียนการสอนแบบ
ห้องเรียนกลับด้าน มีข้ันตอนการด าเนินการดังต่อไปนี้ 
 1. ศึกษาทบทวนความรู้เบื้องต้นเกี่ยวกับสมการเชิงอนุพันธ์สามัญและสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย 
 2. ศึกษาการจ าแนกสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยออกเป็นประเภทต่าง ๆ  
 3. ค้นคว้าหนังสือและงานวิจัยเกี่ยวกับวิธีตัวด าเนินการผกผันในการแก้สมการเชิงอนุพันธ์
ย่อย 
 4. พิสูจน์ผลลัพธ์เกี่ยวกับการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยด้วยวิธีตัวด าเนินการผกผันในกรณีต่าง 
ๆ 
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 5. ตรวจสอบความถูกต้องของการด าเนินงาน 
 6. สรุปและจัดท ารูปเล่ม 
 
1.5    ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ  

ประโยชน์ที่ได้รับจากการวิจัยในครั้งนี้มีดังนี้  
1. เข้าใจกระบวนการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยด้วยตัวด าเนินการผกผัน 
2. มีวิธีการในการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยด้วยตัวด าเนินการผกผันที่รวดเร็วและมี

ประสิทธิภาพ 
 
1.6 โครงสร้างของรายงาน 

บทที่ 2 จะกล่าวถึงความรู้พ้ืนฐานที่เก่ียวข้องกับตัวด าเนินการและตัวด าเนินการผกผันส าหรับ
การแก้สมการเชิงอนุพันธ์สามัญ 

บทที่ 3 บทพิสูจน์และตัวอย่างของตัวด าเนินการเชิงอนุพันธ์ส าหรับสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย 
บทที่ 4 บทพิสูจน์และตัวอย่างของตัวด าเนินการผกผันส าหรับการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย 
บทที่ 5 จะกล่าวถึงข้อสรุป และข้อเสนอแนะ 



 
 

บทที่ 2 

ความรู้พื้นฐานและงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

ในบทนี้จะกล่าวถึงความรู้พื้นฐานที่เก่ียวข้องกับตัวด าเนินการและตัวด าเนินการผกผันส าหรับ
การแก้สมการเชิงอนุพันธ์สามัญ 
 
2.1  ตัวด าเนินการและตัวด าเนินการผกผันในสมการเชิงอนุพันธ์สามัญ 

 
พิจารณาสมการเชิงอนุพันธ์สามัญ  
   ( )     1 (   )+ … +  1  + 0   ( )                ( ) 

โดย            เป็นค่าคงตัว และ  ( ) เป็นฟังก์ชันที่ก าหนดให้ 
สมการสามารถเขียนได้ในรูป  

(        1           1   0)   ( ) 
โดย 

  
 
  

 

ก าหนดให้  ( )          1           1   0 
เรียก  ( ) ว่าตัวด าเนินการเชิงอนุพันธ์ของสมการ ( ) 
ผลเฉลยทั่วไปของสมการ ( ) เขียนได้เป็น           
โดยที่    เป็นผลเฉลยทั่วไปของสมการ เมื่อแทน  ( ) ด้วยฟังก์ชันศูนย์ และ    เป็นผลเฉลยหนึ่ง
ของสมการ ส าหรับแต่ละ  ( ) ที่ก าหนดให้ 
 
บทนิยาม ตัวด าเนินการผกผัน 

 
 ( )

  กระท ากับ  ( )  คือฟังก์ชัน    ซึ่งสอดคล้องกับสมการ  
 ( )    ( ) และเขียนใหม่เป็น     

 ( )  ( ) 
หมายเหตุ :    ตามบทนิยามสามารถมีได้มากกว่าหนึ่งฟังก์ชัน โดยในหัวข้อนี้เราจะศึกษาสูตรต่างๆ ที่
น าไปสู่การหาตัวด าเนินการผกผันที่สอดคล้องสมบัติ ( ) 
  
 พิจารณาสมการ     ( ) และสามารถเขียนเป็นตัวด าเนินการเชิงอนุพันธ์ผกผัน 
   

 
 ( ) เรารู้ว่าสมการข้างต้นนี้มีผลเฉลยเฉพาะโดยใช้ความรู้พ้ืนฐานดังนี้   ∫ ( )    

ดังนั้นสรุปได้ว่า   
 
 ( )  ∫ ( )    

 ส าหรับ    
  

  จะก าหนดนิยามต่อไปนี้ 
บทนิยาม ตัวด าเนินการผกผันของ    

  
  คือ   

 
( ( ))  ∫ ( )     
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2.2  สมบัติของตัวด าเนินการและตัวด าเนินการผกผัน 
 ให้   ( )          1           1   0  
โดย            เป็นค่าคงตัว,  ( ) เป็นฟังก์ชันใดๆ 
 
  , -     ( ) [

 
 ( ) 

( )]   ( ) 

  , -   
 

  ( )  ( ) 
( )  

 
  ( )(

 
  ( ) 

( ))  
 

  ( )(
 

  ( ) 
( )) 

  , -   
 

 ( )
,    ( )      ( )-    

 
 ( )  ( )    

 
 ( )  ( ) 

โดยที่       เป็นค่าคงที่ และ   ( )   ( ) เป็นฟังก์ชันใดๆ 
 
  , -    ( )     ( )    โดยที่   เป็นค่าคงที่  
 
ตัวอย่าง จงหา   (    )     โดยใช้วิธีตัวด าเนินการ 
วิธีท า จาก  ( )     ( )     
จะได้   (    )      (    )          
 
  , -    

 ( )  
    

 ( )  
       โดยที่   ( )    และ   เป็นค่าคงที่  

 
ตัวอย่าง จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ (      )       
โดยใช้วิธีตัวด าเนินการผกผัน 
วิธีท า จาก  

 ( )  
    

 ( )  
    

จะได้        
 

      
         

 

( )  ( )   
 

   

  
 

 
  , -   ( )( ( )   )      (   ) ( ) โดยที่   เป็นค่าคงที่ 
 
ตัวอย่าง จงหา  (       )     โดยใช้วิธีตัวด าเนินการ 
วิธีท า จาก  ( )( ( )   )      (   ) ( )  
จะได้  (       )             ,(   )   (   )   -   
        (              )   
        (       )   
        (           ) 
 
  , -    

 
 ( )

( ( )   )      
 (   )

 ( ) โดยที่   เป็นค่าคงที่ 
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ตัวอย่าง จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ (   )       
โดยใช้วิธีตัวด าเนินการผกผัน 
วิธีท า จาก  

 ( )
( ( )   )      

 (   ) ( )   
จะได้ว่า      

 

   
         

(   )  
       

 
     ∫          

 
 

 
  , -    

(   )          

  
 โดยที่   เป็นค่าคงที่ และ   เป็นจ านวนนับ  

 
ตัวอย่าง จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ (   )       
โดยใช้วิธีตัวด าเนินการผกผัน 
วิธีท า จาก  

(   )          

  
  จะได้ว่า     

(   ) 
         

  
 

 
    (   )             โดยที่          เป็นค่าคงที ่และ     เป็นจ านวนนับ  
 
ตัวอย่าง จงหา  (   )      โดยใช้วิธีตัวด าเนินการ 
วิธีท า จาก  (   )         และ      
จะได้  (   )        
 
   , -    

(   )  ( )  
     

   ( )  
     โดยที่   ( )      เป็นค่าคงที่ และ   เป็นจ านวนนับ  

 
ตัวอย่าง จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ (   ) (    )      

โดยใช้วิธีตัวด าเนินการผกผัน 
วิธีท า จาก  

(   )  ( )  
     

   ( )  
     

จะได้ว่า     
(   ) (    )

         

  (    )
      

     
 

 
     (     ) 2           (     ) 2            โดยที่     เป็นค่าคงที่  
 
ตัวอย่าง จงหา (    )       โดยใช้วิธีตัวด าเนินการ 
วิธีท า จาก (     ) 2           (     ) 2            
จะได้  (    )       (     )             
 
   , -  

 
     2           

 
     2            โดยที่  | |  | | และ     เป็นค่าคงที่  

 
ตัวอย่าง จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ (    )        
โดยใช้วิธีตัวด าเนินการผกผัน 
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วิธีท า จาก   

     2
     
     

 
 

     
2     
     

   
จะได้ว่า     

    
       

     
        

 
      

 
   , -   

 
     2           

 
  2       

        โดยที่   เป็นค่าคงที่ 

 
ตัวอย่าง จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ (    )         
โดยใช้วิธีตัวด าเนินการผกผันผกผัน 
วิธีท า จาก  

     2
     
       

  
2       
          

จะได้ว่า    
 

    
      

 

 ( )
       

 

 
        

 
   , -     (  ) 2            (   ) 2            โดยที่   เป็นค่าคงที่ 

 
ตัวอย่าง จงหา (        )       โดยใช้วิธีตัวด าเนินการ 
วิธีท า จาก   (  ) 2            (   ) 2            
จะได้  (        )                    ( (   )      )       
      (    )       
                     

 

      ( ) { 
( )        

 ( )            {
  .     (   ) ( )/

  .     (   ) ( )/
    

โดยที่        ซ่ึง     เป็นค่าคงที่ 
 

ตัวอย่าง จงหา  (    )          โดยใช้วิธีตัวด าเนินการ 

วิธีท า จาก  ( ) { 
( )        

 ( )            {
  .     (   ) ( )/

  .     (   ) ( )/
  

จะได้  (    )             ,   ( ((     )   )   
         [   (       )  ] 
         ,   (            )- 
 
   , -    

 
 (  ) 2

     
      

 
 (   ) 2

     
       โดยที่   (   )    และ   เป็นค่าคงที่ 

 
ตัวอย่าง จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ (       )       

โดยใช้วิธีตัวด าเนินการผกผัน 
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วิธีท า  จาก  
 (  ) 2

     
       

 (   ) 2
     
        

จะได้ว่า     
       

      
        

      
  

     

      
 ∫          

 
     

 

   , -  
 

        
2     
      

0(     ) 2     
        2      

      1

(     )       

โดยที่          เป็นค่าคงที่ และ (     )         
 

ตัวอย่าง จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ (        )        
โดยใช้วิธีตัวด าเนินการผกผัน 
วิธีท า  จาก  

        
2     
      

0(     )2     
        2      

      1

(     )         

จะได้ว่า         
 

        
      

(   (  ))        ( )      

(   (  ))
 
   (  )

 
                

   
 

             

  
 

 
   , -   

 
 ( )  

  
 

  ,   ( )-  
  

                          
 
  

,   ( )    ( )    ( )      ( )   -    

เมื่อ      
 
ตัวอย่าง จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ (      )     

โดยใช้วิธีตัวด าเนินการผกผัน 
วิธีท า  จาก  

 ( )  
   

  
,   ( )    ( )    ( )      ( )   -    

จะได้ว่า     
      

    
 (  

 
  

 
  

    
  )   

 (  

  (     
  

 
)
  ) 

 
 
 
*  (

 
 
  

 
 
  )  (

 
 
  

 
 
  )

 

 (
 
 
  

 
 
  )

 

 (
 
 
  

 
 
  )

 

+    

 
 
 
[  

 
 
  

 
 
   

 
 
   

 
 
   

 
 
   

 
 
   

 
 
   

 
  

    ]   

 
 
 
[                          

 
 
] 

 
 
 
[              

 
 
] 
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      ( )*  ( )+    ( ) ( )    ( ) ( ) 
 
ตัวอย่าง จงหา  (       )     โดยใช้วิธีตัวด าเนินการ 
วิธีท า จาก  ( )*  ( )+    ( ) ( )    ( ) ( )  
จะได้        (       )      (       )    (    )    
      (    ( )   )    ( ( )   )    
    (สมบัติตัวด าเนินการส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์สามัญ ข้อที ่ ) 
                 
 
   , -    

 ( )
*  ( )+    

 ( )  ( )    ( )
, ( )-  ( )  

 
ตัวอย่าง จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ (   )       

โดยใช้วิธีตัวด าเนินการผกผัน 

วิธีท า  จาก   

 ( )
*  ( )+   

 

 ( )
* ( )+  

  ( )
, ( )- 

* ( )+  
จะได้ว่า      

     
     

    
    

(   )  
   .   

 
  /  

       
       

 
 



 
 

บทที่ 3 

ตัวด าเนินการเชิงอนุพันธ์ของ PDE  

ในบทนี้จะกล่าวถึงตัวด าเนินการเชิงอนุพันธ์ส าหรับสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย 
 
3.1 ตัวด าเนินการในสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย 
 
ศึกษาการหาผลเฉลยของสมการ 

 
   
      

   
    

  
   
     (   )                                       ( ) 

โดย       เป็นค่าคงตัว และ  (   ) เป็นฟังก์ชันใดๆ 
ด้วย วิธีเชิงตัวด าเนินการผกผัน โดยเขียนสมการเป็น 

(   
            

 )   (   ) 
โดย     

  
  และ      

  
 

ก าหนดให้  (     )     
            

  
เรียก  (     ) ว่าตัวด าเนินการเชิงอนุพันธ์ของสมการ ( ) 
 
3.2  สมบัติของตัวด าเนินการในสมการเชิงอนุพันธ์สามัญ 
 ให้  (     )     

            
   โดย       เป็นค่าคงตัว,  (   ) เป็นฟังก์ชัน 

และ     เป็นค่าคงที่ 
 
     (     )        (   )       
บทพิสูจน์    (     )       (   

            
 )       

    
                        

        

                                 

 (            )        (   )                                                           

 
ตัวอย่าง จงหา (  

           
 )      โดยใช้วธิีตัวด าเนินการ 

วิธีท า  จาก   (     )        (   )       
จะได้ว่า  (  

           
 )      (    ( )( )   (  ))              

 
     (     ) (   )              (         ) (   ) 

บทพิสูจน์    (     ) (   )       (   
            

 ) (   )       
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  (   )              (   )          

  (   )       
         (    )  (   )          (    )(    ) (   ) 

         (    )
 
 (   ) .สมบัติตัวด าเนินการส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์สามัญ ข้อที่  / 

        ,  (    )  (   )    (    )(    ) (   ) 

   (    )
 
 (   )- 

        ,  (    )    (    )(    )    (    )
 
-  (   ) 

        (         ) (   )                                                                                 
 
ตัวอย่าง จงหา (  

       )         โดยใช้วธิีตัวด าเนินการ 
วิธีท า  จาก   (     ) (   )              (         ) (   )  
จะได้ว่า (  

       )    
     

      ,(    )   (    )(    )-    
      [  

         (             )]    
      [  

                       ]    
      [  

                 ]    
      (                  ) 
 
     (     ) {

    (     )
    (     )    (   ) {   

(     )
   (     )  

บทพิสูจน์    (     ) 2
    (     )
    (     )  (   

            
 ) 2

    (     )
    (     )  

    
 {

    (     )
    (     )        {

    (     )
    (     )     

 {
    (     )
    (     )  

  (   ) {   
(     )

   (     )    (   ) {   
(     )

   (     )   (   ) {   
(     )

   (     )  

 , (   )    (   )   (   )- {   
(     )

   (     )  

  , (  )    (  )   (  )- {   
(     )

   (     )  

   (   ) {   
(     )

   (     )                                                                                                

 
ตัวอย่าง จงหา (  

     
 )    (    ) โดยใช้วธิีตัวด าเนินการ 

วิธีท า  จาก   (     ) 2
    (     )

    (     )
   (   ) {   (     )

   (     )  

จะได้ว่า  
(  

     
 )    (    )   (    (  ))    (    )       (    ) 
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     (     ) {
 (   )    (     )
 (   )    (     )

  {
  .  (     ) (           ) (   )/

  .  (     ) (           ) (   )/
 

บทพิสูจน์    (     ) {
 (   )    (     )
 (   )    (     )  

 (   
            

 ) ,
 (   )  (  (     ))
 (   )  (  (     ))

 

  {
  (  (     ) . (     )    (     )(     )   (     )

 
/ (   ))

  (  (     ) . (     )    (     )(     )   (     )
 
/ (   ))

 

.สมบัติตัวด าเนินการส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย ข้อที่  / 

  {
  .  (     ) (           ) (   )/

  .  (     ) (           ) (   )/
                                                           

 
ตัวอย่าง จงหา (  

    
 )      (    ) โดยใช้วธิีตัวด าเนินการ 

วิธีท า  จาก

  (     ) {
 (   )    (     )
 (   )    (     )  {

  .  (     ) (           ) (   )/

  .  (     ) (           ) (   )/
  

จะได้ว่า  (  
    

 )      (    ) 
   (  (    ) (          )   ) 
   (  (    )(  

            
         )   ) 

   (  (    )(                    )) 
    (    (    )        (    )         (    )        (    )) 
      (    )        (    )          (    )        (    ) 
 (        )   (    )  (       )   (    ) 
 
 
      (     ),     -    (   )       (   )     

บทพิสูจน์    (     ),     - 
 (   

            
 ),     - 

    
 ,     -        ,     -     

 ,     - 
   (   )       (   )                                                                                 
 
ตัวอย่าง จงหา (  

     
 ),     - โดยใช้วธิีตัวด าเนินการ 

วิธีท า  จาก   (     ),     -    (   )       (   )      
จะได้ว่า (  

     
 ),     -   ( )( )   ( )( )       



 
 

บทที่ 4 

ตัวด าเนินการผกผันส าหรับการแก้ PDE  

ในบทนี้จะกล่าวถึง ผลของการด าเนินการวิจัยศึกษาเรียบเรียงและพัฒนาวิธีตัวด าเนินการ
ผกผันส าหรับการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย 
 
4.1 ตัวด าเนินการผกผันในสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย 
 
บทนิยาม ตัวด าเนินการผกผัน  

 (     )
  กระท ากับ  (   )  คือฟังก์ชัน    ซึ่งสอดคล้องกับสมการ 

 (     )    (   )  

ดังนั้น 
 

 (     )
 (   )     ก็ต่อเมื่อ   (     )    (   ) 

หมายเหตุ :    ตามบทนิยามสามารถมีได้มากกว่าหนึ่งฟังก์ชัน โดยในหัวข้อนี้เราจะศึกษาสูตรต่างๆ ที่
น าไปสู่การหาตัวด าเนินการผกผันที่สอดคล้องสมบัติ ( ) 
 ส าหรับ     

  
  และ      

  
  จะก าหนดนิยามต่อไปนี้ 

บทนิยาม ตัวด าเนินการผกผันของ     
  

  คือ  
  

( (   ))  ∫ (   )     และตัว

ด าเนินการผกผันของ     
  

  คือ  
  

( (   ))  ∫ (   )      

 
4.2    สมบัติของตัวด าเนินการผกผันในสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย 
 ให้  (     )     

            
   โดย       เป็นค่าคงตัว , 

 (   )   (   )   (   ) เป็นฟังก์ชัน และ           เป็นค่าคงที่ 
 

     (     ) *
 

 (     )
 (   )+   (   ) 

    
 

  (     )  (     )
 (   )  

 
  (     )  (     )

 (   ) 

บทพิสูจน์  ให้    
  (     )  (     )

 (   )    

จะได้ว่า   (     )  (     )   (   ) 

จาก   (     )  (     )    (     )  (     )  

จะได้ว่า    (     )  (     )   (   ) 

ดังนั้น 
 

  (     )  (     )
 (   )    
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นั้นคือ 
 

  (     )  (     )
 (   )  

 

  (     )  
(     )

 (   )           

 
  

 
 (     )

,    (   )      (   )- 

 
 

 (     )
    (   )  

 
 (     )

    (   ) 

บทพิสูจน์  ให้   

 (     )
  
(   )      

 

 (     )
  
(   )     และ        เป็นคา่คงที ่

จะได้ว่า   (     )     
(   )  และ  (     )     

(   )     
ดังนั้น  (     ),         -            (     )      (     )   
          (   )     (   )       
นั้นคือ 

 

 (     )
[    

(   )      
(   )]            

        
 

 (     )
  (   )   

 
 (     )

  (   )         
 
  

 
 (     )

       
 

 (   )
          โดยที่  (   )    

บทพิสูจน์   
 

 (     )
       

 

   
            

 
       

     
             

     

(สมบัติตัวด าเนินการผกผันส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์สามัญ ข้อที่  ) 
        

                 

(สมบัติตัวด าเนินการผกผันส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์สามัญ ข้อที่  ) 
 

 
                   

 
 

 (   )
          โดยที ่   (   )                                                                

 
ตัวอย่าง จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ (  

     
 )       

โดยใช้วิธีตัวด าเนินการผกผัน 

วิธีท า  จาก  

 (     )
       

 

 (   )
        

จะได้ว่า      
(  

     
 )

      
    (  )

       
 
     

ตรวจค าตอบ (  
     

 )  (  
     

 ) 0 
 

 
    1 
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 0 

 

 
    1     

 0 
 

 
    1 

  
 

 
     

 

 
           เป็นจริง 

 
  

 
 (     )

 (   )                
 (         )

  (   ) 

บทพิสูจน์   
 

 (     )
 (   )       

 
 

(   
            

 )
 (   )       

     
( (    )    (    )      

 )
 (   )    

(สมบัติตัวด าเนินการผกผันส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์สามัญ ข้อที่  ) 
        

. (    )    (    )(    )   (    )
 
/
 (   ) 

(สมบัติตัวด าเนินการผกผันส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์สามัญ ข้อที่  ) 

        
 (         )

  (   )                                                                                 

 
หมายเหตุ สมบัติข้อที่ 1-5 นี้ ยังคงเป็นจริงส าหรับ  (     ) ใดๆ 
 
ตัวอย่าง จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ (    )(    )           

โดยใช้วิธีตัวด าเนินการผกผัน 
วิธีท า  จาก  

 (     )
 (   )              

 (         )
  (   )  

จะได้ว่า            
(    )(    )     

     

         
(      )(      )

    

         
    

         ∬        

        ∫  
 
       

 
          

ตรวจค าตอบ  (    )(    )   (    )(    )
 

 
     

    

 

 (             )
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            เป็นจริง 
 
  

 
 (     )

{   
(     )

   (     )  
  (   )  (       )
        (       ) {   

(     )
   (     )  

บทพิสูจน์   
 

 (     )
{   (     )
   (     )  

 

   
            

 
{   (     )
   (     ) 

 
 

 (   )          (   ) {
   (     )
   (     )  

(สมบัติตัวด าเนินการผกผันส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์สามัญ ข้อที่   ) 
 

 
       (       )

{   
(     )

   (     )  

 
 

,       (       )-
,       (       )-
,       (       )-

{   
(     )

   (     )  

        (       )
 

,     
   

  (       ) -
{   

(     )
   (     )  

 ,       (       )-   {   
(     )

   (     )
 

        (       )  

(สมบัติตัวด าเนินการผกผันส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์สามัญ ข้อที่   ) 

 
      {   

(     )
   (     )  (       ) {   

(     )
   (     )

        (       )    

โดยที่          (       )    

 
  (   ) {   

(     )
   (     )  (       ) {   

(     )
   (     )

        (       )  

โดยที่          (       )    
 

  (   )  (       )
        (       ) {   

(     )
   (     )  

โดยที่          (       )                                                                      
 
ตัวอย่าง จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ (  

           
 )     (     ) 

โดยใช้วิธีตัวด าเนินการผกผัน 

วิธีท า  จาก   
 (     )

{   (     )
   (     )    (   ) (       )

        (       ) {
   (     )
   (     )  

จะได้ว่า            
  

           
    (     ) 

    (  )(  ( ))  (  )  (  )

 (  ) (  )(  ) ( (  )  (  )) 
   (     ) 
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   (     ) 

     
   

   (     ) 

    
 
   (     ) 

ตรวจค าตอบ  (  
           

 )   (  
           

 )  
 
   (     ) 

   
  
 
   (     )       

 
 
   (     )     

  
 
   (     ) 

      (     )      (     )      (     ) 
    (     )   เป็นจริง 
 

  
 

 (     )
 (   ) {   

(     )
   (     )  

{
  
 

  
 
  (  (     )  

 (           )
 (   ))

  (  (     )  
 (           )

 (   ))

 

บทพิสูจน์   
 

 (     )
 (   ) {   (     )

   (     )  

 
 

 (     )
 (   ) ,

  (  (     ))
  (  (     ))

 

 

{
 
 

 
   (

 
 (     )

 (   )  (     ))

  (
 

 (     )
 (   )  (     ))

 

 

{
  
 

  
 
  (  (     )  

 (           )
 (   ))

  (  (     )  
 (           )

 (   ))

 

(สมบัติตัวด าเนินการผกผันส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย ข้อที่  )                                 
 
ตัวอย่าง จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ (  

           
 )       (     ) 

โดยใช้วิธีตัวด าเนินการผกผัน 
วิธีท า  จาก

  

 (     )
 (   ) {   (     )

   (     )  

{
 
 

 
   (  (     )  

 (           )
 (   ))

  (  (     )  

 (           )
 (   ))

  

จะได้ว่า            
  

           
      (     ) 
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   (  (     )  

(     )   (     )(     )   (     ) 
  ) 

   (  (     )  
  

                                
          

  ) 

   (  (     )  
  

                
   

  ) 

   (  (     )  
     ( )   ( )( )   (  )   

  ) 

(สมบัติตัวด าเนินการผกผันส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย ข้อที่  ) 

   (  (     )  
    

  ) 

   (  (     )  
(    )

(    )
(    )

  ) 

   (  (     ) (    )
(    )

  ) 

 
  

  
,  (   (     ))    (    (     ))- 

 
  

  
,    (     )      (     )- 

 
ตรวจค าตอบ  (  

           
 )   

 (  
           

 ) (
  

  
,    (     )      (     )-) 

 
  

  
((    )   (    )      

 )(,    (     )      (     )-) 

(สมบัติตัวด าเนินการส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย ข้อที่  ) 

 
  

  
(  

                     
 )(,    (     )      (     )-) 

 
  

  
[ (  

                     
 )    (     )

  (  
                     

 )   (     )] 

 
  

  
[ (  

    (     )        (     )     (     )

         (     )        (     )     
    (     ))

  (  
    (     )        (     )     (     )

         (     )        (     )     
    (     ))] 

 
  

  
, (     (     )      (     )     (     )       (     )

     (     )       (     ))
  (     (     )      (     )     (     )
      (     )      (     )       (     ))- 

 
  

  
, (    (     )      (     ))   (    (     )      (     ))- 

 
  

  
,     (     )      (     )      (     )      (     )- 

      (     )   เป็นจริง 
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ตัวอย่าง จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการปัวซง (Poisson’s equation)  

(  
    

 )      (    )            
โดยใช้วิธีตัวด าเนินการผกผัน 
 
วิธีท า              

  
    

 (    (    )          ) 

     
  

    
    (    )     

  
    

        
  (สมบัติตัวด าเนินการผกผันส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย ข้อที่  ) 
     

  
    

    (    )     
            

  (สมบัติตัวด าเนินการผกผันส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย ข้อที่  ) 
      ( (  )  (  ))

  ( (  )  (  ))
    (    )         

  (สมบัติตัวด าเนินการผกผันส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย ข้อที่  ) 
     

 
   (    )         

ตรวจค าตอบ  (  
    

 )   (  
    

 ) 0  
 
   (    )        1 

   
 [ 

 
 
   (    )        ]    

 [ 
 
 
   (    )        ] 

 
  
 

   (    )          
 
 
   (    )           

     (    )                  เป็นจริง 
 
ตัวอย่าง จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการคลื่น  (Wave  equation) 

(  
      

 )          
โดยใช้วิธีตัวด าเนินการผกผัน 
 
วิธีท า             

  
      

          

       
  

    (    ) 
      

  .สมบัติตัวด าเนินการผกผันส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย ข้อที่  / 

       
      (   ) 

        
             

  (สมบัติตัวด าเนินการผกผันส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย ข้อที่  ) 
ตรวจค าตอบ  (  

      
 )   (  

      
 ) 0  

            1 

   
 [ 

 
            ]      

 [ 
 

            ] 

 
 

             
  

             

           เป็นจริง 
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ตัวอย่าง จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการความร้อน  (Heat  equation) 
(      

 )             
โดยใช้วิธีตัวด าเนินการผกผัน 
 
วิธีท า             

      
 ,           - 

         
    (    ) 

      

  .สมบัติตัวด าเนินการผกผันส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย ข้อที่  / 

         
    (    ) 

(    (    ) )
(    (    ) )

      
            (    ) 

  
    (    ) 

        
            (    ) 

      (   ) 
      

(สมบัติตัวด าเนินการผกผันส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย ข้อที่  ) 

                 (  
       )     

        

    
           (               ) 

 
   
ตรวจค าตอบ  (      

 )   (      
 ) 0  

           (               )1 

   [
 

           (               )]

    
 [

 
           (               )] 

 
 

           (                )  

   [
 

           (               )] 

 
 

           (                                   ) 

 
 

           (       )                   เป็นจริง



 
 

บทที่ 5 
ข้อสรุปและข้อเสนอแนะ  

5.1  ข้อสรุป 
 จากวัตถุปรสงค์ พบว่า ตัวด าเนินการผกผันส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย มีสมบัติสลับที่ 
สมบัติเชิงเส้น และสามารถหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ  (     )   (   ) เมื่อฟังก์ชัน 
 (   ) เป็นฟังก์ชันที่เก่ียวข้องกับ            (     )  และ     (     )  
 
5.2  ข้อเสนอแนะ 
 1.  ผู้วิจัยไม่สามารถพิสูจน์วิธีตัวด าเนินการผกผันส าหรับสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยของฟังก์ชันที่

เกี่ยวข้องกับ            หรือ        ได้ ซึ่งสามารถน าไปพัฒนาต่อยอดงานวิจัยได้ 



 
 

รายการอ้างอิง 

 
[1] Kythe, P.K., Puri, P., and Schaferkotter, M.R. Partial Differential Equations and 

Boundary Value Problems with Mathematica. 2nded. London: Chapman &  
Hall/CRC, 2003.   

[2] วิมลรัตน์ งามอร่ามวรางกูร,  สมการเชิงอนุพันธ์, ครั้งที่พิมพ์ 1 (กรุงเทพ :  โรงพิมพ์พิทักษ์การ

พิมพ์,  2559 ),  หน้า 50-65 
[3] สุพัฒนา เอ้ือทวีเกียรติ, มนตรี สวัสดิ์ศฤงฆาร, เทียนชัย ประดิสถายน และ ลัญฉกร วุฒิสิทธิกุลกิจ.  

สมการเชิงอนุพันธ์สามัญ. ครั้งที่พิมพ์ 2.  กรุงเทพ : บริษัทแอคทีฟ ปริ้นท์ จ ากัด, 2558  



 
 

ภาคผนวก



 
 

ภาคผนวก ก 
แบบเสนอหัวข้อโครงงาน รายวิชา 2301399 Project Proposal 

ปีการศึกษา 2563 

ชื่อโครงงาน (ภาษาไทย)  วิธีตัวด าเนินการผกผันส าหรับแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย  
ชื่อโครงงาน (ภาษาอังกฤษ) Inverse operator method for solving PDEs 
อาจารย์ที่ปรึกษา   รศ.ดร. สุจินต์ คมฤทัย 
ผู้ด าเนินการ   นายอดิศักดิ์ สีดามาตร เลขประจ าตัวนิสิต 6033546523 
    สาขาวิชาคณิตศาสตร์ ภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์ 
    คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 
_________________________________________________________________________ 
 
หลักการและเหตุผล 

 
ในการศึกษาสมการเชิงอนุพันธ์สามัญ วิธีหนึ่งที่ช่วยให้แก้สมการได้อย่างรวดเร็วและมี

ประสิทธิภาพคือวิธีตัวด าเนินการผกผัน   จากการค้นคว้าพบว่ายังไม่มีการกล่าวถึงการใช้วิธีแบบเดียวกันใน
การแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยอย่างเป็นระบบมีเพียงเอกสารอ้างอิง [1]   ผู้จัดท าจึงมีความสนใจที่จะค้นคว้า
เรียบเรียงและพัฒนาวิธีตัวด าเนินการผกผันส าหรับการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย   

 
วัตถุประสงค์ 

ศึกษาเรียบเรียงและพัฒนาวิธีตัวด าเนินการผกผันส าหรับการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย 
 

ขอบเขตของโครงงาน 
พิจารณาสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยอันดับสองเชิงเส้นที่มีตัวแปรสองตัว 

 
วิธีการด าเนินงาน 
 1. ศึกษาทบทวนความรู้เบื้องต้นเกี่ยวกับสมการเชิงอนุพันธ์สามัญและสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย 
 2. ศึกษาการจ าแนกสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยออกเป็นประเภทต่าง ๆ  
 3. ค้นคว้าหนังสือและงานวิจัยเกี่ยวกับวิธีตัวด าเนินการผกผันในการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย 
 4. พิสูจน์ผลลัพธ์เกี่ยวกับการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยด้วยวิธีตัวด าเนินการผกผันในกรณีต่าง ๆ 
 5. ตรวจสอบความถูกต้องของการด าเนินงาน 
 6. สรุปและจัดท ารูปเล่ม 
 
 



24 
 

 

 
วิธีการด าเนินงาน 

สิงหาคม พ.ศ. 2563 ถึง เมษายน พ.ศ. 2564 

ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค เม.ย 

1. ศึกษาทบทวนความรู้เบื้องต้น
เกี่ยวกับสมการเชิงอนุพันธ์สามัญ 
และสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย 

         

2. ค้นคว้าหนังสือและงานวิจัยที่
เกี่ยวข้องกับวิธีตัวด าเนินการ
ผกผั น ในการแก้ ส มก า ร เ ชิ ง
อนุพันธ์ย่อย 

         

3. พิสูจน์ผลลัพธ์ส าหรับสมการ
เชิงอนุพันธ์ย่อยในประเภทต่าง ๆ 

         

4. ตรวจสอบความถูกต้องของ
การด าเนินงาน 

         

5. สรุปและจัดท ารูปเล่ม          
  

 
ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 

 
1. เข้าใจกระบวนการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยด้วยตัวด าเนินการผกผัน 
2. มีวิธีการในการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยด้วยตัวด าเนินการผกผันที่รวดเร็วและมีประสิทธิภาพ 

 
อุปกรณ์และเครื่องมือที่ใช้ 

1. กระดาษ A4 
2. Notebook 
3. โปรแกรม Microsoft Word 
 

เอกสารอ้างอิง 
[1] Kythe, P.K., Puri, P., and Schaferkotter, M.R.  Partial Differential Equations and 

Boundary Value Problems with Mathematica. 2nded.  London: Chapman & Hall/CRC, 2003.  



 
 

ประวัติผู้เขียน 

 

นายอดิศักดิ์ สีดามาตร 
รหัสประจ าตัวนิสิต 6033543623  
ภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์  
คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย  
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