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บทที่ 1

บทนำ

1.1 ค ามเปน็มาและเ ตผุลการ จัิย

Small area estimation (SAE) ร ก รปร ม ณค่ รบพ้นทข่น ดเลก็ เปน็ นง่ใน

ธก รท ง ถตทเ่ปน็ทร้่จก รบก รปร ม ณพ ร มเต ร์ เม ่ ขน ดข งต ย ่ งไมเ่พยง

พ ทจ่ ใ ้ต ปร ม ณค่ ทไ่ด้ มค มน่ เช ่ ถ ลกก รข ง small area estimation ค

ก รยมข้ มลจ กแ ลง่ข้ มลทม่ค มเกย่ ข้ งกนผ่ นแบบจ ล ง โดยแบบจ ล งทใ่ช้ ย ่ ง

ก ้ งข งค แบบจ ล งเฟ-เ ร ท ซง่เปน็แบบจ ล งทน่ย มผ ่ น 2 แบบจ ล ง ค แบบ

จ ล งเช ่ มโยง (Linking Model) แล แบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ ง (Sampling Model) ดงน้

1. แบบจ ล งเช ่ มโยง: θi = x
′
iβ + vi

2. แบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ ง: yi = θi + ei

รบ i = 1, 2, 3, . . . , n

เม ่
n ค ขน ดต ย่ ง

θi ค ค่ เฉลย่ รบพ้นท่ i

vi ค ค มคล ดเคล ่ นจ กก รถดถ ย ซง่ มมตใ ้มก รแจกแจงปกต ทม่ค ่ เฉลย่เท ่

กบ 0 แล ค มแปรปร นเท ่ กบ A

yi ค ค่ ปร ม ณข ง θi ทไ่ด้จ กก ร ร จ

ei ค ค มคล ดเคล ่ นทเ่กดจ กก ร ม่ต ย ่ ง ซง่ มมตใ ้มก รแจกแจงปกต ทม่

ค ่ เฉลย่เท ่ กบ 0 แล ค มแปรปร น ψi

1
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ก รปร ม ณต แปรเป้ ม ยในแบบจ ล งเฟ-เ ร ท ค ต ปร ม ณทไ่มเ่ นเ ยงเชง

เ ้นเชงปร จก ท์ด่ท ่ ด (Empirical best linear unbiased predictor: EBLUP)

θ̂EBLUP
i =

Â

Â+ ψi

yi +
ψi

Â+ ψi

x
′

iβ

ซง่เปน็ผลบ กแบบถ่ งน้ นกร ่ งค ่ ทไ่ด้จ กก ร ร จ (yi) แล ค่ ทไ่ด้จ ก มก ร

ถดถ ย (x
′
iβ) โดยน้ นกจ ข้นกบค มแปรปร นจ กก รถดถ ย (Â) จ เ น็ ่ กรณท่

ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย มค่ เท ่ กบ 0 จ ท ใ ้ θ̂EBLUP
i = x

′
iβ ซง่เปน็ต ปร ม ณ

ทไ่ด้ม จ กก รถดถ ยเพยง ่ นเดย ท ใ ้ต ปร ม ณทไ่ด้ไมน่ ่ เช ่ ถ เร จงต้ งก ร ลก

เลย่งกรณค มแปรปร นจ กก รถดถ ยมค่ เท ่ กบ 0 ซง่ในป ีค. . 2010 Li แล Lahiri ได้

เ น แน คดก รปรบภ ค มน่ จ เปน็ ง ด (Adjusted maximum likelihood: ADM)

เพ ่ ไมใ่ ้ เกดกรณดงกล ่ น กจ กน้ต ่ ม ในป ี ค. . 2014 Yoshimori แล Lahiri ได้ม

ก รปรบปรง ธก รข ง Li แล Lahiri แล ป ี ค. . 2020 Angkunsit แล Suntornchost

ได้มก รน แน คดข ง Li แล Lahiri ไปปรบ ร้ งก รปร ม ณค่ ค มแปรปร น รบ

แบบจ ล ง ล ยต แปร

ข้ มลพ เนล เปน็รปแบบข้ มลทม่ก รบนทกข้ มลข ง น ่ ย ร จ ล ย น่ ย โดย

บนทก เปน็ค ่ ต แปรท่ นใจจ ก ล ย น่ ยเ ล ท ใ ้ ม รถ ก แน โน้มร ่ งเ ล

ได้ ซง่ในป ี ค. . 1994 Rao แล Yu ได้ท ก ร ก เกย่ กบข้ มลพ เนล แล ก รปร ม ณ

empirical best linear unbiased predictor (EBLUP) ข งข้ มลพ เนลไ ้แล้ ซง่ข้ มล

พ เนลเปน็ลก ณ ข งข้ มลทพ่บใน ล ย ข เชน่ ข้ มลท งด้ นเ ร ฐ ตร์

ดงน้น ในโครงก รน้ เร จ ขย ย ลกก รข ง Li แล Lahiri ในก รปรบต ปร ม ณ

ข งค มแปรปร นข งแบบจ ล งถดถ ยใ ้เปน็แบบจ ล งพ เนล แล จ ใช้แบบจ ล ง

พ เนลในก ร ก แน โน้มร ่ งปขี งร ยได้ข งปร ช กรไทยต้งแตป่ ีพ. . 2552 - พ. .

2560

1.2 ัตถปุระ งคข์องการ จัิย

เพ ่ ปร ยกต์ ลกก รก รปรบข ง ธภ น่ จ เปน็ ง ด รบแบบจ ล งพ เนลกบข้ มล

ร ยได้ข งปร ช กรไทย ต้งแตป่ ีพ. . 2552 ถงป ีพ. . 2560
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1.3 ขอบเขตการ จัิย

ข้ มลทใ่ช้ในก ร ก ในโครงก รน้ ค ข้ มลร ยได้ข งปร ช กรไทยต้งแตป่ ี พ. . 2552

ถงป ีพ. . 2560 โดยเปน็ข้ มลทม่ก รเกบ็ทก 2 ป ี

1.4 ประโยชนท์ ีค่าด า่จะได้รับ

1.4.1 ในด้านค ามรู้และประ บการณต์อ่ตั นิ ติเอง

1. มค มร้เกย่ กบก รถดถ ยเชงเ ้น

2. มค มร้เกย่ กบแบบจ ล งเฟ-เ ร ท

3. มค มร้เกย่ กบแบบจ ล งพ เนล

4. มค มร้ ค ม ม รถในก รใช้โปรแกรม R

1.4.2 ในด้านค ามรู้ ค ามเขา้ใจทีน่ำไป ูก่ารแก้ไขปญั าของ ังคม รอื

ภาพแ ดล้อม

ม รถค ดก รณแ์น โน้มร ยได้ข งปร ช กรไทยได้



บทที่ 2

ค ามรู้พ ื้นฐานและงาน จัิยทีเ่ก ีย่ ข้อง

ใน ่ นน้จ กล ่ ถงค มร้พ้นฐ นท งด้ นทฤ ฎค มน่ จ เปน็ ถต แล ถต รบพ้นท่

ขน ดเลก็ทใ่ช้ในก ร ก โครงง นน้ ร มถงง น จยใน ดตทเ่กย่ ข้ ง

2.1 ค ามรู้พ ื้นฐาน

2.1.1 ค ามรู้พ ื้นฐานทางด้านทฤ ฎคี ามนา่จะเปน็

ใน ข้ น้ เร รปค มร้พ้นฐ นท งด้ นทฤ ฎค มน่ จ เปน็ทใ่ช้ในก ร ก โครงง นน้

โดย ข้ ทก่ล ่ ถงใน ข้ น้ค บทนย ม แล คณ มบตต่ ง ๆ ข งต แปร ม่แล เ กเต ร์

ม่

ปรภิมูตัิ อยา่ง (Sampling space)

นยิาม 1 (ปรภิมูตัิ อยา่ง) ปรภมต ย่ ง ค เซตทม่ ม ชกเปน็ผลลพธ์ท ่ จจ เปน็ไปได้

ท้ง มดข งก รทดล ง ม่

ตั แปร ุม่ (Random variables)

นยิาม 2 (ตั แปร ุม่) ต แปร ม่ ค ฟงักช์นท่มค ่ เปน็จ น นจรง ซง่ก นดโดยแตล่

ม ชกในปรภมต ย่ ง

4
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ตั อยา่ง 2.1. พจ รณ ก รโยนเ รยญ 1 เ รยญ 3 คร้ง ดงน้น ปรภมต ย่ งข งก รทดล ง

น้ ค

S={HHH,HHT,HTH,THH,HTT,THT,TTH,TTT}

มมตใ ้ X เปน็จ น น ทข้่น จ ได้ ่ X เปน็ต แปร ม่

การแจกแจง (Distribution)

นยิาม 3 (การแจกแจง) ก รแจกแจงค มน่ จ เปน็ข งต แปร ม่ ค ก รแจกแจงค ่ ข ง

ต แปร ม่ทเ่ปน็ไปได้ท้ง มด พร้ มท้งค มน่ จ เปน็ทจ่ เกดค ่ น้น ๆ

ฟงักชั์นการแจกแจง ะ ม (Cumulative distribution function)

นยิาม 4 (ฟงักชั์นการแจกแจง ะ ม) เร จ กล ่ ่ FX(x) : R → [0, 1] เปน็ฟงักช์นก ร

แจกแจง มข งต แปร ม่ X กต็ ่ เม ่

1. lim
x→−∞

FX(x) = 0 แล lim
x→∞

FX(x) = 1

2. FX(·) ไมเ่ปน็ฟงักช์นลด

3. FX(·) เปน็ฟงักช์นต ่ เน ่ งท งข นน่ค รบทกค่ x0 แล้

lim
x→x0

FX(x) = FX(x0)

การแจกแจงเดยี กัน (Identical distribution)

นยิาม 5 (การแจกแจงเดยี กัน) เร จ กล ่ ่ ต แปร ม่ X แล Y มก รแจกแจงเดย กน

กต็ ่ เม ่ รบทก x แล้ FX(x) = FY (x)

ฟงักชั์นค าม นาแนน่ค ามนา่จะเปน็ (Probability density function)

นยิาม 6 (ฟงักชั์นค าม นาแนน่ค ามนา่จะเปน็) ฟงักช์นค ม น แนน่ค มน่ จ เปน็

fX(·) ข งต แปร ม่ X ค ฟงักช์นซง่ ดคล้ ง

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt

รบทกค่ x เม ่ FX(x) ค ฟงักช์นก รแจกแจง มข งต แปร ม่ X



6

คา่เฉลีย่ ค ามแปรปร น และ ่ นเบีย่งเบนมาตรฐาน (Mean, variance, standard

deviation)

นยิาม 7 (คา่เฉลีย่ รอื คา่คาด ัง) ค่ เฉลย่ ร ค ่ ค ด งข งต แปร ม่ต ่ เน ่ ง X ค

µ = E(X) =

∫ ∞

−∞
XfX(x)dx

เม ่ fX(x) เปน็ฟงักช์นค ม น แนน่ค มน่ จ เปน็ข งต แปร ม่ X

นยิาม 8 (ค ามแปรปร น) ค มแปรปร นข งต แปร ม่ X ค

σ2 = var(X) = E(x− µ)2

นยิาม 9 ( ่ นเบีย่งเบนมาตรฐาน) ร กท่ งข งค มแปรปร น เรยก ่ ่ นเบย่งเบน

ม ตรฐ น นน่ค

σ =
√
var(X) =

√
E(x− µ)2

การแจกแจงปกติ (Normal distribution)

ก รแจกแจงปกตเปน็ก รแจกแจงค มน่ จ เปน็ข งต แปร ม่ท ่ ่ นม กจ มค่ ใกล้เคยง

ค ่ เฉลย่ข งต แปรเ ล ่ น้น เปน็ ่ นน้ ยทจ่ มค ่ ข งต แปรทม่ กก ่ ร น้ ยก ่ ค ่

เฉลย่ ย ่ งม ก ต แปร ม่ทม่ก รแจกแจงปกต เรยก ่ ต แปร ม่ปกต (normal random

variable)

นยิาม 10 (ฟงักชั์นค าม นาแนน่ค ามนา่จะเปน็ของการแจกแจงปกต)ิ ฟงักช์นค ม น

แนน่ค มน่ จ เปน็ข งก รแจกแจงปกต ทม่ค ่ เฉลย่ µ แล ค มแปรปร น σ2 ค

f(x|µ,σ2) =
1√
2πσ2

exp{−(x− µ)2

2σ2
}

รบ −∞ < x < ∞

เม ่ µ = 0 แล σ2 = 1 เร จ ได้ฟงักช์นค ม น แนน่ค มน่ จ เปน็ข งก รแจกแจง

ปกตม ตรฐ น ดงน้

g(x) =
1√
2π

exp{−x2

2
} (2.1)

รบ −∞ < x < ∞
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เ กเตอร์ ุม่ (Random vector)

เม ่ เร ต้ งพจ รณ ต แปร ม่ ล ย ๆ ต แปร ก รใช้เ กเต ร์เข้ ม ช ่ ยจ ท ใ ้รปแบบ

ข งข้ มลกร ชบแล ง ่ ยต ่ ก รน ไปใช้ม กข้น เชน่ เม ่ เร มต แปร ม่ X1, X2, . . . , Xn

เร ม รถม งต แปร ม่เ ล ่ น้ใ ้ ยใ่นรปเ กเต ร์ X ได้ ค

X =





X1

X2

...

Xn





ท ใ ้ในท งคณต ตร์ ม รถนย มค ม ม ยข งเ กเต ร์ ม่ ได้เปน็ดงน้

นยิาม 11 (เ กเตอร์ ุม่) เ กเต ร์ ม่ขน ด n มต เปน็ฟงักช์นจ กปรภมต ย่ ง (sample

space) S ไปยง Rn

ตั อยา่ง 2.2. พจ รณ ก รท ยลกเต๋ แล โยนเ รยญ ซง่เปน็ ร ต ่ กน ใ ้ X เปน็ต แปร

ม่แ ดงค ่ แต้มทเ่กดจ กก รท ยลกเต๋ แล ใ ้ Y เปน็ต แปร ม่โดยท่

Y =






0 ถ้ เ รยญ ก

1 ถ้ เ รยญ กก้ ย

จ ได้ ่ (X,Y ) เปน็ เ กเต ร์ ม่ขน ด งมต

การแจกแจงค ามนา่จะเปน็ร ่ มกัน (Joint probability distribution)

นยิาม 12 (ฟงักชั์นค าม นาแนน่ค ามนา่จะเปน็ร ่ ม) ใ ้ f(y1, . . . , yp) เปน็ฟงักช์นจ ก

Rp ไปยง R จ กล่ ่ เปน็ ฟงักช์นค ม น แนน่ค มน่ จ เปน็ร ่ ม (joint probability

density function) ข งเ กเต ร์ ม่ Y = (Y1, . . . , Yp) กต็ ่ เม ่ รบทก A ⊂ Rp

P ((Y1, . . . , Yp) ∈ A) =

∫

A

· · ·
∫

f(y1, . . . , yp)dy1 . . . dyp

ฟงักชั์นค าม นาแนน่ค ามนา่จะเปน็มารจ์นัิล (Marginal probability density func-

tion)

นยิาม 13 (ฟงักชั์นค าม นาแนน่ค ามนา่จะเปน็มารจ์นัิล) ใ ้ f(y1, . . . , yp) เปน็ฟงักช์น

จ ก Rp ไปยง R ฟงักช์นค ม น แนน่ค มน่ จ เปน็ม รจ์นลข งต แปร ม่ Y1, . . . , Yp
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ค

fY1(y1) =

∫ ∞

−∞
f(y1, . . . , yp)dy2 . . . dyp รบทก y1

fY2(y2) =

∫ ∞

−∞
f(y1, . . . , yp)dy1dy3 . . . dyp รบทก y2

...

fYp(yp) =

∫ ∞

−∞
f(y1, . . . , yp)dy1 . . . dyp−1 รบทก yp

ค ามเปน็อิ ระตอ่กัน (Independent)

นยิาม 14 (ค ามเปน็อิ ระตอ่กัน) ใ ้ Y1, . . . , Yp เปน็ต แปร ม่ต ่ เน ่ ง ซง่มฟงักช์นค ม

น แนน่ค มน่ จ เปน็ร ่ ม (joint density function) f(y1, . . . , yp) แล ฟงักช์นค ม

น แนน่ค มน่ จ เปน็ม รจ์นล fY1(y1), . . . , fYp(yp) จ กล ่ ่ Y1, . . . , Yp เปน็ ร ต ่

กน กต็ ่ เม ่ รบทกค่ y1, . . . yp

f(y1, . . . , yp) = fY1(y1) . . . fYp(yp) (2.2)

ค ามแปรปร นร่ ม (Covariance)

นยิาม 15 (ค ามแปรปร นร่ ม) ค มแปรปร นร ่ มข งต แปร ม่ Yi แล Yj ค

σij = cov(Yi, Yj) = E[(yi − µi)(yj − µj)]

เ กเตอรค์า่เฉลีย่ (Mean vectors)

นยิาม 16 (เ กเตอรค์า่เฉลีย่) ค่ เฉลย่ข งเ กเต ร์ ม่ Y ทม่ขน ด p× 1 ค เ กเต รข์ ง

ค ่ เฉลย่ข งต แปร ม่ Y1, . . . , Yp ในเ กเต ร์ Y นน่ค

E(Y ) = E





Y1

Y2

...

Yp




=





E(Y1)

E(Y2)
...

E(Yp)




=





µ1

µ2

...

µp




= µ

เม ่ E(Yi) = µi ค ค่ เฉลย่ ร ค ่ ค ด งข งต แปร ม่ i รบ i = 1, . . . , p
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เมทรกิซค์ ามแปรปร นร่ ม (Covariance matrix)

นยิาม 17 (เมทรกิซ์ค ามแปรปร นร่ ม) ก นดใ ้ เ กเต ร์ ม่ Y = (Y1, Y2, . . . , Yp)

โดยท่ Y1, Y2, . . . , Yp เปน็ต แปร ม่ทม่ค มแปรปร น σ2
1,σ

2
2, . . . , σ

2
p แล ค มแปรปร น

ร ่ ม σij ดงน้น เมทรกซค์ มแปรปร นร ่ ม Σ ข งเ กเต ร์ ม่ Y ค

Σ = cov(Y ) =





σ2
1 σ12 . . . σ1p

σ21 σ2
2 . . . σ2p

... ... ...

σp1 σp2 . . . σ2
p




= [σij]

คณุ มบัตขิองเมทรกิซ์

ถ้ A เปน็เมทรกซ์ค ่ คงต ขน ด k × p, b เปน็เ กเต ร์ค ่ คงต ขน ด k × 1 แล Y เปน็

เ กเต ร์ ม่ขน ด p× 1 ทม่เมทรกซค์ มแปรปร นร ่ ม Σ จ ได้ ่

1. E(AY + b) = AE(y) + b

2. cov(Ay + b) = AΣA
′

แรงกเ์ตม็ (Full rank)

นยิาม 18 (ค ามไมอ่ ิ ระเชงิเ ้น) เซตข งเ กเต ร์ a1,a2, . . . ,an จ เรยก ่ ไมเ่ปน็ ร

เชงเ ้นต ่ กน ถ้ ม รถ ค ่ c1, c2, . . . , cn ทไ่มใ่ช ่ นยพ์ร้ มกน ซง่ ดคล้ ง

c1a1 + c2a2 + · · ·+ cnan = 0 (2.3)

นยิาม 19 (ค ามอิ ระเชงิเ ้น) เซตข งเ กเต ร์ a1,a2, . . . ,an จ เรยก ่ เปน็ ร เชงเ ้น

ต ่ กน ถ้ ไม ่ ม รถ ค ่ c1, c2, . . . , cn ซง่ ดคล้ ง มก ร (2.3) ได้

นยิาม 20 (แรงก)์ แรงกข์ งเมทรกซ์ A ค

rank(A) = จ น น ลกทเ่ปน็ ร เชงเ ้นต ่ กนข งเมทรกซA์

ถ้ เมทรกซ์ A มขน ด n × p โดยท่ rank(A) = p < n แล้ A จ มแรงก์ ง ดทเ่ปน็ได้

เรยก ่ แรงกเ์ตม็ (full rank)

ต แปร ม่ ล ยมตท่ ก ในโครงง นน้ค ต แปร ม่แบบปกต ล ยต แปร ดงน้น ต ่

ไปเร จ พจ รณ ก รแจกแจงปกต ล ยต แปร (multivariate normal distribution)
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การแจกแจงปกติ ลายตั แปร (multivariate normal distribution)

ก รแจกแจงปกต ล ยต แปร เปน็ก รขย ยรปท่ ไปข งก รแจกแจงปกต นง่ต แปร ไป

เปน็ ล ยต แปร เรม่แรกเร จ พจ รณ ต แปร ม่ปกตม ตรฐ น Z1, Z2, . . . , Zp ซง่ รบ

ต แปร ม่ Zi (i = 1, . . . , p) มค่ เฉลย่ µi = 0 ค มแปรปร น σ2
i = 1 แล รบ

i, j = 1, . . . , p แล i (= j ค มแปรปร นร ่ ม σij = 0 ลงจ กน้นเร จ ท ก รแปลง

(Z1, Z2, . . . , Zp) ทเ่ปน็ ร ต ่ กน ใ ้เปน็ต แปรแบบปกต ล ยต แปร (Y1, Y2, . . . , Yp) ท่

มค ่ เฉลย่ ค มแปรปร น แล ค มแปรปร นร ่ มใด ๆ นน่ค เร จ ใ ้ Z = (Z1, Z2, . . . , Zp)
′

โดยท่E(Z) = 0, cov(Z) = I เม ่ I ค เมทรกซเ์ กลก ณ์ นน่ค แตล่ Zi มก รแจกแจง

ปกตทม่ค ่ เฉลย่เท ่ กบ 0 แล ค มแปรปร นเท ่ กบ 1 แล จ แปลง Z ใ ้เปน็เ กเต ร์ ม่

ปกต ล ยต แปร Y = (Y1, Y2, . . . , Yp)
′ โดยท่ E(Y ) = µ แล cov(Y ) = Σ เม ่ µ

เปน็เ กเต ร์ขน ด p × 1 แล Σ เปน็เมทรกซ์ขน ด p × p เปน็เมทรกซ์ มม ตรซง่มค ่

ลก ณ เฉพ (Eigenvalue) ทกต ม กก ่ นย์ (positive definite matrix)

เน ่ งจ กต แปร ม่แตล่ ต เปน็ ร ต ่ กน จ ก (2.1) แล (2.2) เร จ ได้ ่ ฟงักช์น

ค ม น แนน่ร ่ ม g(z1, z2, . . . , zp) ข งเ กเต ร์ ม่ Z = (Z1, . . . , Zp) ค

g(z1, z2, . . . , zp) = g(z) = g1(z1)g2(z2) . . . gp(zp)

=
1√
2π

exp{−z21
2
} 1√

2π
exp{−z22

2
} . . . 1√

2π
exp{−

z2p
2
}

=
1√
(2π)p

exp{−
p∑

i=1

z2i
2
}

จ ก z
′
z = z21 + z22 + · · ·+ z2p ท ใ ้ได้ ่

g(z) =
1√
(2π)p

exp{−z
′
z

2
} (2.4)

นน่ค Z มก รแจกแจงปกต ล ยต แปร ทม่ เ กเต รค์ ่ เฉลย่ 0 แล เมทรกซค์ มแปรปร น

ร ่ ม I

รบก รแปลง Z ใ ้เปน็ Y ทม่ค ่ เฉลย่ µ เมทรกซค์ มแปรปร นร ่ ม Σ ใด ๆ เร

จ ก นดใ ้ Y = Σ1/2Z+µ เม ่ Σ1/2 ค เมทรกซซ์ง่ Σ1/2(Σ1/2)
′
= Σ ท ใ ้เร ได้ ่

E(Y ) = E(Σ1/2Z + µ) = Σ1/2E(Z) + µ = µ

cov(Y ) = cov(Σ1/2Z + µ) = Σ1/2cov(Z)(Σ1/2)
′
= Σ1/2I(Σ1/2) = Σ
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ในก ร ฟงักช์นก รแจกแจงข ง Y = Σ1/2Z + µ จ ก Z ทม่ก รแจกแจงเปน็ (2.4)

จ ใช้เทคนคก รเปลย่นต แปร ดงน้น ฟงักช์นก รแจกแจงข ง Y = Σ1/2Z + µ ค

f(y) = g(z)(| Σ−1/2 |) (2.5)

เม ่ (| Σ−1/2 |) ค ค่ มบรณข์ งดเท รม์แนนตข์ ง Σ−1/2

เน ่ งจ ก Σ เปน็เมทรกซ์ มม ตรซง่มค ่ ลก ณ เฉพ (Eigenvalue) ทกต ม กก ่

นย์ แล จ ก y = Σ1/2z + µ ซง่ท ใ ้ได้ ่ z = Σ−1/2(y − µ) ท ใ ้เร ม รถเขยน

(2.5) ได้เปน็

f(y) = g(z) | Σ−1/2 |

= g(z) | Σ |−1/2

=
1√
(2π)p

exp{−z
′
z

2
} | Σ |−1/2

=
1√

(2π)p | Σ |1/2
exp{−(Σ−1/2(y − µ))

′
(Σ−1/2(y − µ))

2
}

=
1√

(2π)p | Σ |1/2
exp{−(y − µ)

′
Σ−1(y − µ)

2
}

ซง่ค ฟงักช์นก รแจกแจงปกต ล ยต แปร ทม่ค ่ เฉลย่เท ่ กบ µ แล เมทรกซค์ มแปรปร น

Σ นน่ค Y ∼ N(µ,Σ)

2.1.2 ค ามรู้พ ื้นฐานทาง ถติ ิ

ใน ข้ น้ เร จ กล ่ ถงค มร้พ้นฐ นท ง ถตทใ่ช้ในก ร ก โครงง น เชน่ ต ย ่ ง ม่

ก รปร ม ณค่ พ ร มเต ร์ แล แบบจ ล งเชงเ ้น

ต ย ่ ง ม่ ม ยถง กลม่ข งต ย ่ งบ ง น ่ ยทถ่กเล กโดย ธก ร ม่ แล น ม เปน็

ต แทนข งปร ช กรต มขน ดต ย่ งทก่ นดไ ้ โดยในท งคณต ตรไ์ด้นย มไ ้ดงน้

นยิาม 21 (ตั อยา่ง ุม่) ต แปร ม่X1, X2, . . . , Xn จ เรยก ่ เปน็ ต ย ่ ง ม่ข งปร ช กร

ขน ด n ทม่ฟงักช์นก รแจกแจง F (x) ถ้ X1, X2, . . . , Xn เปน็ต แปร ม่ทเ่ปน็ ร ต ่ กน

แล ฟงักช์นก รแจกแจงม ร์จนลข งแตล่ Xi รบ i = 1, 2, . . . , n เปน็ฟงักช์น F (x)

เดย กน
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ธิกีารประมาณแบบภา ะค ามนา่จะเปน็ งู ดุ (Maximum likelihood estimation)

นยิาม 22 (ฟงักชั์นภา ะค ามนา่จะเปน็) ใ ้ f(x|θ) เปน็ฟงักช์นก รแจกแจงค มน่ จ

เปน็ร ่ ม (joint pdf) ข งกลม่ต ย ่ ง X = (X1, X2, . . . , Xn) จ ได้ ่ ถ้ X = x เปน็

ค ่ งเกต แล้ ฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็ (likelihood function) L ข ง θ ค L(θ|x) =

f(x|θ)

นยิาม 23 (ตั ประมาณแบบภา ะค ามนา่จะเปน็ งู ดุ) ต ปร ม ณแบบภ ค มน่

จ เปน็ ง ด (maximum likelihood estimator: MLE) ข งพ ร มเต ร์ θ ค θ̂ ทท่ ใ ้

ฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็ L(θ|x) มค่ ง ด

ม ยเ ต ฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็ ่ นใ ญม่กจ ยใ่นรปผลคณข งฟงักช์นค ม

น แนน่ค มน่ จ เปน็ ซง่จ ท ใ ้ย กต ่ ก รปร ม ณพ ร มเต ร์ ดงน้น ในด้ นก รน

ไปใช้ จงมกใช้ก รแปลงล ็ กก รทม ซง่เปน็ก รเปลย่นผลคณใ ้ ยใ่นรปผลบ ก เพ ่ ใ ้ง ่ ย

ต ่ ก รค น ณ จ ได้เปน็ล ็ กฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็ logL(θ|x) แล เน ่ งจ ก ฟงักช์น

ล็ กก รทมเปน็ฟงักช์นเพม่ ดงน้น ต ปร ม ณค่ ทท่ ใ ้ล ็ กฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็ม

ค ่ ง ด จ เปน็ต เดย กนกบต ปร ม ณค่ ทท่ ใ ้ฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็มค ่ ง ด

ตั อยา่ง 2.3. ใ ้ X1, X2, . . . , Xn เปน็ต แปร ม่ทม่ก รแจกแจงเดย กน ค ก รแจกแจง

ปกตทม่ค ่ เฉลย่ µ แล ค่ ค มแปรปร น σ2 ทเ่ปน็ ร ต ่ กน จ ได้ ่ ต ปร ม ณแบบ

ภ ค มน่ จ เปน็ ง ดข ง µ แล σ2 มค่ ดงต ่ ไปน้

ฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็ข ง µ,σ2 ค

L(µ,σ2|x) = f(x|µ,σ2)

=
n∏

i=1

f(xi|µ,σ2)

= (
1√
2πσ2

)n exp{−
n∑

i=1

(xi − µ)2

2σ2
}

ดงน้น ล ็ กฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็ข ง µ,σ2 ค

l(µ,σ2|x) = −n

2
log(2πσ2)−

n∑

i=1

(xi − µ)2

2σ2

นพนธ์ย ่ ยข งล ็ กฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็เทยบกบพ ร มเต ร์ แล เทยบกบ

นยจ์ ได้ ่
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0 =
∂

∂µ
l(µ,σ2|x) =

n∑

i=1

(xi − µ)

σ2

0 =
∂

∂σ2
l(µ,σ2|x) = − n

2σ2
−

n∑

i=1

(xi − µ)2

2
(− 1

(σ2)2
)

ดงน้น ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดข ง µ,σ2 ค

µ̂ = x̄n แล

σ̂2 = 1
n

∑n
i=1(xi − µ̂)2 = 1

n

∑n
i=1(xi − x̄n)2

ต มล ดบ

ค ามเอนเอยีง (Biased)

นยิาม 24 (ค ามเอนเอยีง) ค่ เ นเ ยง (Bias) ข งต ปร ม ณ θ̂ ข ง θ ค

B(θ̂) ≡ E(θ̂)− θ

เร กล ่ ่ θ̂ เปน็ต ปร ม ณทไ่มเ่ น ยงข ง θ ถ้ B(θ̂) = 0 นน่ค E(θ̂) = θ

คา่เฉลีย่กำลัง องของค ามคลาดเคลือ่น (Mean squared error)

นยิาม 25 (คา่เฉลีย่กำลัง องของค ามคลาดเคลือ่น) ค่ เฉลย่ก ลง งข งค มคล ด

เคล ่ น (MSE) ข งงต ปร ม ณ θ̂ ข ง θ ค

MSE(θ̂) = E(θ̂ − θ)2

2.1.3 แบบจำลองเชงิเ ้น (Linear model)

แบบจ ล งเชงเ ้น ค แบบจ ล งทแ่ ดงค ม มพนธเ์ชงเ ้นร ่ งต แปรต้น (indepen-

dent variables ร predictor variables) แล ต แปรต ม (dependent variable ร

response variable) โดยทต่ แปรต้น ม ยถงต แปรทท่ ใ ้เกดผลต มม ร ต แปรท่

เปน็ต้นเ ต แล ต แปรต ม ม ยถง ต แปรทเ่กดข้นเน ่ งจ กต แปรต้น เชน่ กต้ งก ร

ก ่ ดนต ่ งชนดกนมผลต่ ค ม งข งต้นพช ร ไม ่ จ กต ย ่ งน้ ต แปรต้น ค ดน

ชนดต่ ง ๆ แล ต แปรต ม ค ค ม งข งต้นพช แบบจ ล งเชงเ ้นทม่ y ค ต แปรต ม

แล x1, x2, . . . , xk เปน็ต แปรต้น ม รถเขยนได้ดงน้
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y = β0 + β1x1 + β2x2 + · · ·+ βkxk + ε (2.6)

เม ่ β0, β1, . . . , βk ค มปร ทธก์ รถดถ ย แล ε ค ค่ ค มคล ดเคล ่ น

รบ มปร ทธ์ก รถดถ ย β0, β1, . . . , βk ม รถปร ม ณได้ด้ ย ธภ ค มน่

จ เปน็ ง ด

รบก รปร ม ณ มปร ทธ์ก รถดถ ย β0, β1, . . . , βk ใน (2.6) จ ใช้ต ย ่ ง n

ต ย่ ง (ค ่ งเกต) ข งต แปรต ม y แล ต แปรต้น x1, x2, . . . , xk ดงน้น แบบจ ล ง

เชงเ ้น รบต ย่ งท ่ i จ เปน็ดงน้

yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + · · ·+ βkxik + εi (2.7)

เม ่ i = 1, 2, . . . , n

โดยมเง ่ นไขดงน้

1. E(εi) = 0 รบ i = 1, 2, . . . , n นน่ค E(yi) = β0 + β1xi1 + β2xi2 + · · ·+ βkxik

2. var(εi) = σ2 รบ i = 1, 2, . . . , n นน่ค var(yi) = σ2

3. cov(εi, εj) = 0 รบ i (= j นน่ค cov(yi, yj) = 0

เร ม รถเขยนกร จ ย (2.7) ได้เปน็ดงน้

y1 = β0 + β1x11 + β2x12 + · · ·+ βkx1k + ε1

y2 = β0 + β1x21 + β2x22 + · · ·+ βkx2k + ε2

...

yn = β0 + β1xn1 + β2xn2 + · · ·+ βkxnk + εn

แล จ ก n มก รน้ ม รถเขยนในรปเมทรกซไ์ด้เปน็





y1

y2
...

yn




=





1 x11 x12 . . . x1k

1 x21 x22 . . . x2k

... ... ... . . . ...

1 xn1 xn2 . . . xnk









β0

β1
...

βk




+





ε1

ε2
...

εn





ร

y = Xβ+ ε (2.8)

แล จ ได้เง ่ นไขเปน็
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1. E(ε) = 0 นน่ค E(y) = Xβ

2. cov(ε) = σ2I นน่ค cov(y) = σ2I

ต ปร ม ณข งพ ร มเต ร์ข งแบบจ ล งเชงเ ้น ม รถ ได้โดย ธก ลง งน้ ย

ด ร ธก รปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ด ซง่ใน ข้ น้เร จ น เ น ก ร

ค ่ ปร ม ณพ ร มเต รแ์บบภ ค มน่ จ เปน็ ง ด

พจ รณ แบบจ ล งเชงเ ้น ทม่ y เปน็ต แปรต ม แล x1, . . . , xk เปน็ต แปรต้น ซง่

แ ดงดงน้ รบ i = 1, 2, . . . , n

แบบจ ล งเชงเ ้น yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + · · ·+ βkxik + εi

ภ ยใต้ มมตฐ น ่ εi มก รแจกแจงปกตทม่ค ่ เฉลย่เท ่ กบ 0 แล ค มแปรปร น σ2

เร จ ได้ฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็ ดงน้

L(β|x1, . . . , xn) =
1

(2πσ2)n/2
exp{−

n∑

i=1

(yi − (β0 + β1xi1 + β2xi2 + · · ·+ βkxik))2

2σ2
}

แล ได้ล ็ กฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็ ค

logL(β|x1, . . . , xn) = −n

2
log(2πσ2)− 1

2σ2

n∑

i=1

(yi−(β0+β1xi1+β2xi2+ · · ·+βkxik))
2

เม ่ ต้ งก ร ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดข ง βj รบ j = 0, 1, . . . , k

ท ได้โดยก ร นพนธย์ ่ ยเทยบกบค่ พ ร มเต ร์ แล เทยบกบ นย์ ดงน้

∂

∂βj
logL(β|x1, . . . , xn) = 0

ได้ ่

n∑

i=1

(yi − β0 − β1xi1 − β2xi2 − · · ·− βkxik) = 0

n∑

i=1

xi1(yi − β0 − β1xi1 − β2xi2 − · · ·− βkxik) = 0

...
n∑

i=1

xik(yi − β0 − β1xi1 − β2xi2 − · · ·− βkxik) = 0
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ซง่เขยนเปน็เมทรกซไ์ด้ดงน้




1 1 . . . 1

x11 x21 . . . xn1

x12 x22 . . . xn2

... ... . . . ...

x1k x2k . . . xnk









(y1 − β0 − β1x11 − β2x12 − · · ·− βkx1k

(y2 − β0 − β1x21 − β2x22 − · · ·− βkx2k

...

(yn − β0 − β1xn1 − β2xn2 − · · ·− βkxnk




=





0

0
...

0









1 1 . . . 1

x11 x21 . . . xn1

x12 x22 . . . xn2

... ... . . . ...

x1k x2k . . . xnk













y1

y2
...

yn




−





1 x11 x12 . . . x1k

1 x21 x22 . . . x2k

...

1 xn1 xn2 . . . xnk









β0

β1
...

βk








=





0

0
...

0




นน่ค

X
′
[y −Xβ] = 0

X
′
y −X

′
Xβ = 0

X
′
Xβ = X

′
y

ท ใ ้ได้ ่ ต ปร ม ณค่ ภ ค มน่ จ เปน็ ง ด β̂ ค

β̂ = (X
′
X)−1X

′
y (2.9)

เม ่ (X
′
X) เปน็เมทรกซท์ ่ ต ผกผนได้ (invertible matrix)
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ตั อยา่ง 2.4. พจ รณ ข้ มลในต ร งท่ 2.1 แล้ มก รพย กรณ์ รบต แปรต ม y

โดยใช้ มก ร (2.9)

ค ่ งเกตท่ y x1 x2

1 2 0 2

2 3 2 6

3 2 2 7

4 7 2 5

5 6 4 9

6 8 4 8

7 10 4 7

8 7 6 10

9 8 6 11

10 12 6 9

11 11 8 15

12 14 8 13

ต ร งท่ 2.1: ต ย ่ งข้ มล รบแบบจ ล งเชงเ ้น

จ ก มก ร (2.9) จ ได้ ่ มก รก รพย กรณ์ รบ ต แปรต ม y เม ่ พจ รณ ต แปร

ต้น x1, x2 จ เปน็ดงน้ ŷ = 5.37 + 3.01x1 + 1.29x2

2.1.4 แบบจำลองเฟ-เฮรอท (Fay-Herriot model)

แบบจ ล งเฟ-เ ร ท เปน็แบบจ ล งทน่ เ น โดย Fay แล Herriot ในป ี 1979 โดยแบบ

จ ล งเฟ-เ ร ทเปน็แบบจ ล งทม่ก รนย มผ่ น 2 แบบจ ล ง ค

1. แบบจ ล งเช ่ มโยง (Linking Model) เปน็แบบจ ล งทเ่ช ่ มค ม มพนธ์เชงเ ้น

ร ่ งต แปร ร กบต แปรต ม

2. แบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ ง (Sampling Model) เปน็แบบจ ล งทแ่ ดงค ม มพนธ์

ร ่ งค ่ จรงกบค่ ปร ม ณ
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รบ น่ ย ก ท่ i = 1, 2, . . . , n ก นดใ ้ x′
i ค เ กเต รข์ งต แปร ร รบ

น่ ยท ่ i ดงน้น แบบจ ล งเช ่ มโยง ม รถนย มโดย

θi = x
′

iβ + vi (2.10)

เม ่ vi ค ค มคล ดเคล ่ นจ กก รถดถ ย ซง่ มมตใ ้มก รแจกแจงปกต ทม่ค ่ เฉลย่

เท ่ กบ 0 แล ค มแปรปร นเท ่ กบ A

ก นดใ ้ ต แปรปร ช กรทเ่ร นใจค θi ซง่ถกปร ม ณด้ ยค ่ ปร ม ณจ กก รเกบ็

ต ย ่ ง yi ดงน้น แบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ งค

yi = θi + ei (2.11)

เม ่ ei ค ค มคล ดเคล ่ นทเ่กดจ กก ร ม่ต ย ่ ง ซง่ มมตใ ้มก รแจกแจงปกต ทม่ค ่

เฉลย่เท ่ กบ 0 แล ค มแปรปร น ψi

2.1.5 ตั ประมาณทีไ่มเ่อนเอยีงเชงิเ ้นเชงิประจัก ์ท ีด่ที ี่ ดุ (Empiri-

cal best linear unbiased predictor: EBLUP)

ตั ประมาณเชงิเ ้นทีไ่มเ่อนเอยีงทีด่ที ี่ ดุ (Best linear unbiased predictor: BLUP)

ต ปร ม ณเชงเ ้นทไ่มเ่ นเ ยงทด่ท ่ ด ม ยถง ต ปร ม ณเชงเ ้นทไ่มเ่ นเ ยงแล ใ ้ค ่

ค มแปรปร นน้ ยท่ ด

ทฤ ฎข งเก ์ ม รค์ ฟ กล่ ไ ้ ่ ถ้ E(y) = Xβ แล cov(y) = σ2I แล้ ต

ปร ม ณ β̂0, β̂1, . . . , β̂k ใน (2.9) จ เปน็ต ปร ม ณทไ่มเ่ นเ ยงเชงเ ้นทด่ท ่ ด

พจ รณ แบบจ ล งเชงเ ้นแบบผ มท่ ไป

y = Xβ+Zv + e (2.12)

เม ่
y เปน็เมทรกซข์น ด n× 1

X แล Z เปน็เมทรกซท์ม่แรงกเ์ตม็ (full rank) ขน ด n× k แล n× h ต มล ดบ

v แล e เปน็เ กเต ร์ ม่ทม่ก รแจกแจงทเ่ปน็ ร ต ่ กน มค่ เฉลย่เท ่ กบ 0 แล

เมทรกซค์ มแปรปร นร ่ มเปน็ G แล R ต มล ดบ ซง่ข้นกบพ ร มเต รค์ ม

แปรปร น δ = (δ1, . . . , δq)
′
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ใ ้ V เปน็เมทรกซข์ งค มแปรปร นร ่ ม โดยท่ V = R+ZGZ
′ เปน็เมทรกซไ์มเ่ ก

ฐ น เร นใจทจ่ ปร ม ณ µ = I
′
β +m

′
v ข งพ ร มเต ร์ก รถดถ ย β แล ค่ จรง v

รบค่ คงท ่ I แล m ต ปร ม ณเชงเ ้นข ง µ ยใ่นรป µ̂ = a
′
y+ b เม ่ ทร บค่ a, b

แล µ̂ จ เปน็ต ปร ม ณทไ่มเ่ นเ ยงถ้

E(µ̂) = µ

แล ค่ เฉลย่ก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (MSE) ข ง µ̂ ค

MSE(µ̂) = E(µ̂− µ)2 = var(µ̂)

ในกรณทเ่ร ทร บค่ δ ต ปร ม ณ BLUP ข ง µ ค

µ̃H = t(δ, y) = I
′
β̃+m

′
ṽ = I

′
β̃+m

′
GZ

′
V −1(y −Xβ̃) (2.13)

เม ่ β̃ = β̃(δ) = (X
′
V −1X)−1X

′
V −1y แล ṽ = ṽ(δ) = GZ

′
V −1(y −Xβ̃)

ทีม่าของตั ประมาณ BLUP ของ µ

ต ปร ม ณเชงเ ้น µ̂ = a
′
y+ b เปน็ต ปร ม ณทไ่มเ่ นเ ยง รบ µ = I

′
β+m

′
v

ภ ยใต้แบบจ ล ง y = Xβ+Zv + e นน่ค E(µ̂) = µ กต็ ่ เม ่ a
′
X = I

′ แล b = 0

ค่ เฉลย่ก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (MSE) ข ง µ̂ ค

MSE(µ̂) = var(µ̂) = atV a− 2a
′
ZGm+m

′
Gm

ลงจ กน้นท ใ ้ var(µ̂) น้ ยท ่ ด โดยข้นกบเง ่ นไขค มเ นเ ยง a
′
X = I

′ แล ใช้

ก รคณล กร นจด้์ ย 2λ จ ได้

V a+Xλ = ZGm

แก้ มก ร a จ ได้

a = −V −1Xλ+ V −1ZGm (2.14)

แทน (2.14) ใน a
′
X = I

′ แล แก้ λ จ ได้

λ = −(X
′
V −1X)−1I + (X

′
V −1X)−1X

′
V −1ZGm (2.15)
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แทน (2.15) ใน (2.14) แล ใช้ β̃ = (X
′
V −1X)−1X

′
V −1y จ ได้

a
′
y = I

′
β̃+m

′
GZ

′
V −1(y −Xβ̃)

ซง่เปน็ต เดย กนกบ มก ร (2.13)

ต ปร ม ณท่ไม ่เ นเ ยงเชงเ ้นท ่ด ดข งแบบจ ล งเฟ-เ ร ทท่นย มใน (2.10) แล

(2.11) ค

θ̂EBLUP
i =

Â

Â+ ψi

yi +
ψi

Â+ ψi

x
′

iβ

ซง่เปน็ผลบ กแบบถ่ งน้ นกร ่ งค ่ ทไ่ด้จ กก ร ร จ (yi) แล ค ่ ทไ่ด้จ ก มก ร

ถดถ ย (x′
iβ) โดยน้ นกค Â

Â+ψi
แล ψi

Â+ψi
โดยท่ Â ค ค่ ปร ม ณค มแปรปร นทไ่ด้

จ ก ธก รปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ด

2.1.6 ข้อมลูพาเนล (Panel Data)

ข้ มลพ เนลเปน็รปแบบข้ มลทม่ก รบนทกข้ มลข ง น่ ย ร จ ล ย น่ ย โดยบนทก

เปน็ค ่ ต แปรท่ นใจจ ก ล ย น่ ยเ ล ท ใ ้ ม รถ ก แน โน้มร ่ งเ ล ได้ โดย

แบบจ ล งข งข้ มลพ เนล เปน็ดงน้

รบ i = 1, 2, . . . , I แล t = 1, 2, . . . , T

yit = αi + βiXit + uit

เม ่
I ค จ น นข ง น่ ยข้ มล

T ค ร ย เ ล ในก ร ก

yit ค ค่ งเกตข งต แปรต มจ ก น่ ย เคร ท์ ่ i ณ เ ล t

Xit ค ค่ งเกตข งต แปร ร จ ก น่ ย เคร ท์ ่ i ณ เ ล t

uit ค ต แปร ม่คล ดเคล ่ น

αi, βi ค พ ร มเต รข์ งแบบจ ล ง
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ตั อยา่ง 2.5. พจ รณ ข้ มลร ยได้ร ยปเีฉลย่ข งจง ด (yit) โดยม ด ่ นข งคนทเ่รยน

จบปรญญ ตร (xit1) แล ด ่ นข งคนทท่ ง นรบจ้ ง (xit2) เปน็ต แปร ร ซง่ ม รถ

แ ดงข้ มลได้ดงต ร ง 2.2

จง ด

(i)

เ ล

(t)

ร ยได้เฉลย่ต ่ คน

(yit พนบ ท)

ด ่ นข งคนทจ่บ

ปรญญ ตร (xit1)

ด ่ นข งคนท่

ท ง นรบจ้ ง (xit2)

1 1 156 0.203 0.443

1 2 124 0.301 0.346

1 3 508 0.498 0.333

1 4 113 0.542 0.232

1 5 429 0.630 0.360

2 1 975 0.493 0.391

2 2 720 0.241 0.498

2 3 844 0.270 0.576
... ... ... ... ...

ต ร งท ่ 2.2: ต ร งแ ดงข้ มลร ยได้เฉลย่ ด ่ นข งคนทเ่รยนจบปรญญ ตร ด ่ นข ง

คนทท่ ง นรบจ้ งข ง 10 จง ด ร ย เ ล 5 ป ี

จ กต ย ่ งน้ เร มมตใ ้เปน็ก รเกบ็ข้ มล 5 ป ี ข งจง ด 10 จง ด จ เ น็ ่ เร

มข้ มลทเ่ปน็ร ยได้เฉลย่ ด ่ นข งคนทเ่รยนจบปรญญ ตร แล ด ่ นข งคนทท่ ง น

รบจ้ งข งจง ดท่ i เม ่ i = 1, 2, . . . , 10 ต้งแตป่ที ่ 1 จนถงปที ่ 5 ซง่ ม รถน ม เขยน

เปน็แบบจ ล งได้ดงน้

รบ i = 1, 2, . . . , 10 แล t = 1, 2, . . . , 5

yit = αi + βixit1 + βixit2 + uit

เม ่ yit ค ร ยได้เฉลย่ข งจง ดท่ i ณ เ ล t

xit1 ค ด ่ นข งคนทเ่รยนจบปรญญ ตรข งจง ดท่ i ณ เ ล t

xit2 ค ด ่ นข งคนทท่ ง นรบจ้ งข งจง ดท่ i ณ เ ล t
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2.1.7 แผนการ ุม่ตั อยา่ง

ในก ร งแผนก ร ร จ จ ต้ งมก รตด นใจ ่ จ ด เนนก ร ม โน ร ร จต ย ่ ง

กท ก ร ร จต ย ่ ง กจ็ ต้ งมก ร งแผนก ร ม่ต ย ่ ง ่ จ มก รเล กต ย่ ง

ย ่ งไร แล เล กด้ ย ธใด ซง่ ธก รเล กต ย่ ง แบง่ กเปน็ 2 ปร เภท ค ก รเล ก

น่ ยต ย ่ งโดยไมใ่ช้ค มน่ จ เปน็ แล ก รเล ก น่ ยต ย ่ งโดยใช้ค มน่ จ เปน็

ในท่น้จ กล ่ ถงก รเล ก น่ ยต ย ่ งโดยใช้ค มน่ จ เปน็ ซง่ ธน้ ม รถปร ม ณ

ค่ ปร ช กรได้ รบแผนก ร ม่ต ย ่ ง ม รถแบง่ต มข้นต นข งก รเล ก น่ ย

ต ย ่ งได้เปน็ แผนก ร ม่ต ย ่ งข้นเดย (single stage sampling) แล แผนก ร ม่

ต ย ่ ง ล ยข้น (multi-stage sampling)

1. แผนก ร ม่ต ย ่ งข้นเดย (single stage sampling)

แผนก ร ม่ต ย ่ งข้นเดย เปน็แผนก ร ม่ต ย ่ งซง่ก นดใ ้มก รเล ก น่ ย

ต ย ่ งทใ่ ้ข้ มลได้โดยตรงจ กปร ช กร โดย ม รถก นด ธเล ก น่ ยต ย ่ ง

ได้ ล ย ธ เชน่ แผนก ร ม่ต ย ่ ง ย ่ งง ่ ย (simple random sampling: SRS)

ร แผนก ร ม่ต ย ่ งแบบมร บบ (systematic sampling: SYS) ร แผนก ร ม่

ต ย ่ งแบบแบง่ช้นภม (stratified sampling) ร แผนก ร ม่ต ย ่ งแบบแบง่กลม่

(cluster sampling) ในทน้่จ ข กล่ ถงเพยง 2 แบบ ค แผนก ร ม่ต ย ่ ง ย ่ ง

ง ่ ย (simple random sampling: SRS) แล แผนก ร ม่ต ย ่ งแบบแบง่ช้นภม

(stratified sampling)

(a) แผนก ร ม่ต ย ่ ง ย ่ งง ่ ย (simple random sampling: SRS)

แผนก ร ม่ต ย ่ ง ย ่ งง ่ ย เปน็ก รเล ก น่ ยต ย ่ งขน ด n น่ ย จ ก

ปร ช กร N น่ ย โดย น่ ยต ย ่ งแตล่ น ่ ยในปร ช กร มโ ก ถกเล ก

เท ่ ๆ กน รบในแตล่ คร้งข งก รเล ก แล ต ย่ งแตล่ ต ย ่ งทเ่ปน็

ไปได้ท้ง มด มโ ก ทจ่ ถกเล กเท ่ ๆ กน โดย ตรก รปร ม ณค่ เฉลย่แล

ค มแปรปร นข งค ่ ปร ม ณ ม รถค น ณได้ดงต ่ ไปน้

i. ก รปร ม ณค่ เฉลย่ (x̄)

x̄ =
1

n

n∑

i=1

xi (2.16)
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ii. ก รปร ม ณค่ ค มแปรปร นข งค ่ ปร ม ณ

v(x̄) =
s2

n
(
N − n

N
) = ( 1− n

N
)
s2

n
(2.17)

เม ่

N ค จ น น น่ ยท้ง มดในปร ช กร

n ค จ น น น่ ยในต ย ่ ง

xi ค ข้ มลข ง น่ ยท ่ i รบ i = 1, 2, . . . , n

s2 = 1
n−1

n∑

i=1

(xi − x̄)2 ค ค่ ค มแปรปร นข งต ย ่ ง

(b) แผนก ร ม่ต ย ่ งแบบแบง่ช้นภม (stratified sampling)

แผนก ร ม่ต ย ่ งแบบแบง่ช้นภมเปน็แผนก ร ม่ต ย ่ งท ่มก รแบง่ น ่ ย

ต ่ ง ๆ ในปร ช กร กเปน็กลม่ ๆ ต มลก ณ บ ง ย ่ ง โดยทป่ร ช กรท่ ยใ่น

กลม่เดย กนจ มลก ณ ดงกล่ เ ม นกน แล้ จงท ก รเล ก น่ ยต ย ่ ง

จ กปร ช กรแตล่ กลม่ม ใ ้ครบทกกลม่ ธก รแบง่ปร ช กร กเปน็กลม่ ๆ

ต มลก ณ บ ง ย ่ ง เรยก ่ ก รแบง่ช้นภม (stratification) แล เรยกแตล่

กลม่ข งปร ช กรทถ่กแบง่ ่ ช้นภม (stratum) โดย ตรก รปร ม ณค่ เฉลย่

แล ค มแปรปร นข งค ่ ปร ม ณค่ ม รถค น ณได้ดงต ่ ไปน้

มมตแบง่ปร ช กร N น่ ย กเปน็ H ช้นภม โดยแตล่ ช้นภมปร ก บ

ด้ ย N1, N2, . . . , NH น่ ยต มล ดบ แล
∑H

i=1 Ni = N แล ในแตล่ ช้นภม

ได้เล กต ย ่ งข้นม จ น น n1, n2, . . . , nh น่ ย แล
∑H

i=1 ni = n จ ได้ ่

i. ค ่ เฉลย่ต ย ่ ง (x̄st) ค

x̄st =
H∑

h=1

Whx̄h (2.18)

ii. ค ่ ค มแปรปร นข งค ่ ปร ม ณค่ เฉลย่ต ย ่ ง ค

v(x̄st) =
H∑

h=1

W 2
hs

2
h

nh
(
Nh − nh

Nh
) =

H∑

h=1

W 2
h ( 1−

nh

Nh
)
s2h
nh

(2.19)
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เม ่

รบ h = 1, 2, . . . , H

Nh ค จ น น น่ ยท้ง มดในปร ช กรในช้นภมท่ h

nh ค จ น น น่ ยต ย ่ งในช้นภมท่ h

xhi ค ข้ มลข ง น่ ยท ่ i ในช้นภมท่ h

Wh = Nh
nh

ค ค่ ถ ่ งน้ นกข งต ย ่ งในช้นภมท่ h

x̄h = 1
nh

nh∑

i=1

xhi ค ค่ เฉลย่ข งต ย ่ งในช้นภมท่ h

s2h = 1
nh−1

nh∑

i=1

(xhi − x̄h)
2 ค ค มแปรปร นข งต ย ่ งในช้นภมท่ h

2. แผนก ร ม่ต ย ่ ง ล ยข้น (multi-stage sampling)

แผนก ร ม่ต ย ่ งแบบ ล ยข้นเปน็แผนก ร ม่ต ย ่ งทม่กร บ นก รเล ก น่ ย

ต ย ่ งม กก ่ 1 ข้นต น ซง่ น ่ ยต ย ่ งแตล่ ข้นกจ็ แตกต่ งกนไป ในก รเล ก

น่ ยต ย ่ งแตล่ ข้นต นน้น จจ ใช้แผนก ร ม่ต ย ่ งแบบใดกไ็ด้ ในท ่น้จ

กล ่ ถง กรณแผนก ร ม่ต ย ่ งแบบ งข้นเท ่ น้น

แผนก ร ม่ต ย ่ งแบบ งข้น (two stage sampling) เปน็ก ร ม่ต ย ่ งทม่ข้น

ต นก รเล ก น่ ยต ย ่ งจ กปร ช กร 2 ข้น โดยเล กจ ก น่ ยทใ่ ญก่ ่ น แล้

จงท ก รเล ก น่ ยย ่ ยใน น่ ยใ ญด้่ ย ธใด ธ นง่ต มท่ งแผนไ ้

(a) ข้นแรก (primary stage) เปน็ก รเล กกลม่ข ง น ่ ยต ย ่ งข้นม จ น น นง่

กลม่ข ง น ่ ยต ย ่ งในข้นแรกเรยก ่ น ่ ยต ย ่ งข้นแรก (primary sam-

pling unit: PSU)

(b) ข้นท่ ง (secondary stage) เปน็ก รเล ก น่ ยต ย ่ งจ น น นง่ จ กกลม่

ข ง น ่ ยต ย ่ งท ่ ม่เล กม ได้จ กข้นแรก แล ท ก รเกบ็ร บร มข้ มลจ ก

น่ ยต ย ่ งทเ่ล กได้ในข้นท่ ง กลม่ข ง น ่ ยต ย ่ งท ่ ม่เล กม ในข้นท่

ง เรยก ่ น ่ ยต ย ่ งข้นท ่ ง (secondary sampling unit: SSU)

ตั อยา่ง 2.6. ก ร ร จภ เ ร ฐกจแล งคมข งคร เร นในจง ดเชยงร ย

จ แนกต มเขตก รปกคร ง จ มก ร ม่ต ย ่ งต มแผนก ร ม่ต ย ่ ง ล ยข้น โดยท่
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(a) น ่ ยต ย ่ งข้นแรก ค เขตแจงนบต ย่ ง (enumeration area: EA)

(b) น ่ ยต ย ่ งข้นท ่ ง ค คร เร นต ย่ ง

2.2 งาน จัิยในอดตี

ในป ี ค. . 2010 Li แล Lahiri ได้เ น แน คดก รปรบภ ค มน่ จ เปน็ ง ด (Ad-

justed maximum likelihood: ADM) เพ ่ ไมใ่ ้เกดกรณทค่ มแปรปร นจ กก รถดถ ย

จ มค่ เท ่ กบ 0 ดงน้

ก นดใ ้ X = (X1, X2, . . . , Xm)
′
,v = (v1, v2, . . . , vm)

′
, e = (e1, e2, . . . , em)

′ แล

Y = (Y1, Y2, . . . , Ym)
′ แบบจ ล งเฟ-เ ร ทจ ม รถเขยนได้เปน็ Y = Xβ + v + e

ซง่เปน็กรณพเ ข งแบบจ ล งเชงเ ้นท ่ ไปทม่ค มแปรปร นร ่ ม Σ = D + A เม ่

D = diag(D1, D2, . . . , Dm)

Li แล Lahiri ได้เ น แน คดก รปรบภ ค มน่ จ เปน็ ง ด โดย

Ladj(A) = A× L(A)

เม ่ L(A) เปน็ฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็ ซง่ในทน้่พจ รณ 2 ฟงักช์น ค

1. ฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็โปรไฟล์ Lp(A) = c|Σ|− 1
2 exp{−1

2y
′
Py}

2. ฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็เร ซดล LRE(A) = c|X ′
Σ−1X|− 1

2 |Σ|− 1
2 exp{−1

2y
′
Py}

เม ่ c เปน็ค ่ คงท ่ แล P = Σ−1 −Σ−1X(X
′
Σ−1X)−1X

′
Σ−1

Li แล Lahiri (2010) พบ ่ ธก รปรบฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็ ง ดข ง Li แล

Lahiri ม รถลดโ ก ท่A ≤ 0 ได้ กท้งยง ม รถลดค มเ นเ ยง แล ลดค่ เฉลย่ข ง

ก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นได้



บทที่ 3

ธิดีำเนนิการและผลการดำเนนิการ

ในบทน้ เร ขย ยแน คดข ง Li แล Lahiri ในก รปรบฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็ข งแบบ

จ ล งเฟ-เ ร ท ม ยงแบบจ ล งเฟ-เ ร ทแบบพ เนล แล ก บทปร ยกต์ในข้ มล

ร ยได้ต ่ คร เร นข งปร ช กรไทย ในป ี พ. . 2552 - 2560 โดยเรม่แรกจ กล่ ถงแบบ

จ ล งเฟ-เ ร ทแบบพ เนล ก รค น ณก รปร ม ณค่ แล มก รจ ล งข้ มลเพ ่ น ไป

เคร ์ค ่ ค มแปรปร น A แล แ ดงผลจ กก รจ ล งข้ มล แล บทปร ยกต์ข งก ร

ปรบฟงักช์นภ ค มน่ เปน็กบข้ มลร ยได้ข งปร ช กรไทย โดยจ พจ รณ รปแบบข ง

แบบจ ล ง 2 รปแบบ ค

1. กรณค มแปรปร นจ กก รถดถ ยไมข้่นกบเ ล

2. กรณค มแปรปร นจ กก รถดถ ยข้นกบเ ล

3.1 แบบจำลองเฟ-เฮรอทแบบพาเนล

โครง ร้ งแบบจ ล งเฟ-เ ร ทแบบพ เนลน้น เกดจ กก รขย ยแน คดข งแบบจ ล งเฟ-

เ ร ท โดยจ มก รพจ รณ ถงข้ มลจ กก ร ร จปร ช กรจ ก ล ย น่ ยเ ล ซง่เปน็

แบบจ ล งทน่ย มผ่ น 2 แบบจ ล ง ค แบบจ ล งเช ่ มโยง (Linking Model) แล แบบ

จ ล งก ร ม่ต ย ่ ง (Sampling Model) ดงน้

รบ i = 1, . . . , n แล t = 1, . . . , T ก นดใ ้

θit ค ข้ มลปร ช กร น่ ยท ่ i ณ เ ล t

Xit ค เ กเต รข์ งต แปร ร รบ น่ ยท ่ i ณ เ ล t

26
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จ ได้ ่ แบบจ ล งเช ่ มโยง ซง่แ ดงค ม มพนธร์ ่ ง θit แล Xit ดงน้

θit = X
′

itβ + vi + εit

เม ่
vi ค ปจัจยทเ่กดจ กพ้นท่ i

εit ค ค มคล ดเคล ่ นจ กก รถดถ ยข งพ้นทท่ ่ i ณ เ ล t ซง่ มมตใ ้มก รแจกแจงปกต

ทม่ค ่ เฉลย่เท ่ กบ 0 แล ค มแปรปร นเท ่ กบ A

n ค ขน ดต ย่ ง

T ค ร ย เ ล ในก ร ก ข้ มล

ใน ่ นข งแบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ ง ซง่แ ดงค ม มพนธร์ ่ งค ่ จรงแล ต ปร ม ณ

ค่ ม รถเขยนได้ด้ ย

yit = θit + eit

เม ่
yit ค ค่ ปร ม ณข งข้ มลปร ช กร น่ ยท ่ i ณ เ ล t

eit ค ค มคล ดเคล ่ นทเ่กดจ กก ร ม่ต ย ่ ง ซง่ มมตใ ้มก รแจกแจงปกต

ทม่ค ่ เฉลย่เท ่ กบ 0 แล ค มแปรปร น ψit

แบบจ ล งดงกล ่ ม รถเขยนในรป มก รเมทรกซไ์ด้ดงต ่ ไปน้

ใ ้ θ = (θ1t, θ2t, ..., θnt)
′ เปน็ข้ มลปร ช กรท่ นใจ โดยแบบจ ล งทใ่ช้น้ เร มมต ่

θ มค มเกย่ ข้ งกบต แปรช ่ ย Xit = (xit1, xit2, ..., xitp)
′ เม ่ p ค จ น นต แปรช ่ ย

β = (β1, β2, ..., βp)
′ เปน็เ กเต ร์ข ง มปร ทธ์ก รถดถ ย v = (v1, v2, ..., vn)

′ เปน็

ปจัจยทเ่กดจ กพ้นท่ จ ได้แบบจ ล งเช ่ มโยงเปน็ดงน้
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θ11

θ12
...

θ1T

θ21

θ22
...

θ2T
...

θn1

θn2
...

θnT





=





x111 x112 . . . x11p

x121 x122 . . . x12p

... ... ... ...

x1T1 x1T2 . . . x1Tp

x211 x212 . . . x21p

x221 x222 . . . x22p

... ... ... ...

x2T1 x2T2 . . . x2Tp

... ... ... ...

xn11 xn12 . . . xn1p

xn21 xn22 . . . xn2p

... ... ... ...

xnT1 xnT2 . . . xnTp









β1

β2
...

βp




+





v1

v1
...

v1

v2

v2
...

v2
...

vn

vn
...

vn





+





ε11

ε12
...

ε1T

ε21

ε22
...

ε2T
...

εn1

εn2
...

εnT





(3.1)

ซง่ ม รถเขยนในรปเมทรกซไ์ด้เปน็ θ = Xβ+ v + ε แล เร ได้ท ก รแปลงเมทรกซ์

เพ ่ จดใ ้ ยใ่นรปข งก รถดถ ยเชงเ ้น เปน็ดงน้





θ11

θ12
...

θ1T

θ21

θ22
...

θ2T
...

θn1

θn2
...

θnT





=





x111 x112 . . . x11p 1 0 0 . . . 0

x121 x122 . . . x12p 1 0 0 . . . 0
... ... ... ... ... ... ... ... ...

x1T1 x1T2 . . . x1Tp 1 0 0 . . . 0

x211 x212 . . . x21p 0 1 0 . . . 0

x221 x222 . . . x22p 0 1 0 . . . 0
... ... ... ... ... ... ... ... ...

x2T1 x2T2 . . . x2Tp 0 1 0 . . . 0
... ... ... ... ... ... ... ... ...

xn11 xn12 . . . xn1p 0 0
... . . . 1

xn21 xn22 . . . xn2p 0 0
... . . . 1

... ... ... ... ... ... ... ... ...

xnT1 xnT2 . . . xnTp 0 0
... . . . 1









β1

β2
...

βp

v1

v2
...

vn





+





ε11

ε12
...

ε1T

ε21

ε22
...

ε2T
...

εn1

εn2
...

εnT





(3.2)
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ซง่ ม รถเขยนในรปเมทรกซไ์ด้เปน็

θ = Zγ + ε (3.3)

โดยท่ Z = [X,B] เม ่

B =





1 0 0 . . . 0

1 0 0 . . . 0
...

1 0 0 . . . 0

0 1 0 . . . 0

0 1 0 . . . 0
...

0 1 0 . . . 0
...

0 0
... . . . 1

0 0
... . . . 1
...

0 0
... . . . 1





เปน็เมทรกซ์ขน ด nT × n แล γ = (β1, β2, ..., βp, v1, v2, ..., vn)
′ เปน็เมทรกซ์ขน ด

(p+ n)× 1

พจ รณ แบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ ง ใ ้ y = (y1t, y2t, ..., ynt)
′ เปน็ค ่ ปร ม ณข ง θ

จ ได้แบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ งเปน็
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y11

y12
...

y1T

y21

y22
...

y2T
...

yn1

yn2
...

ynT





=





θ11

θ12
...

θ1T

θ21

θ22
...

θ2T
...

θn1

θn2
...

θnT





+





e11

e12
...

e1T

e21

e22
...

e2T
...

en1

en2
...

enT





(3.4)

ซง่ ม รถเขยนในรปเมทรกซไ์ด้เปน็

y = θ+ e (3.5)

ดงน้น แบบจ ล งเฟ-เ ร ทแบบพ เนล ม รถเขยนผ่ น (3.3) แล (3.5) เปน็เมทรกซ์

ได้ดงน้

y = Zγ + ε+ e (3.6)

3.2 กรณคี ามแปรปร นจากการถดถอยไมข่ึ้นกับเ ลา

ใน ข้ น้ เร จ พจ รณ แบบจ ล งเฟ-เ ร ทแบบพ เนล ในกรณทค่ มแปรปร นจ ก

ก รถดถ ยไมข้่นกบเ ล ซง่จ พจ รณ ใน 2 กรณ ค

1. กรณ มปร ทธก์ รถดถ ยไมข้่นกบเ ล

2. กรณ มปร ทธก์ รถดถ ยข้นกบเ ล



31

3.2.1 กรณี ัมประ ทิธ ิก์ารถดถอยไมข่ึ้นกับเ ลา

ใน ข้ น้ เร พจ รณ แบบจ ล งพ เนลกรณท่ มปร ทธ์ก รถดถ ยไมข้่นกบเ ล ซง่

ม รถเขยนได้ดงน้

1. แบบจ ล งเช ่ มโยง: θit = x
′
itβ + vi + εit

โดยท่ εit ∼ N(0, A) เม ่ A ค ค มแปรปร นทเ่กดจ กก รถดถ ยทไ่มข้่นกบเ ล

2. แบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ ง: yit = θit + eit

โดยท่ eit ∼ N(0,ψit) เม ่ ψit ค ค มแปรปร นทเ่กดจ กก ร ม่ต ย ่ ง

โดยแบบจ ล งเช ่ มโยงจ เขยนกร จ ยได้ดง มก ร (3.1) แล ท ก รแปลงเมทรกซเ์พ ่

จดใ ้ ยใ่นรปข งก รถดถ ยเชงเ ้นได้ดง มก ร (3.2) แล แบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ งจ ได้

ดง มก ร (3.4) ท ใ ้ได้แบบจ ล งเฟ-เ ร ทแบบพ เนลกรณ มปร ทธ์ไมข้่นกบเ ล ดง

มก ร (3.6) จ ได้ ่ y ∼ N(Zγ,Σ) เม ่ Σ = AI+ψ โดยท่ψ = diag(ψ11,ψ12, . . . ,ψnT )

Σ = A





1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . 1




+





ψ11 0 . . . 0

0 ψ12 . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . ψnT





=





A 0 . . . 0

0 A . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . A




+





ψ11 0 . . . 0

0 ψ12 . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . ψnT





=





A+ ψ11 0 . . . 0

0 A+ ψ12 . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . A+ ψnT




(3.7)

3.2.2 กรณี ัมประ ทิธ ิก์ารถดถอยขึ้นกับเ ลา

ใน ข้ น้ เร จ พดถงก รจ ล งข้ มล ในกรณท่ มปร ทธก์ รถดถ ยข้นกบเ ล จ ท ใ ้

ได้แบบจ ล งดงน้
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1. แบบจ ล งเช ่ มโยง: θit = x
′
itβt + vi + εit

โดยท่ εit ∼ N(0, A) เม ่ A ค ค มแปรปร นทเ่กดจ กก รถดถ ยทไ่มข้่นกบเ ล

2. แบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ ง: yit = θit + eit

โดยท่ eit ∼ N(0,ψit) เม ่ ψit ค ค มแปรปร นทเ่กดจ กก ร ม่ต ย ่ ง

จ กแบบจ ล งเช ่ มโยงจ ท ใ ้เขยนเปน็เมทรกซ์ได้ดงน้ รบ i = 1, 2, . . . , n แล

t = 1, 2, . . . , T





θ11

θ12
...

θ1T

θ21

θ22
...

θ2T
...

θn1

θn2
...

θnT





=





x111 . . . x11p 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0

0 . . . 0 x121 . . . x12p . . . 0 . . . 0
... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...

0 . . . 0 0 . . . 0 . . . x1T1 . . . x1Tp

x211 . . . x21p 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0

0 . . . 0 x221 . . . x22p . . . 0 . . . 0
... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...

0 . . . 0 0 . . . 0 . . . x2T1 . . . x2Tp

... ... ... ... ... ... ... ... ...

xn11 . . . xn1p 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0

0 . . . 0 xn21 . . . xn2p . . . 0 . . . 0
... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...

0 . . . 0 0 . . . 0 . . . xnT1 . . . xnTp









β11

β12
...

β1p

β21

β22
...

β2p
...

βT1

βT2

...

βTp





+





v1

v1
...

v1

v2

v2
...

v2
...

vn

vn
...

vn





+





ε11

ε12
...

ε1T

ε21

ε22
...

ε2T
...

εn1

εn2
...

εnT
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แล เร จ ท ก รแปลงเมทรกซเ์พ ่ จดใ ้ ยใ่นรปข งก รถดถ ยเชงเ ้น เปน็ดงน้




θ11
...

θ1T

θ21
...

θ2T
...

θn1
...

θnT





=





x111 . . . x11p 0 0 . . . 0 1 0 . . . 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ...

0 . . . 0 0 x1T1 . . . x1Tp 1 0 . . . 0

x211 . . . x21p 0 0 . . . 0 0 1 . . . 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ...

0 . . . 0 0 x2T1 . . . x2Tp 0 1 . . . 0
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

xn11 . . . xn1p 0 0 . . . 0 0 0 . . . 1
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ...

0 . . . 0 0 xnT1 . . . xnTp 0 0 . . . 1









β11
...

β1p
...

βT1

...

βTp

v1
...

vn





+





ε11
...

ε1T

ε21
...

ε2T
...

εn1
...

εnT





ซง่ ม รถเขยนในรปเมทรกซไ์ด้เปน็

θ = Zγ + ε (3.8)

โดยท่ Z = [X,B] เม ่

B =





1 0 . . . 0

1 0 . . . 0
... ... ... ...

1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

0 1 . . . 0
... ... ... ...

0 1 . . . 0

0 0 . . . 1

0 0 . . . 1
... ... ... ...

0 0 . . . 1





เปน็เมทรกซข์น ด nT×n แล γ = (β11, β12, . . . , β1p, . . . , βT1, βT2, . . . , βTp, v1, v2, ..., vn)
′

เปน็เมทรกซข์น ด (Tp+ n)× 1
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เม ่ พจ รณ แบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ ง จ ม รถเขยนในรปเมทรกซไ์ด้ดง มก ร (3.5)

ดงน้น แบบจ ล งเฟ-เ ร ทแบบพ เนล ม รถเขยนผ่ น (3.8) แล (3.5) ได้ดงน้

y = Zγ + ε+ e (3.9)

จ ก (3.9) จ ได้ ่ y ∼ N(Zγ,Σ) เม ่ Σ = A+ψ ซง่ Σ เปน็ดง มก ร (3.7)

ในท งปฏบต เร ไมร้่ค ่ A แตเ่ร จ ม รถปร ม ณค่ A ได้ โดยค ่ ค มแปรปร น A

จ ถกปร ม ณโดยต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดโปรไฟล์ (Profile maximum

likelihood estimator: PML) ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดโปรไฟลแ์บบปรบ

(Adjusted profile maximum likelihood estimator: APML) ต ปร ม ณแบบภ

ค มน่ จ เปน็ ง ดเร ซดล (Residual maximum likelihood estimator: REML) แล

ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดเร ซดลแบบปรบ (Adjusted residual maxi-

mum likelihood estimator: AREML) โดยก รใช้ค ง่ optim ในโปรแกรม R

1. ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดโปรไฟล์ (Profile maximum likelihood

estimator: PML)

จ ก (3.6) จ ได้ฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็โปรไฟล์ เปน็ดงน้

LPML(A|y) = f(y|A)

=
1

[(2π)nT |Σ|]1/2 exp{−
1

2
(y − zγ)

′
Σ−1(y − zγ)}

เม ่ แทน γ ด้ ย γ̂ = (Z
′
Σ−1Z)−1Z

′
Σ−1y จ ได้ ่

LPML(A|y) =
1

[(2π)nT |Σ|]1/2 exp{−
1

2
y

′
Py}

เม ่ P = Σ−1 −Σ−1Z(Z
′
Σ−1Z)−1Z

′
Σ−1

แล ได้ ่ ล ็ กฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็โปรไฟล์ จ เปน็

lPML(A|y) = −1

2
(nT log(2π) + log |Σ|+ y

′
Py) (3.10)

2. ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดเร ซดล (Residual maximum likeli-

hood estimator: REML)

ใ ้ F เปน็เมทรกซ์ทม่ rank(F ) = n − p ซง่ F
′
Z = 0 แล W = F

′
y จ ได้ ่

W ∼ N(F
′
Zγ, F

′
ΣF ) = N(0,F

′
ΣF )
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ดงน้น ฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็เร ซดล เปน็ดงน้

LREML(A|y) = f(y|A)

=
1

[(2π)nT |F ′ΣF |]1/2
exp{−1

2
W

′
(F

′
ΣF )−1W }

=
1

[(2π)nT |F ′ΣF |]1/2
exp{−1

2
y

′
F (F

′
ΣF )−1F

′
y}

=
1

[(2π)nT |F ′ΣF |]1/2
exp{−1

2
y

′
Py}

=
1

[(2π)nT |Z ′Σ−1Z||Σ|]1/2
exp{−1

2
y

′
Py}

=
1

[(2π)nT |Σ|]1/2 (|Z
′
Σ−1Z|)−1/2 exp{−1

2
y

′
Py}

= (|Z ′
Σ−1Z|)−1/2LPML(A|y)

แล ล็ กฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็เร ซดล เปน็ดงน้

lREML(A|y) = −1

2
(nT log(2π) + log |Σ|+ log(|Z ′

Σ−1Z|) + y
′
Py) (3.11)

เม ่ P = Σ−1 −Σ−1Z(Z
′
Σ−1Z)−1Z

′
Σ−1

รบต ปร ม ณพ ร มเต ร์ทใ่ช้ค ต ปร ม ณทไ่มเ่ นเ ยงเชงเ ้นทด่ท ่ ด (best

linear unbiased predictor: BLUP)

θBLUP
it =

A

A+ ψit
yit +

ψit

A+ ψit
z
′

itγ

เม ่ A ค ค่ ค มแปรปร น

ลงจ กได้ต ปร ม ณภ ค มน่ จ เปน็ ง ด Â แล้ จ ได้ ่ ต ปร ม ณทไ่มเ่ น

เ ยงเชงเ ้นเชงปร จก ท์ด่ท ่ ด (θ̂EBLUP ) ดงน้

θ̂EBLUP
it =

Â

Â+ ψit

yit +
ψit

Â+ ψit

z
′

itγ

จ เ น็ ่ กรณท่ Â < 0 จ ขดแย้งกบค ม ม ยข ง A ซง่เปน็ค มแปรปร น ซง่จ ท ใ ้

ต ปร ม ณค่ θ̂EBLUP
it คล ดเคล ่ นจ กค่ จรง แล ในกรณท่ Â = 0 เขยนแทนด้ ย Â0

จ ท ใ ้ θ̂EBLUP
it = z

′
itγ ซง่เปน็ปญั เดย กนกบทเ่กดข้นจ กง นข ง Li แล Lahiri เม ่

ป ี ค. . 2010 ดงน้น ต ่ ไปเร จ ขย ย ลกก รปรบต ปร ม ณ Â ม ใช้กบแบบจ ล ง

พ เนลเพ ่ ทจ่ ท ใ ้ Â > 0 ดงน้
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Ladj(A|y) = A× L(A|y)

เม ่ L(A, |y) ค ฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็แบบโปรไฟลแ์ล แบบเร ซดล ต มล ดบ

ต่ ไปจ เปน็ก รแ ดง ่ ลกก รปรบต ปร ม ณ Â ใ ้ค ่ Â ทเ่ปน็บ ก

บทต้ัง 3.2.1 [ Li 2007 ] ใ ้ f(·, ·, . . . , ·) เปน็ฟงักช์นข ง x = (x1, x2, . . . , xn) ซง่เปน็

ฟงักช์นต ่ เน ่ งแล ใ ้ค ่ บ ก โดยท่ xi ≥ 0 รบ i = 1, . . . , n แล

lim
xj→∞

n∏

i=1

xαi f(x1, x2, . . . , xn) = lim
xj→∞

g(x1, x2, . . . , xn) = 0

รบทก j = 1, . . . , n ซง่ α > 0 จ ได้ ่ ม x01, x02, . . . , x0n ซง่

g(x01, x02, . . . , x0n) = max
x1,x2,...,xn

g(x1, x2, . . . , xn)

แล x0i > 0 รบทก i = 1, 2, . . . , n

ทฤ ฎบีท 3.2.2 ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดโปรไฟลแ์บบปรบ (APML esti-

mator) แล ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดเร ซดลแบบปรบ (AREML estima-

tor) มค ่ ม กก ่ นย์

บทพิ จูน์ พจ รณ ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดโปรไฟลแ์บบปรบ (APML

estimator) จ ได้ฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็โปรไฟลแ์บบปรบ ดงน้

LAPML(A|y) = A× LPML(A|y)

= A× 1

[(2π)nT |Σ|]1/2 exp{−
1

2
y

′
Py}

เม ่ P = Σ−1 −Σ−1Z(Z
′
Σ−1Z)−1Z

′
Σ−1

เ น็ได้ชด ่ ฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็โปรไฟล์ LPML(A|y) เปน็ฟงักช์นข ง A ซง่เปน็

ฟงักช์นต ่ เน ่ งแล ใ ้ค ่ บ ก จ ได้ ่

lim
A→∞

A× 1

[(2π)nT |Σ|]1/2 exp{−
1

2
y

′
Py}

=
1

[(2π)nT ]1/2
lim
A→∞

A
∏D

d=1 |Σd|1/2
exp{−1

2
y

′
Py}

=
1

[(2π)nT ]1/2
lim
A→∞

A
∏D

d=1 |A+ψd|1/2
exp{−1

2
y

′
Py}

=
1

[(2π)nT ]1/2
( lim

A→∞

A
∏D

d=1 |A+ψd|1/2
) ( lim

A→∞
exp{−1

2
y

′
Py})

= 0
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เม ่ lim
A→∞

exp{−1

2
y

′
Py} = 1

โดยบทต้ง 3.2.1 จ ได้ ่ ม A ซง่ LAPML(A|y) ใ ้ค ่ ง ด โดยท่ A > 0 แล ในท น ง

เดย กน ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดเร ซดลแบบปรบ (AREML estimator)

มค ่ ม กก ่ นย์

จ ก ลกก รปรบ จ ท ใ ้ได้ล ็ กฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็ (log-likelihood func-

tion) ดงน้

1. ต ปร ม ณแบบค มภ ค มน่ จ เปน็ ง ดโปรไฟล์แบบปรบ (Adjusted pro-

file maximum likelihood estimator: APML)

lAPML(A|y) = log(A)− 1

2
(nT log(2π) + log |Σ|+ y

′
Py)

เม ่ P = Σ−1 −Σ−1Z(Z
′
Σ−1Z)−1Z

′
Σ−1

2. ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดเร ซดลแบบปรบ (Adjusted residual

maximum likelihood estimator: AREML)

lAREML(A|y) = log(A)− 1

2
(nT log(2π) + log |Σ|+ log(|Z ′

Σ−1Z|) + y
′
Py)

เม ่ P = Σ−1 −Σ−1Z(Z
′
Σ−1Z)−1Z

′
Σ−1

3.2.3 การ กึ าเชงิตั เลข

ใน ข้ น้ เร จ ท ก ร ก ปร ทธภ พข งต ปร ม ณค่ แบบภ ค มน่ จ เปน็

ง ดแบบปรบ ท้งในแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดโปรไฟล์แล แบบภ ค มน่ จ เปน็

ง ดเร ซดล โดยพจ รณ แบบจ ล งเฟ-เ ร ทแบบพ เนล รบพ้นทย่ ่ ย 10 พ้นท่

แล เ ล 5 ป ีดงน้

กรณี ัมประ ทิธ ิก์ารถดถอยไมข่ึ้นกับเ ลา

รบ i = 1, 2, . . . , 10 แล t = 1, 2, . . . , 5

พจ รณ แบบจ ล งเช ่ มโยง

θit = x
′

itβ + vi + εit (3.12)

เม ่ var(εit) = A
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แล แบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ ง

yit = θit + eit (3.13)

เม ่ var(eit) = ψit

โดยมก รต้งค ่ ก รจ ล งข้ มลดงน้

1. จ น นคร้งทท่ ก รจ ล ง: K = 1000 คร้ง

2. จ น นต ย่ ง: 10

3. มปร ทธก์ รถดถ ย β1 = β2 = 1

4. จ ล ง θit(i = 1, 2, ..., n) แล (t = 1, 2, ..., T ) จ ก มก ร (3.12)

โดยจ ล ง xit1, xit2 จ กก รแจกแจงปกต ทม่ค ่ เฉลย่ 10 ค มแปรปร น 1 แล

1.052 นน่ค xit1 ∼ N(10, 1) แล xit2 ∼ N(10, 1.052) ต มล ดบ

5. จ ล ง vi จ กก รแจกแจงปกตทม่ค ่ เฉลย่ 10 ค มแปรปร น 1.652

นน่ค vi ∼ N(10, 1.652)

6. จ ล ง A ใน 3 กรณ ค

(a) จ ล ง A จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2) นน่ค A ∼ Unif(1, 2)

(b) จ ล ง A จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (4,6) นน่ค A ∼ Unif(4, 6)

(c) จ ล ง A จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (9,11) นน่ค A ∼ Unif(9, 11)

7. จ ล ง εit จ กก รแจกแจงปกตทม่ค ่ เฉลย่ 0 ค มแปรปร น A

นน่ค εit ∼ N(0, A)

8. จ ล ง ψit ใน 2 กรณ ค

(a) จ ล ง ψit จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1
2
A,A) นน่ค ψit ∼ Unif(

1

2
A,A)

(b) จ ล ง ψit จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (3
2
A, 2A) นน่ค ψit ∼ Unif(

3

2
A, 2A)

9. จ ล ง eit จ กก รแจกแจงปกตทม่ค ่ เฉลย่ 0 ค มแปรปร น ψit

นน่ค eit ∼ N(0,ψit)

10. จ ล ง yit จ ก yit = θit + eit
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กรณี ัมประ ทิธ ิก์ารถดถอยขึ้นกับเ ลา

รบ i = 1, 2, . . . , 10 แล t = 1, 2, . . . , 5

พจ รณ แบบจ ล งเช ่ มโยง

θit = x
′

itβt + vi + εit (3.14)

เม ่ var(εit) = A

แล แบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ ง

yit = θit + eit (3.15)

เม ่ var(eit) = ψit

โดยมก รต้งค ่ ก รจ ล งข้ มลดงน้

1. จ น นคร้งทท่ ก รจ ล ง: K = 1000 คร้ง

2. จ น นต ย่ ง: 10

3. จ ล ง มปร ทธก์ รถดถ ย β1 แล β2 จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2)

นน่ค β1 ∼ Unif(1, 2) แล β2 ∼ Unif(1, 2)

4. จ ล ง θit(i = 1, 2, ..., n) แล (t = 1, 2, ..., T ) จ ก มก ร (3.14)

โดยจ ล ง xit1, xit2 จ กก รแจกแจงปกต ทม่ค ่ เฉลย่ 10 ค มแปรปร น 1 แล

1.052 นน่ค xit1 ∼ N(10, 1) แล xit2 ∼ N(10, 1.052) ต มล ดบ

5. จ ล ง vi จ กก รแจกแจงปกตทม่ค ่ เฉลย่ 10 ค มแปรปร น 1.652

นน่ค vi ∼ N(10, 1.652)

6. จ ล ง A ใน 3 กรณ ค

(a) จ ล ง A จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2) นน่ค A ∼ Unif(1, 2)

(b) จ ล ง A จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (4,6) นน่ค A ∼ Unif(4, 6)

(c) จ ล ง A จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (9,11) นน่ค A ∼ Unif(9, 11)

7. จ ล ง εit จ กก รแจกแจงปกตทม่ค ่ เฉลย่ 0 ค มแปรปร น A

นน่ค εit ∼ N(0, A)
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8. จ ล ง ψit ใน 2 กรณ ค

(a) จ ล ง ψit จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1
2
A,A) นน่ค ψit ∼ Unif(

1

2
A,A)

(b) จ ล ง ψit จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (3
2
A, 2A) นน่ค ψit ∼ Unif(

3

2
A, 2A)

9. จ ล ง eit จ กก รแจกแจงปกตทม่ค ่ เฉลย่ 0 ค มแปรปร น ψit

นน่ค eit ∼ N(0,ψit)

10. จ ล ง yit จ ก yit = θit + eit

ลงจ กได้ข้ มลจ กก รจ ล งข้ มลแล้ จงน ข้ มลดงกล ่ ม จ น นข งก รเกด

Â ≤ 0 แล ค่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข งต

ปร ม ณค่ ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â แล ค่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ด

เคล ่ น (Mean squared error) ข ง θ̂EBLUP
it

ก รค น ณค่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error: MSE)

ข งต ปร ม ณค่

1. ก รค น ณ MSE ข งต ปร ม ณค่ ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â

MSE =
1

K

K∑

k=1

(Âk − Ak)
2 (3.16)

เปน็ ตรค น ณค่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error:

MSE) ร ่ งต ปร ม ณค่ ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â แล ค่ จรงข งค ม

แปรปร นจ กก รถดถ ย A

2. ก รค น ณMSE ข งต ปร ม ณค่ ทไ่มเ่ นเ ยงเชงเ ้นเชงปร จก ท์ด่ท ่ ด θ̂itEBLUP

2.1 ก รค น ณ MSE แบบท่ 1

MSE =
1

nTK

n∑

i=1

T∑

t=1

K∑

k=1

(θ̂EBLUP
itk − θBLUP

itk )2 (3.17)

เปน็ ตรค น ณค่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error:

MSE) ร ่ งต ปร ม ณค่ θ̂EBLUP
it ทไ่ด้จ กค ่ ปร ม ณค มแปรปร นจ กก ร

ถดถ ย Â แล ต ปร ม ณค่ θBLUP
it ทไ่ด้จ กค ่ จรงข งค มแปรปร นจ กก ร

ถดถ ย A
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2.2 ก รค น ณ MSE แบบท่ 2

MSE =
1

nTK

n∑

i=1

T∑

t=1

K∑

k=1

(θ̂EBLUP
itk − θitk)

2 (3.18)

เปน็ ตรค น ณค่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error:

MSE) ร ่ งต ปร ม ณค่ θ̂EBLUP
it ทไ่ด้จ กค ่ ปร ม ณค มแปรปร นจ กก ร

ถดถ ย Â แล ค่ จรง θit

ผลการ เิคราะ ก์ารจำลองข้อมลู กรณี ัมประ ทิธ ิก์ารถดถอยไมข่ึ้นกับเ ลา

ผลก ร เคร ์ก รจ ล งข้ มลแ ดงดงต ร งท ่ 3.1 ถง ต ร งท ่ 3.12 โดยต ร งท่ 3.1

ต ร งท ่ 3.5 แล ต ร งท่ 3.9 แ ดงจ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât

มค่ น้ ยก ่ ร เท ่ กบ 0 จ กแบบทไ่มป่รบ แล แบบทป่รบแล้ จ กก รจ ล ง A จ กก ร

แจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2), (4,6) แล (9,11) ต มล ดบ

ต ร งท ่ 3.2 ต ร งท ่ 3.6 แล ต ร งท ่ 3.10 แ ดงค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ด

เคล ่ นข งต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย (Â) เม ่ เทยบกบค มแปรปร นจ ก

ก รถดถ ยทเ่ร จ ล งไ ้ต้งแตต้่น (A) จ กแบบทไ่มป่รบ แล แบบทป่รบแล้ จ กก รจ ล ง

A จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2), (4,6) แล (9,11) ต มล ดบ

ต ร งท ่ 3.3 ต ร งท ่ 3.7 แล ต ร งท ่ 3.11 แ ดงค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ด

เคล ่ นข งต ปร ม ณทไ่มเ่ นเ ยงเชงเ ้นเชงปร จก ์ทด่ท ่ ดทค่ น ณจ กต ปร ม ณ

ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â (θ̂EBLUP
it ) เทยบกบทค่ น ณจ กก รถดถ ยทเ่ร จ ล ง

ไ ้ต้งแตต้่น (θ̂BLUP
it ) แล เทยบกบค่ จรงทเ่ร จ ล งได้ต้งแตต้่น (θit) กรณ PML แล APML

จ กก รจ ล ง A จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2), (4,6) แล (9,11) ต มล ดบ โดยท่

Â0 ทแ่ ดงในต ร งค Â0 = max(0, Â)

ต ร งท ่ 3.4 ต ร งท ่ 3.8 แล ต ร งท ่ 3.12 แ ดงค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ด

เคล ่ นข งต ปร ม ณทไ่มเ่ นเ ยงเชงเ ้นเชงปร จก ์ทด่ท ่ ดทค่ น ณจ กต ปร ม ณ

ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â (θ̂EBLUP
it ) เทยบกบทค่ น ณจ กก รถดถ ยทเ่ร จ ล ง

ไ ้ ต้งแต ่ต้น (θ̂BLUP
it ) แล เทยบกบค่ จรงท ่เร จ ล งได้ต้งแต ่ต้น (θit) กรณ REML แล

AREML จ กก รจ ล ง A จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2), (4,6) แล (9,11) ต ม

ล ดบ โดยท่ Â0 ทแ่ ดงในต ร งค Â0 = max(0, Â)
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กรณจีำลอง A จากการแจกแจงยนูฟิอรม์ในช่ ง (1,2) นัน่คอื A ∼ Unif(1, 2)

ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ ง PML APML REML AREML

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A) 1000 0 1000 0

ψit ∼ Unif(
3

2
A, 2A) 1000 0 1000 0

ต ร งท่ 3.1: จ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤ 0 จ กก รจ ล ง

1000 คร้ง

จ กต ร งท่ 3.1 จ เ น็ ่ จ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤ 0

ข งกรณทย่งไมไ่ด้ปรบท้ง PML แล REML มจ น นม ก ในขณ ท่ กรณทป่รบแล้ ท้ง

APML แล AREML ไมพ่บต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤ 0

ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ ง PML APML REML AREML

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A) 899.9612 0.0785 698.4005 0.9357

ψit ∼ Unif(
3

2
A, 2A) 1043.2437 0.1127 739.4091 0.9323

ต ร งท ่ 3.2: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข งต

ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â

จ กต ร งท่ 3.2 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข งต ปร ม ณ

ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ข งกรณทป่รบแล้ ท้ง APML แล AREML มค่ น้ ยก ่

ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข งกรณทย่งไมไ่ด้ปรบ ท้ง PML แล REML
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ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

PML
APML

Â Â0

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A)

θ̂BLUP
it 0.0632 0.0839 0.0009

θit 0.1222 0.1497 0.0644

ψit ∼ Unif(
3

2
A,A)

θ̂BLUP
it 0.2341 0.0543 0.0010

θit 0.3234 0.1500 0.0965

ต ร งท ่ 3.3: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ A ∼ Unif(1, 2) ข ง PML แล APML

จ กต ร งท ่ 3.3 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

เทยบกบ θ̂BLUP
it แล เทยบกบ θit ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ น้ ยก ่ กรณทย่งไมป่รบ

พจ รณ กรณค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ ง มค ่ น้ ยก ่ ค มแปรปร นจ ก

ก รถดถ ย จ เ น็ ่ เม ่ ใช้ค ่ Â จรง ซง่ จเปน็ลบได้ จ ใ ้ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข ง

ค มคล ดเคล ่ น ทน้่ ยก ่ เม ่ ใช้ค ่ Â0 ทใ่ช้ค ่ Â ทม่ กก ่ นย์ เน ่ งจ กจ น น Â ≤ 0

มจ น นม ก จง ง่ผลใ ้ Â
Â+ψit

มค่ ใกล้ 1

ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

REML
AREML

Â Â0

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A)

θ̂BLUP
it 0.0643 0.0830 0.0746

θit 0.1241 0.1485 0.1401

ψit ∼ Unif(
3

2
A,A)

θ̂BLUP
it 0.2461 0.0539 0.0501

θit 0.3332 0.1490 0.1452

ต ร งท ่ 3.4: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ A ∼ Unif(1, 2) ข ง REML แล AREML

จ กต ร งท ่ 3.4 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

เทยบกบ θ̂BLUP
it แล เทยบกบ θit ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ น้ ยก ่ กรณทย่งไมป่รบ

พจ รณ กรณค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ ง มค ่ น้ ยก ่ ค มแปรปร นจ ก

ก รถดถ ย จ เ น็ ่ เม ่ ใช้ค ่ Â จรง ซง่ จเปน็ลบได้ จ ใ ้ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข ง

ค มคล ดเคล ่ น ทน้่ ยก ่ เม ่ ใช้ค ่ Â0 ทใ่ช้ค ่ Â ทม่ กก ่ นย์ เน ่ งจ กจ น น Â ≤ 0

มจ น นม ก จง ง่ผลใ ้ Â
Â+ψit

มค่ ใกล้ 1
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กรณจีำลอง A จากการแจกแจงยนูฟิอรม์ในช่ ง (4,6) นัน่คอื A ∼ Unif(4, 6)

ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ ง PML APML REML AREML

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A) 1000 0 1000 0

ψit ∼ Unif(
3

2
A, 2A) 1000 0 1000 0

ต ร งท่ 3.5: จ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤ 0 จ กก รจ ล ง

1000 คร้ง

จ กต ร งท่ 3.5 จ เ น็ ่ จ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤ 0

ข งกรณทย่งไมไ่ด้ปรบท้ง PML แล REML มจ น นม ก ในขณ ท่ กรณทป่รบแล้ ท้ง

APML แล AREML ไมพ่บต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤ 0

ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ ง PML APML REML AREML

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A) 827.2519 0.1386 636.0507 0.9294

ψit ∼ Unif(
3

2
A, 2A) 638.0222 0.3729 485.9815 0.9119

ต ร งท ่ 3.6: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข งต

ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â

จ กต ร งท่ 3.6 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข งต ปร ม ณ

ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ข งกรณทป่รบแล้ ท้ง APML แล AREML มค่ น้ ยก ่

ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข งกรณทย่งไมไ่ด้ปรบ ท้ง PML แล REML
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ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

PML
APML

Â Â0

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A)

θ̂BLUP
it 0.3379 0.2868 0.0794

θit 0.5434 0.5011 0.2934

ψit ∼ Unif(
3

2
A,A)

θ̂BLUP
it 2.5308 0.1821 0.0597

θit 2.8510 0.4978 0.3776

ต ร งท ่ 3.7: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ A ∼ Unif(4, 6) ข ง PML แล APML

จ กต ร งท ่ 3.7 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

เทยบกบ θ̂BLUP
it แล เทยบกบ θit ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ น้ ยก ่ กรณทย่งไมป่รบ

ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

REML
AREML

Â Â0

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A)

θ̂BLUP
it 0.3636 0.2854 0.2756

θit 0.5654 0.4984 0.4886

ψit ∼ Unif(
3

2
A,A)

θ̂BLUP
it 6.3536 0.1840 0.1787

θit 6.6525 0.5047 0.4995

ต ร งท ่ 3.8: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ A ∼ Unif(4, 6) ข ง REML แล AREML

จ กต ร งท ่ 3.8 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

เทยบกบ θ̂BLUP
it แล เทยบกบ θit ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ น้ ยก ่ กรณทย่งไมป่รบ
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กรณจีำลอง A จากการแจกแจงยนูฟิอรม์ในช่ ง (9,11) นัน่คอื A ∼ Unif(9, 11)

ψit PML APML REML AREML

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A) 1000 0 1000 0

ψit ∼ Unif(
3

2
A, 2A) 1000 0 989 0

ต ร งท่ 3.9: จ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤ 0 จ กก รจ ล ง

1000 คร้ง

จ กต ร งท่ 3.9 จ เ น็ ่ จ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤ 0

ข งกรณทย่งไมไ่ด้ปรบท้ง PML แล REML มจ น นม ก ในขณ ท่ กรณทป่รบแล้ ท้ง

APML แล AREML ไมพ่บต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤ 0

ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ ง PML APML REML AREML

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A) 649.1229 0.2888 497.6969 0.9172

ψit ∼ Unif(
3

2
A, 2A) 326.7126 1.8035 167.0825 0.8713

ต ร งท่ 3.10: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข งต

ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â

จ กต ร งท่ 3.10 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข งต ปร ม ณ

ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ข งกรณทป่รบแล้ ท้ง APML แล AREML มค่ น้ ยก ่

ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข งกรณทย่งไมไ่ด้ปรบ ท้ง PML แล REML
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ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

PML
APML

Â Â0

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A)

θ̂BLUP
it 1.8281 0.5752 0.2795

θit 2.2469 0.9988 0.7049

ψit ∼ Unif(
3

2
A,A)

θ̂BLUP
it 2× 106 0.3609 0.1688

θit 2× 106 0.9969 0.8091

ต ร งท ่ 3.11: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ A ∼ Unif(9, 11) ข ง PML แล APML

จ กต ร งท ่ 3.11 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

เทยบกบ θ̂BLUP
it แล เทยบกบ θit ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ น้ ยก ่ กรณทย่งไมป่รบ

ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

REML
AREML

Â Â0

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A)

θ̂BLUP
it 2.3574 0.5687 0.5572

θit 2.7796 1.0025 0.9910

ψit ∼ Unif(
3

2
A,A)

θ̂BLUP
it 1× 105 0.3638 0.3524

θit 1× 105 0.9940 0.9834

ต ร งท ่ 3.12: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ A ∼ Unif(9, 11) ข ง REML แล AREML

จ กต ร งท ่ 3.12 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

เทยบกบ θ̂BLUP
it แล เทยบกบ θit ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ น้ ยก ่ กรณทย่งไมป่รบ

ผลการ เิคราะ ก์ารจำลองข้อมลู กรณี ัมประ ทิธ ิก์ารถดถอยขึ้นกับเ ลา

ผลก ร เคร ก์ รจ ล งข้ มลแ ดงดงต ร งท่ 3.13 ถง ต ร งท ่ 3.21 โดยต ร งท่ 3.13

ต ร งท่ 3.16 แล ต ร งท ่ 3.19 แ ดงจ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย

Ât มค่ น้ ยก ่ ร เท ่ กบ 0 จ กแบบทไ่มป่รบ แล แบบทป่รบแล้ จ กก รจ ล ง A

จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2), (4,6) แล (9,11) ต มล ดบ

ต ร งท่ 3.14 ต ร งท่ 3.17 แล ต ร งท่ 3.20 แ ดงค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ด

เคล ่ นข งต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย (Â) เม ่ เทยบกบค มแปรปร นจ ก
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ก รถดถ ยทเ่ร จ ล งไ ้ต้งแตต้่น (A) จ กแบบทไ่มป่รบ แล แบบทป่รบแล้ จ กก รจ ล ง

A จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2), (4,6) แล (9,11) ต มล ดบ

ต ร งท่ 3.15 ต ร งท่ 3.18 แล ต ร งท่ 3.21 แ ดงค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ด

เคล ่ นข งต ปร ม ณทไ่มเ่ นเ ยงเชงเ ้นเชงปร จก ์ทด่ท ่ ดทค่ น ณจ กต ปร ม ณ

ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â (θ̂EBLUP
it ) เทยบกบทค่ น ณจ กก รถดถ ยทเ่ร จ ล ง

ไ ้ต้งแตต้่น (θ̂BLUP
it ) แล เทยบกบค่ จรงทเ่ร จ ล งได้ต้งแตต้่น (θit) กรณ PML แล APML

จ กก รจ ล ง A จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2), (4,6) แล (9,11) ต มล ดบ โดยท่

Â0 ทแ่ ดงในต ร งค Â0 = max(0, Â)

กรณจีำลอง A จากการแจกแจงยนูฟิอรม์ในช่ ง (1,2) นัน่คอื A ∼ Unif(1, 2)

ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ ง PML APML

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A) 862 0

ψit ∼ Unif(
3

2
A, 2A) 760 0

ต ร งท ่ 3.13: จ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤ 0 จ กก รจ ล ง

1000 คร้ง

จ กต ร งท ่ 3.13 จ เ น็ ่ จ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤

0 ข งกรณทย่งไมไ่ด้ปรบ PML มจ น นม ก ในขณ ท่ กรณทป่รบแล้ APML ไมพ่บต

ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤ 0

ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ ง PML APML

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A) 21.6269 100.3554

ψit ∼ Unif(
3

2
A, 2A) 29.5707 92.0092

ต ร งท่ 3.14: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข งต

ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â

จ กต ร งท่ 3.14 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข งต ปร ม ณ
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ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ข งกรณทป่รบแล้ APML มค่ ม กก ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง

งข งค มคล ดเคล ่ นข งกรณทย่งไมไ่ด้ปรบ PML

ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

PML
APML

Â Â0

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A)

θ̂BLUP
it 6× 1011 1.0166 0.3896

θit 6× 1011 2.7955 0.1241

ψit ∼ Unif(
3

2
A,A)

θ̂BLUP
it 6× 1011 0.4867 0.6516

θit 6× 1011 2.4940 0.3070

ต ร งท ่ 3.15: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ A ∼ Unif(1, 2) ข ง PML แล APML

จ กต ร งท ่ 3.15 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

เทยบกบ θ̂BLUP
it แล เทยบกบ θit ข งกรณทป่รบแล้ APML ่ นใ ญ่ มค ่ น้ ยก ่ กรณท่

ยงไมป่รบ PML

กรณจีำลอง A จากการแจกแจงยนูฟิอรม์ในช่ ง (4,6) นัน่คอื A ∼ Unif(4, 6)

ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ ง PML APML

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A) 0 0

ψit ∼ Unif(
3

2
A, 2A) 10 0

ต ร งท ่ 3.16: จ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤ 0 จ กก รจ ล ง

1000 คร้ง

จ กต ร งท ่ 3.16 จ เ น็ ่ กรณทค่ มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ น้ ย จ น น

ต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤ 0 ข งกรณท่ยงไม ่ได้ปรบ PML แล

กรณทป่รบแล้ APML ไมพ่บต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤ 0 แตเ่ม ่

ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ ม กข้น จ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก ร

ถดถ ย Â ≤ 0 ข งกรณทย่งไมไ่ด้ปรบ PML จ มจ น นม กข้น แตก่รณทป่รบแล้ APML

ไมพ่บต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤ 0
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ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ ง PML APML

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A) 61.0491 74.3283

ψit ∼ Unif(
3

2
A, 2A) 39.7897 54.7850

ต ร งท่ 3.17: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข งต

ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â

จ กต ร งท่ 3.17 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข งต ปร ม ณ

ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ข งกรณทป่รบแล้ APML มค่ ม กก ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง

งข งค มคล ดเคล ่ นข งกรณทย่งไมไ่ด้ปรบ PML

ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

PML
APML

Â Â0

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A)

θ̂BLUP
it 0.1443 0.1443 0.1611

θit 0.4568 0.4568 0.4384

ψit ∼ Unif(
3

2
A,A)

θ̂BLUP
it 0.5694 0.1606 0.1922

θit 1.6288 1.1973 1.0679

ต ร งท ่ 3.18: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ A ∼ Unif(4, 6) ข ง PML แล APML

จ กต ร งท ่ 3.18 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

เม ่ เทยบกบ θ̂BLUP
it ข งกรณทป่รบแล้ APML มค่ ม กก ่ กรณทย่งไมป่รบ PML แล เม ่

เทยบกบ θit ข งกรณทป่รบแล้ APML มค่ น้ ยก ่ กรณทย่งไมป่รบ PML
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กรณจีำลอง A จากการแจกแจงยนูฟิอรม์ในช่ ง (9,11) นัน่คอื A ∼ Unif(9, 11)

ψit PML APML

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A) 1 0

ψit ∼ Unif(
3

2
A, 2A) 68 0

ต ร งท ่ 3.19: จ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤ 0 จ กก รจ ล ง

1000 คร้ง

จ กต ร งท่ 3.19 จ เ น็ ่ เม ่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ ม กข้น จ น น

ต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤ 0 ข งกรณทย่งไมไ่ด้ปรบ PML จ มจ น น

ม กข้น แตก่รณทป่รบแล้ APML ไมพ่บต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ≤ 0

ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ ง PML APML

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A) 31.0112 41.1391

ψit ∼ Unif(
3

2
A, 2A) 47.7899 43.3065

ต ร งท่ 3.20: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข งต

ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â

จ กต ร งท่ 3.20 จ เ น็ ่ เม ่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ ม ก ค ่ เฉลย่

ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข งต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â ข ง

กรณทป่รบแล้ APML มค่ น้ ยก ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข งกรณท่

ยงไมไ่ด้ปรบ PML
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ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

PML
APML

Â Â0

ψit ∼ Unif(
1

2
A,A)

θ̂BLUP
it 0.0570 0.0568 0.0599

θit 0.9205 0.9201 0.8584

ψit ∼ Unif(
3

2
A,A)

θ̂BLUP
it 2× 105 0.1555 0.0919

θit 2× 105 2.1670 1.8054

ต ร งท ่ 3.21: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ A ∼ Unif(9, 11) ข ง PML แล APML

จ กต ร งท ่ 3.21 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

เทยบกบ θ̂BLUP
it แล เทยบกบ θit ข งกรณทป่รบแล้ APML ่ นใ ญม่ค ่ น้ ยก ่ กรณท่

ยงไมป่รบ PML

3.3 กรณคี ามแปรปร นจากการถดถอยขึ้นกับเ ลา

ใน ข้ น้เร จ พดถงก รจ ล งข้ มล ในกรณทค่ มแปรปร นจ กก รถดถ ยข้นกบเ ล

ซง่จ พจ รณ ใน 2 กรณ ค

1. กรณปจัจยเกดจ กพ้นท่

2. กรณปจัจยเกดจ กเ ล

3.3.1 กรณปีจัจัยเกดิจากพื้นที่

ใน ข้ น้เร จ พดถงก รจ ล งข้ มล ในกรณทค่ มแปรปร นจ กก รถดถ ยข้นกบเ ล

เม ่ ปจัจยเกดจ กพ้นท่ จ ท ใ ้ได้แบบจ ล งดงน้

1. แบบจ ล งเช ่ มโยง: θit = x
′
itβ + vi + εit

โดยท่ εit ∼ N(0, At) เม ่ At ค ค มแปรปร นทเ่กดจ กก รถดถ ยทข้่นกบเ ล t

2. แบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ ง: yit = θit + eit

โดยท่ eit ∼ N(0,ψit) เม ่ ψit ค ค มแปรปร นทเ่กดจ กก ร ม่ต ย ่ ง
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โดยแบบจ ล งเช ่ มโยงจ เขยนกร จ ยได้ดง มก ร (3.1) แล ท ก รแปลงเมทรกซเ์พ ่

จดใ ้ ยใ่นรปข งก รถดถ ยเชงเ ้นได้ดง มก ร (3.2) แล แบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ งจ ได้

ดง มก ร (3.4) ท ใ ้ได้แบบจ ล งเฟ-เ ร ทแบบพ เนลกรณ มปร ทธ์ไมข้่นกบเ ล ดง

มก ร (3.6) จ ได้ ่ y ∼ N(Zγ,Σ) เม ่ Σ = A + ψ โดยท่ A เปน็บล็ คเมทรกซ์ข ง

diag(A1, A2, . . . , AT ) จ น น n บล็ ค แล ψ = diag(ψ11,ψ12, . . . ,ψnT ) นน่ค

Σ =





A1 0 0 . . . 0 0 0

0
. . . 0 . . . 0 0 0

0 0 AT . . . 0 0 0
... ... ... . . . ... ... ...

0 0 0 0 A1 0 0

0 0 0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 0 0 AT





+





ψ11 0 0 . . . 0 0 0

0
. . . 0 . . . 0 0 0

0 0 ψ1T . . . 0 0 0
... ... ... . . . ... ... ...

0 0 0 0 ψn1 0 0

0 0 0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 0 0 ψnT





=





A1 + ψ11 0 0 . . . 0 0 0

0
. . . 0 . . . 0 0 0

0 0 AT + ψ1T . . . 0 0 0
... ... ... . . . ... ... ...

0 0 0 0 A1 + ψn1 0 0

0 0 0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 0 0 AT + ψnT





(3.19)

3.3.2 กรณปีจัจัยเกดิจากเ ลา

ใน ข้ น้เร จ พดถงก รจ ล งข้ มล ในกรณทค่ มแปรปร นจ กก รถดถ ยข้นกบเ ล

เม ่ ปจัจยเกดจ กเ ล จ ท ใ ้ได้แบบจ ล งดงน้

1. แบบจ ล งเช ่ มโยง: θit = x
′
itβ + vt + εit

โดยท่ εit ∼ N(0, At) เม ่ At ค ค มแปรปร นทเ่กดจ กก รถดถ ยทข้่นกบเ ล t

2. แบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ ง: yit = θit + eit

โดยท่ eit ∼ N(0,ψit) เม ่ ψit ค ค มแปรปร นทเ่กดจ กก ร ม่ต ย ่ ง
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จ กแบบจ ล งเช ่ มโยงจ ท ใ ้เขยนเปน็เมทรกซไ์ด้ดงน้

รบ i = 1, 2, . . . , n แล t = 1, 2, . . . , T





θ11

θ12
...

θ1T

θ21

θ22
...

θ2T
...

θn1

θn2
...

θnT





=





x111 x112 . . . x11p

x121 x122 . . . x12p

... ... ... ...

x1T1 x1T2 . . . x1Tp

x211 x212 . . . x21p

x221 x222 . . . x22p

... ... ... ...

x2T1 x2T2 . . . x2Tp

... ... ... ...

xn11 xn12 . . . xn1p

xn21 xn22 . . . xn2p

... ... ... ...

xnT1 xnT2 . . . xnTp









β1

β2
...

βp




+





v1

v2
...

vT

v1

v2
...

vT
...

v1

v2
...

vT





+





ε11

ε12
...

ε1T

ε21

ε22
...

ε2T
...

εn1

εn2
...

εnT





แล เร จ ท ก รแปลงเมทรกซเ์พ ่ จดใ ้ ยใ่นรปข งก รถดถ ยเชงเ ้น เปน็ดงน้




θ11

θ12
...

θ1T

θ21

θ22
...

θ2T
...

θn1

θn2
...

θnT





=





x111 x112 . . . x11p 1 0 . . . 0

x121 x122 . . . x12p 0 1 . . . 0
... ... ... ... ... ... . . . ...

x1T1 x1T2 . . . x1Tp 0 0 . . . 1

x211 x212 . . . x21p 1 0 . . . 0

x221 x222 . . . x22p 0 1 . . . 0
... ... ... ... ... ... . . . ...

x2T1 x2T2 . . . x2Tp 0 0 . . . 1
... ... ... ... ... ... ... ...

xn11 xn12 . . . xn1p 1 0 . . . 0

xn21 xn22 . . . xn2p 0 1 . . . 0
... ... ... ... ... ... . . . ...

xnT1 xnT2 . . . xnTp 0 0 . . . 1









β1

β2
...

βp

v1

v2
...

vT





+





ε11

ε12
...

ε1T

ε21

ε22
...

ε2T
...

εn1

εn2
...

εnT
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ซง่ ม รถเขยนในรปเมทรกซไ์ด้เปน็

θ = Zγ + ε (3.20)

โดยท่ Z = [X,B] เม ่

B =





1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . 1

1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . 1

1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . 1





เปน็เมทรกซ์ขน ด nT × T แล γ = (β1, β2, ..., βp, v1, v2, ..., vT )
′ เปน็เมทรกซ์ขน ด

(p+ T )× 1

เม ่ พจ รณ แบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ ง จ ม รถเขยนในรปเมทรกซไ์ด้ดง มก ร (3.5)

ดงน้น แบบจ ล งเฟ-เ ร ทแบบพ เนล ม รถเขยนผ่ น (3.20) แล (3.5) ได้ดงน้

y = Zγ + ε+ e (3.21)

จ ก (3.21) จ ได้ ่ y ∼ N(Zγ,Σ) เม ่ Σ = A+ψ ซง่ Σ เปน็ดง มก ร (3.19)

ในท งปฏบต เร ไมร้่ค ่ At แตเ่ร จ ม รถปร ม ณค่ At ได้ โดยค ่ ค มแปรปร น

At จ ถกปร ม ณโดยต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดโปรไฟล์ (Profile maxi-

mum likelihood estimator: PML) ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดโปรไฟล์

แบบปรบ (Adjusted profile maximum likelihood estimator: APML) ต ปร ม ณ

แบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดเร ซดล (Residual maximum likelihood estimator:

REML) แล ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดเร ซดลแบบปรบ (Adjusted resid-

ual maximum likelihood estimator: AREML) โดยก รใช้ค ง่ optim ในโปรแกรม R
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ซง่ก ร ฟงักช์นล ็ กภ ค มน่ จ เปน็โปรไฟลแ์ล ฟงักช์นล ็ กภ ค มน่ จ เปน็

เร ซดล จ เปน็ดง มก ร (3.10) แล (3.11)

พจ รณ กรณค มแปรปร นจ กก รถดถ ยข้นกบเ ล เม ่ ปจัจยเกดจ กพ้นท่ แล

ปจัจยเกดจ กเ ล รบต ปร ม ณพ ร มเต ร์ทใ่ช้ค ต ปร ม ณทไ่มเ่ นเ ยงเชงเ ้น

ทด่ท ่ ด (best linear unbiased predictor: BLUP)

θBLUP
it =

At

At + ψit
yit +

ψit

At + ψit
z
′

itγ

เม ่ At ค ค่ ค มแปรปร นทข้่นกบเ ล t

ลงจ กได้ต ปร ม ณภ ค มน่ จ เปน็ ง ด Ât แล้ จ ได้ ่ ต ปร ม ณทไ่มเ่ น

เ ยงเชงเ ้นเชงปร จก ท์ด่ท ่ ด (θ̂EBLUP
it ) ดงน้

θ̂EBLUP
it =

Ât

Ât + ψit

yit +
ψit

Ât + ψit

z
′

itγ

จ เ น็ ่ กรณท่ Ât < 0 จ ขดแย้งกบค ม ม ยข ง At ซง่เปน็ค มแปรปร น ซง่

จ ท ใ ้ต ปร ม ณค่ θ̂EBLUP
it คล ดเคล ่ นจ กค่ จรง แล กรณท่ Ât = 0 จ ท ใ ้

θ̂EBLUP
it = z

′
itγ ซง่เปน็ปญั เดย กนกบทเ่กดข้นจ กง นข ง Li แล Lahiri เม ่ ปคี. .

2010 ดงน้น ต ่ ไปเร จ ขย ย ลกก รปรบต ปร ม ณ Ât ม ใช้กบแบบจ ล งพ เนลเพ ่ ท ่

จ ท ใ ้ Ât > 0 ดงน้

Ladj(A|y) =
T∏

t=1

At × L(A|y)

เม ่ L(A|y) ค ฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็แบบโปรไฟลแ์ล แบบเร ซดล ต มล ดบ

ต่ ไปจ เปน็ก รแ ดง ่ ลกก รปรบต ปร ม ณ Ât จ ใ ้ค ่ Ât > 0

พจ รณ ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดโปรไฟล์แบบปรบ (APML estima-

tor) จ ได้ฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็โปรไฟลแ์บบปรบ ดงน้

LAPML(A|y) =
T∏

t=1

At × LPML(A|y)

=

∏T
t=1 At

[(2π)nT |Σ|]1/2 exp{−
1

2
y

′
Py}

เม ่ P = Σ−1 −Σ−1Z(Z
′
Σ−1Z)−1Z

′
Σ−1
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เ น็ได้ชด ่ ฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็โปรไฟล์ LPML(A|y) เปน็ฟงักช์นข ง A ซง่

เปน็ฟงักช์นต ่ เน ่ งแล ใ ้ค ่ บ ก จ ได้ ่ รบ t = 1, . . . , T

lim
At→∞

∏T
t=1 At

[(2π)nT |Σ|]1/2 exp{−
1

2
y

′
Py}

=
1

(2π)nT
lim

At→∞

∏T
t=1 At∏D

d=1 |Σd|1/2
exp{−1

2
y

′
Py}

=
1

(2π)nT
lim

At→∞

∏T
t=1 At∏D

d=1 |A+ψd|1/2
exp{−1

2
y

′
Py}

=
1

(2π)nT
( lim

At→∞

∏T
t=1 At∏D

d=1 |A+ψd|1/2
) ( lim

At→∞
exp{−1

2
y

′
Py})

= 0

เม ่ lim
At→∞

exp{−1

2
y

′
Py} = 1

โดยบทต้ง 3.3.1 จ ได้ ่ ม A = (A01, . . . , A0T )
′ ซง่ LAPML(A|y) ใ ้ค ่ ง ด โดยท่

A0t > 0 รบ t = 1, . . . , T แล ในท น งเดย กน ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็

ง ดเร ซดลแบบปรบ (AREML estimator) มค ่ ม กก ่ นย์

จ ก ลกก รปรบ จ ท ใ ้ได้ล ็ กฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็ (log-likelihood func-

tion) ดงน้

1. ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดโปรไฟลแ์บบปรบ (Adjusted profile max-

imum likelihood estimator: APML)

lAPML(A|y) =
T∑

t=1

log(At)−
1

2
(nT log(2π) + log |Σ|+ y

′
Py)

เม ่ P = Σ−1 −Σ−1Z(Z
′
Σ−1Z)−1Z

′
Σ−1

2. ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดเร ซดลแบบปรบ (Adjusted residual

maximum likelihood estimator: AREML)

lAREML(A|y) =
T∑

t=1

log(At)−
1

2
(nT log(2π)+log |Σ|+log(|Z ′

Σ−1Z|)+y
′
Py)

เม ่ P = Σ−1 −Σ−1Z(Z
′
Σ−1Z)−1Z

′
Σ−1
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3.3.3 การ กึ าเชงิตั เลข

ใน ข้ น้ เร จ ท ก ร ก ปร ทธภ พข งต ปร ม ณค่ แบบภ ค มน่ จ เปน็

ง ดแบบปรบ ท้งในแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดโปรไฟล์ แล แบบภ ค มน่ จ เปน็

ง ดเร ซดล โดยพจ รณ แบบจ ล งเฟ-เ ร ทแบบพ เนล รบพ้นทย่ ่ ย 10 พ้นท่

แล เ ล 5 ป ีดงน้

กรณปีจัจัยเกดิจากพื้นที่

รบ i = 1, 2, . . . , 10 แล t = 1, 2, . . . , 5

พจ รณ แบบจ ล งเช ่ มโยง

θit = x
′

itβ + vi + εit (3.22)

เม ่ var(εit) = At

แล แบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ ง

yit = θit + eit (3.23)

เม ่ var(eit) = ψit

โดยมก รต้งค ่ ก รจ ล งข้ มลดงน้

1. จ น นคร้งทท่ ก รจ ล ง: K = 1000 คร้ง

2. จ น นต ย่ ง: 10

3. มปร ทธก์ รถดถ ย β1 = β2 = 1

4. จ ล ง θit(i = 1, 2, ..., n) แล (t = 1, 2, ..., T ) จ ก มก ร (3.22)

โดยจ ล ง xit1, xit2 จ กก รแจกแจงปกต ทม่ค ่ เฉลย่ 10 ค มแปรปร น 1 แล

1.052 นน่ค xit1 ∼ N(10, 1) แล xit2 ∼ N(10, 1.052) ต มล ดบ

5. จ ล ง vi จ กก รแจกแจงปกตทม่ค ่ เฉลย่ 10 ค มแปรปร น 1.652

นน่ค vi ∼ N(10, 1.652)

6. จ ล ง At ใน 3 กรณ ค

(a) จ ล ง At จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2) นน่ค At ∼ Unif(1, 2)
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(b) จ ล ง At จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (4,6) นน่ค At ∼ Unif(4, 6)

(c) จ ล ง At จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (9,11) นน่ค At ∼ Unif(9, 11)

7. จ ล ง εit จ กก รแจกแจงปกตทม่ค ่ เฉลย่ 0 ค มแปรปร น At

นน่ค εit ∼ N(0, At)

8. จ ล ง ψit ใน 2 กรณ ค

(a) จ ล ง ψit จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1
2
At, At) นน่ค ψit ∼ Unif(

1

2
At, At)

(b) จ ล ง ψit จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (3
2
At, 2At) นน่ค ψit ∼ Unif(

3

2
At, 2At)

9. จ ล ง eit จ กก รแจกแจงปกตทม่ค ่ เฉลย่ 0 ค มแปรปร น ψit

นน่ค eit ∼ N(0,ψit)

10. จ ล ง yit จ ก yit = θit + eit

กรณปีจัจัยเกดิจากเ ลา

รบ i = 1, 2, . . . , 10 แล t = 1, 2, . . . , 5

พจ รณ แบบจ ล งเช ่ มโยง

θit = x
′

itβ + vi + εit (3.24)

เม ่ var(εit) = At

แล แบบจ ล งก ร ม่ต ย ่ ง

yit = θit + eit (3.25)

เม ่ var(eit) = ψit

โดยมก รต้งค ่ ก รจ ล งข้ มลดงน้

1. จ น นคร้งทท่ ก รจ ล ง: K = 1000 คร้ง

2. จ น นต ย่ ง: 10

3. มปร ทธก์ รถดถ ย β1 = β2 = 1
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4. จ ล ง θit(i = 1, 2, ..., n)(t = 1, 2, ..., T ) จ ก มก ร (3.24)

โดยจ ล ง xit1, xit2 จ กก รแจกแจงปกต ทม่ค ่ เฉลย่ 10 ค มแปรปร น 1 แล

1.052 นน่ค xit1 ∼ N(10, 1) แล xit2 ∼ N(10, 1.052) ต มล ดบ

5. จ ล ง vi จ กก รแจกแจงปกตทม่ค ่ เฉลย่ 10 ค มแปรปร น 1.652

นน่ค vt ∼ N(10, 1.652)

6. จ ล ง At ใน 3 กรณ ค

(a) จ ล ง At จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2) นน่ค At ∼ Unif(1, 2)

(b) จ ล ง At จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (4,6) นน่ค At ∼ Unif(4, 6)

(c) จ ล ง At จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (9,11) นน่ค At ∼ Unif(9, 11)

7. จ ล ง εit จ กก รแจกแจงปกตทม่ค ่ เฉลย่ 0 ค มแปรปร น At

นน่ค εit ∼ N(0, At)

8. จ ล ง ψit ใน 2 กรณ ค

(a) จ ล ง ψit จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1
2
At, At) นน่ค ψit ∼ Unif(

1

2
At, At)

(b) จ ล ง ψit จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (3
2
At, 2At) นน่ค ψit ∼ Unif(

3

2
At, 2At)

9. จ ล ง eit จ กก รแจกแจงปกตทม่ค ่ เฉลย่ 0 ค มแปรปร น ψit

นน่ค eit ∼ N(0,ψit)

10. จ ล ง yit จ ก yit = θit + eit

ลงจ กได้ข้ มลจ กก รจ ล งข้ มลแล้ จงน ข้ มลดงกล ่ ม จ น นข งก รเกด

Ât ≤ 0 แล ค่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข งต

ปร ม ณค่ ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât แล ค่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ด

เคล ่ น (Mean squared error) ข ง θ̂EBLUP
it
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ก รค น ณค่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error: MSE)

ข งต ปร ม ณค่

1. ก รค น ณ MSE ข งต ปร ม ณค่ ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât

MSE =
1

K

K∑

k=1

(Âtk − Atk)
2 (3.26)

เปน็ ตรค น ณค่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error:

MSE) ร ่ งต ปร ม ณค่ ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât แล ค่ จรงข งค ม

แปรปร นจ กก รถดถ ย At

2. ก รค น ณMSE ข งต ปร ม ณค่ ทไ่มเ่ นเ ยงเชงเ ้นเชงปร จก ท์ด่ท ่ ด θ̂itEBLUP

2.1 ก รค น ณ MSE แบบท่ 1

MSE =
1

nTK

n∑

i=1

T∑

t=1

K∑

k=1

(θ̂EBLUP
itk − θBLUP

itk )2 (3.27)

เปน็ ตรค น ณค่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error:

MSE) ร ่ งต ปร ม ณค่ θ̂EBLUP
it ทไ่ด้จ กค ่ ปร ม ณค มแปรปร นจ กก ร

ถดถ ย Ât แล ต ปร ม ณค่ θBLUP
it ทไ่ด้จ กค ่ จรงข งค มแปรปร นจ กก ร

ถดถ ย At

2.2 ก รค น ณ MSE แบบท่ 2

MSE =
1

nTK

n∑

i=1

T∑

t=1

K∑

k=1

(θ̂EBLUP
itk − θitk)

2 (3.28)

เปน็ ตรค น ณค่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error:

MSE) ร ่ งต ปร ม ณค่ θ̂EBLUP
it ทไ่ด้จ กค ่ ปร ม ณค มแปรปร นจ กก ร

ถดถ ย Ât แล ค่ จรง θit
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ผลการ เิคราะ ก์ารจำลองข้อมลู กรณปีจัจัยเกดิจากพื้นที่

ผลก ร เคร ก์ รจ ล งข้ มลแ ดงดงต ร งท่ 3.22 ถง ต ร งท ่ 3.33 โดยต ร งท่ 3.22

ต ร งท ่ 3.26 แล ต ร งท่ 3.30 แ ดงจ น นทต่ ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย

Ât มค่ น้ ยก ่ ร เท ่ กบ 0 จ กแบบทไ่มป่รบ แล แบบทป่รบแล้ จ กก รจ ล ง At

จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2), (4,6) แล (9,11) ต มล ดบ

ต ร งท่ 3.23 ต ร งท่ 3.27 แล ต ร งท่ 3.31 แ ดงค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ด

เคล ่ นข งต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย (Ât) เม ่ เทยบกบค มแปรปร น

จ กก รถดถ ยทเ่ร จ ล งไ ้ต้งแตต้่น จ กแบบทไ่มป่รบ แล แบบทป่รบแล้ จ กก รจ ล ง

At จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2), (4,6) แล (9,11) ต มล ดบ

ต ร งท่ 3.24 ต ร งท่ 3.28 แล ต ร งท่ 3.32 แ ดงค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ด

เคล ่ นข งต ปร ม ณทไ่มเ่ นเ ยงเชงเ ้นเชงปร จก ์ทด่ท ่ ดทค่ น ณจ กต ปร ม ณ

ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât (θ̂EBLUP
it ) เทยบกบทค่ น ณจ กก รถดถ ยทเ่ร จ ล ง

ไ ้ต้งแตต้่น (θ̂BLUP
it ) แล เทยบกบค่ จรงทเ่ร จ ล งได้ต้งแตต้่น (θit) กรณ PML แล APML

จ กก รจ ล ง At จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2), (4,6) แล (9,11) ต มล ดบ โดยท่

Â0t ทแ่ ดงในต ร งค Â0t = max(0, Ât)

ต ร งท่ 3.25 ต ร งท่ 3.29 แล ต ร งท่ 3.33 แ ดงค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ด

เคล ่ นข งต ปร ม ณทไ่มเ่ นเ ยงเชงเ ้นเชงปร จก ์ทด่ท ่ ดทค่ น ณจ กต ปร ม ณ

ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât (θ̂EBLUP
it ) เทยบกบทค่ น ณจ กก รถดถ ยทเ่ร จ ล ง

ไ ้ ต้งแต ่ต้น (θ̂BLUP
it ) แล เทยบกบค่ จรงท ่เร จ ล งได้ต้งแต ่ต้น (θit) กรณ REML แล

AREML จ กก รจ ล ง At จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2), (4,6) แล (9,11) ต ม

ล ดบ โดยท่ Â0t ทแ่ ดงในต ร งค Â0t = max(0, Ât)
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กรณจีำลอง At จากการแจกแจงยนูฟิอรม์ในช่ ง (1,2) นัน่คอื At ∼ Unif(1, 2)

At ∼ Unif(1, 2) Ât PML APML REML AREML

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

Â1 247 0 179 0

Â2 264 0 181 0

Â3 240 0 169 0

Â4 244 0 160 0

Â5 242 0 179 0

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

Â1 330 0 269 0

Â2 307 0 203 0

Â3 299 0 312 0

Â4 313 0 333 0

Â5 292 0 316 0

ต ร งท ่ 3.22: จ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ≤ 0 กรณ At ∼

Unif(1, 2)

จ กต ร งท่ 3.22 จ เ น็ ่ ต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ≤ 0 จ ม

จ น นเพม่ม กข้นเม ่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ เพม่ข้น เชน่ ในกรณท่ ค ม

แปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ น้ ย นน่ค กรณ ψit ∼ Unif(
1

2
At, At) จ เ น็ ่ จ น น

Â1 ≤ 0 มจ น น 247 ซง่น้ ยก ่ จ น น Â1 ≤ 0 ท่มจ น น 330 ในกรณท่ ค ม

แปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ ม ก ในขณ ทไ่มพ่บต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก ร

ถดถ ย Ât ≤ 0 ข งกรณทป่รบแล้
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At ∼ Unif(1, 2) ค่ จรง PML APML REML AREML

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

A1 1.9455 1.9422 2.7796 2.3141

A2 2.0796 1.8444 2.8324 2.3241

A3 1.9657 2.0369 2.5758 2.1508

A4 1.9496 1.8709 3.2600 2.4629

A5 2.0150 1.9725 2.3722 1.8293

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

A1 5.0485 2.7919 6.5389 4.3944

A2 4.9876 3.2724 5.9326 3.9831

A3 4.5512 2.8444 5.7819 3.5478

A4 4.8958 3.1114 6.3099 4.1014

A5 4.6262 3.1723 6.2847 4.5999

ต ร งท ่ 3.23: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

Ât กรณ At ∼ Unif(1, 2)

จ กต ร งท่ 3.23 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข งต ปร ม ณ

ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ข งกรณท่ปรบแล้ ่ นใ ญ่ มค ่ น้ ยก ่ ค ่ เฉลย่

ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข งต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ข ง

กรณทย่งไมป่รบ เชน่ เม ่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ ร ่ ง 1

2
At ถง At แล

เม ่ พจ รณ A2 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข งต ปร ม ณ

ค มแปรปร นจ กก รถดถ ยข งกรณทป่รบแล้ มค ่ 1.8444 แล ค่ เฉลย่ข งก ลง ง

ข งค มคล ดเคล ่ นข งต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ยข งกรณทย่งไมป่รบ

มค่ 2.0796 แล เม ่ พจ รณ A3 จ เ น็ ่ เม ่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่

ม กข้น ท ใ ้ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข งต ปร ม ณค มแปรปร น

จ กก รถดถ ย Ât ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ น้ ยก ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ด

เคล ่ นข งต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ข งกรณทย่งไมป่รบ
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ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

PML
APML

Ât Â0t

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

θ̂BLUP
it 8× 1025 0.0196 0.0233

θit 8× 1025 0.0833 0.0871

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

θ̂BLUP
it 3× 1026 0.0221 0.0245

θit 3× 1026 0.1164 0.1185

ต ร งท ่ 3.24: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ At ∼ Unif(1, 2) ข ง PML แล APML

จ กต ร งท ่ 3.24 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ ม กก ่ กรณทย่งไมป่รบ

ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

REML
AREML

Ât Â0t

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

θ̂BLUP
it 2× 1012 0.0183 0.0130

θit 2× 1012 0.0823 0.0769

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

θ̂BLUP
it 4× 106 0.0280 0.0208

θit 4× 106 0.1216 0.1145

ต ร งท ่ 3.25: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ At ∼ Unif(1, 2) ข ง REML แล AREML

จ กต ร งท ่ 3.25 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ น้ ยก ่ กรณทย่งไมป่รบ
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กรณจีำลอง At จากการแจกแจงยนูฟิอรม์ในช่ ง (4,6) นัน่คอื At ∼ Unif(4, 6)

At ∼ Unif(4, 6) Ât PML APML REML AREML

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

Â1 282 0 175 0

Â2 285 0 185 0

Â3 310 0 187 0

Â4 289 0 184 0

Â5 253 0 166 0

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

Â1 365 0 303 0

Â2 348 0 355 0

Â3 350 0 319 0

Â4 344 0 312 0

Â5 353 0 285 0

ต ร งท ่ 3.26: จ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ≤ 0 กรณ At ∼

Unif(4, 6)

จ กต ร งท ่ 3.26 จ เ น็ ่ ต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ≤ 0 จ ม

จ น นเพม่ม กข้นเม ่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ เพม่ข้น เชน่ ในกรณท่ ค ม

แปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ น้ ย จ น น Â1 ≤ 0 มจ น น 282 ซง่น้ ยก ่ จ น น

Â1 ≤ 0 ทม่จ น น 365 ในกรณท่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ ม ก ในขณ ทไ่ม ่

พบต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ≤ 0 ข งกรณทป่รบแล้
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At ∼ Unif(4, 6) ค่ จรง PML APML REML AREML

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

A1 24.5909 23.3996 28.9144 24.0294

A2 24.7967 22.7299 25.0939 20.6999

A3 25.9264 23.0417 27.9466 22.1794

A4 26.6893 20.8597 25.8634 22.2384

A5 23.4931 17.3090 25.4975 21.0219

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

A1 61.8607 32.3360 63.1715 44.3585

A2 52.1603 30.7480 68.0060 42.0421

A3 58.8310 32.9307 65.8627 44.5358

A4 49.6401 26.5054 62.0695 43.4865

A5 50.9668 34.8136 66.0254 54.3486

ต ร งท ่ 3.27: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

Ât กรณ At ∼ Unif(4, 6)

จ กต ร งท ่ 3.27 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง Ât ข ง

กรณทป่รบแล้ ท้ง APML แล AREML มค่ น้ ยก ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ด

เคล ่ นข ง Ât ข งกรณทย่งไมป่รบ ท้ง PML แล REML

ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

PML
APML

Ât Â0t

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

θ̂BLUP
it 4× 1026 0.0886 0.0607

θit 4× 1026 0.3028 0.2738

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

θ̂BLUP
it 8× 1026 0.0759 0.0779

θit 8× 1026 0.3921 0.3948

ต ร งท ่ 3.28: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ At ∼ Unif(4, 6) ข ง PML แล APML

จ กต ร งท่ 3.28 จ เ น็ ่ เม ่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ ร ่ ง 1

2
At ถง

At ค่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ น้ ย

ก ่ กรณทย่งไมป่รบ แตเ่ม ่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ ร ่ ง 3

2
At ถง 2At
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ค่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ ม กก ่

กรณทย่งไมป่รบ

ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

REML
AREML

Ât Â0t

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

θ̂BLUP
it 1× 105 0.0611 0.0428

θit 1× 105 0.2726 0.2546

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

θ̂BLUP
it 7× 104 0.0896 0.0670

θit 7× 104 0.4068 0.3834

ต ร งท ่ 3.29: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ At ∼ Unif(4, 6) ข ง REML แล AREML

จ กต ร งท ่ 3.29 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ น้ ยก ่ กรณทย่งไมป่รบ

กรณจีำลอง At จากการแจกแจงยนูฟิอรม์ในช่ ง (9,11) นัน่คอื At ∼ Unif(9, 11)

At ∼ Unif(9, 11) Ât PML APML REML AREML

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

Â1 287 0 153 0

Â2 283 0 171 0

Â3 324 0 196 0

Â4 321 0 193 0

Â5 314 0 174 0

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

Â1 411 0 281 0

Â2 384 0 279 0

Â3 363 0 315 0

Â4 422 0 338 0

Â5 381 0 325 0

ต ร งท ่ 3.30: จ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ≤ 0 กรณ At ∼

Unif(9, 11)
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จ กต ร งท่ 3.30 จ เ น็ ่ ต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ≤ 0 จ ม

จ น นเพม่ม กข้นเม ่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ เพม่ข้น เชน่ ในกรณท่ ค ม

แปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ น้ ย จ น น Â1 ≤ 0 มจ น น 287 ซง่น้ ยก ่ จ น น

Â1 ≤ 0 ทม่จ น น 411 ในกรณท่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ ม ก ในขณ ทไ่ม ่

พบต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ≤ 0 ข งกรณทป่รบแล้

At ∼ Unif(9, 11) ค่ จรง PML APML REML AREML

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

A1 109.2809 89.2547 113.7953 101.0025

A2 134.9824 85.1508 116.8868 98.6747

A3 116.0919 79.7114 108.2653 80.4849

A4 130.5931 88.8596 123.2960 95.0106

A5 110.0836 83.0024 113.4962 82.4317

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

A1 236.8013 115.5385 226.4998 115.8273

A2 233.1346 115.9303 230.4199 148.6772

A3 234.2293 122.5360 234.3832 127.1627

A4 247.3689 119.7243 233.5138 115.4806

A5 220.0148 139.9154 224.2997 134.6341

ต ร งท ่ 3.31: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

Ât กรณ At ∼ Unif(9, 11)

จ กต ร งท ่ 3.31 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง Ât ข ง

กรณทป่รบแล้ ท้ง APML แล AREML มค่ น้ ยก ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ด

เคล ่ นข ง Ât ข งกรณทย่งไมป่รบ ท้ง PML แล REML
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ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

PML
APML

Ât Â0t

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

θ̂BLUP
it 3× 1027 0.2013 0.1588

θit 3× 1027 0.6227 0.5837

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

θ̂BLUP
it 1× 1028 0.1592 0.1544

θit 1× 1028 0.7964 0.7877

ต ร งท ่ 3.32: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ At ∼ Unif(9, 11) ข ง PML แล APML

จ กต ร งท ่ 3.32 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ น้ ยก ่ กรณทย่งไมป่รบ

ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

PML
APML

Ât Â0t

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

θ̂BLUP
it 6× 107 0.1266 0.0930

θit 6× 107 0.5528 0.5184

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

θ̂BLUP
it 8× 104 0.1849 0.1425

θit 8× 104 0.8156 0.7744

ต ร งท ่ 3.33: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ At ∼ Unif(9, 11) ข ง REML แล AREML

จ กต ร งท ่ 3.33 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ น้ ยก ่ กรณทย่งไมป่รบ

จ กต ร งท ่ 3.23, ต ร งท ่ 3.24, ต ร งท ่ 3.27, ต ร งท ่ 3.28, ต ร งท ่ 3.31 แล

ต ร งท่ 3.32 ท ใ ้ รปได้ ่ เม ่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ น้ ย ก รปร ม ณ

แบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดโปรไฟล์ (PML) จ ยงคงใ ้ผลทด่ก ่ แตเ่ม ่ ค มแปรปร น

จ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ เพม่ข้น ก รปร ม ณแบบภ ง ดโปรไฟล์แบบปรบ (APML) จ

ใ ้ผลทด่ก ่
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ผลการ เิคราะ ก์ารจำลองข้อมลู กรณปีจัจัยเกดิจากเ ลา

ผลก ร เคร ก์ รจ ล งข้ มลแ ดงดงต ร งท่ 3.34 ถง ต ร งท ่ 3.45 โดยต ร งท่ 3.34

ต ร งท ่ 3.38 แล ต ร งท่ 3.42 แ ดงจ น นทต่ ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย

Ât มค่ น้ ยก ่ ร เท ่ กบ 0 จ กแบบทไ่มป่รบ แล แบบทป่รบแล้ จ กก รจ ล ง At

จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2), (4,6) แล (9,11) ต มล ดบ

ต ร งท่ 3.35 ต ร งท่ 3.39 แล ต ร งท่ 3.43 แ ดงค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ด

เคล ่ นข งต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย (Ât) เม ่ เทยบกบค มแปรปร น

จ กก รถดถ ยทเ่ร จ ล งไ ้ต้งแตต้่น จ กแบบทไ่มป่รบ แล แบบทป่รบแล้ จ กก รจ ล ง

At จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2), (4,6) แล (9,11) ต มล ดบ

ต ร งท่ 3.36 ต ร งท่ 3.40 แล ต ร งท่ 3.44 แ ดงค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ด

เคล ่ นข งต ปร ม ณทไ่มเ่ นเ ยงเชงเ ้นเชงปร จก ์ทด่ท ่ ดทค่ น ณจ กต ปร ม ณ

ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât (θ̂EBLUP
it ) เทยบกบทค่ น ณจ กก รถดถ ยทเ่ร จ ล ง

ไ ้ต้งแตต้่น (θ̂BLUP
it ) แล เทยบกบค่ จรงทเ่ร จ ล งได้ต้งแตต้่น (θit) กรณ PML แล APML

จ กก รจ ล ง At จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2), (4,6) แล (9,11) ต มล ดบ โดยท่

Â0t ทแ่ ดงในต ร งค Â0t = max(0, Ât)

ต ร งท่ 3.37 ต ร งท่ 3.41 แล ต ร งท่ 3.45 แ ดงค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ด

เคล ่ นข งต ปร ม ณทไ่มเ่ นเ ยงเชงเ ้นเชงปร จก ์ทด่ท ่ ดทค่ น ณจ กต ปร ม ณ

ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât (θ̂EBLUP
it ) เทยบกบทค่ น ณจ กก รถดถ ยทเ่ร จ ล ง

ไ ้ ต้งแต ่ต้น (θ̂BLUP
it ) แล เทยบกบค่ จรงท ่เร จ ล งได้ต้งแต ่ต้น (θit) กรณ REML แล

AREML จ กก รจ ล ง At จ กก รแจกแจงยนฟ รม์ในช ่ ง (1,2), (4,6) แล (9,11) ต ม

ล ดบ โดยท่ Â0t ทแ่ ดงในต ร งค Â0t = max(0, Ât)
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กรณจีำลอง At จากการแจกแจงยนูฟิอรม์ในช่ ง (1,2) นัน่คอื At ∼ Unif(1, 2)

At ∼ Unif(1, 2) Ât PML APML REML AREML

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

Â1 19 0 12 0

Â2 20 0 9 0

Â3 19 0 10 0

Â4 29 0 12 0

Â5 18 0 12 0

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

Â1 107 0 56 0

Â2 120 0 57 0

Â3 114 0 66 0

Â4 104 0 66 0

Â5 90 0 67 0

ต ร งท ่ 3.34: จ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ≤ 0 กรณ At ∼

Unif(1, 2)

จ กต ร งท่ 3.34 จ เ น็ ่ ต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ≤ 0 จ ม

จ น นเพม่ม กข้นเม ่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ เพม่ข้น เชน่ ในกรณท่ ค ม

แปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ น้ ย จ น น Â1 ≤ 0 มจ น น 19 ซง่น้ ยก ่ จ น น

Â1 ≤ 0 ทม่จ น น 107 ในกรณท่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ ม ก ในขณ ทไ่ม ่

พบต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ≤ 0 ข งกรณทป่รบแล้
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At ∼ Unif(1, 2) ค่ จรง PML APML REML AREML

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

A1 11.0106 13.6703 15.3377 22.1219

A2 8.9050 9.6967 23.9830 16.7186

A3 9.1474 9.7036 14.0996 15.5775

A4 10.2475 11.1299 14.2955 15.3420

A5 10.5954 11.6838 14.8174 16.1737

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

A1 12.8316 13.8853 20.3155 22.7061

A2 11.4861 12.2535 18.5847 21.6193

A3 12.611 13.1104 17.0474 20.1178

A4 12.4471 13.3787 17.9514 20.9566

A5 12.9847 14.708 18.8384 19.7291

ต ร งท ่ 3.35: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

Ât กรณ At ∼ Unif(1, 2)

จ กต ร งท่ 3.35 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข งต ปร ม ณ

ค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ข งกรณทป่รบแล้ ่ นใ ญ่ มค ่ ม กก ่ ค ่ เฉลย่ข ง

ก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข งต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ข ง

กรณทย่งไมป่รบ

ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

PML
APML

Ât Â0t

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

θ̂BLUP
it 6 ×1027 0.0141 0.0138

θit 6 ×1027 0.0770 0.0767

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

θ̂BLUP
it 8× 1022 0.0314 0.0303

θit 8× 1022 0.1257 0.1246

ต ร งท ่ 3.36: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ At ∼ Unif(1, 2) ข ง PML แล APML

จ กต ร งท ่ 3.36 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ น้ ยก ่ กรณทย่งไมป่รบ
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ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

REML
AREML

Ât Â0t

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

θ̂BLUP
it 8× 102 0.0157 0.0157

θit 8× 102 0.0767 0.0767

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

θ̂BLUP
it 6× 103 0.0375 0.0378

θit 6× 103 0.1321 0.1322

ต ร งท ่ 3.37: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ At ∼ Unif(1, 2) ข ง REML แล AREML

จ กต ร งท ่ 3.37 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ ม กก ่ กรณทย่งไมป่รบ

กรณจีำลอง At จากการแจกแจงยนูฟิอรม์ในช่ ง (4,6) นัน่คอื At ∼ Unif(4, 6)

At ∼ Unif(4, 6) Ât PML APML REML AREML

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

Â1 82 0 44 0

Â2 79 0 41 0

Â3 74 0 42 0

Â4 69 0 47 0

Â5 75 0 37 0

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

Â1 232 0 172 0

Â2 242 0 162 0

Â3 275 0 170 0

Â4 234 0 171 0

Â5 243 0 158 0

ต ร งท ่ 3.38: จ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ≤ 0 กรณ At ∼

Unif(4, 6)

จ กต ร งท ่ 3.38 จ เ น็ ่ ต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ≤ 0 จ ม

จ น นเพม่ม กข้นเม ่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ เพม่ข้น เชน่ ในกรณท่ ค ม
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แปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ น้ ย จ น น Â1 ≤ 0 มจ น น 82 ซง่น้ ยก ่ จ น น

Â1 ≤ 0 ทม่จ น น 232 ในกรณท่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ ม ก ในขณ ทไ่ม ่

พบต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ≤ 0 ข งกรณทป่รบแล้

At ∼ Unif(4, 6) ค่ จรง PML APML REML AREML

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

A1 25.7889 25.5525 38.7732 39.5964

A2 28.2141 27.4266 40.6827 43.2698

A3 27.2895 28.1973 46.7276 45.8648

A4 25.9643 28.5671 39.6351 42.1338

A5 26.7632 25.6961 41.5184 42.8258

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

A1 52.5534 45.4596 82.4417 70.9135

A2 56.7883 53.7488 74.1973 74.8909

A3 53.7038 45.518 74.6331 77.3044

A4 50.6123 35.8663 73.5495 76.1944

A5 49.5669 45.7854 67.4801 67.5902

ต ร งท ่ 3.39: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

Ât กรณ At ∼ Unif(4, 6)

จ กต ร งท่ 3.39 จ เ น็ ่ ธโปรไฟล์ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง

Ât ข งกรณทป่รบแล้ ่ นใ ญ่ มค ่ น้ ยก ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น

ข ง Ât ข งกรณทย่งไมป่รบ แล ธเร ซดล ค่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น

ข ง Ât ข งกรณทป่รบแล้ ่ นใ ญ่ มค ่ ม กก ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ด

เคล ่ นข ง Ât ข งกรณทย่งไมป่รบ
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ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

PML
APML

Ât Â0t

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

θ̂BLUP
it 2× 1025 0.0428 0.0359

θit 2× 1025 0.2535 0.2456

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

θ̂BLUP
it 9× 1024 0.0790 0.0670

θit 9× 1024 0.3967 0.3844

ต ร งท ่ 3.40: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ At ∼ Unif(4, 6) ข ง PML แล APML

จ กต ร งท ่ 3.40 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ น้ ยก ่ กรณทย่งไมป่รบ

ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

REML
AREML

Ât Â0t

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

θ̂BLUP
it 1× 104 0.0374 0.0354

θit 1× 104 0.2472 0.2445

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

θ̂BLUP
it 4× 104 0.0862 0.0772

θit 4× 104 0.3997 0.3893

ต ร งท ่ 3.41: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ At ∼ Unif(4, 6) ข ง REML แล AREML

จ กต ร งท ่ 3.41 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ น้ ยก ่ กรณทย่งไมป่รบ
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กรณจีำลอง At จากการแจกแจงยนูฟิอรม์ในช่ ง (9,11) นัน่คอื At ∼ Unif(9, 11)

At ∼ Unif(9, 11) Ât PML APML REML AREML

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

Â1 111 0 75 0

Â2 124 0 74 0

Â3 94 0 73 0

Â4 92 0 59 0

Â5 97 0 67 0

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

Â1 290 0 223 0

Â2 299 0 223 0

Â3 314 0 227 0

Â4 284 0 211 0

Â5 287 0 214 0

ต ร งท ่ 3.42: จ น นต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ≤ 0 กรณ At ∼

Unif(9, 11)

จ กต ร งท่ 3.42 จ เ น็ ่ ต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ≤ 0 จ ม

จ น นเพม่ม กข้นเม ่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ เพม่ข้น เชน่ ในกรณท่ ค ม

แปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ น้ ย จ น น Â1 ≤ 0 มจ น น 111 ซง่น้ ยก ่ จ น น

Â1 ≤ 0 ทม่จ น น 290 ในกรณท่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ ม ก ในขณ ทไ่ม ่

พบต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Ât ≤ 0 ข งกรณทป่รบแล้
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At ∼ Unif(9, 11) ค่ จรง PML APML REML AREML

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

A1 88.9036 76.3790 150.7957 111.6700

A2 83.3698 75.3235 156.7024 119.3193

A3 92.5606 79.7479 185.0442 106.7151

A4 74.7842 70.9137 129.3061 119.1655

A5 78.7051 76.8828 141.4963 121.6293

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

A1 177.0682 147.6599 227.8032 205.4590

A2 183.8852 166.2443 256.7421 244.1974

A3 177.8427 130.2867 240.4514 214.9400

A4 161.6913 108.2753 210.0101 190.3035

A5 177.9881 130.3682 193.9313 194.5964

ต ร งท ่ 3.43: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

Ât กรณ At ∼ Unif(9, 11)

จ กต ร งท ่ 3.43 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง Ât ข ง

กรณทป่รบแล้ ่ นใ ญ่ มค ่ น้ ยก ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง Ât

ข งกรณทย่งไมป่รบ

ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

PML
APML

Ât Â0t

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

θ̂BLUP
it 1× 1027 0.0922 0.0813

θit 1× 1027 0.5166 0.5065

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

θ̂BLUP
it 2× 1023 0.1529 0.1225

θit 2× 1023 0.7898 0.7595

ต ร งท ่ 3.44: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ At ∼ Unif(9, 11) ข ง PML แล APML

จ กต ร งท ่ 3.44 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ น้ ยก ่ กรณทย่งไมป่รบ
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ค มแปรปร นจ กก ร

ม่ต ย ่ ง
ค ่ จรง

REML
AREML

Ât Â0t

ψit ∼ Unif(
1

2
At, At)

θ̂BLUP
it 3× 109 0.0790 0.0751

θit 3× 109 0.5027 0.4992

ψit ∼ Unif(
3

2
At, At)

θ̂BLUP
it 3× 103 0.1592 0.1392

θit 3× 103 0.7935 0.7738

ต ร งท ่ 3.45: ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ น (Mean squared error) ข ง

θ̂EBLUP
it กรณ At ∼ Unif(9, 11) ข ง REML แล AREML

จ กต ร งท ่ 3.45 จ เ น็ ่ ค ่ เฉลย่ข งก ลง งข งค มคล ดเคล ่ นข ง θ̂EBLUP
it

ข งกรณทป่รบแล้ มค ่ น้ ยก ่ กรณทย่งไมป่รบ

จ กต ร งท่ 3.35 ต ร งท ่ 3.39 แล ต ร งท ่ 3.43 ท ใ ้ รปได้ ่ เม ่ ค มแปรปร น

จ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ น้ ย ก รปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดโปรไฟล์ (PML)

จ ยงคงใ ้ผลทด่ก ่ แตเ่ม ่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ เพม่ข้น ก รปร ม ณ

แบบภ ง ดโปรไฟล์แบบปรบ (APML) จ ใ ้ผลทด่ก ่ แล จ กต ร งท ่ 3.37 ต ร งท่

3.41 แล ต ร งท่ 3.45 ท ใ ้ รปได้ ่ เม ่ ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ น้ ย

ก รปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดเร ซดล (REML) จ ยงคงใ ้ผลทด่ก ่ แตเ่ม ่

ค มแปรปร นจ กก ร ม่ต ย ่ งมค ่ เพม่ข้น ก รปร ม ณแบบภ ง ดเร ซดลแบบ

ปรบ (AREML) จ ใ ้ผลทด่ก ่

3.4 บทประยกุตข์องการปรับฟงักชั์นภา ะค ามนา่จะเปน็

ใน ข้ น้เร ก บทปร ยกต์ข งก รปรบฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็กบข้ มลร ยได้

เฉลย่ต ่ คร เร นข งปร เท ไทย โดยในล ดบแรก เร จ ธบ ยโครง ร้ งข งข้ มล ต ม

ด้ ย ก รค น ณค่ ปร ม ณจ กต ย่ งข งร ยได้เฉลย่ต ่ คร เร น แล ผลก ร ก เชง

ต เลขข ง ธก รปรบฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็กบข้ มลร ยได้เฉลย่ต ่ คร เร นข ง

ปร เท ไทย

ข้ มลทใ่ช้ในก ร ก เปน็ข้ มลร ยได้เฉลย่ข งปร ช กรไทย ในป ี พ. . 2552, 2554,

2556, 2558 แล 2560 แล ข้ มล ํ ม โนปร ช กรแล เค พ. . 2553 โดยมทม่ ข ง

ข้ มลค นกง น ถตแ ง่ช ต
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จ น นกลม่ต ย ่ งข งข้ มลร ยได้เฉลย่ข งปร ช กรไทยในป ีพ. . 2552 ค 43,844

คร เร น ป ี พ. . 2554 ค 42,083 คร เร น ป ี พ. . 2556 ค 42,738 คร เร น ป ี พ. .

2558 ค 43,400 คร เร น ป ี พ. . 2560 ค 43,210 คร เร น แล ในป ี พ. . 2554

ปร เท ไทยได้มก รแบง่แล แยกจง ด น งค ย กม เปน็จง ด น งค ยแล จง ด

บงก แตเ่ร จ ใช้ข้ มลโดยก รคดเปน็เพยง นง่จง ด ค จง ด น งค ย ในง น จยน้

จ แยกพจ รณ เปน็ 5 ภ ค ร มท้้ง ้น 75 จง ด ไมร่ มกรงเทพม นคร

รบแผนก ร ม่ต ย ่ งทใ่ช้ค แผนก ร ม่ต ย ่ งแบบแบง่ งช้นภม (stratified

two-stage sampling) โดยมกรงเทพม นคร แล จง ดเปน็ช้นภม (76 ช้นภม) แล ใน

แตล่ ช้นภม (ยกเ ้นกรงเทพม นคร ) ได้ท ก รแบง่ กเปน็ ก 2 ช้นภมย่ ย ต มเขตก ร

ปกคร ง ค ในเขต แล น กเขต แล้ ท ก รเล กต ย่ ง ดงน้

1. ก รเล ก น่ ยต ย ่ งข้นแรก เปน็ก รเล ก enuneration area (EA) ต ย ่ ง จ ก

แตล่ ช้นภมย่ ย (แตล่ เขตก รปกคร ง) ย ่ ง ร ต ่ กน โดยใ ้ค มน ่ จ เปน็ใน

ก รเล กเปน็ปฏภ คกบจ น นคร เร นข ง EA น้น ๆ

2. ก รเล ก น่ ยต ย ่ งข้นท ่ ง เปน็ก รเล กคร เร นต ย่ ง จ กทก EA ทเ่ล กใน

ข้นแรก โดยก นดขน ดต ย่ งในแตล่ เขต ค

(a) ในเขต เล ก 15 คร เร นต่ ต ย ่ ง EA

(b) น กเขต เล ก 12 คร เร นต่ ต ย ่ ง EA

ก รเล ก น่ ยต ย ่ งในแตล่ ข้น จ แ ดงดงรปท่ 3.1
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รปท่ 3.1: แ ดงก รเล กต ย่ งในแตล่ ข้น

รบต แปรท่ นใจจ ก เปน็ดงน้

1. ต แปรต ม ได้แก ่ ร ยได้เฉลย่ต ่ คร เร นข งปร ช กรไทย

2. ต แปรต้น ได้แก ่

• ด ่ นข งคร เร นทเ่ปน็บ้ นเดย่

• ด ่ นข งคร เร นทม่ท ่ ยเ่ปน็ข งต เ ง

• ด ่ นข งคร เร นทเ่ช ่ ท ่ ย ่

• ด ่ นข งคร เร นทเ่ปน็บ้ น ฐ ร ปน

• ด ่ นข งคร เร นทม่ทด่นเปน็ข งต เ ง

• ด ่ นข งคร เร นทใ่ช้แก๊ ในก รท ร

• ด ่ นข งคร เร นทใ่ช้ชกโครก

• ด ่ นข งปร ช กรช ย

• ค ่ เฉลย่ข งปร ช กรต ่ คร เร น ่ นต
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• ด ่ นทข่ งคร เร นท่ น้ คร เร นท ง น

• ด ่ นข งปร ช กรท่ ก จบร ดบมธยม ก

• ด ่ นข งปร ช กรท่ ก จบร ดบปรญญ ตร แล ป .

• ต บง่ช้พ้นทเ่ขต

ต แปรเ ล ่ น้เปน็ข้ มลทไ่ด้ม จ กข้ มล ํ ม โนปร ช กรแล เค พ. . 2553 นกง น

ถตแ ง่ช ต

ในง น จยน้ใช้แบบจ ล งเฟ-เ ร ทแบบพ เนล กบต แปรต มแล ต แปรต้นดงกล ่

โดยค ่ ค มแปรปร น A จ ถกปร ม ณโดยต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ด

โปรไฟล์ (Profile maximum likelihood estimator: PML) ต ปร ม ณแบบภ ค ม

น่ จ เปน็ ง ดโปรไฟล์แบบปรบ (Adjusted profile maximum likelihood estimator:

APML) ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดเร ซดล (Residual maximum likeli-

hood estimator: REML) แล ต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดเร ซดลแบบปรบ

(Adjusted residual maximum likelihood estimator: AREML) โดยก รใช้ค ง่ optim

ในโปรแกรม R โดยง น จยข งเร จ แบง่พจ รณ เปน็ 10 พ้นทข่น ดเลก็ต มภ คแล เขต

ก รปกคร ง

3.4.1 การคำน ณการประมาณคา่ของรายได้ประชากรไทย

ใน ข้ น้ เร แ ดง ตรก ร ค ่ ปร ม ณจ กต ย่ งข งร ยได้ข งปร ช กร แล ตร

ก รค น ณค มแปรปร น ต มโครง ร้ งก ร ม่ต ย ่ งทไ่ด้น เ น ใน ข้ 2.1.7

ใ ้
ȳh ค ค่ เฉลย่ข งร ยได้

V (ȳh) ค ค่ ค มแปรปร นข งร ยได้เฉลย่

yhij ค ร ยได้ข งคนท่ j ข งช้นภมย่ ยท ่ i ข ช้นภมท่ h

Nh ค จ น น EA ข งช้นภมท่ h

nh ค จ น นต ย่ งท ่ ม่จ ก EA ข งช้นภมท่ h

Mhi ค จ น นคร เร นข งช้นภมย่ ยท ่ i ข งช้นภมท่ h

mhi ค จ น นต ย่ งท ่ ม่จ กคร เร นข งช้นภมย่ ยท ่ i ข งช้นภมท่ h

M̄h ค ค่ เฉลย่ข งจ น นต ย่ งคร เร น

ในก รปร ม ณค่ เฉลย่ร ยได้น้นจ ปรบใช้ (2.16) แล (2.18) ดงน้
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ดงน้น ร ยได้ท้ง มดจ เปน็

Nh

nh

nh∑

i=1

Mhi

mhi

mhi∑

j=1

yhij

โดยท่ Nh
nh

แล Mhi
mhi

ค น้ นกทเ่กดจ กแบง่แล ม่คร้งท ่ 1 แล คร้งท ่ 2 ต มล ดบ

เน ่ งจ กเร ไมท่ร บจ น นต ย่ งท้ง มดท่ ม่ม แนช่ด เร จงปร ม ณจ น นต ย่ ง

ท้ง มดด้ ย Nh × M̄h

ดงน้น ค ่ เฉลย่ข งร ยได้ข งช้นภมท่ h ค

ȳh =
1

Nh × M̄h
× Nh

nh

nh∑

i=1

Mhi

mhi

mhi∑

j=1

yhij

=
1

nhM̄h

nh∑

i=1

Mhi

mhi

mhi∑

j=1

yhij

แล ในก รปร ม ณค่ ค มแปรปร นข งค ่ ปร ม ณค่ เฉลย่ร ยได้ จ ปรบใช้ (2.17)

แล (2.19) ดงน้

V (ȳh) = (
1

nh
− 1

Nh
) S2

h +
1

nhNh

Nh∑

i=1

M2
hi

M̄2
h

(
1

mhi
− 1

Mhi
) S2

hi

เม ่

S2
h =

1

Nh − 1

Nh∑

i=1

(
Mhi

M̄h
Ȳhi − Ȳh)

2 ค ค มแปรปร นจ กช้นภมท่ 1

S2
hi =

1

Mhi − 1

Mhi∑

j=1

(yhij − Ȳhi)
2 ค ค มแปรปร นจ กช้นภมท่ 2

3.4.2 ผลการ กึ าเชงิตั เลขของ ธิกีารปรับฟงักชั์นภา ะค ามนา่จะ

เปน็กับข้อมลูรายได้เฉลีย่ตอ่ครั เรอืนของประเท ไทย

ใน ข้ น้เปน็ก รแ ดงผลข งก รปรบฟงักช์นภ ค มน่ จ เปน็กบข้ มลร ยได้ข ง

ปร ช กรไทย ซง่พจ รณ ใน 2 กรณค

1. กรณค มแปรปร นจ กก รถดถ ยไมข้่นกบเ ล

2. กรณค มแปรปร นจ กก รถดถ ยข้นกบเ ล
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กรณคี ามแปรปร นจากการถดถอยไมข่ึ้นกับเ ลา

ผลแ ดงดงต ร งท ่ 3.46 แล ต ร งท ่ 3.47 โดยต ร งท ่ 3.46 แ ดงค ่ ต ปร ม ณค ม

แปรปร นจ กก รถดถ ย (Â) จ กข้ มลร ยได้ข งปร ช กรไทย เม ่ มปร ทธก์ รถดถ ย

ไมข้่นกบเ ล แล ต ร งท่ 3.47 แ ดงค ่ ต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย (Â)

จ กข้ มลร ยได้ข งปร ช กรไทย เม ่ มปร ทธก์ รถดถ ยข้นกบเ ล

ภมภ ค
จ น น

จง ด

PML APML

ในเขต น กเขต ในเขต น กเขต

ภ คกล ง 18 0.2310 0.1967 0.2362 0.2013

ภ คต น ก 7 0.3015 0.1926 0.3203 0.2043

ภ คเ น 17 0.0556 0.0670 0.0569 0.0687

ภ คต น กเฉยงเ น 19 0.1463 0.0725 0.1494 0.0741

ภ คใต้ 14 0.1565 0.1296 0.1612 0.1334

ต ร งท่ 3.46: ค ่ ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â กรณค มแปรปร นจ กก ร

ถดถ ยไมข้่นกบเ ล

จ กต ร งท่ 3.46 จ เ น็ ่ ไมพ่บค ่ ต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â = 0

เน ่ งจ กต ย ่ งมขน ดใ ญ่ ซง่จ ใ ้ค ่ ต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â โดย

ธต ปร ม ณแบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดโปรไฟล์ (PML) ทด่ แล เม ่ ใช้ต ปร ม ณ

แบบภ ค มน่ จ เปน็ ง ดโปรไฟลแ์บบปรบ (APML) จ ได้ค ่ ปร ม ณค มแปรปร น

จ กก รถดถ ย Â ทไ่มแ่ตกต่ งกนม ก

ภมภ ค
จ น น

จง ด

PML APML

ในเขต น กเขต ในเขต น กเขต

ภ คกล ง 18 0.0346 0.0395 0.0356 0.0404

ภ คต น ก 7 −5× 10−10 −1× 10−10 4× 10−8 3× 10−9

ภ คเ น 17 −1× 10−4 −1× 10−4 0.0106 0.0057

ภ คต น กเฉยงเ น 19 −4× 10−4 −4× 10−4 0.0424 0.0108

ภ คใต้ 14 0.0282 0.0137 0.0290 0.0139

ต ร งท่ 3.47: ค ่ ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย Â กรณค มแปรปร นจ กก ร

ถดถ ยไมข้่นกบเ ล
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จ กต ร งท่ 3.47 จ เ น็ ่ ค ่ ต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย (Â) จ กแบบ

ทย่งไมป่รบ บ งค ่ จ ยงคงมค่ น้ ยก ่ 0 เชน่ ต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย

ข งภ คต น ก ในเขต มค่ −5 × 10−10 แตจ่ ไมพ่บค ่ ต ปร ม ณค มแปรปร นจ ก

ก รถดถ ย (Â) จ กแบบทป่รบแล้

ลงจ กค น ณ ต ปร ม ณค มแปรปร นจ กก รถดถ ย (Â) เม ่ มปร ทธก์ ร

ถดถ ยข้นกบเ ล ได้แล้ เร จงใช้ค ่ ดงกล ่ ในก ร ต ปร ม ณทไ่มเ่ นเ ยงเชงเ ้นเชง

ปร จก ์ทด่ท ่ ด (θEBLUP
it ) กรณ APML แล เปรยบเทยบกบค่ เฉลย่ร ยได้ปร ช กรไทย

ได้ดงรปท่ 3.2 ถง รปท่ 3.11

รปท่ 3.2: ร ยได้เฉลย่ต ่ คร เร นข งแตล่ จง ด ป ีพ. . 2552 (ในเขต)
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รปท่ 3.3: ร ยได้เฉลย่ต ่ คร เร นข งแตล่ จง ด ป ีพ. . 2554 (ในเขต)

รปท่ 3.4: ร ยได้เฉลย่ต ่ คร เร นข งแตล่ จง ด ป ีพ. . 2556 (ในเขต)
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รปท่ 3.5: ร ยได้เฉลย่ต ่ คร เร นข งแตล่ จง ด ป ีพ. . 2558 (ในเขต)

รปท่ 3.6: ร ยได้เฉลย่ต ่ คร เร นข งแตล่ จง ด ป ีพ. . 2560 (ในเขต)
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รปูที่ 3.7: รายได้เฉลีย่ตอ่ครั เรอืนของแตล่ะจัง ัด ป ีพ. . 2552 (นอกเขต)

รปูที่ 3.8: รายได้เฉลีย่ตอ่ครั เรอืนของแตล่ะจัง ัด ป ีพ. . 2554 (นอกเขต)
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รปูที่ 3.9: รายได้เฉลีย่ตอ่ครั เรอืนของแตล่ะจัง ัด ป ีพ. . 2556 (นอกเขต)

รปูที่ 3.10: รายได้เฉลีย่ตอ่ครั เรอืนของแตล่ะจัง ัด ป ีพ. . 2558 (นอกเขต)
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รปูที่ 3.11: รายได้เฉลีย่ตอ่ครั เรอืนของแตล่ะจัง ัด ป ีพ. . 2560 (นอกเขต)

จากรปูที่ 3.2 ถงึ รปูที่ 3.11 จะเ น็ า่ ตั ประมาณทีไ่มเ่อนเอยีงเชงิเ ้นเชงิประจัก ์ท ีด่ ี

ท ี่ ดุ (θ̂EBLUP
it ) กรณี APML มแีน โน้มใกล้เคยีงกับคา่ประมาณจากการ ุม่ตั อยา่ง (direct

estimate) แตต่า่งกันเลก็น้อย ซึง่เปน็ผลเนือ่งมาจากการปรับจากค ามคลาดเคลือ่นจากการ

ุม่ตั อยา่ง

กรณคีวามแปรปรวนจากการถดถอยขึ้นกับเวลา

ผลแ ดงดังตารางที่ 3.48 ถงึตารางที่ 3.53 โดยตารางที่ 3.48 แ ดงคา่ตั ประมาณค าม

แปรปร นจากการถดถอย (Ât) จากข้อมลูรายได้ของประชากรไทยจากแบบทียั่งไมป่รับ เม ือ่

ปจัจัยเกดิจากพื้นที่ ตารางที่ 3.49 แ ดงคา่ตั ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย (Ât)

จากข้อมลูรายได้ของประชากรไทยจากแบบทีป่รับแล้ เม ือ่ปจัจัยเกดิจากพื้นที่ ตารางที่ 3.50

แ ดงคา่ตั ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย (Ât) จากข้อมลูรายได้ของประชากรไทย

จากแบบที่ยังไม ่ปรับ (PML) เม ือ่ปจัจัยเกดิจากเ ลา ตารางที่ 3.51 แ ดงคา่ตั ประมาณ

ค ามแปรปร นจากการถดถอย (Ât) จากข้อมลูรายได้ของประชากรไทยจากแบบทีป่รับแล้

(APML) เม ือ่ปจัจัยเกดิจากเ ลา ตารางที่ 3.52 แ ดงคา่ตั ประมาณค ามแปรปร นจากการ

ถดถอย (Ât) จากข้อมลูรายได้ของประชากรไทยจากแบบทียั่งไมป่รับ (REML) เม ือ่ปจัจัยเกดิ

จากเ ลา และตารางที่ 3.53 แ ดงคา่ตั ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย (Ât) จาก
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ข้อมลูรายได้ของประชากรไทยจากแบบทีป่รับแล้ (AREML) เม ือ่ปจัจัยเกดิจากเ ลา

ภมูภิาค
เขตการ

ปกครอง

จำน น

จัง ัด
A1 A2 A3 A4 A5

ภาคกลาง
ในเขต

18
0.2078 -0.2306 1.5968 1.0490 1.0671

นอกเขต -0.0939 0.0399 0.7223 0.9557 1.7209

ภาคตะ ันออก
ในเขต

7
0.6761 1.6681 -0.1224 0.8882 -0.4425

นอกเขต 1.2161 0.9652 -0.1080 1.4550 -0.0802

ภาคเ นอื
ในเขต

17
-0.0972 0.8942 0.7213 0.0460 1.5667

นอกเขต 0.0064 -0.0528 1.9105 0.8633 0.5000

ภาคตะ ันออก

เฉยีงเ นอื

ในเขต
19

0.7828 1.6001 -0.2617 -0.2390 0.8844

นอกเขต 1.8120 -0.1098 0.6613 1.0112 0.0545

ภาคใต้
ในเขต

14
-0.1819 0.8453 0.0960 0.8859 1.8445

นอกเขต -0.1100 0.8342 1.6403 0.6711 0.0441

ตารางที่ 3.48: คา่ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย Ât กรณไีมป่รับ (PML) กรณี

ค ามแปรปร นจากการถดถอยขึ้นกับเ ลา เม ือ่ปจัจัยเกดิจากพื้นที่

จากตารางที่ 3.48 จะเ น็ า่คา่ตั ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย (Ât) จากแบบ

ทียั่งไมป่รับ บางคา่จะยังคงมคีา่น้อยก า่ 0 เชน่ ตั ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย

ของภาคกลาง นอกเขต (Â1) มคีา่ -0.0939
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ภมูภิาค
เขตการ

ปกครอง

จำน น

จัง ัด
A1 A2 A3 A4 A5

ภาคกลาง
ในเขต

18
0.0095 0.0282 1.0741 0.0185 0.3046

นอกเขต 0.0088 0.1371 0.3799 0.1374 1.9765

ภาคตะ ันออก
ในเขต

7
0.0433 0.0617 0.2687 0.2514 2.1486

นอกเขต 0.4366 0.0985 0.2323 2.3093 0.0272

ภาคเ นอื
ในเขต

17
0.1157 0.6899 0.0045 0.0062 1.7510

นอกเขต 0.0896 0.0042 0.0979 1.9657 0.0264

ภาคตะ ันออก

เฉยีงเ นอื

ในเขต
19

0.0307 2.5748 0.0208 0.0666 0.0969

นอกเขต 2.5512 0.0124 0.0021 0.0696 0.0345

ภาคใต้
ในเขต

14
0.1123 1.4890 0.0664 0.0190 0.0533

นอกเขต 0.0507 0.9104 1.5744 0.0098 0.0098

ตารางที่ 3.49: คา่ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย Ât กรณปีรับ (APML) กรณคี าม

แปรปร นจากการถดถอยขึ้นกับเ ลา เม ือ่ปจัจัยเกดิจากพื้นที่

จากตารางที่ 3.49 จะเ น็ า่ ไมพ่บคา่ตั ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย Ât = 0
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ภมูภิาค
เขตการ

ปกครอง

จำน น

จัง ัด
A1 A2 A3 A4 A5

ภาคกลาง
ในเขต

18
-0.3083 0.7166 1.2319 -0.0628 1.7013

นอกเขต 0.9487 0.0354 -0.4117 0.7067 1.9299

ภาคตะ ันออก
ในเขต

7
0.5949 1.6889 0.0002 0.8899 -0.3276

นอกเขต 0.842 -0.2129 1.9340 -0.6540 0.3959

ภาคเ นอื
ในเขต

17
0.8122 -0.0388 0.0087 0.7028 1.5773

นอกเขต 0.7916 0.6725 1.6441 -0.0773 -0.0214

ภาคตะ ันออก

เฉยีงเ นอื

ในเขต
19

0.2246 1.5149 -0.0675 0.9936 0.4983

นอกเขต 0.7308 0.8658 -0.0811 -0.0212 1.5978

ภาคใต้
ในเขต

14
1.0736 0.8739 -0.0083 -0.0526 1.6083

นอกเขต 0.8040 -0.3296 1.6117 -0.1267 0.8707

ตารางที่ 3.50: คา่ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย Ât กรณไีมป่รับ (PML) กรณี

ค ามแปรปร นจากการถดถอยขึ้นกับเ ลา เม ือ่ปจัจัยเกดิจากเ ลา

จากตารางที่ 3.50 จะเ น็ า่คา่ตั ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย (Ât) จากแบบ

ทียั่งไมป่รับ บางคา่จะยังคงมคีา่น้อยก า่ 0 เชน่ ตั ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย

ของภาคกลาง ในเขต (Â1) มคีา่ -0.3083
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ภมูภิาค
เขตการ

ปกครอง

จำน น

จัง ัด
A1 A2 A3 A4 A5

ภาคกลาง
ในเขต

18
0.0154 0.1046 1.6808 0.0647 1.3993

นอกเขต 0.0856 0.0057 0.0699 1.7283 1.8341

ภาคตะ ันออก
ในเขต

7
0.0285 0.0462 0.0787 0.1501 2.9041

นอกเขต 0.1390 0.0384 0.4091 2.1077 0.0315

ภาคเ นอื
ในเขต

17
0.0998 0.3322 0.0054 0.0072 2.3811

นอกเขต 0.0209 0.0036 2.6697 0.0196 0.0276

ภาคตะ ันออก

เฉยีงเ นอื

ในเขต
19

0.0962 0.2190 2.2801 0.0659 0.0293

นอกเขต 0.0072 1.0879 0.0359 0.0241 1.3529

ภาคใต้
ในเขต

14
0.1733 0.9539 0.0239 0.0240 0.0369

นอกเขต 0.0072 0.0791 1.9350 0.0176 0.5889

ตารางที่ 3.51: คา่ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย Ât กรณปีรับ (APML) กรณคี าม

แปรปร นจากการถดถอยขึ้นกับเ ลา เม ือ่ปจัจัยเกดิจากเ ลา

จากตารางที่ 3.51 จะเ น็ า่ ไมพ่บคา่ตั ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย Ât = 0
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ภมูภิาค
เขตการ

ปกครอง

จำน น

จัง ัด
A1 A2 A3 A4 A5

ภาคกลาง
ในเขต

18
-0.1208 0.6877 1.2877 -0.0486 1.6076

นอกเขต 0.8909 0.2617 -0.0741 0.5944 1.8363

ภาคตะ ันออก
ในเขต

7
0.1058 -0.1454 0.1787 0.4924 3.0321

นอกเขต 0.8206 -0.2150 1.9114 -0.6476 0.4058

ภาคเ นอื
ในเขต

17
0.8064 -0.1196 0.7643 -0.0684 1.6154

นอกเขต 0.9788 0.7346 1.4644 -0.0346 0.1859

ภาคตะ ันออก

เฉยีงเ นอื

ในเขต
19

1.0297 0.7685 1.7790 -0.1874 0.1688

นอกเขต 0.7034 0.8302 -0.2588 -0.0216 1.6468

ภาคใต้
ในเขต

14
1.4529 0.3880 -0.0317 -0.0780 1.4356

นอกเขต 0.0015 0.3935 0.8657 2.0084 -0.0636

ตารางที่ 3.52: คา่ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย Ât กรณไีมป่รับ (REML) กรณี

ค ามแปรปร นจากการถดถอยขึ้นกับเ ลา เม ือ่ปจัจัยเกดิจากเ ลา

จากตารางที่ 3.52 จะเ น็ า่คา่ตั ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย (Ât) จากแบบ

ทียั่งไมป่รับ บางคา่จะยังคงมคีา่น้อยก า่ 0 เชน่ ตั ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย

ของภาคกลาง ในเขต (Â1) มคีา่ -0.1208
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ภมูภิาค
เขตการ

ปกครอง

จำน น

จัง ัด
A1 A2 A3 A4 A5

ภาคกลาง
ในเขต

18
0.0451 0.1409 0.3362 0.0986 0.1502

นอกเขต 0.1150 0.3520 0.1295 0.0954 0.1158

ภาคตะ ันออก
ในเขต

7
0.1011 0.0462 0.0787 0.3680 2.9041

นอกเขต 0.1498 0.0911 0.4192 2.1710 0.0948

ภาคเ นอื
ในเขต

17
0.0684 0.0455 0.1766 0.0410 0.0508

นอกเขต 0.0371 0.0137 2.6075 0.0321 0.0376

ภาคตะ ันออก

เฉยีงเ นอื

ในเขต
19

0.1195 0.2572 0.1688 0.0961 0.0550

นอกเขต 0.0180 0.0131 0.0411 0.0392 2.9258

ภาคใต้
ในเขต

14
0.1694 2.9169 0.0552 0.0468 0.1245

นอกเขต 0.0283 0.1648 0.0837 0.0454 0.0338

ตารางที่ 3.53: คา่ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย Ât กรณปีรับ (AREML) กรณี

ค ามแปรปร นจากการถดถอยขึ้นกับเ ลา เม ือ่ปจัจัยเกดิจากเ ลา

จากตารางที่ 3.53 จะเ น็ า่ ไมพ่บคา่ตั ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย Ât = 0

ลังจากคำน ณ าตั ประมาณค ามแปรปร นจากการถดถอย (Ât) เม ือ่ปจัจัยเกดิจาก

เ ลาได้แล้ เราจงึใช้คา่ดังกลา่ ในการ าตั ประมาณที่ไม ่เอนเอยีงเชงิเ ้นเชงิประจัก ์ท ี่

ด ีท ี่ ดุ (θEBLUP
it ) ท้ังกรณี APML และ AREML พร้อมท้ังเปรยีบเทยีบกับคา่เฉลีย่รายได้

ประชากรไทย ได้ดังรปูที่ 3.12 ถงึ รปูที่ 3.21
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รปูที่ 3.12: รายได้เฉลีย่ตอ่ครั เรอืนของแตล่ะจัง ัด ป ีพ. . 2552 (ในเขต)

รปูที่ 3.13: รายได้เฉลีย่ตอ่ครั เรอืนของแตล่ะจัง ัด ป ีพ. . 2554 (ในเขต)
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รปูที่ 3.14: รายได้เฉลีย่ตอ่ครั เรอืนของแตล่ะจัง ัด ป ีพ. . 2556 (ในเขต)

รปูที่ 3.15: รายได้เฉลีย่ตอ่ครั เรอืนของแตล่ะจัง ัด ป ีพ. . 2558 (ในเขต)
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รปูที่ 3.16: รายได้เฉลีย่ตอ่ครั เรอืนของแตล่ะจัง ัด ป ีพ. . 2560 (ในเขต)

รปูที่ 3.17: รายได้เฉลีย่ตอ่ครั เรอืนของแตล่ะจัง ัด ป ีพ. . 2552 (นอกเขต)
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รปูที่ 3.18: รายได้เฉลีย่ตอ่ครั เรอืนของแตล่ะจัง ัด ป ีพ. . 2554 (นอกเขต)

รปูที่ 3.19: รายได้เฉลีย่ตอ่ครั เรอืนของแตล่ะจัง ัด ป ีพ. . 2556 (นอกเขต)
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รปูที่ 3.20: รายได้เฉลีย่ตอ่ครั เรอืนของแตล่ะจัง ัด ป ีพ. . 2558 (นอกเขต)

รปูที่ 3.21: รายได้เฉลีย่ตอ่ครั เรอืนของแตล่ะจัง ัด ป ีพ. . 2560 (นอกเขต)
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จากรปูที่ 3.12 ถงึ รปูท ี่ 3.21 จะเ น็ า่ ตั ประมาณทีไ่มเ่อนเอยีงเชงิเ ้นเชงิประจัก ์ท ี่

ดที ี่ ดุ (θ̂EBLUP
it ) ท้ังกรณี APML และ AREML ใ ้คา่ท ีใ่กล้เคยีงกันและมแีน โน้มใกล้เคยีง

กับคา่ประมาณจากการ ุม่ตั อยา่ง (direct estimate) แตต่า่งกันเลก็น้อย ซึง่เปน็ผลเนือ่งมา

จากการปรับจากค ามคลาดเคลือ่นจากการ ุม่ตั อยา่ง

3.5 สรปุผลการศกึษา

ในโครงงานนี้ เราได้ กึ า ธิกีารปรับภา ะค ามนา่จะเปน็ งู ดุ ำ รับแบบจำลองเฟ-เฮ

รอท และใช้แน คดินี้ขยายไป ูแ่บบจำลองทีทั่ ่ ไปก า่ คอืแบบจำลองเฟ-เฮรอทแบบพาเนล

ซึง่เปน็แบบจำลองที่ ามารถรองรับการ เิคราะ ข้์อมลูพร้อมกัน ลายป ี ร มถงึได้มกีาร ร้าง

ฟงักชั์นภา ะค ามนา่จะเปน็แบบปรับ เพือ่ กึ าข้อมลูเชงิตั เลข และจากผลการ กึ าช ี้ า่

ลักการปรับแบบภา ะค ามนา่จะเปน็ งู ดุ ามารถใ ้คา่ประมาณค ามแปรปร นทีม่คีา่

มากก า่ 0 ได้ ซึง่ได้มกีารพิ จูน์ไ ้ใน ั ข้อ 3.2 และ ั ข้อ 3.3 อกีท้ังตั ประมาณทีไ่ด้จาก

ธิ ีการปรับภา ะค ามนา่จะเปน็ งู ดุยังใ ้คา่เฉลีย่ของกำลัง องของค ามคลาดเคลือ่นที่

ตำ่ก า่ ตั ประมาณทีไ่มไ่ด้ปรับ ดุท้ายเราได้นำ ลักการปรับภา ะค ามนา่จะเปน็ งู ดุไป

ประยกุตใ์ช้กับข้อมลูรายได้เฉลีย่ตอ่ครั เรอืนของประเท ไทยในป ี พ. . 2552 - 2560 ซึง่ผล

การ กึ าแ ดงใน ั ข้อ 3.4.2
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แบบเสนอหัวข้อโครงงาน รายวิชา 2301399 Project Proposal 

ปีการศึกษา 2563 

ชื่อโครงงาน (ภาษาไทย) การประมาณค่าพารามิเตอร์แบบปรับของภาวะความน่าจะเป็นส าหรับ

แบบจ าลองพาเนล 
ชื่อโครงงาน (ภาษาอังกฤษ) Adjusted Likelihood Parameter Estimation for Panel Data Models 
อาจารย์ที่ปรึกษา ผู้ช่วยศาสตราจารย์ ดร. จิราพรรณ สุนทรโชติ 
ผู้ด าเนินการ พัชรสิริ เฟ่ืองฟู  เลขประจ าตัวนิสิต 6033529923 
 สาขาวิชาคณิตศาสตร์ ภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์ 
 คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 
_________________________________________________________________________ 
 

หลักการและเหตุผล 

Small area estimation (SAE) หรือ การประมาณค่าส าหรับพ้ืนที่ขนาดเล็ก เป็นหนึ่งในวิธีการ

ทางสถิติที่เป็นที่รู้จัก ส าหรับการประมาณพารามิเตอร์ เมื่อขนาดของตัวอย่างไม่เพียงพอที่จะให้ตัว

ประมาณค่าที่ได้มีความน่าเชื่อถือ หลักการของ small area estimation คือ การยืมข้อมูลจาก

แหล่งข้อมูลที่มีความเกี่ยวข้องกันผ่านแบบจ าลอง โดยแบบจ าลองที่ใช้อย่างกว้างขวางคือแบบจ าลอง

เฟ-เฮรอท ซึ่งเป็นแบบจ าลองที่นิยามผ่าน 2 แบบจ าลอง คือ แบบจ าลองเชื่อมโยง (Linking Model) 
และแบบจ าลองการสุ่มตัวอย่าง (Sampling Model) ดังนี้ 

แบบจ าลองเชื่อมโยง:  𝜃𝑖 = 𝑥𝑖𝑇𝛽 + 𝑣𝑖 
แบบจ าลองการสุ่มตัวอย่าง: 𝑦𝑖 = 𝜃𝑖 + 𝑒𝑖 

ส าหรับ 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 
เมื่อ 𝑛 คือ ขนาดตัวอย่าง 

𝜃𝑖  คือ ค่าเฉลี่ยส าหรับพ้ืนที่ 𝑖 
𝑣𝑖 คือ ความคลาดเคลื่อนจากการถดถอย ซึ่งสมมติให้มีการแจกแจงปกติ ที่มีค่าเฉลี่ย

เท่ากับ 0 และความแปรปรวนเท่ากับ 𝐴  
𝑦𝑖  คือ ค่าประมาณของ 𝜃𝑖 ที่ได้จากการส ารวจ  



 

 

𝑒𝑖 คือ ความคลาดเคลื่อนที่เกิดจากการสุ่มตัวอย่าง ซึ่งสมมติให้มีการแจกแจงปกติ ที่มี

ค่าเฉลี่ยเท่ากับ 0 และความแปรปรวน 𝜓𝑖   
การประมาณตัวแปรเป้าหมายในแบบจ าลองเฟ-เฮรอท คือ ตัวประมาณที่ไม่เอนเอียงเชิงเส้นเชิง

ประจักษ์ที่ดีที่สุด (Empirical best linear unbiased predictor: EBLUP)  

𝜃𝑖𝐸𝐵𝐿𝑈𝑃 =
�̂�

�̂� + 𝜓𝑖
𝑦𝑖 +

𝜓𝑖

�̂� + 𝜓𝑖
𝑥𝑖𝑇𝛽 

ซึ่งเป็นผลบวกแบบถ่วงน้ าหนักระหว่างค่าที่ได้จากการส ารวจ  (𝑦𝑖) และ ค่าที่ได้จากสมการถดถอย  
(𝑥𝑖𝑇𝛽) โดยน้ าหนักจะขึ้นกับความแปรปรวนจากการถดถอย (�̂�)  จะเห็นว่ากรณีที่ความแปรปรวน

จากการถดถอยมีค่าเท่ากับ 0 จะท าให้ 𝜃𝑖𝐸𝐵𝐿𝑈𝑃 = 𝑥𝑖𝑇𝛽  ซึ่งเป็นตัวประมาณที่ได้มาจากการถดถอย

เพียงส่วนเดียว ท าให้ตัวประมาณที่ได้ไม่น่าเชื่อถือ เราจึงต้องการหลีกเลี่ยงกรณีความแปรปรวนจาก

การถดถอยมีค่าเท่ากับ 0 ซึ่งในปี ค.ศ. 2010 Li และ Lahiri ได้เสนอแนวคิดการปรับภาวะความน่าจะ

เป็นสูงสุด (Adjusted maximum likelihood: ADM) เพ่ือไม่ให้เกิดกรณีดังกล่าว นอกจากนี้ต่อมาใน

ปี ค.ศ. 2014 Yoshimori และ Lahiri ได้มีการปรับปรุงวิธีการของ Li และ Lahiri และปี ค.ศ. 2020 
Angkunsit และ Suntornchost ได้มีการน าแนวคิดของ Li และ Lahiri ไปปรับสร้างการประมาณค่า

ความแปรปรวนส าหรับแบบจ าลองหลายตัวแปร 
 ข้อมูลพาเนล เป็นรูปแบบข้อมูลที่มีการบันทึกข้อมูลของหน่วยส ารวจหลายหน่วย โดยบันทึก 
เป็นค่าตัวแปรที่สนใจจากหลายหน่วยเวลา ท าให้สามารถศึกษาแนวโน้มระหว่างเวลาได้ ซึ่งในปี ค.ศ. 

1994 Rao และ Yu ได้ท าการศึกษาเกี่ยวกับข้อมูลพาเนล และการประมาณ empirical best linear 
unbiased predictor (EBLUP) ของข้อมูลพาเนลไว้แล้ว ซึ่งข้อมูลพาเนลเป็นลักษณะของข้อมูลที่พบ

ในหลายสาขา เช่น ข้อมูลทางด้านเศรษฐศาสตร์ 
 ดังนั้น ในโครงการนี้ เราจะขยายหลักการของ Li และ Lahiri ในการปรับตัวประมาณของความ

แปรปรวนของแบบจ าลองถดถอยให้เป็นแบบจ าลองพาเนล และจะใช้แบบจ าลองพาเนลในการศึกษา

แนวโน้มระหว่างปีของรายได้ของประชากรไทยตั้งแต่ปี พ.ศ. 2552 - พ.ศ. 2560 
 

วัตถุประสงค์ 

เพ่ือประยุกต์หลักการการปรับของวิธีภาวะน่าจะเป็นสูงสุดส าหรับแบบจ าลองพาเนล  กับข้อมูล

รายได้ของประชากรไทย ตั้งแต่ปี พ.ศ. 2552 ถึงปี พ.ศ. 2560 
 
ขอบเขตของโครงงาน 

ข้อมูลที่ใช้ในการศึกษาในโครงงานนี้ คือข้อมูลรายได้ของประชากรไทยตั้งแต่ปี พ.ศ. 2552 ถึงปี 

พ.ศ. 2560 โดยเป็นข้อมูลที่มีการเก็บทุก 2 ปี 



 

 

 

วิธีการด าเนินงาน 

ก. แผนการศึกษา :  
1. ศึกษาความรู้พ้ืนฐานเกี่ยวกับการถดถอยเชิงเส้น (Linear Regression) 
2. ศึกษาความรู้เกี่ยวกับตัวแบบเฟ-เฮรอท (Fay-Herriot models) 
3. ศึกษาความรู้เกี่ยวกับตัวแบบพาเนล (Panel models) 
4. ศึกษาการใช้โปรแกรม 𝑅 
5. ศึกษาข้อมูลรายได้ของประชากรไทยตั้งแต่ ปี พ.ศ. 2552 ถึงปี พ.ศ. 2560 
6. วิเคราะห์ความสัมพันธ์ของข้อมูล 
7. สรุปผลและเขียนรายงาน 

ข. ระยะเวลาที่ศึกษา :  

ขั้นตอนการด าเนินงาน 
กันยายน พ.ศ. 2563 – เมษายน พ.ศ. 2564 

ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย. 
1. ศึกษาความรู้พ้ืนฐานเกี่ยวกับการถดถอยเชิงเส้น         
2. ศึกษาความรู้เกี่ยวกับตัวแบบเฟ-เฮรอท         
3. ศึกษาความรู้เกี่ยวกับตัวแบบพาเนล         
4. ศึกษาการใช้โปรแกรม 𝑅         
5. ศึกษาข้อมูลรายได้ของประชากรไทยตั้งแต่  

ปี พ.ศ. 2552 ถึงปี พ.ศ. 2560 
        

6. วิเคราะห์ความสัมพันธ์ของข้อมูล         
7. สรุปผลและเขียนรายงาน         

 
ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 

ก. ในด้านความรู้และประสบการณ์ต่อตัวนิสิตเอง 
1. มีความรู้เกี่ยวกับการถดถอยเชิงเส้น 
2. มีความรู้เกี่ยวกับแบบจ าลองเฟ-เฮรอท 
3. มีความรู้เกี่ยวกับแบบจ าลองพาเนล 
4. มีความรู้ ความสามารถในการใช้โปรแกรม 𝑅 
 

ข. ความรู้  ความเข้าใจที่น าไปสู่การแก้ไขปัญหาของสังคมหรือสภาพแวดล้อม 
สามารถคาดการณ์แนวโน้มรายได้ของประชากรไทยได้ 



 

 

 
อุปกรณ์และเครื่องมือที่ใช้ 

ฮาร์ดแวร์ 
1. เครื่องคอมพิวเตอร์ 
2. เครื่องพิมพ์ 
ซอฟต์แวร์ 
1. โปรแกรม Microsoft Word 
2. โปรแกรม Microsoft PowerPoint 
3. โปรแกรม Microsoft Excel 
โปรแกรม 𝑅 

งบประมาณ 

ค่าวัสดุ  
- หนังสือ  2,500  บาท 
- ฮาร์ดดิสก์พกพา 1,500  บาท 
- แฟลชไดร์ฟ  300  บาท 
- กระดาษ A4 200 บาท 
- แฟ้มเอกสาร  200  บาท 

 
เอกสารอ้างอิง 

1. Angkunsit A. and Suntornchost J., “Bivariate Fay-Herriot Models With Application 
to Thai Socio-Economic Data,” Naresuan University Journal 29 (2021): 36-49 

2. Li H. and Lahiri P., “An adjusted maximum likelihood method for solving small 

area estimation problems,” Journal of Multivariate Analysis 101 (2010): 882-892 
3. Rao J.N.K. and Yu M., “Small-area estimation by combining time-series and cross-

sectional data,”  Canadian Journal of Statistics 22,4 (December 1994): 511-528 
4. Yoshimori M. and Lahiri H., “A new adjusted maximum likelihood method for 

the Fay–Herriot small area model,” Journal of Multivariate Analysis 124 (2014): 
281-294 



 
 

ประวัติผู้เขียน 

 

ชื่อ-สกุล นางสาวพัชรสิริ เฟ่ืองฟู  
วัน เดือน ปีเกิด 23 ตุลาคม พ.ศ. 2541 
สถานที่อยู่ปัจจุบัน 126 หมู่ 20 ต าบลรอบเวียง อ าเภอเมือง

เชียงราย จังหวัดเชียงราย 57000 
ประวัติการศึกษา 
2560 - ปัจจุบัน : จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย คณะวิทยาศาสตร์ 

ภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิว เตอร์  สาขา

คณิตศาสตร์ 
2557 - 2559 : โรงเรียนสามัคคีวิทยาคม จังหวัดเชียงราย 
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