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บทที่ 1 

บทนํา 
สมมุติวามีของเหลวจํานวนมากพอในภาชนะ A เราใชภาชนะ M ถายเทของเหลวจากภาชนะ A ไป
ยังภาชนะ B โดยมีเงื่อนไขตอไปนี ้

1) อนุญาตใหใชภาชนะ M ตวงของเหลวจากภาชนะ A เพียงครั้งเดยีวเทานั้น แตสามารถ
เทของเหลว  กลับคืนยังภาชนะ A กี่คร้ังกไ็ดตามตองการ และสามารถเทของเหลวจาก
ภาชนะ M ไปยังภาชนะ B กี่คร้ังก็ไดตามตองการ แตเราไมสามารถเทของเหลวจาก
ภาชนะ B กลับคืนยังภาชนะ M ได   
2) ในการตวงปริมาตรของของเหลว เราใชเพียงจดุมุมของภาชนะ M เปนตัวกาํหนด
ปริมาตร โดยเฉพาะอยางยิ่ง การเอียงภาชนะ M ระนาบที่เกิดจากพื้นผิวของของเหลว ตอง
ผานจุดมุมของภาชนะ M อยางนอย 3 จดุ                                                                             

 
 
นิยาม 1.1   เคร่ืองตวงสากล (v- universal measuring devices) คือ ภาชนะ M ไรมาตรวัด มี
ปริมาตร v ลูกบาศกหนวย เมื่อเราใชภาชนะ M ตวงปรมิาตรของเหลวจะไดของเหลวที่มีปริมาตร
เปนจํานวนเตม็ตั้งแต 1 ลูกบาศกหนวยไปจนถึง v ลูกบาศกหนวย ทกุคาภายใตเงื่อนไข 2 ขอ 
ขางตน 

ตัวอยาง   เครื่องตวงสากล M ที่มีฐานเปนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส โดยมีพืน้ที่ฐานเทากับ 6 ตารางหนวย
และมีความสูงเทากับ 1 หนวย ดังรูปที่ 1.1 

                                       

1 หนวย

 
                                   

                รูปที่ 1.1  

เครื่องตวง M นี้ ตวงของเหลวไดเทากับ 6 ลูกบาศกหนวย และเราสามารถตวงของเหลวปริมาตร
อ่ืนๆ ไดดังนี ้
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เมื่อเทของเหลวออก จนกระทั่งระดับน้ําผานจุดมุม 2 จดุ ดังรูปที่ 1.2 
 

                                     
                                  
                                             รูปที่ 1.2 

และเมื่อเทของเหลวออกเรื่อยๆ จนกระทั่งระดับน้ําผานจดุมุมบนเพยีงจดุเดียว ดังรูปที ่1.3 
 
 

                                         
 
                                           รูปที่ 1.3 
 

ดังนั้นภาชนะนี้สามารถตวงของเหลวไดทนัทีเทากับ 6 ลูกบาศกหนวย 3 ลูกบาศกหนวย 
และ 1 ลูกบาศกหนวย 

 เมื่อตองการของเหลวปริมาตร 2 ลูกบาศกหนวย 4 ลูกบาศกหนวย และ 5 ลูกบาศกหนวย 
สามารถทําไดดังนี ้
 สําหรับของเหลวปริมาตร 2 ลูกบาศกหนวย :  เอียงเครื่อง M ดังรูปที่ 1.2 จากนั้นคอยๆ เท
ของเหลวออกใสในภาชนะ B จนกระทั่งของเหลวในเครือ่งตวง M เปนดังรูปที่ 1.3 เราจะได
ของเหลวในภาชนะ B เปน 2 ลูกบาศกหนวย 

 สําหรับของเหลวปริมาตร 4 ลูกบาศกหนวย : ตวงของเหลวจากภาชนะ A ใหเต็มเครือ่ง
ตวง M จากนัน้คอยๆ เทของเหลวออกใสในภาชนะ B จนกระทั่งไดดงัรูปที่ 1.2 จากนั้นคอยๆ เท
ของเหลวกลับคืนยังภาชนะ A จนกระทั่งไดดังรูปที่ 1.3 และนําของเหลวสวนนี้เทใสยังภาชนะ B 

เราจะไดของเหลวในภาชนะ B เปน 4 ลูกบาศกหนวย 
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สําหรับของเหลวปริมาตร 5 ลูกบาศกหนวย  : ตวงของเหลวจากภาชนะ A ใหเต็มเครื่องตวง M 

จากนั้นคอยๆ เทของเหลวออกใสในภาชนะ B จนกระทั่งไดดังรูปที่ 1.3 เราก็จะไดของเหลวใน
ภาชนะ B เปน 5 ลูกบาศกหนวย 

 ดังนั้นเครื่องตวงสากล M นี้สามารถใชตวงของเหลวได 1 ลูกบาศกหนวย 2 ลูกบาศกหนวย 
ไปจนถึง 6 ลูกบาศกหนวย                       � 
 
  
 

วิทยานิพนธฉบับนี้จะทําการรวบรวมงานวจิัยของ Professor Jin Akiyama และคณะ 
[1],[2] เกี่ยวกบั เครื่องตวงสากลที่มีฐานเปนรูปสามเหลี่ยม และ ส่ีเหล่ียม ซ่ึงจะกลาวไวในบทที่ 2 
และบทที่ 3 ตามลําดับ สําหรับเครื่องตวงทีม่ีฐานเปนรูปหาเหลี่ยมปกต ิพบวาไมมีเครือ่งตวงสากล
เกิดขึ้นแนนอน ซ่ึงไดอธิบายไวในบทที่ 4 จากนั้น เราจึงสรางเครื่องตวง M ที่มีฐานเปนรูปหา
เหล่ียมแบบพิเศษ ซ่ึงเกิดจากการตัดภาชนะที่มีฐานเปนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสออกมุมหนึ่ง และทําใหเรา
ไดเครื่องตวงกึง่สากล ซ่ึงมีเงื่อนไขการตวงเหมือนเครื่องตวงสากลแตไมสามารถตวงไดถึงปริมาตร
สูงสุด 
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กอนอื่นจะขอแนะนํานยิาม และทฤษฎีบทที่จําเปนดังตอไปนี ้
นิยาม 1.2 ให Ω = (n1 , n2 ,…, nk) เปนลําดับของจํานวนเตม็บวก ซ่ึง ni < ni+1  ทุก  i = 1,2,…, 
k-1 
ลําดับ D = (d0 ,d1 ,d2,…, dk) ที่สมนัยกบั Ω โดยที่ d0 = 0 และ di ≤  di+1  เปนลําดับที่เกิดจาก
การจัดเรียงอันดับ n0 , n1 , n2-n1 , n3-n2 ,…, nk-nk-1 เมื่อ n0 = 0  

ลําดับ Ω = (n1,n2,…,nk) เปน ลําดับกอกําเนดิ(generating sequence) ก็ตอเมื่อ สําหรับแตละ
จํานวนเต็ม  i ซ่ึง 1≤  i ≤  nk  จะมีลําดับยอยของลําดับ D ที่สมนัยกับ Ω ซ่ึง  i เทากับ ผลบวกของ
สมาชิกในลําดบัยอยนัน้ 
 
ตัวอยาง ให Ω = (4,5,13,15,25,28) เปนลําดับกอกําเนดิ เพราะลําดบั D ที่สมนัยกับΩ เทากับ 

(0,1,2,3,4,8,10) และตารางตอไปนี้แสดงการมีลําดับยอยของลําดับ D ซ่ึงทําให  i เทากับผลบวก
ของสมาชิกของลําดับยอยนัน้ ทุก   i = 1,2,3,…,28  ดังตารางที่ 1.4 
 

i ลําดับยอยของลําดับ D i ลําดับยอยของลําดับ D 
1 (0,1) 15 (1,4,10) 
2 (0,2) 16 (2,4,10) 
3 (0,3) 17 (3,4,10) 
4 (0,4) 18 (8,10) 
5 (2,3) 19 (1,8,10) 
6 (2,4) 20 (2,8,10) 
7 (3,4) 21 (1,2,8,10) 
8 (0,8) 22 (4,8,10) 
9 (1,8) 23 (1,4,8,10) 
10 (0,10) 24 (2,4,8,10) 
11 (3,8) 25 (3,4,8,10) 
12 (4,8) 26 (1,3,4,8,10) 
13 (3,10) 27 (2,3,4,8,10) 
14 (4,10) 28 (1,2,3,4,8,10) 

 
                             ตารางที่ 1.4        
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ทฤษฎีบท 1.3   ให Ω = (n1 , n2 ,…, nk) และลําดับ D= (d0 ,d1 ,d2,…, dk)  ที่สมนัยกับ Ω  จะได
วา Ω เปนลําดับกอกําเนิด ก็ตอเมื่อ   d i -1≤  d0+ d1+d2+…+di-1  สําหรับทุก  i =  1,2,…,k  
 
พิสูจน ( ← ) สมมุติวา  d i -1≤  d0+ d1+d2+…+di-1  ทุก  i = 1,2,…,k   

เราจะสังเกตวา d1 = 1 โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร  สมมุติวา ทุกจาํนวนเต็มระหวาง 1 และ  
d0+ d1+d2+…+di-1 สามารถเขียนในรูปของผลบวกของสมาชิกเซตยอยบางเซตของเซต  

{ d0, d1,d2,…,di-1} นั่นคอื ทุกจํานวนเต็มที่อยูในรูป  m + di  โดยที ่ 0 ≤  m ≤  d0+ 

d1+d2+…+di-1  สามารถเขียนไดในรูปของผลบวกของสมาชิกของเซตยอยของเซต  
{ d0, d1,d2,…,di } เพราะวา d i -1≤  d0+ d1+d2+…+di-1 ทําใหเราไดวา ทุกจํานวนเตม็ที่นอย
กวาหรือเทากบั d0+ d1+d2+…+di , i = 1,2,3…,k  สามารถเขียนในรูปผลบวกของสมาชิกของ
บางเซตยอย ของเซต{ d0,d1,d2,…,di-1} ได 
          ( → )  สมมติวามีจํานวนเต็ม i บางตัว ซ่ึง d i -1 > d1+d2+…+di-1  จะเห็นไดชัดวา Ω
ไมเปนลําดับกอกําเนิด ทั้งนี้เนื่องจาก d0+d1+d2+…+di-1+1 ไมสามารถเขียนในรูปผลบวกของ
บางเซตยอยของเซต  { d0,d1,d2,…,di} ได   
                                                                                                                                        
ทฤษฎีบท 1.4  ให   Ω = (n1,n2,…,nk)  เปนลําดับกอกําเนดิ และมีจํานวนเต็ม j โดยที่ 1≤  j ≤  k   

เพียงตวัเดยีวเทานั้น ซ่ึง n j - n 1−j = 1 จะไดวา มีจํานวนเต็ม p โดยที่  1≤  p ≤  k   และ  p≠ j 

ซ่ึงทําให   n p - n 1−p = 2  
 
พิสูจน   เนื่องจาก Ω  เปนลําดับกอกําเนิด โดย ทฤษฎีบท 1.3 ทําใหเราไดวา d i -1≤  

d1+d2+…+di-1  สําหรับทุก ๆ  i = 1,2,…,k  ดังนั้น d 2 -1 ≤  d 1  นั่นคือ  d 2 ≤  d 1 +1 และ
เพราะวา   d 1 = 1  ดังนั้น  d 2 ≤  1+1 = 2 และจากขอสมมติที่วามีเพยีง  j เทานั้นที่  n j - n 1−j = 1 
ดังนั้น d 2 = 2 นัน่คือ จะมีจํานวนเต็ม  p บางจํานวน  ซ่ึง  p≠ j และ 1≤  p ≤  k   

โดยที่  n p - n 1−p = 2                                                                             □ 
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ทฤษฎีบท 1.5  ให Ω = (n1,n2,…,nk)  เปนลําดับกอกําเนดิ จะไดวา  =Ω′  (n1,n2,…,nk ,n 1+k ) 

จะเปนลําดับกอกําเนิด ก็ตอเมื่อ  121 +≤+ kk nn  

 
พิสูจน      เพราะวา  Ω = (n1,n2,…,nk)  เปนลําดับกอกําเนดิ จะไดวา ลําดับ D  ที่สมนัยกับ  Ω  

คือ D ),...,,,( 210 kdddd=   

พิจารณา   =Ω′  (n1,n2,…,nk ,n 1+k )   ให  jkk dnn =−+1   
กรณีที่ 1  kj dd >  

สรางลําดับ  D'  ที่สมนัยกบั Ω′ดังนี้   D' ),,...,,( 10 jk dddd=   ดังนั้น โดยทฤษฎีบท 1.3  

ลําดับ Ω′  เปนลําดับกอกําเนิด ก็ตอเมื่อ  kkj nddddd =++++≤− ...1 210   
นั่นคือ  121 +≤+ kk nn  
กรณีที่ 2  kj dd ≤  

เราสรางลําดับ D' ที่สมนัยกบั Ω′  คือ D' ),...,,...,,( 10 kj dddd=  ดังนั้น โดยทฤษฎีบท 1.3 

ลําดับ Ω′  เปนลําดับกอกําเนิด เมื่อ 
kkkjj nddddddddddddd =++++≤++++≤++++≤− −− .........1 21012101210  

นั่นคือ  121 +≤+ kk nn                                                                                                              � 

 
ขอสังเกต 1.6  ให Ω = (n1,n2,…,nk)  เปนลําดับกอกําเนิด จะไดวา  สําหรับทุก ๆ  จํานวนเต็ม  in   
ซ่ึง ki nnn ≤≤1 และ ji nn ≠  ทุก kj ,...,2,1=  ทําให ลําดับ ),...,,...,( 1 ki nnn   เปนลําดับกอกาํเนิด
ดวย 
 
หมายเหต ุ ในบางครั้งการพิจารณาลําดับ (n1,n2,…,nk ,n 1+k ) เกดิความยุงยากเราจึงพจิารณาลําดับ 

),...,,...,( 1 ki nnn  แทน ซ่ึงจะทําใหความยุงยากนอยลง  เปนเหตใุหตองใช ทฤษฎีบท 1.5 และ 
ขอสังเกต 1.6 
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บทที่  2 

เคร่ืองตวงสากลทีม่ีฐานเปนรูปสามเหลี่ยม 
ในบทนี้เราทําการศึกษาเครื่องตวงสากลที่มฐีานเปนรูปสามเหลี่ยมซ่ึงมี 2 กรณ ีคือ ดานขางตั้งฉาก
กับฐานและดานขางไมตั้งฉากกับฐาน โดยในกรณีแรกเราใหเครื่องตวงมีพื้นที่ฐานเทากับ  k ตาราง
หนวย และเครือ่งตวงมีความสูงเทากับ h 1 , h 2 , h 3 หนวย  ตามลําดับ โดยที ่h 1 ≤  h 2 ≤  h 3  ดัง
รูปที่ 2.1 
 

                                      

h1
h2

h3

 
                                                   รูปที่ 2.1 
 
ทฤษฎีบท 2.1 ปริมาตรสูงสุดของเครื่องตวงสากลที่มีฐานเปนรูปสามเหลี่ยมโดยทีด่านขางตั้งฉาก
กับฐาน  คือ  41 ลูกบาศกหนวย 

พิสูจน   สําหรับขั้นตอนการพิสูจนเราจะแบงออกเปน 3 ขั้นตอน ดังนี ้
 ขั้นที่ 1 วิธีการตวงของเหลวและการคํานวณปริมาตรของของเหลว 

 เมื่อพิจารณาความเปนไปไดตาง ๆ ในการตวงของเหลวดวยเครื่องตวงโดยเงื่อนไขของการ
ตวง  จะไดวามีแบบตวงไดทั้งสิ้น 7 แบบตาง ๆ กัน ดังรูปที่ 2.2 

h1
h2

h3

   

h1
h2

h3

   

h1
h2

h3

   
             (a)                                         (b)                                       (c) 



 8

h1
h2

h3

     

h1
h2

h3

        

h1

h2

h3

 
 
              (d)                                       (e)                                           (f) 
 
 

                                        

h1
h2

h3

 
                          
                                                         (g) 
                                                     รูปที่ 2.2 
 
จากรูปขางตน เราจะคํานวณเห็นไดโดยงายวา ปริมาตรของของเหลวจากรูปที่ 2.2  ( a)   

รูปที่ 2.2 ( b) และ   รูปที่ 2.2  (c)  คือ   
3

,
3

,
3

321 khkhkh   ตามลําดับ  
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สําหรับของเหลวในรูปที่ 2.2   (d ),( e),( f ) และ (g) คํานวณไดตามขั้นตอนตอไปนี้ 
ขอสังเกต 2.2  พิจารณาการคํานวณปริมาตรของรูปทรงส่ีหนา ADEF   ตอไปนี้ 

                                     

A

B

C

D

E

F

h

 
                                                       รูปที่ 2.3 

พิจารณารูปทรงสี่หนา  ADEF  จะไดวา 
 ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา ADEF   = ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา ADEC  
         =    ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา ADCB   
         =       

3
kh  

  
ขอสังเกต 2.3  พิจารณาความสัมพันธระหวางปริมาตรของ ABCEF และปริมาตรของทรงสี่หนา 
ABCE     ตอไปนี ้
 

                                    
A

B

C
D

E

F

h

 
                                                       รูปที่ 2.4 
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จากรูปจะไดวา 
 ปริมาตรของปริซึม ABCEF   ÷    ปริมาตรของทรงสี่หนา ABCE    มีคาเทากับ 

      พื้นที่ของสี่เหล่ียมคางหมู  BCEF     ÷    พื้นที่ของสามเหลี่ยม  BCE  
 
 
 
ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 2.2 (d)  

                                               

A

B
C

D

E

F

h1
h2

h3

                  
จากขอสังเกต 2.3   ปริมาตรของปริซึม ABCFD   ÷    ปริมาตรของทรงสี่หนา ABCF   จะมีคา
เทากับ 

                    พื้นที่ของสี่เหล่ียมคางหมู  ACFD     ÷    พื้นที่ของสามเหลี่ยม  ACF  

                                                 ))((
2
1

32 CAhh +  ÷   ))((
2
1

2 CAh  

และเนื่องจาก ปริมาตรของทรงสี่หนา ABCF   จะมีคาเทากับ 
3

2kh   

ดังนั้น   ปริมาตรของปริซึม ABCFD   เทากับ  
3

)( 32 hhk +  ลูกบาศกหนวย 

ดวยวิธีการเดียวกัน สามารถคํานวณปริมาตรของเหลวในรูปที่ 2.2 (e) และรูปที่ 2.2(f )   ไดเทากบั  

3
)( 31 hhk +  ลูกบาศกหนวย และ 

3
)( 21 hhk +   ลูกบาศกหนวย  ตามลําดับ 
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ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 2.2 (g)  

                                                

A

B
C

D

E

F

h1
h2

h3

 
จะเห็นวา   
ปริมาตรของปริซึม ABCDEF   เทากับ ผลรวมของปริมาตรของปริซึม ABCFE   กับ ปริมาตร
ของทรงสี่หนา ADEF  

เนื่องจาก   ปริมาตรของปริซึม ABCFE    เทากับ  
3

)( 21 hhk +   ลูกบาศกหนวย   

จากขอสังเกต 2.2   ปริมาตรของทรงสี่หนา ADEF   เทากับ   
3

3kh   ลูกบาศกหนวย   

ดังนั้น   ปริมาตรของปริซึม ABCDEF   เทากับ  
3

)( 321 hhhk ++   ลูกบาศกหนวย   
 
 
จากปริมาตรตางๆ เราจะได 

3
)(

3
)(

3
)(

3
)(

333
321323121321 hhhkhhkhhkhhkkhkhkh ++

≤
+

≤
+

≤
+

≤≤≤   ……(1) 

หรือ 

3
)(

3
)(

3
)(

33
)(

33
321323132121 hhhkhhkhhkkhhhkkhkh ++

≤
+

≤
+

≤≤
+

≤≤   ……(2) 

  

 

 ขั้นที่ 2    จะพสูิจนวาปริมาตรของเครื่องตวงสากลไมเกิน 41 ลูกบาศกหนวย  

กรณี  (1)        
3

)(
3

)(
3

)(
3

)(
333

321323121321 hhhkhhkhhkhhkkhkhkh ++
≤

+
≤

+
≤

+
≤≤≤  

พิจารณาลําดับ 
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

1122332123121 khhhkhhkhhhkhhkhhkkh −−−+−−  
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สรางลําดับ T = (
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

1122332123121 khhhkhhkhhhkhhkhhkkh −−−+−− ) 

ให  a = 
3

1kh  , b = 
3

)( 12 hhk −  , c = 
3

)( 23 hhk −  และ d = 
3

)( 321 hhhk −+   

เราจะสังเกตวา d = a-c 

ให  C  แทนเซตของจํานวนที่สามารถเขียนเปนผลบวกของเทอมที่ตางกันในลําดับ T 
เนื่องจาก  a , b , c ปรากฏอยูสองเทอมในลําดับ T และ d ปรากฏอยูเพยีงเทอมเดยีวในลําดับ T  

สามารถเขียน 

 C {=  ai + bj + cs + dt  โดยที่  i , j , s ∈  { 0,1,2 } และ t ∈  {0,1}} 

ดังนั้นสมาชิกในเซต C ที่เปนไปไดทั้งหมดคือ   3 1233 −⋅⋅⋅  = 53 แตเนื่องจาก ความสัมพันธ    
d = a-c  จะไดวา   ai + bj + cs + dt  = ai + bj + cs + dt + a – c - d 

                  = a(i+1) + bj + c(s-1) + d(t-1) 
โดยที่  i ∈{0,1} , j ∈{0,1,2} , s ∈{1,2} ,  t = 1 

ดังนั้นจะตองมีสมาชิกอยางนอย  2 123 ⋅⋅⋅  = 12   ตัวของเซต C ซ่ึงมีผลบวกซํ้ากัน  
นั่นคือ C ≤  53 – 12  

นั่นคือสมาชิกในเซต C มีไดอยางมาก 41 ตัว ซ่ึงตามนิยามของ C เราจะไดวา ปริมาตรสูงสุดที ่
เครื่องตวง สามารถตวงไดอยางมากคือ 41 ลูกบาศกหนวย 
 
  

กรณี (2)      
3

)(
3

)(
3

)(
33

)(
33

321323132121 hhhkhhkhhkkhhhkkhkh ++
≤

+
≤

+
≤≤

+
≤≤  

พิจารณาลําดับ  
3

,
3

)(,
3

,
3

))((,
3

,
3

)(,
3

11212131121 khhhkkhhhhkkhhhkkh −+−−  

 ลําดับ T = (
3

,
3

)(,
3

,
3

))((,
3

,
3

)(,
3

11212131121 khhhkkhhhhkkhhhkkh −+−− )  

ให  a =
3

1kh  , b = 
3

)( 12 hhk −  และ c = 
3

))(( 213 hhhk +−   

จะเห็นวา a ปรากฏอยูส่ีเทอมในลําดับ T และ b ปรากฏอยูสองเทอมในลําดับ T และ c ปรากฏอยู
เพียงเทอมเดียวเทานัน้ในลําดับ T และดวยวิธีการเดียวกนักับกรณีที่ (1) 

ให   C {=  ai + bj + cs   โดยที่   i  ∈  {0,1,2,3,4} ,  j ∈  {0,1,2}  และ  s ∈  {0,1}} 

ทําใหเราไดวา  C  ≤  41291235 <=−⋅⋅  
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ขั้นที่ 3  เราจะพิสูจนวาเครื่องตวงสากลที่มปีริมาตร 41 ลูกบาศกหนวยนั้นมีจริง 
พิจารณากรณี (1)  

เรามี  T = (
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

1122332123121 khhhkhhkhhhkhhkhhkkh −−−+−− )  

จากเงื่อนไข  h 3 ≤  h 1 + h 2  และความจริงที่วา  h 1 + h 2 ≤  h 1 + h 3   
สรางลําดับไมลด  D = ( d1 , d2 ,…, d7 )  โดยที่  d i ≤  d 1+i  , i = 1,2,3,…,7 ไดทั้งหมด 8 แบบ 

ดังนี ้
)

3
,

3
,

3
)(,

3
)(,

3
)(,

3
)(,

3
)(( 1132123231212 khkhhhhkhhkhhkhhkhhk −+−−−−            ……(1) 

)
3

,
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(( 1123233211212 khkhhhkhhkhhhkhhkhhk −−−+−−            ……(2) 

)
3

,
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(( 1112123212323 khkhhhkhhkhhhkhhkhhk −−−+−−            …....(3) 

)
3

,
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(( 1132112122323 khkhhhhkhhkhhkhhkhhk −+−−−−            ..…..(4) 

)
3

,
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(( 1112122323321 khkhhhkhhkhhkhhkhhhk −−−−−+            ……(5) 

)
3

,
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(( 1123231212321 khkhhhkhhkhhkhhkhhhk −−−−−+            ……(6) 

)
3

)(,
3

)(,
3

,
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(( 1212112323321 hhkhhkkhkhhhkhhkhhhk −−−−−+            ……(7) 

)
3

)(,
3

)(,
3

,
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(( 1212113212323 hhkhhkkhkhhhhkhhkhhk −−−+−−           …….(8)

  
 
พิจารณาลําดับ  (1)  
           )

3
,

3
,

3
)(,

3
)(,

3
)(,

3
)(,

3
)(( 1132123231212 khkhhhhkhhkhhkhhkhhk −+−−−−  

เราจะไดวา 
 d 1 = d 2 = 

3
)( 12 hhk −  

 d 3 = d 4 = 
3

)( 23 hhk −  

            d 5 = 
3

)( 321 hhhk −+  

 d 6 = d 7 = 
3

1kh  

 

โดยทฤษฎีบท 1.3 และความจริงที่วา  
3

)( 321 hhhk ++  = 41 เราสามารถคํานวณคาของ 

  h 1 , h 2 , h 3  ดังนี ้
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จาก d1 = 1 ดงันั้น 
3

)( 12 hhk −  = 1 และ d3-1 ≤  d1+d2 = 3 ดังนั้น 
3

)( 23 hhk −
≤  3 จากนั้นแทน

ความสัมพันธเหลานี้ลงในสมการ   
3

)( 321 hhhk ++ = 41 เราก็จะไดวา h1 = 
k
312× , h2 = 13

k
3

×  

และ h3 = 16
k
3

×  

ดังนั้นเราจะไดเครื่องตวงสากลที่มีฐานเปนรูปสามเหลี่ยมพื้นที่ฐาน 3 ตารางหนวย และ 

ความสูง  h1 = 12 หนวย  h2 = 13 หนวย   และ   h3 = 16 หนวย 
 
พิจารณาลําดับ (8)  

           )
3

)(,
3

)(,
3

,
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(( 1212113212323 hhkhhkkhkhhhhkhhkhhk −−−+−−  

เราจะไดวา 
 d 1 = d 2 = 

3
)( 23 hhk −  

 d3 = 
3

)( 321 hhhk −+  

 d4 = d5 = 
3

1kh  

 d6 = d7 = 
3

)( 12 hhk −  

ในทํานองเดียวกัน  เราจะสามารถคํานวณไดวา   h1 = 4
k
3

× , h2 = 18
k
3

×  และ   h3 = 19
k
3

×  

ดังนั้นเราจะไดเครื่องตวงสากลที่มีฐานเปนรูปสามเหลี่ยมพื้นที่ฐาน 3 ตารางหนวย  
และความสูง  h1 = 4 หนวย  h2 = 18 หนวย   และ   h3 = 19 หนวย 

และเมื่อพิจารณาลําดับ  (2)-(6) เราจะพบขอขัดแยงดังตวัอยางตอไปนี ้
เชน พิจารณาลําดับ (3)    
           )

3
,

3
,

3
)(,

3
)(,

3
)(,

3
)(,

3
)(( 1112123212323 khkhhhkhhkhhhkhhkhhk −−−+−−  

เราจะไดวา 
 d 1 = d 2 = 

3
)( 23 hhk −  

            d3 = 
3

)( 321 hhhk −+  

 d4 = d5 = 
3

)( 12 hhk −  

 d 6 = d 7 = 
3

1kh  

โดยทฤษฎีบท 1.3 และ 
3

)( 321 hhhk ++  = 41   เนื่องจาก  d 1 = 1 ดังนั้น d2= 1 
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นั่นคือ 
3

)( 23 hhk − = 1 

เนื่องจาก d3 ≤  d1 + d2 +1 = 3  นั่นคือ  
3

)( 321 hhhk −+  ≤  3 หรือ  h 1 + h 2 ≤  h 3 + 3
k
3

×   

เนื่องจาก d4 ≤  d1+ d2 + d3 +1 = 
3

)( 321 hhhk −+ +3 นั่นคือ h 2 - h 1 ≤  h 1 + h 2 - h 3 +3
k
3

×    

เพราะฉะนั้น  h 3 - 2h 1 ≤  3
k
3

×   

เนื่องจาก  d 6 ≤  d1+ d2+ d3+ d4+ d5 +1 

ดังนั้น  
3

1kh  ≤   1+1+
3

)( 321 hhhk −+  +
3

)(2 12 hhk − +1 

เพราะฉะนั้น 2h 1 + h 3 - 3h 2  ≤   3
k
3

×  

เนื่องจาก   h 3 - h 2 = 
k
3  และ h 1 + h 2 ≤   h 3 + 3

k
3

×   ทําใหเราไดวา คาของ  h 1 k
34×≤   

เนื่องจาก   h 3 - 2h 1 ≤  3 และ h 1 k
34×≤   เราจะไดวา  h 3 k

311×≤  

และเนื่องจาก  h 3 - h 2 = 
k
3   ดังนั้น h 2 k

310×≤  

เนื่องจากวา 
3

)( 321 hhhk ++
≤   max( 

3
1kh ) + max(

3
2kh ) + max(

3
3kh ) = 4 + 10 + 11 = 25  

จึงขอขัดแยงกบัความจริงที่วา  
3

)( 321 hhhk ++ = 41    
 
  
 
 
ดังนั้นโดยขั้นตอนการพิสูจนทั้ง 3 ขั้นตอน ทําใหเราไดเครื่องตวงสากลที่มีฐานเปนรปูสามเหลี่ยม 
มีปริมาตรสูงสุดคือ 41 ลูกบาศกหนวย และ ยิ่งไปกวาเราไดเครื่องตวงสากลที่มีฐานเปนรูป
สามเหลี่ยมพืน้ที่ฐาน 3 ตารางหนวยปริมาตร 41 ลูกบาศกหนวย ได 2 แบบ คือแบบที่มีความสูง
ของ h 1 , h 2 , h 3 เปน 12,13,16 ตามลําดับ และแบบที่มีความสูงของ   h 1 , h 2 , h 3  เปน 4,18,19 

ตามลําดับ                                                               □ 
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ทฤษฎีบท 3.4 ให  M คือภาชนะตวงวดัทีม่ีฐานเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผาและพื้นทีฐ่านทากับ 6 ตาราง
หนวย ความสงูเทากับ 4321 ,,, hhhh หนวย โดยที่ 3241 hhhh +≥+    และดานขางตั้งฉากกับฐาน 
สามารถใชภาชนะ M ตวงวดัปริมาตรไดอยางนอย 

h 1 , 3h 1 , 6h 1 , h 2 ,3h 2 , 3(h 1 +h 2 ),  h 3 , 3h 3 , 3(h 1 +h 3 ), 3(h 2 +h 3 ), h 4  ลูกบาศกหนวย 

เราจะไมพิสูจนทฤษฎีบทนี้เพราะการคํานวณสามารถทําไดดวยวิธีการเดียวกันกับทฤษฎีบท 3.6 

ซ่ึงไดแสดงไวอยางละเอียดโดยจะไดกลาวตอไป    
ในกรณีนี้เราไดอนุโลมเงื่อนไขที่ไมมีความสําคัญบางกรณี นั่นคือ กรณีที่ใชภาชนะตวงวดั

ตวงของเหลวปริมาตร 16h ลูกบาศกหนวย  จะเห็นวา ระนาบของของเหลวไมผานจุดมุมสามจุด 

เพราะเราตั้งภาชนะตวงวดัตรง ๆ   ระนาบนีจ้ะผานเฉพาะ a* เทานั้น   ซ่ึงในบทที่ 2 เรามิได
กลาวถึง  แตในกรณนีี้  คาตาง ๆ ที่ไดจากการคํานวณมบีางคาหางกันเกินไป ทําใหผลที่ไดไมเปนที่
นาพอใจ  เราจงึเพิ่มการตวงนี้เชนนีด้วย(เฉพาะกรณีที่ภาชนะตวงวดัมฐีานเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผา
เทานั้น)                                                                                                                             
 
ทฤษฎีบท 3.5 [1]  มีเครื่องตวงสากล  M  ที่มีฐานเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผาความจุอยางนอย  691 

ลูกบาศกหนวย 
 
พิสูจน   ทีมงานวิจยัของ Professor Jin Akiyama โดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอรคํานวณ คาของ   
h1 , h2 , h3, h4  โดยที่  11

4321 21 ≤≤≤≤≤ hhhh   เราไดคาความสูง 2 ชุดที่ใหปริมาตรสูงสุด
ดังนี้  
ชุดที่  1 ไดวา   h 1 = 1 หนวย    h 2 = 32   หนวย    h 3 = 83   หนวย   h 4 =  691  หนวย    และ  
ชุดที่ 2 ไดวา   h 1 = 2 หนวย    h 2 = 64   หนวย    h 3 = 166   หนวย   h 4 =  691  หนวย    
เมื่อแทนคาความสูงของชุดที่ 1 เราคํานวณปริมาตรตาง ๆ ในทฤษฎีบท 3.4 ไดดังนี ้
1 , 3 , 6 , 32 , 96 , 99 , 83 , 249 , 252 , 345 , 691    ตามลําดับ 

 พิจารณาลําดบัไมลด =Ω  (1 , 3 , 6 , 32 , 83 , 96 , 99 , 249 , 252 , 345 , 691)  
จะได ลําดับ D ที่สมนัยกับ Ω คือ 
D = (0 , 1 , 2 , 3 , 3 , 3 , 13 , 26 , 51 , 93 , 150 , 346)  
โดยใชทฤษฎบีท 1.3 จะไดวาลําดับ D นี้ เปนลําดับกอกาํเนิด    
เมื่อแทนคาความสูงของชุดที่ 2 ในทฤษฎีบท 3.4  จะได 
2 , 6 , 12 , 64 , 192 , 198 , 166 , 498 , 504 , 690 , 691 ตามลําดับ  
ในทํานองเดียวกัน  พิจารณาลําดับไมลด =Ω  (2 , 6 , 12 , 64 , 166 , 192 , 198 , 498 , 504 , 

690 , 691) เราไดลําดับ D = (0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 6 , 6 , 26 , 52 , 102 , 186 , 300)  และใช
ทฤษฎีบท 1.3 จะไดวาลําดับ Ω  นี้ เปนลําดับกอกําเนดิ    
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โดยนยิามดังนัน้ เราไดเครื่องตวงสากล M ที่มีฐานเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผาความจุ  691 ลูกบาศก
หนวย                                                                                                                            □ 

ทฤษฎีบท 3.6 [2] ภาชนะตวงวดัที่มีฐานเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผา พื้นที่ฐาน 6 ตารางหนวย ความสงู
เปน 4321 ,,, hhhh หนวย โดยท่ี 4321 hhhh ≤≤≤    และดานขางตั้งฉากกับฐาน สามารถใชตวงวดั
ปริมาตรไดดังตอไปนี ้
(1)  ภาชนะตวงวดัแบบที่ 1 เราจะแบงเปนสองกรณีดังนี้ 

กรณีที่ 1  314 hhh +>  

41312143423313214321 ,,,,),(3,3,3,3,,,, vvvvvhhhhhhhhh +  

กรณีที่ 2     314 hhh +≤  
121434233143214321 ,,,),(3,3,3,3,3,,,, vvvvhhhhhhhhhh +  

(2)  ภาชนะตวงวดัแบบที่ 2 เราจะแบงเปนสามกรณีดังนี้ 
 กรณีที่ 1  324 hhh +>  

 43234241213323214321 ,,,,),(3,3,3,3,,,, vvvvvhhhhhhhhh +  
 กรณีที่ 2  324132 hhhhhh +≤<−+  

 342412133243214321 ,,,),(3,3,3,3,3,,,, vvvvhhhhhhhhhh +  
กรณีที่ 3   1324 hhhh −+≤  

342412134143214321 ,,,),(3,3,3,3,3,,,, vvvvhhhhhhhhhh +  
(3)   ภาชนะตวงวดัแบบที่ 3 เราจะแบงเปนสามกรณีดังนี้ 
 กรณีที่ 1 213 hhh +>  

 3124122423141321214321 ,,,,,),(3,3,3,,,, vvvvvvhhhhhhhh +  
 กรณีที่ 2  4213 hhhh <+≤  

 41224231413213214321 ,,,,),(3,3,3,3,,,, vvvvvhhhhhhhhh +  
 กรณีที่ 3  214 hhh +≤  

 242314132143214321 ,,,),(3,3,3,3,3,,,, vvvvhhhhhhhhhh +  

โดยที่    
j

i
jiij h

hhhv
2

++=     และ   
))((

333

kiji

kji
ijk hhhh

hhh
v

−−
−−

=  

 
พิสูจน   เราแสดงการคํานวณอยางละเอียดเฉพาะกรณีที ่2 เทานั้น เนื่องจากในกรณีอ่ืน ๆ สามารถ
แสดงไดในทํานองเดียวกนั แตจะแสดงรูปภาพของการตวงของเหลวดวยภาชนะแตละแบบใหดูทกุ
กรณ ี
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จากรูป และขอสังเกต 3.3 จะไดปริมาตรของเหลวเทากบั   *)(1
3

4

3

3

4

2 opddV
h
h

h
h

×































+








−  

และเนื่องจาก    
244

6
hhh

od
−

=     และ  
344

6
hhh

pd
−

=          จะไดวา    

))((
66

6
1

2
1

3
1*)(

3424

3
4

34

4

24

4
4 hhhh

h
hh

h
hh

hhpdodopddV
−−

=
−

×
−

×=××××=  
                  

ดังนั้นปริมาตรของเหลวในรูปที่ 3.8 เทากับ 
))((

1
3424

3
4

3

4

3

3

4

2

hhhh
h

h
h

h
h

−−
×
































+








−  

จัดรูปใหม จะได  
))(())((

1
3424

3
3

3
2

3
4

3424

3
4

3

4

3

3

4

2

hhhh
hhh

hhhh
h

h
h

h
h

−−
−−

=
−−

×































+








−         

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



















































 56

บทที่ 4 

เคร่ืองตวงกึ่งสากลทีม่ีฐานเปนรูปหาเหลีย่มแบบพิเศษ 
พิจารณาภาชนะที่มีฐานเปนรูปหาเหลี่ยมปกติ โดยทีด่านขางตั้งฉากกับฐาน ดังรูป 

                                                                          
ให  v1 และ  v2  แทน ปริมาตรของเหลวในภาชนะ ดังรูป 

                                    
v1

                                    

v2

 
 

                          
xx

h

                   
 

จากการคํานวณ  v1 เทากับ    hx ××× ))
5

3sin(
2
1(

3
1 2 π  

                        hx ××= ))
10

cos((
6
1 2 π  

และ          v2    เทากับ   )(
2
1))

10
sin(

2
1

3
1(2 xzhhzx ×+××××

π  
                                      = hxxhxx ×××+××× )

10
cos(

2
1])

10
cos()

10
sin(

3
1[ πππ  

                         
















+=
2
1

3

)
10

sin(
)

10
cos(2

π
πhx  

ดังนั้น อัตราสวนระหวาง v2 ตอ v1 2
553)

4
15(23)

10
sin(2 +

=+
−

=+=
π                   
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ทําให  v1 หรือ  v2   ไมเปนจํานวนเต็ม  ดงันั้นเราไมสามารถสรางเครื่องตวงสากลในกรณนีี้ได 
เราจึงสรางภาชนะตวงวดัทีม่ีฐานเปนรูปหาเหลี่ยมแบบพิเศษ โดยแนะนําบทนยิามของเครื่องตวงกึ่ง
สากล  และพสูิจนวามีเครื่องตวงกึ่งสากลที่มีฐานเปนรูปหาเหลี่ยมแบบพิเศษที่เราสรางขึ้นนี้  
  กําหนด S เปนสี่เหล่ียมจัตุรัสความยาวดาน ๆ ละ d หนวย 
 ให  M เปน ภาชนะที่มีฐานเปนรูปหาเหลีย่ม ซ่ึงเกิดจากการตัดมุม ๆ หนึ่งของ  S  ออกเปน
รูปสามเหลี่ยมหนาจัว่มุมฉาก ความยาวดานประกอบมุมฉากคือ x หนวย และใหความสูงของ
ภาชนะ M  คือ  h  หนวย ดงัรูป 4.1 
 

             
dd

x x

                
dd

e e

hh

h

x x

             
                                                      รูปที่ 4.1 

  ฐานของภาชนะ M มีฐานเทากันสองคู  คูหนึ่งยาว d หนวย อีกคูหนึง่ยาว d-x = e หนวย 
 
เพื่อความสะดวก เราแทน ภาชนะ M ดวย ภาชนะ M ),,( hed หมายถึง ภาชนะที่ฐานมีความยาว d 

หนวย จํานวน  2 ดาน ความยาว e หนวยจาํนวน 2 ดานและภาชนะมีความสูง h หนวย 
 
ทฤษฎีบท 4.1 ภาชนะ M ),,( hed  สามารถตวงของเหลวไดปริมาตรดังตอไปนี ้
  V1 = 

6
)( edeh −    

V2 = 
6

edh  

  V3 = 
6

2hd     

V4 =  
3

edh  + 
)(3

2

ed
dhe
+

 + 
6

)( 22 edh −  

  V5 = 
2

edh  - 
3

2he    

V6 = 
)(3

2

ed
hed
+

 + 
3

edh  + 
3

)( 22 edh −  
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  V7 = 
2

2hd  - 
d

edeh
6

)( 2−  - 
3

)( 2edh −  

  V8 = 
2

2hd  - 
d

edh
6

)( 3−   

  V9 = 
6

2hd  + 
6

2he  + 
6

edh  

  V10= 
2

)( edeh −  + 
6

)( 2edh −  

  V11= 
2

edh  

  V12= 
6

2hd  )1(
6

)(
2

22

+
−−

+
d

ededeh  

  V13= 
2

2hd  + edh - 
2

2he  

พิสูจน   เราจะพิจารณารูปการตวงของภาชนะในแบบตาง ๆ พรอมทั้งคํานวณปริมาตรของเหลว 

ตามลําดับดังนี ้

A
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CD
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F

G

HM

N

         A

B

CD

E

F

G

HM

N

   
                     รูปที่ 4.2                                                   รูปที่ 4.3 
 
 
ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.2 มีคาเทากับ ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา DECM  

เนื่องจากปริมาตรของรูปทรงสี่หนา DECM  =   ×
3
1 ( พื้นที่ฐานของสามเหลี่ยม DEC ) h×    

                                             =   hDCDE ××××× ))
4

3sin(
2
1(

3
1 π  

                                             =   hede ××−×××
2
2)(2

2
1

3
1   

                                                                    =    
6

)( edeh −   =    V1 
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ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.3 มีคาเทากับ ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา DEAN 

 ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา DEAN  =   ×
3
1 ( พื้นที่ฐานของสามเหลี่ยม DEA ) h×    

         =   hEADE ×××× )
2
1(

3
1  

                                     =   hde ××××
2
1

3
1  

                                                          =   
6

edh
  =     V2 
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รูปที่ 4.4 

ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.4 มีคาเทากับ ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา AEFB 

ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา AEFB  =   ×
3
1 ( พื้นที่ฐานของสามเหลี่ยม ABE ) h×    

                                   =   hABAE ×××× )
2
1(

3
1  

       =   hdd ××××
2
1

3
1  

       =   
6

2hd   =   V3 
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รูปที่ 4.5 

ให Q และ P เปนจุดบนดาน EN และ BG ตามลําดับ ซ่ึงระนาบของของเหลวผาน 
จากรูปที่ 4.5  เมื่อลากเสนตรง DA และ เสนตรง CA    ทําใหได รูปทรงพีระมิด 3 รูป คือ  พีระมิด 
AEQFD  พีระมิด   ABPFC และพีระมิด  ACDF  

ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.5 มีคาเทากับ ผลรวมของปริมาตรของรูปทรงพีระมิดทั้งสาม   

จะเห็นวา  ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด AEQFD  เทากับ  ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด ABPFC  
 
 
 

ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด  ABPFC   BCABBPAF ××+××= ))(
2
1(

3
1  

                                  deBPh )(
6
1

+×=  

การหาความยาวของดาน BP ลากเสนตรงจากจุด Q ไปตั้งฉากกับกับเสนตรง AF  ที่จุด O  ดังรูป 
จะได สามเหลีย่ม  QOF คลายกับสามเหลีย่ม  CBP ดั้งนั้น 

                                              
CB
BP

QO
OF

=   นั่นคือ  
ed

ehBP
+

=  

จะไดปริมาตรของรูปทรงพีระมิด  ABPFC   )(
6
1

ed
ehhde
+

+=  

ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด  ACDF  (
3
1
×= พื้นที่สามเหลี่ยม ACD AF×)  

พื้นที่สามเหลีย่ม ACD คํานวณไดดังนี้  ลากเสนตรงจากจุด A ไปตั้งฉากกับเสนตรง DC ที่จุด K 

A

D CK
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เนื่องจาก 22 edADAC +==  และ  )(2 edDC −=   และ  )(
2
2 edKC −=  

พื้นที่สามเหลีย่ม ACD AKDC ××=
2
1     22 )()()(2

2
1 KCACed −×−×=  

      )(
2
1 22 ed −=  

ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด  ACDF  =  )(
6
1 22 edh −  

จะไดปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.5 เทากบั  +
+

+× )(
6
12

ed
ehhde )(

6
1 22 edh −     

                                                                      =    
3

edh  + 
)(3

2

ed
dhe
+

 + 
6

)( 22 edh −   

                                                             =    V4 
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รูปที่ 4.6 

ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.6 มีคาเทากับ  ปริมาตรของรูปทรงหาหนา BCDEHM  

ให O เปนจดุกึ่งกลางของดาน BE ลากเสนตรง OD เสนตรง OC เสนตรง OM  และเสนตรง OH 

ทําใหได  รูปทรงพีระมิด  3 รูป คือ พีระมิด ODEM พีระมิด OCBH และ พีระมดิ OCDMH 

ปริมาตรของรูปทรงหาหนา BCDEHM  เทากับผลรวมของปริมาตรของรูปทรงพีระมิดทั้งสาม 

จะเห็นวา  ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด ODEM  เทากับ  ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด OCBH 

ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด ODEM  (
3
1
×= พื้นที่สามเหลี่ยม ODE h×)   

                                   hed ××××=
22

2
2
1

3
1  

                                   edh
12
1

=  
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ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด  OCDMH  heed ××−×= )(
3
1  

                                      heedh 2

3
1

3
1

−=  

ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงหาหนา BCDEHM  เทากับ  +edh
12
1

+edh
12
1 heedh 2

3
1

3
1

−  

                                                                                      =  
2

edh  - 
3

2he  

                                                                                      =   V5 
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                          รูปที่ 4.7(a)                                                 รูปที่ 4.7(b) 

ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.7 มีคาเทากับ  ปริมาตรของรูปทรงเจ็ดหนา  ABCDEPHMQ 

ลากเสนตรง  AD เสนตรง AC เสนตรง AM และเสนตรง AH  ดังรูปที่4.7(a)  ทําใหเกิด 

รูปทรงพีระมิด  3 รูป คือ  พีระมิด DMQEA  พีระมิด DMHCA  และ พีระมิด CHPBA  

ปริมาตรของรูปทรงเจ็ดหนา ABCDEPHMQ เทากับผลรวมของปริมาตรของรูปทรงพีระมิดทั้ง
สาม   เราจะเหน็วา   ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด DMQEA เทากับ ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด 

CHPBA   และเพราะวา   
ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด DMQEA AEDEDMEQ ××+××= ))(

2
1(

3
1   

                                                             dehEQ ××+××= ))(
2
1(

3
1  

การหาความยาวของดาน EQ ลากเสนตรงจากจุด P ไปตั้งฉากกับกับเสนตรง CH  ที่จุด R  

ดังรูปที่ 4.7(b) จะได  สามเหลี่ยม  QAE คลายกับสามเหลี่ยม  HPR ดั้งนั้น 

                                              
RP
RH

EA
EQ

=   นั่นคือ  
ed

dhEQ
+

=  

พิจารณาปริมาตรของรูปทรงพีระมิด DMHCA  
เนื่องจากเราสามารถคํานวณระยะหางระหวางจุด A กับเสนตรง DC ไดเทากับ 

2
ed +   
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                        รูปที่ 4.10                                                      รูปที่ 4.11 
 
พิจารณารูปที่ 4.10  ลากเสนตรง DA และเสนตรง DF เราจะได ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.10 

เทากับ ผลบวกของปริมาตรของรูปทรงสี่หนา ABDF และ ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด AFPED 

ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา ABDF เทากับ 
23

1 2hd
×  และ ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด AFPED 

เทากับ  
66

))(
2
1(

3
1 2 edhheDEAFPE +=×+××  

ดังนั้น ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.10 เทากับ  
666

22 edhhehd
++    =    V9 

 
พิจารณารูปที่ 4.11  ให O เปนจุดกึ่งกลางของเสนตรง PD  ลากเสนตรง OH และเสนตรง OC  จะ
ได ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.11 เทากบั ผลบวกของปริมาตรของรูปทรงสี่หนา ODCH และ
ปริมาตรของรูปทรงหาหนา OCBPHG  

ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา ODCH   เทากับ   
6

)())(
2
1(

3
1 2

2 edhhed −
=×−××  

ปริมาตรของรูปทรงหาหนา OCBPHG  เทากับ  
2

)()(
2
1 edehheed −

=××−×  

ดังนั้น ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.11 เทากับ  
6

)(
2

)( 2edhedeh −
+

−   =    V10 
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                                  รูปที่ 4.12                                                           รูปที่ 4.13 

ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.12 สามารถคํานวณไดเทากบั  
22

1 edhhBCAB =×××   =    V11 

ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.13 เทากับ  
22

22 heedhhd
−+  =    V13 
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รูปที่ 4.14 

จากรูปที่ 4.14  ให P เปนจุดบนดาน CH ซ่ึงระนาบของของเหลวผาน ลากเสนตรง BD เสนตรง 
DG  และลากเสนตรง ED และเสนตรง BC พบกันที่ จุด R   ดังนั้นปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.14 

เทากับผลบวกของปริมาตรของรูปทรงพีระมิด BCPGD และ ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา ADBG  
ดวยวิธีคํานวณเดยีวกับกรณีอ่ืนๆ ที่แลวมา สามารถคํานวณปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.14 ได 

เทากับ   )1(
6

)(
6 2

222

+
−−

+
d

ededehhd  =    V12 

 
หมายเหต ุ วิธีที่ทําใหไดปริมาตรของเหลวที่แตกตางกนั จากการตวงของเหลวดวยภาชนะ 

M(d,e,h) เทากับ 13 วิธี 
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บทนิยาม 4.2 เครื่องตวงกึ่งสากลขนาด  v ลูกบาศกหนวย ( semi – v  universal measuring 

devices) คือ เครื่องตวงไรมาตรวัด แตสามารถตวงของเหลวไดทกุ ๆ ปริมาตร ตั้งแต 1 ลูกบาศก
หนวย จนถึง v ลูกบาศกหนวย  สําหรับ v ใด ๆ ที่เปนจํานวนเต็มบวก และ v ไมจําเปนตองเปน
ความจุเต็มที่ของเครื่องตวง 
 
ตัวอยาง  จากทฤษฎีบท 4.1  ภาชนะ M(4,1,6)  สามารถตวงของเหลวไดปริมาตรทีเ่ปนจํานวนเตม็
ดังนี้  V1 =  3 ลูกบาศกหนวย V2 = 4 ลูกบาศกหนวย V5 = 10 ลูกบาศกหนวย V11 = 12 ลูกบาศก
หนวย  V3 = 16 ลูกบาศกหนวย V10 = 18 ลูกบาศกหนวย V9 =  21 ลูกบาศกหนวย และ  

V13 = 69 ลูกบาศกหนวย   เนื่องจาก (3 , 4 , 10 , 12 , 16 , 18 , 21 , 69)ไมเปนลําดับกอกําเนิด   
ดังนั้นภาชนะ M นี้ไมสามารถตวงปริมาตรของเหลวไดทกุคาที่เปนจํานวนเต็มตั้งแต 1 ลูกบาศก
หนวยจนถึง 69 ลูกบาศกหนวย  
เราจึงพิจารณา (3 , 4 , 10 , 12 , 16 , 18 , 21) ซ่ึงเปนลําดับกอกําเนิด ดังนั้น เราสามารถใชภาชนะ
M(4,1,6)  ตวงปริมาตรของเหลวไดทกุคาที่เปนจํานวนเต็มตั้งแต  1 ลูกบาศกหนวยจนถึง 21 

ลูกบาศกหนวย   ทําใหภาชนะ M(4,1,6)  เปน เครื่องตวงกึ่งสากลขนาด 21 ลูกบาศกหนวย      � 
 
ตอไปเราหาปริมาตรสูงสุดที่ภาชนะ M(d,e,h) สามารถตวงได และทาํใหภาชนะ M เปนเครื่องตวง
กึ่งสากลดวย 
 
ทฤษฎีบท 4.3  จะมีเครื่องตวงกึ่งสากล M(d,e,h) ขนาด 7 ลูกบาศกหนวย 13 ลูกบาศกหนวย 19 

ลูกบาศกหนวย 21 ลูกบาศกหนวย 31 ลูกบาศกหนวย 37 ลูกบาศกหนวย และ 43 ลูกบาศกหนวย 
 
พิสูจน  จากฐานของภาชนะ M(d,e,h) จะไดวา e = dλ   ซ่ึง 0 < 1<λ  และจาก ทฤษฎีบท 4.1 
จะไดวา 

  V1 = 
6

)1(2 λλ −hd    

V2 = 
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2 λhd  
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λ
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+

+
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+

+
hd   
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  V7 = ))1)(2(3(
6

2
2

λλ −+−
hd   

  V8 = ))1(3(
6

3
2

λ−−
hd   

  V9 = )1(
6

2
2

λλ ++
hd    

  V10= ))1()1(3(
6

2
2

λλλ −+−
hd  

  V11= )3(
6

2

λhd  

  V12= ))2)(1(1(
6

2
2

λλλ −−+
hd  

  V13= )363(
6

2
2

λλ −+
hd  

 

เราจะเห็นทุกคาปริมาตร มีพจนรวมคือ 
6

2hd   เนื่องจากเราตองการใหปริมาตรตางๆ เปนจํานวน

เต็ม แตหากวา λ  เปนจํานวนอตรรกยะ จึงเปนการยากหรือแทบจะเปนไปไมไดที่จะทาํใหคา
ปริมาตรตางๆ เปนจํานวนเตม็ เชน เมื่อ λ  เปนจํานวนอตรรกยะ จะไดวา 21 λλ ++  ตองเปน

จํานวนอตรรกยะดวย ดังนัน้ พิจารณา  V9 = )1(
6

2
2

λλ ++
hd   นั่นคือ 

6

2hd  ตองเปนจํานวน 

อตรรกยะ ทําให V3 = 
6

2hd  เปนจาํนวนอตรรกยะดวย  ซ่ึงเราไมตองการผลเชนนี ้ 

ดังนั้น เราพจิารณาเฉพาะคา λ  ที่เปนจํานวนตรรกยะ 

เนื่องจาก V13 เปนความจเุตม็ที่ของเครื่องตวง  M(d,e,h)  และ V13 มีคามากกวา  
คาปริมาตรอื่น ๆ อยางมาก ทาํใหลําดับของปริมาตรไมเปนลําดับกอกําเนิด  จึงทําใหเครื่องตวง  
M(d,e,h) ไมเปนเครื่องตวงสากล     
โดยอาศัยทฤษฎีบท 1.5 และขอสังเกต 1.6 เราจะพจิารณาเฉพาะพหุนามของ  λ  ที่มีดีกรี 1 และ 2  
ยกเวน V13 
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สรางกราฟพหนุามของ λ  ที่มีดีกรี 1 และ 2 ดังรูปที่ 4.15   

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนพหุนามของ λ  

v1

v2

v5

v11

v3

v10

v9

 
         
               รูป 4.15 แสดงกราฟพหุนามของλ  ที่มีดีกรี 1 และ 2 

 
จากการคํานวณเราไดชวงของ λ และคาปริมาตรที่สมนัยกันเรียงจากนอยไปมาก ดังตารางตอไปนี ้
 
ชวงของ λ  คาปริมาตรเรียงจากนอยไปมาก 

(0, )
3
1   

V1 ≤  V2 ≤  V5 ≤  V11 ≤  V3 ≤  V10 ≤  V9 

[ ]
2

31,
3
1 +−  

V1 ≤  V2 ≤  V5 ≤  V3 ≤  V11 ≤  V10 ≤V9 

( )
2
1,

2
31+−  

V1 ≤  V2 ≤  V5 ≤  V3 ≤  V10 ≤  V11 ≤V9 

[ ]
2
2,

2
1  

V1 ≤  V2 ≤  V10 ≤  V3 ≤  V5 ≤  V11 ≤V9 

( )1,
2
2  

V1 ≤  V10 ≤  V2 ≤  V3 ≤  V5 ≤  V11 ≤V9 

ตารางที่  4.1 แสดงชวงของ λ และคาปริมาตรที่สมนัยกันเรียงจากนอยไปมาก 
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กรณีที่ 1 ∈λ (0, )
3
1  เราจะแสดงวา มีเครื่องตวงกึ่งสากล M ขนาด 21 ลูกบาศกหนวย 31 ลูกบาศก

หนวยหรือ 43 ลูกบาศกหนวย   

พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี ้

 V1 – V0 = 
6

)1(2 λλ −hd  

 V2 – V1 = 
6

22 λhd  

 V5 – V2 = 
6

)1(22 λλ −hd  

 V11 – V5 = 
6
2 22 λhd  

 V3 – V11 = 
6

)31(2 λ−hd  

 V10 – V3 = 
6

)21(2 λλ −hd  

 V9 – V10 = 
6
3 22 λhd  

 

สังเกตวาผลตางเหลานี้มี   
6

2hd  เปนตัวรวม เราตองการใหผลตางเหลานี้เปนจาํนวนเต็มบวก

ทั้งหมด  สรางเซต D = { }3),21(,31,2),1(2,),1( 222 λλλλλλλλλλ −−−−  และให  
H = {( i)2λλ −  + ( j)2λ + (2 k)2 2λλ −  + (2 l)2λ  + (1-3 m)λ  + ( n)2 2λλ −  + (3 p)2λ  

โดยที่ i ,j ,k ,l ,m ,n ,p ∈  {0,1} และ i ,j ,k ,l ,m ,n ,p ไมเปนศูนยพรอมกัน } 

ดังนั้น H  = 2 7 - 1 = 127  
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พิจารณาเซต D = { }3),21(,31,2),1(2,),1( 222 λλλλλλλλλλ −−−−  จากกราฟ ( รูปที่ 4.16) 

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนพหุนามของ λ  
 

λ2 1-3λ

 
                             รูปที่ 4.16 แสดงกราฟพหุนามของ λ ในเซต D 

จากรูปและการคํานวณจุดตดัของกราฟ เราจะไดวา 2λ  เปนพหุนามคานอยสุด  ในชวง 

)
2

133,0( +−  

ดังนั้น  
6

22 λhd   = 1  และ )1(
6

2
2

λλ ++
hd  ≤  127 

พิจารณาระบบสมการ  
6

22 λhd   = 1              (4.1)  

           )1(
6

2
2

λλ ++
hd  ≤  127                         (4.2) 

ดังนั้น   
)1.4(
)2.4(    จะได 2

2 1
λ
λλ ++   ≤ 127 

เพราะฉะนั้น             2
1

λ
λ +   ≤   126 

เนื่องจากวา คาปริมาตรที่ตองการเปนจํานวนเต็ม ดังนั้น    2
1

λ
λ +  ∈  {1,2,3,…,126} 

 
 
กอนที่จะพิสูจนตอไป   จะขอพิสูจนทฤษฎบีทตั้ง 4.5 ดังนี้ 
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ทฤษฎีบทตั้ง 4.4 ให  λ  เปนจาํนวนตรรกยะในชวง (0,1) จะไดวา    2
1

λ
λ +    จะเปนจาํนวนเต็ม 

ก็ตอเมื่อ มีจํานวนเต็มบวก  p ซ่ึง λ  = 
p
1   

พิสูจน  )( ←  สมมติวา มีจํานวนเต็มบวก  p ซ่ึง λ  = 
p
1  

ดังนั้น   2
1

λ
λ +   =  

2
1

11

p

p
+

   =  p(p+1)  ซ่ึงเปนจํานวนเต็ม 

            )( →   สมมติวา 
p
q

=λ  โดยที่ 1≠q  และ ),( qp = 1  

เพราะฉะนั้น     2
1

λ
λ +   =  

2

2

1

p
q

p
q

+
  =  2

)(
q

qpp +  

เนื่องจาก  2
1

λ
λ +   เปนจํานวนเต็ม  ดังนั้น  q 2 หาร  p(p+q) ลงตัว  นั่นคือ q หาร p(p+q) ลงตัว 

และเนื่องจาก  (p,q) = 1 ดังนั้น q หาร p+q ลงตัว นั่นคอื q หาร p ลงตัว เราก็จะไดวา  q หาร 
(p,q) ลงตัว  ทําใหได q หาร 1 ลงตัว ซ่ึงขัดแยงกับสมมติฐาน 

เนื่องจาก  ∈λ  )
2

133,0( +−  โดยทฤษฎีบทตั้ง 4.4 ทําใหได }
10
1,...,

5
1,

4
1{=λ   ตารางที่  4.2 

แสดงคาของλ  ปริมาตรที่สมนัยกนั และการเปนลําดับกอกําเนิด 
λ  d h2  ปริมาตร (ลูกบาศกหนวย) ลําดับกอกําเนดิ ปริมาตรสูงสุด 

4
1  

616×  V1 = 3 , V2 = 4 , V5 = 10 , V11 = 12  
V3 = 16 , V10 = 18 , V9 = 21 

เปน 21 

5
1  

625×  V1 = 4 , V2 = 5, V5 = 13 , V11 = 15   
V3 = 25 ,V10 = 28 , V9 = 31 

เปน 31 

6
1  

636×  V1 = 5 , V2 = 6 , V5 = 16 , V11 = 18  
V3 = 36 ,V10 = 40 , V9 = 43 

เปน 43 

7
1  

649×  V1 = 6 , V2 = 7 , V5 = 19 , V11 = 21  
V3 = 49 , V10 = 54 , V9 = 57 

ไมเปน - 

8
1  

664×  V1 = 7 , V2 = 8 , V5 = 22 , V11 = 24  
V3 = 60 ,V10 = 70 , V9 = 73 

ไมเปน - 

9
1  

681×  V1 = 8 , V2 = 9 , V5 = 25, V11 = 27  
V3 = 81 ,V10 = 88, V9 = 91 

ไมเปน - 

10
1  

6100×  V1 = 9 , V2 = 10 , V5 = 28 , V11 = 30  
V3 = 100 ,V10 = 108 , V9 = 111 

ไมเปน - 

 ตารางที่ 4.2  
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เมื่อ )
3
1,

2
133( +−

∈λ   เราจะไดวา  λ31−  เปนพหุนามคานอยสุด   

ดังนั้น  
6

)31(2 λ−hd   = 1  และ )1(
6

2
2

λλ ++
hd  ≤  127 

พิจารณาระบบสมการ 
6

)31(2 λ−hd   = 1              (4.3)  

           )1(
6

2
2

λλ ++
hd  ≤  127                         (4.4) 

ดังนั้น   
)3.4(
)4.4(    จะได 

λ
λλ
31

12

−
++   ≤ 127 

เพราะฉะนั้น    
λ
λλ
31

12

−
++  k=   สําหรับบางจํานวนเต็ม  k  ∈{1, 2, 3, …,127}    

ซ่ึงเราจะได 
2

3109)13( 2 −+++−
=

kkkλ   สําหรับบางจํานวนเต็ม  k ∈{1, 2, 3, …,127} 

เนื่องจาก λ  เปนจํานวนตรรกยะ  ดังนัน้ 3109 2 −+ kk  จะตองเปนจํานวนกําลังสอง และจาก
คํานวณ เราพบวาไมมีคา k  ที่ทําให 3109 2 −+ kk  เปนจํานวนกําลังสอง   
จากการคํานวณพบวา ไมมีคา λ  ที่เปนจํานวนตรรกยะ ที่ทาํใหสมการเปนจริง 
 
สรุปวาในกรณีที่ 1 เราไดเครื่องตวงกึ่งสากลขนาด 21 ลูกบาศกหนวย 31 ลูกบาศกหนวย และ 43 

ลูกบาศกหนวย  
 

กรณีที่ 2   ∈λ [ ]
2

31,
3
1 +−   เราจะแสดงวามีเครื่องตวงกึ่งสากลขนาด 13 ลูกบาศกหนวย  

จากตารางที่ 4.1 พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี ้

 V1 – V0 = 
6

)1(2 λλ −hd  

V2 – V1 = 
6

22 λhd  

V5 – V2 = 
6

)1(22 λλ −hd  

V3 – V5 = 
6

)231( 22 λλ +−hd  

V11 – V3 = 
6

)13(2 −λhd  

V10 – V11 = 
6

)221( 22 λλ −−hd  

V9 – V10 = 
6
3 22 λhd  
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ในทํานองเดียวกับกรณีที่ 1 พิจารณา  รูปที ่4.17 แสดงกราฟพหุนามของ  λ   
โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนพหุนามของ λ  
 

3λ-1

1-2λ-2λ2

 
        รูปที่ 4.17 แสดงกราฟพหุนามของ λ   
จากกราฟพหนุามของ λ  (รูปที่ 4.17) และการคํานวณจุดตดัของกราฟ  ทําใหเราตองแบง λ  
ออกเปน สองกรณียอย ดังนี ้

กรณียอย 2.1   ∈λ )
4

415,
3
1[ +−  

จะไดวา 13 −λ  เปนพหุนามคานอยสุด   

ดังนั้น ให 
6

)13(2 −λhd             =  1       (4.5) 

และ  )1(
6

2
2

λλ ++
hd    ≤   127      (4.6) 

ดังนั้น  
)5.4(
)6.4(  จะได  

13
1 2

−
++

λ
λλ   ≤  127 

นั่นคือ   
13

1 2

−
++

λ
λλ  =  k  สําหรับบางจํานวนเต็ม  k  ∈{1, 2, 3, …,127} 

ซ่ึงเราจะได    
2

310913 2 −−±−
=

kkkλ    สําหรับบางจํานวนเต็ม  k ∈{1, 2, 3, …,127} 

เนื่องจาก λ  เปนจํานวนตรรกยะ  ดังนัน้ 3109 2 −− kk  จะตองเปนจํานวนกําลังสอง และจาก
คํานวณ เราพบวาไมมีคา k  ที่ทําให 3109 2 −− kk  เปนจํานวนกําลังสอง   
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กรณียอย 2.2   ∈λ )
2

31,
4

415[ +−+−  

จะได   1-2 22λλ −  เปนพหุนามคานอยสุด 

ดังนั้น ให 
6

)221( 22 λλ −−hd   =  1                (4.7) 

และ  )1(
6

2
2

λλ ++
hd    ≤   127               (4.8) 

ดังนั้น  
)7.4(
)8.4(    จะได  2

2

221
1

λλ
λλ

−−
++   ≤  127 

นั่นคือ  2

2

221
1

λλ
λλ

−−
++  =  k  สําหรับบางจํานวนเต็ม  k  ∈{1, 2, 3, …,127} 

ซ่ึงเราจะได    
)21(2

312)21( 2

k
kk

+
−++−

=λ    สําหรับบางจํานวนเต็ม  k ∈{1, 2, 3, …,127} 

เนื่องจาก λ  เปนจํานวนตรรกยะ  ดังนัน้ 12k 32−  จะตองเปนจํานวนกําลังสอง และจากตารางที่ 
4.3 พบวา มีเพียง k = 1 และ k = 13 เทานั้น ที่ทําให 12k 32−  เปนจํานวนกําลังสอง แตในกรณีที ่

k = 1 ทําใหไดคา 0=λ  ซ่ึงใชไมได  ในกรณีที่ k = 13 จะได  ∉=
3
1λ  )

2
31,

4
415[ +−+−   

พิจารณาที่จดุขอบ  เมื่อ  
3
1

=λ  และให  d 692 ×=h     จะไดวา 

V1 = 2 ลูกบาศกหนวย   V2 = 3 ลูกบาศกหนวย V5 = 7 ลูกบาศกหนวย V3 = 9  ลูกบาศกหนวย    

V11 = 9 ลูกบาศกหนวย V10 = 10 ลูกบาศกหนวย V9 = 13 ลูกบาศกหนวย 

และเราจะพบวา (2, 3, 7, 9, 9, 10, 13) เปนลําดับกอกาํเนิด  
 
ดังนั้นในกรณทีี่ 2 เราจะได เครื่องตวงกึ่งสากลขนาด 13 ลูกบาศกหนวย 
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k 12k 32−  k 12k 32−  k 12k 32− k 12k 32− k 12k 32−  

1 9 27 8745 53 33705 79 74889 105 132297 
2 45 28 9405 54 34989 80 76797 106 134829 
3 105 29 10089 55 36297 81 78729 107 137385 
4 189 30 10797 56 37629 82 80685 108 139965 
5 297 31 11529 57 38985 83 82665 109 142569 
6 429 32 12285 58 40365 84 84669 110 145197 
7 585 33 13065 59 41769 85 86697 111 147849 
8 765 34 13869 60 43197 86 88749 112 150525 
9 969 35 14697 61 44649 87 90825 113 153225 
10 1197 36 15549 62 46125 88 92925 114 155949 
11 1449 37 16425 63 47625 89 95049 115 158697 
12 1725 38 17325 64 49149 90 97197 116 161469 
13 2025 39 18249 65 50697 91 99369 117 164265 
14 2349 40 19197 66 52269 92 101565 118 167085 
15 2697 41 20169 67 53865 93 103785 119 169929 
16 3069 42 21165 68 55485 94 106029 120 172797 
17 3465 43 22185 69 57129 95 108297 121 175689 
18 3885 44 23229 70 58797 96 110589 122 178605 
19 4329 45 24297 71 60489 97 112905 123 181545 
20 4797 46 25389 72 62205 98 115245 124 184509 
21 5289 47 26505 73 63945 99 117609 125 187497 
22 5805 48 27645 74 65709 100 119997 126 190509 
23 6345 49 28809 75 67497 101 122409 127 193545 
24 6909 50 29997 76 69309 102 124845 128 196605 
25 7497 51 31209 77 71145 103 127305 129 199689 
26 8109 52 32445 78 73005 104 129789 130 202797 
 
ตารางที ่4.3 แสดงคาของ 12k 32−  เมื่อ k ∈{1, 2, 3, …,130} 
 

กรณีที่ 3  ∈λ  ( )
2
1,

2
31+−   จากตารางที่ 4.1 พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี ้

 V1 – V0 = 
6

)1(2 λλ −hd  

 V2 – V1 = 
6

22 λhd  

V5 – V2 = 
6

)1(22 λλ −hd  

 V3 – V5 = 
6

)231( 22 λλ +−hd  

 V10 – V3 = 
6

)21(2 λλ −hd  
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 V11 – V10 = 
6

)122( 22 −+ λλhd  

 V9 – V11 = 
6

)21( 22 λλ +−hd   

 
พิจารณากราฟพหุนามของ  λ    โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนพหุนามของ λ  
 

2λ2+2λ-1

λ-2λ2

 
            รูปที่ 4.18 แสดงกราฟพหุนามของ  λ        

จากกราฟพหนุามของ λ  (รูปที่ 4.18) และการคํานวณจุดตดัของกราฟ ทาํใหเราตองแบง λ  
ออกเปน สองกรณียอย ดังนี ้

กรณียอย 3.1 )
8

171,
2

31( +−+−
∈λ  

สําหรับ λ  ในชวงนี้ เมื่อพจิารณาจากกราฟเราจะเหน็วา  122 2 −+ λλ  เปนพหุนามคานอยสุด  
ดังนั้น   

จะไดวา  
6

)122( 22 −+ λλhd   = 1     (4.9) 

และ   )1(
6

2
2

λλ ++
hd    ≤   127     (4.10) 

ดังนั้น  
)9.4(
)10.4(     จะได      

122
1

2

2

−+
++
λλ
λλ   ≤   127 
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เพราะฉะนั้น     
122

1
2

2

−+
++
λλ
λλ    =  k  สําหรับบางจํานวนเต็ม  k ∈{1, 2, 3, …,127}  และจาก

การแกสมการเราจะไดวา  
)12(2

312)21( 2

−
−+−

=
k

kkλ   ซ่ึงจากตารางที่ 4.3 เราไดคา  k  = 13 และ

เมื่อแทนคา k เราก็จะไดวา  
5
2

=λ  แตเนื่องจาก  
5
2

=λ  ∉  )
8

171,
2

31( +−+−  

 

กรณียอย 3.2  )
2
1,

8
171( +−

∈λ  

ในกรณีนี้ เราจะเหน็วา 22λλ −  เปนพหุนามคานอยสุด และดวยวิธีการเดยีวกนักับกรณีอ่ืน ๆ เรา
จะไดวา 

      
6

)2( 22 λλ −hd    =   1      (4.11) 

      )1(
6

2
2

λλ ++
hd   ≤  127      (4.12) 

ดังนั้น  
)11.4(
)12.4(   จะได    2

2

2
1

λλ
λλ

−
++   ≤  127  

นั่นคือ  2

2

2
1

λλ
λλ

−
++  =  k  สําหรับบางจํานวนเต็ม  k ∈{1, 2, 3, …,127}  จากการแกสมการจะได 

)12(2
310)1( 2

+
−−±−

=
k

kkkλ   และเนื่องจากวา λ  เปนจํานวนตรรกยะ ดังนั้น  k 3102 −− k  

จะตองเปนจํานวนกําลังสอง  จากการแทนคา  k  ตั้งแต  1, 2, 3, …,127   เราก็จะพบวา  k = 13 

ทําให k 3102 −− k  เปนจาํนวนกําลังสองและทําให  λ  = 
3
1  , 

9
1  แตเนื่องจาก  

3
1  , 

9
1  ∉  )

2
1,

8
171( +−   ดังนั้นในกรณีนี้เราไมไดคา λ  เพื่อที่จะนํามาคํานวณหาเครื่องตวงกึง่

สากลเลย 
 

กรณีที่ 4  ∈λ  [ )
2
2,

2
1  เราจะแสดงวามีเครื่องตวงกึ่งสากลขนาด 7 ลูกบาศกหนวย หรือ 19 

ลูกบาศกหนวยในทํานองเดยีวกันกับกรณทีี่แลว พิจารณาผลตางของปริมาตรตอไปนี้ 

 V1 – V0 = 
6

)1(2 λλ −hd  

 V2 – V1 = 
6

22 λhd  

 V10 – V2 = 
6

)21( 22 λ−hd  

 V3 – V10 = 
6

)2( 22 λλ −hd  
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 V5 – V3 = 
6

)123( 22 −− λλhd  

 V11 – V5 = 
6
2 22 λhd  

 V9 – V11 = 
6

)21( 22 λλ +−hd  

 
 
พิจารณากราฟพหุนามของ λ   โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนพหุนามของ λ  

3λ-2λ2-1

1-2λ2

 
        รูปที่ 4.19  แสดงกราฟพหุนามของ  λ  

จากกราฟพหนุามของ λ  (รูปที่ 4.19) และการคํานวณจุดตดัของกราฟ ทาํใหเราตองแบง λ  
ออกเปน สองกรณียอย ดังนี ้
กรณียอย 4.1  ∈λ  [ )

3
2,

2
1  

เมื่อพิจารณาจากกราฟจะเหน็วา ในชวงนี้ พหุนามคานอยสุดคือ 123 2 −− λλ  และดวยวิธีการ
เดียวกัน จะไดวา 

  
6

)123( 22 −− λλhd   =  1     (4.13) 

   )1(
6

2
2

λλ ++
hd    ≤   127     (4.14) 

ดังนั้น  
)13.4(
)14.4(   จะได   

123
1

2

2

−−
++
λλ
λλ   ≤   127 
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นั่นคือ  
123

1
2

2

−−
++
λλ
λλ  =  k  สําหรับบางจํานวนเต็ม  k ∈{1, 2, 3, …,127}  จากการแกสมการจะ

ได  
)12(2

318)13( 2

+
−−±−

=
k

kkkλ   และเมื่อแทนคาเราพบวามีเพยีง k = 31 เทานั้นที่ทาํให 

k 3182 −− k  เปนจํานวนกําลังสอง ทําใหเราไดวา λ = 
7
4,

9
8  แตเนื่องจาก ∉

9
8  ( )

3
2,

2
1  ดังนั้นเรา

ไดคา λ = 
7
4  และจากการแทนคา λ = 

7
4  และความจริงที่วา k = 31 

 ทําใหเราได  V1 = 4 ลูกบาศกหนวย   V2 = 
3
28  ลูกบาศกหนวย V10 = 15 ลูกบาศกหนวย 

 V3 = 
3
49   ลูกบาศกหนวย   V5 = 

3
52  ลูกบาศกหนวย V11 = 18 ลูกบาศกหนวย V9 = 31 

ลูกบาศกหนวย (เมื่อเราเลือกคา 
6

2hd  ใหดีพอ ) 

แตจากทฤษฎบีท 1.4 ทําใหไดวา (4, ,
3
28 15, ,

3
49  ,

3
52  18, 31) ไมเปนลําดับกอกาํเนิด 

พิจารณา 
2
1

=λ  และให   642 ×=hd   จะได  

V1 = 1 ลูกบาศกหนวย   V2 = 2 ลูกบาศกหนวย V10 = 4 ลูกบาศกหนวย V3 = 4ลูกบาศกหนวย   

V5 = 4 ลูกบาศกหนวย V11 = 6 ลูกบาศกหนวย V9 = 7 ลูกบาศกหนวย 

และเราจะเหน็วา (1, 2, 4, 4, 4, 6, 7) เปนลําดับกอกําเนดิ ดังนั้นเราไดเครื่องตวงกึ่งสากล 

ขนาด 7 ลูกบาศกหนวย 

กรณียอย 4.2  ∈λ  [ )
2
2,

3
2  

ในกรณีนี้ จากกราฟจะเห็นวา 221 λ−  เปนพหนุามคานอยสุด ดวยวิธีการเดียวกนั คํานวณไดวา  

)12(2
3481 2

+
−−+−

=
k

kkλ   และจากการแทนคา k ตั้งแต 1, 2, 3, …,127 เราพบวา k = 7 ทําให 

5
3

=λ และ k = 19 ทําให 
3
2

=λ    เนื่องจาก  ∉
5
3 [ )

2
2,

3
2   เพราะฉะนั้น  

3
2

=λ  เทานั้น 

พิจารณา เมื่อ 
3
2

=λ  และให  692 ×=hd   

V1 = 2 ลูกบาศกหนวย   V2 = 6 ลูกบาศกหนวย V10 = 7 ลูกบาศกหนวย V3 = 9 ลูกบาศกหนวย   

V5 = 10 ลูกบาศกหนวย V11 = 18 ลูกบาศกหนวย V9 = 19 ลูกบาศกหนวย 

จะเห็นวา (2, 6, 7, 9, 10, 18, 19) เปนลําดับกอกําเนิด   ดังนั้นเราไดเครื่องตวงกึ่งสากลขนาด 19 

ลูกบาศกหนวย 
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กรณีที่ 5 λ  ∈  (
2
2 , 1) เราจะแสดงวามีเครื่องตวงกึง่สากลขนาด 37 ลูกบาศกหนวย 

พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี ้

 V1 – V0 = 
6

)1(2 λλ −hd  

 V10 – V1 = 
6

)1( 22 λ−hd  

 V2 – V10 = 
6

)12( 22 −λhd  

 V3 – V2 = 
6

)1(2 λ−hd  

 V5 – V3 = 
6

)123( 22 −− λλhd  

 V11 – V5 = 
6
2 22 λhd  

 V9 – V11 = 
6

)21( 22 λλ +−hd  

 
พิจารณากราฟพหุนามของ λ  โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนพหุนามของ λ  
 

2λ2-1
1-2λ+λ2

 
        รูปที่ 4.20  แสดงกราฟพหุนามของ  λ  
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จากกราฟพหนุามของ λ  (รูปที่ 4.20) และการคํานวณจุดตดัของกราฟ ทาํใหเราตองแบง λ  
ออกเปน สองกรณียอย ดังนี ้
 

กรณียอย 5.1 λ  ∈  ( )31,
2
2

+−  

จากกราฟจะเห็นไดชัดวา 12 2 −λ  เปนพหุนามคานอยสุด และดวยวิธีการเดยีวกันเราจะไดวา 

)12(2
3481 2

−
−++

=
k

kkλ  และจากการแทนคา k ตั้งแต 1, 2, 3, …,127 เราพบวา k = 39 ทําให 

11
8

=λ   และ k = 109 ทําให  
7
5

=λ   ดังนั้น เราไดวา  
11
8

=λ  และ 
7
5  จากการแทนคาเพื่อหา

ปริมาตร เราพบวาคาที่ไดไมเปนลําดับกอกาํเนิด 
 
กรณียอย 5.2 λ  ∈  )1,31( +−  

เมื่อพิจารณาจากกราฟ (รูปที ่4.20) เราจะเห็นไดทนัทีวา 221 λλ +− เปนพหนุามคานอยสุด จาก

การคํานวณดวยวิธีเดยีวกันเราจะพบวา 
)1(2

312)12(
−

−±+
=

k
kkλ   และ แทนคา k ตั้งแต 1, 2, 3, 

…,127 เราจะไดวา 
7
6,

6
5,

5
4,

4
3

=λ  เมื่อ k = 37, 61, 91, 127 ตามลําดับ  
 
พิจารณาการแทนคา λ  จากตารางตอไปนี ้
λ  hd 2  ปริมาตร (ลูกบาศกหนวย) ลําดับ

กอกําเนดิ 

ปริมาตร
สูงสุด 

4
3  

616×  V1 = 3 , V10 = 10 , V2 = 12, V3 = 16 , V5 =18 
V11 = 36 , V9 = 37 

เปน 37 

5
4  

625×  V1 = 4 , V10 = 13 , V2 = 20, V3 = 25 , V5 =28 
V11 = 60 , V9 = 61 

ไมเปน - 

6
5  

636×  V1 = 5 , V10 = 16, V2 = 30, V3 = 36 , V5 =40 
V11 = 90 , V9 = 91 

ไมเปน - 

7
6  

649×  V1 = 6 , V10 = 19 , V2 = 42, V3 = 49 , V5 =54 
V11 = 126 , V9 = 127 

ไมเปน - 

ตารางที่ 4.4 แสดงการแทนคา λ  เมื่อ 
7
6,

6
5,

5
4,

4
3

=λ  

 
จากทั้ง 5 กรณ ีทําใหเรามีเครือ่งตวงกึ่งสากล M ขนาด 7 ลูกบาศกหนวย 13 ลูกบาศกหนวย 19 

ลูกบาศกหนวย 21 ลูกบาศกหนวย 31 ลูกบาศกหนวย 37 ลูกบาศกหนวย และ 43 ลูกบาศกหนวย 

ตามตองการ          □ 
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ทฤษฎีบท 4.4  ปริมาตรสูงสุดของเครื่องตวงกึ่งสากลที่มฐีานเปนรูปหาเหลี่ยมแบบพิเศษ  
คือ 43 ลูกบาศกหนวย  
 
พิสูจน   สังเกตวาการพิสูจนในทฤษฎีบท 4.3 เปนการหาคา λ  ที่ทําใหลําดับของปริมาตรที่สมนัย
เปนลําดับกอกาํเนิด โดยใชวธีิการเชนเดยีวกันนี ้คํานวณคา λ  ที่เปนจํานวนตรรกยะดวยโปรแกรม
คณิตศาสตรเมเปลสําหรับปริมาตร V1 ถึง V13  (ดูรายละเอียดทีภ่าคผนวก) 
ตารางตอไปนีแ้สดงคา λ  ทั้งหมดที่ทําใหลําดับของปริมาตรที่สมนัยเปนลําดับกอกําเนิด 
λ  ปริมาตรที่เปนจํานวนเต็มเรยีงจากนอยไปมาก 

(ลูกบาศกหนวย) 
ลําดับกอกําเนดิ ปริมาตรสูงสุด 

4

1  
 
3 , 4 , 10 , 12 , 16 , 18 , 21 เปน  

21 
 

5

1  
 
4 , 5 , 13 , 15 , 25 , 28 , 31 เปน  

31 

6

1  
 
5 , 6 , 16 , 18 , 36 , 40 , 43 เปน  

43 

3

2  
 
2 , 6 , 7 , 9 , 10 , 18 , 19 เปน  

19 

4

3  
 
3 , 10 , 12 , 16 , 18 , 36 , 37 เปน  

37 

3

1  
 
2 , 3 , 7 , 9 , 9, 10 , 13 เปน  

13 

2

1  
 
1 , 2 , 4 , 4 , 4 , 6 , 7 เปน  

7 

 
ตารางที่ 4.5 แสดงคา λ  ทั้งหมดที่ทําใหเกิดเครื่องตวงกึ่งสากล 

 
เราพบวา คาλ  ที่ทําใหลําดับของปริมาตรที่สมนัยเปนลําดับกอกําเนดิ คือคา λ ชุดเดียวกับคาที่ได
ในทฤษฎีบท 4.3  เราจึงสรุปวา เครื่องตวงกึ่งสากลที่มีฐานเปนรูปหาเหล่ียมแบบพเิศษ ขนาด 43 

ลูกบาศกหนวย เปนเครื่องตวงกึ่งสากลที่ใหปริมาตรสูงสุด      �

     
 
 
 
 
 



 84

รายการอางอิง 
 
1.     Akiyama,J., Fukada,H., Nakamura,G., Sakai,T., Urrutia,J., Zamora   
                Cura,C.:Universal Measuring Devices Without Gradations, Discrete and 
                Computational Geometry, JCDCG 2000(Lecture Note in Computer  
                Science), Springer:31-40. 
 
2.    Akiyama,J. ,Fukada,H. ,Nakamura,G.: Universal Measuring Devices With 
                Rectangular base, to appear in Discrete and Computational Geometry,           
                JCDCG2002(Lecture Note in Computer Science), Springer:1-8 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 85
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พิจารณากราฟฟงกชันของ λ  ทั้งหมด จากขัน้ตอนการพิสูจนในทฤษฎีบท 4.3 

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนฟงกชันของ λ  

v2
v1 v5

v11

v3v10

v9

v12

v4

v7

v8

v6

v13

 
          รูปที่ 1 แสดงกราฟฟงกชันของ λ   
จะไดชวงของ λ  และคาปริมาตรเรียงจากนอยไปมากดังนี ้
 
ชวงของλ  ปริมาตรเรียงจากนอยไปมาก 

),0( β  13687412910311521 VVVVVVVVVVVVV ≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤  

)
3
1,(β  13687491210311521 VVVVVVVVVVVVV ≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤  

)
2

31,
3
1( +−  13687491210113521 VVVVVVVVVVVVV ≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤  

),
2

31( α+−  13687491211103521 VVVVVVVVVVVVV ≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤  

)
2
1,(α  13687491112103521 VVVVVVVVVVVVV ≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤  

( )
2
2,

2
1  13687491112531021 VVVVVVVVVVVVV ≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤  

)1,
2
2(  13687491112532101 VVVVVVVVVVVVV ≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤  

 
ตารางที่ 1 แสดงชวงของ  λ    และปริมาตรเรียงจากนอยไปมาก 

เมื่อ β ,α  คํานวณโดยโปรแกรมคณิตศาสตรเมเปล  

ดวยคําสั่ง > evalf(solve(1+x*(1-x)*(2-x^2) = 1+x+x^2 ));  ได β  3111078169.0≈  
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คํานวณ α  ดวยคําสั่ง > evalf(solve(1+x*(1-x)*(2-x^2) = 3*x ));  ได 4805338162.0≈α  
  
กรณีที่ 1  ),0( βλ ∈  พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี้ 

{ }λλ −=− 1(
6

2

01
hdVV     

{ }2
2

12 6
λhdVV =−  

{ })1(2
6

2

25 λλ −=−
hdVV     

{ }2
2

511 2
6

λhdVV =−  

{ }λ31
6

2

113 −=−
hdVV      

{ })21(
6

2

310 λλ −=−
hdVV  

{ }2
2

109 3
6

λhdVV =−      

{ }22
2

912 )2)(1(
6

λλλλλ −−−−=−
hdVV  









−−−−
+

+=− )2)(1(
1
22

6
22

22

124 λλλλ
λ
λλhdVV  









+
−+−−+−=−

λ
λλλλλ

1
22)1)(2(2

6

2
22

2

47
hdVV  

{ }32
2

78 )1()1)(2(
6

λλλ −−−+=−
hdVV  







 −+−−

+
+=− 32

2

86 )1(12
1
22

6
λλ

λ
λλhdVV  









+
−−+=−

λ
λλλ

1
241

6
2

2

613
hdVV  
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พิจารณากราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตร  ดังรูปที่ 2  

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนฟงกชันของ λ  
 

 
            รูปที่ 2 แสดงกราฟฟงกชันของλ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตรในกรณีที่ 1   
 
จากรูปที่ 2 ทําใหไดวา  2λ  เปนพหุนามคานอยสุด สําหรับชวง ),0( δ  เมื่อ 2391232786.0≈δ  

และ 22 )2)(1( λλλλλ −−−−  เปนพหนุามคานอยสุด สําหรับชวง ),( βδ  

 
กรณีที่ 1.1  ),0( δλ ∈  จะไดวา 

{ } 1
6

2
2

=λhd   และ { } 132
2

2363
6

≤−+ λλhd     (1) 

หรือ 

{ } 1
6

2
2

=λhd  และ 122
2

2)1(2
1
22

6
≤







 −+

+
+ λ

λ
λλhd    (2) 

หรือ 

 { } 1
6

2
2

=λhd  และ { } 113
2

2)1(3
6

≤−− λhd      (3) 

หรือ 

 { } 1
6

2
2

=λhd  และ { } 102
2

2)1)(2(3
6

≤−+− λλhd     (4) 

หรือ 



 89

 { } 1
6

2
2

=λhd  และ 92
22

21
1
22

6
≤









−+
+

+ λ
λ
λλhd    (5) 

 
 
หรือ 

 { } 1
6

2
2

=λhd  และ { } 82
2

2)2)(1(1
6

≤−−+ λλλhd     (6) 

หรือ 

 { } 1
6

2
2

=λhd  และ { } 72
2

21
6

≤++ λλhd      (7) 

 
ในการคํานวณเราใชโปรแกรมคณิตศาสตรเมเปล  เพื่อคํานวณคา λ  ที่เปนจํานวนตรรกยะ ดังนี ้
สําหรับ (1) 

จาก       { } 1
6

2
2

=λhd      และ { } 132
2

2363
6

≤−+ λλhd    ดังนั้น 

13
2

2

2363
≤

−+
λ

λλ  นั่นคือ   k=
−+

2

2363
λ

λλ   โดยที่ }2,...,3,2,1{ 13∈k  

คําสั่ง    > for k from 1 to 8192  do 
                  print( k , solve(3+6*x-3*x^2 = k*x^2)) 
             end  do;   
พบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกันดังนี้  
เราเขียน ),( λk  แทน k  และ λ  ที่สมนัยกัน 

)
2
1,21( , )

3
1,42( , )

4
1,69( , )

5
1,102( , )

6
1,141( , )

7
1,186( , )

8
1,237( , )

9
1,294( ,  

)
11
1,426( ,…, )1),363(( 2

p
pp −+ ,…, )

50
1,7797( , )

51
1,8106(               

และดวยวิธีการเดียวกัน  เราสามารถเขียนคําสั่งใหโปรแกรมคํานวณในทุกกรณียอย ดังนี ้
 
สําหรับ  (2)  

จาก   { } 1
6

2
2

=λhd     และ  122
2

2)1(2
1
22

6
≤







 −+

+
+ λ

λ
λλhd      ดังนั้น 

12
2

2

2
)1(2

1
22

≤
−+

+
+

λ

λ
λ
λλ

   นั่นคือ   k=
−+

+
+

2

2 )1(2
1
22

λ

λ
λ
λλ

 โดยที่ }2,...,3,2,1{ 12∈k  

คํานวณดวยคําสั่ง  > for k from 1 to 4096  do 
                  print( k , solve(2*x+2*x /(1+x)+2*(1-x^2) = k*x^2)) 
             end  do;     
พบวา ไมมีคา k ที่ทําให λ  เปนจํานวนตรรกยะ  
               
สําหรับ (3) 
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จาก    { } 1
6

2
2

=λhd   และ  { } 113
2

2)1(3
6

≤−− λhd    ดังนั้น 

  11
2

3

2)1(3
≤

−−
λ

λ   นั่นคือ  k=
−−
2

3)1(3
λ

λ   โดยท่ี }2,...,3,2,1{ 11∈k  

คํานวณดวยคําสั่ง  > for k from 1 to 2048  do 
                  print( k , solve(3-(1-x)^3 = k*x^2)) 
             end  do;   
พบวา ไมมีคา k ที่ทําให λ  เปนจํานวนตรรกยะ     
             
 สําหรับ (4)  

จาก      { } 1
6

2
2

=λhd  และ { } 102
2

2)1)(2(3
6

≤−+− λλhd  ดังนั้น 

10
2

2

2)1)(2(3
≤

−+−
λ

λλ   นั่นคือ   k=
−+−

2

2)1)(2(3
λ

λλ   โดยท่ี }2,...,3,2,1{ 10∈k  

คํานวณดวยคําสั่ง  > for k from 1 to 1024  do 
 
                  print( k , solve(3-(2+x)*(1-x)^2 = k*x^2)) 
             end  do;    
พบวา ไมมีคา k ที่ทําให λ  เปนจํานวนตรรกยะ                 
   
สําหรับ (5) 

จาก      { } 1
6

2
2

=λhd  และ 92
22

21
1
22

6
≤









−+
+

+ λ
λ
λλhd  ดังนั้น 

9
2

2
2

2
1

1
22

≤
−+

+
+

λ

λ
λ
λλ

  นั่นคือ   k=
−+

+
+

2

2
2

1
1
22

λ

λ
λ
λλ

  โดยท่ี }2,...,3,2,1{ 9∈k  

คํานวณดวยคําสั่ง  > for k from 1 to 512  do 
                  print( k , solve(2*x+2*x^2 /(1+x)+1-x^2 = k*x^2)) 
             end  do;  
พบวา ไมมีคา k ที่ทําให λ  เปนจํานวนตรรกยะ     
                
สําหรับ (6) 

จาก    { } 1
6

2
2

=λhd  และ { } 82
2

2)2)(1(1
6

≤−−+ λλλhd   ดังนั้น 

8
2

2

2)2)(1(1
≤

−−+
λ

λλλ   นั่นคือ   k=
−−+

2

2 )2)(1(1
λ

λλλ   โดยท่ี }2,...,3,2,1{ 8∈k  

คํานวณดวยคําสั่ง  > for k from 1 to 256  do 
                  print( k , solve(1+x*(1-x)*(2-x^2) = k*x^2)) 
             end  do;    
พบวา ไมมีคา k ที่ทําให λ  เปนจํานวนตรรกยะ                 
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สําหรับ (7) 

จาก       { } 1
6

2
2

=λhd  และ { } 72
2

21
6

≤++ λλhd    ดังนั้น 

7
2

2

21
≤

++
λ

λλ   นั่นคือ   k=
++
2

21
λ

λλ   โดยท่ี }2,...,3,2,1{ 7∈k  

 คํานวณดวยคาํสั่ง  > for k from 1 to 128  do 
                  print( k , solve(1+x+x^2 = k*x^2)) 
             end  do;      
พบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกันดังนี้  

)
2
1,7( , )

3
1,13( , )

4
1,21( , )

5
1,31( , )

6
1,43( , )

7
1,57( , )

8
1,73( , )

9
1,91( , )

10
1,111(  

 
  
กรณีที่ 1.2  ),( βδλ ∈   เราสามารถคํานวณดวยวิธีการเดียวกัน  เพยีงเปลี่ยนจาก 2λ   เปน  

22 )2)(1( λλλλλ −−−−   เปนพหนุามคานอยสุด   
พบวา ไมมีคา k ที่ทําให λ  เปนจํานวนตรรกยะ                 
 
 

กรณีที่ 2  )
3
1,(βλ ∈  พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี้ 

{ }λλ −=− 1(
6

2

01
hdVV     

{ }2
2

12 6
λhdVV =−  

{ })1(2
6

2

25 λλ −=−
hdVV     

{ }2
2

511 2
6

λhdVV =−  

{ }λ31
6

2

113 −=−
hdVV      

{ })21(
6

2

310 λλ −=−
hdVV     

{ }22
2

1012 )1()1(3)2)(1(1
6

λλλλλλ −−−−−−+=−
hdVV  

{ })2)(1(
6

22
2

129 λλλλλ −−−+=−
hdVV  









+
+−=−

λ
λλλ

1
22

6

2
2

2

94
hdVV  
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







+
−+−−+−=−

λ
λλλλλ

1
22)1)(2(2

6

2
22

2

47
hdVV  

{ }32
2

78 )1()1)(2(
6

λλλ −−−+=−
hdVV  







 −+−−

+
+=− 32

2

86 )1(12
1
22

6
λλ

λ
λλhdVV  









+
−−+=−

λ
λλλ

1
241

6
2

2

613
hdVV  

 
 
พิจารณากราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตร  ดังรูปที่ 3 

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนฟงกชันของ λ  
 

 
              รูปที่ 3 แสดงกราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตรในกรณีที่ 2 

  จากรูปที่ 3 และการคํานวณจุดตัด จะได  )2)(1( 22 λλλλλ −−−+  เปนพหนุามคานอยสุด 
สําหรับ ชวง  ),( γβ  เมื่อ 3274056262.0≈γ     และ   λ31−  เปนพหุนามคานอยสุด สําหรบั
ชวง  )

3
1,(γ  

 
กรณีที่ 2.1  ),( γβλ ∈   นั่นคือ  )2)(1( 22 λλλλλ −−−+  เปนพหุนามคานอยสุด 

จากการคํานวณพบวาไมมีคา k ที่ทําให λ  เปนจํานวนตรรกยะ                 
 

กรณีที่ 2.2  )
3
1,(γλ ∈   นั่นคือ λ31−  เปนพหุนามคานอยสุด 

จากการคํานวณพบวาไมมีคา k ที่ทําให λ  เปนจํานวนตรรกยะ                 
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กรณีที่ 3  )
2

31,
3
1( +−

∈λ  พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี้ 

{ }λλ −=− 1(
6

2

01
hdVV     

{ }2
2

12 6
λhdVV =−  

{ })1(2
6

2

25 λλ −=−
hdVV     

{ }2
2

53 231
6

λλ +−=−
hdVV  

{ }13
6

2

311 −=− λhdVV      

{ })221
6

2
2

1110 λλ −−=−
hdVV     

{ }22
2

1012 )1()1(3)2)(1(1
6

λλλλλλ −−−−−−+=−
hdVV  

{ })2)(1(
6

22
2

129 λλλλλ −−−+=−
hdVV  









+
+−=−

λ
λλλ

1
22

6

2
2

2

94
hdVV  









+
−+−−+−=−

λ
λλλλλ

1
22)1)(2(2

6

2
22

2

47
hdVV  

{ }32
2

78 )1()1)(2(
6

λλλ −−−+=−
hdVV  







 −+−−

+
+=− 32

2

86 )1(12
1
22

6
λλ

λ
λλhdVV  









+
−−+=−

λ
λλλ

1
241

6
2

2

613
hdVV  
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พิจารณากราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตร  ดังรูปที่ 4 

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนฟงกชันของ λ  
 

 
                รูปที่ 4 แสดงกราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตรในกรณีที่ 3 

  จากรูปที่ 4 และการคํานวณจุดตัด จะได  13 −λ  เปนพหนุามคานอยสุด สําหรับ 

 ชวง  ),
3
1( σ  เมื่อ 3472963549.0≈σ     และ  )2)(1( 22 λλλλλ −−−+   เปนพหนุามคานอย

สุด สําหรับชวง  ),( χσ  เมื่อ  3520462095.0≈χ     และ   2221 λλ −−  เปนพหุนามคานอยสุด 

 สําหรับชวง  )
2

31,( +−χ  

กรณีที่ 3.1  ),
3
1( σλ ∈   

จากการคํานวณพบวาไมมีคา k ที่ทําให λ  เปนจํานวนตรรกยะ                 
 
กรณีที่ 3.2  ),( χσλ ∈   
จากการคํานวณพบวา เมื่อ 189=k   คา 

3
1

=λ               

 

กรณีที่ 3.3  )
2

31,( +−
∈ χλ   

จากการคํานวณพบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกนัดังนี้  
)

37
13,94( , )

3
1,42( , )

11
2,7( , )

3
1,13(  
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กรณีที่ 4 ),
2

31( αλ +−
∈  พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี ้

{ }λλ −=− 1(
6

2

01
hdVV     

{ }2
2

12 6
λhdVV =−  

{ })1(2
6

2

25 λλ −=−
hdVV     

{ }2
2

53 231
6

λλ +−=−
hdVV  

{ }2
2

310 2
6

λλ −=−
hdVV      

{ })122
6

2
2

1011 −+=− λλhdVV     

{ }λλλλ 3)2)(1(1
6

2
2

1112 −−−+=−
hdVV  

{ })2)(1(
6

22
2

129 λλλλλ −−−+=−
hdVV  









+
+−=−

λ
λλλ

1
22

6

2
2

2

94
hdVV  









+
−+−−+−=−

λ
λλλλλ

1
22)1)(2(2

6

2
22

2

47
hdVV  

{ }32
2

78 )1()1)(2(
6

λλλ −−−+=−
hdVV  







 −+−−

+
+=− 32

2

86 )1(12
1
22

6
λλ

λ
λλhdVV  









+
−−+=−

λ
λλλ

1
241

6
2

2

613
hdVV  
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พิจารณากราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตร  ดังรูปที่ 5 

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนฟงกชันของ λ  
 

 
                รูปที่ 5แสดงกราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตรในกรณีที่ 4 

  จากรูปที่ 5 และการคํานวณจุดตัด จะได 122 2 −+ λλ   เปนพหนุามคานอยสุด สําหรับ 

 ชวง  ),
2

31( φ+−  เมื่อ 3903882032.0≈φ     และ  22λλ −   เปนพหนุามคานอยสุด 

 สําหรับชวง  ),( αφ  
 

กรณีที่ 4.1 ),
2

31( φλ +−
∈  

จากการคํานวณพบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกนัดังนี้  
)

21
8,93( , )

5
2,41( , )

5
3,6(  

 
กรณีที่ 4.2 ),( αφλ ∈   
จากการคํานวณพบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกนัดังนี้  

)
7
3,82( , )

23
1,82( , )

3
1,42( , )

9
1,42( , )

13
3,34( , )

5
1,34( , )

3
1,13( , )

9
1,13(  
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กรณีที่ 5 )
2
1,(αλ ∈  พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี ้

{ }λλ −=− 1(
6

2

01
hdVV     

{ }2
2

12 6
λhdVV =−  

{ })1(2
6

2

25 λλ −=−
hdVV     

{ }2
2

53 231
6

λλ +−=−
hdVV  

{ }2
2

310 2
6

λλ −=−
hdVV      

{ }22
2

1012 )1()1(3)2)(1(1
6

λλλλλλ −+−−−−+=−
hdVV     

{ })2)(1(13
6

2
2

1211 λλλλ −−−−=−
hdVV  

{ }2
2

119 21
6

λλ +−=−
hdVV  









+
+−=−

λ
λλλ

1
22

6

2
2

2

94
hdVV  









+
−+−−+−=−

λ
λλλλλ

1
22)1)(2(2

6

2
22

2

47
hdVV  

{ }32
2

78 )1()1)(2(
6

λλλ −−−+=−
hdVV  







 −+−−

+
+=− 32

2

86 )1(12
1
22

6
λλ

λ
λλhdVV  









+
−−+=−

λ
λλλ

1
241

6
2

2

613
hdVV  
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พิจารณากราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตร  ดังรูปที่ 6 

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนฟงกชันของ λ  
 

 
                รูปที่ 6 แสดงกราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตรในกรณีที่ 5 

  จากรูปที่ 6 และการคํานวณจุดตัด จะได 22λλ −   เปนพหนุามคานอยสุด สําหรับ 

 ชวง  ),( ηα  เมื่อ 4850839474.0≈η     และ  )2)(1(13 2λλλλ −−−−   เปนพหนุามคานอย
สุด สําหรับชวง  )

2
1,(η  

 
กรณีที่ 5.1 ),( ηαλ ∈   
จากการคํานวณพบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกนัดังนี ้

)
7
3,82( , )

23
1,82( , )

3
1,42( , )

9
1,42( , )

13
3,34( , )

5
1,34( , )

3
1,13( , )

9
1,13(  

 

กรณีที่ 5.2 )
2
1,(ηλ ∈   

จากการคํานวณพบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกนัดังนี ้
)

2
1,84( , )

2
1,46( , )

2
1,38( , )

2
1,28( , )

2
1,23(  
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กรณีที่ 6 )
2
2,

2
1(∈λ  พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี ้

{ }λλ −=− 1(
6

2

01
hdVV     

{ }2
2

12 6
λhdVV =−  

{ }2
2

210 21
6

λ−=−
hdVV     

{ }λλ −=− 2
2

103 2
6
hdVV  

{ }123
6

2
2

35 −−=− λλhdVV      

{ }22
2

512 23)2)(1(1
6

λλλλλ +−−−+=−
hdVV     

{ })2)(1(13
6

2
2

1211 λλλλ −−−−=−
hdVV  

{ }2
2

119 21
6

λλ +−=−
hdVV  









+
+−=−

λ
λλλ

1
22

6

2
2

2

94
hdVV  









+
−+−−+−=−

λ
λλλλλ

1
22)1)(2(2

6

2
22

2

47
hdVV  

{ }32
2

78 )1()1)(2(
6

λλλ −−−+=−
hdVV  







 −+−−

+
+=− 32

2

86 )1(12
1
22

6
λλ

λ
λλhdVV  









+
−−+=−

λ
λλλ

1
241

6
2

2

613
hdVV  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 100

พิจารณากราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตร  ดังรูปที่ 7 

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนฟงกชันของ λ  
 

 
                รูปที่ 7 แสดงกราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตรในกรณีที่ 6 

  จากรูปที่ 7 และการคํานวณจุดตัด จะได 123 2 −− λλ   เปนพหนุามคานอยสุด สําหรับ 

 ชวง  ),
2
1( ϖ  เมื่อ 6666666667.0≈ϖ     และ  221 λ−   เปนพหนุามคานอยสุด 

 สําหรับชวง  )
2
2,(ϖ  

 

กรณีที่ 6.1 ),
2
1( ϖλ∈  

จากการคํานวณพบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกนัดังนี ้
)

23
22,151( , )

13
7,151( , )

25
23,89( , )

7
4,89( , )

9
8,69( , )

5
3,69( , )

11
9,51( , )

3
2,51( , )

7
5,47(  

)
13
10,47( , )

9
8,31( , )

7
4,31( , )

13
10,19( , )

3
2,19(  

 

กรณีที่ 6.2 )
2
2,(ϖλ∈   

จากการคํานวณพบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกนัดังนี ้
)

13
9,138( , )

3
2,51( , )

3
1,6( , )

3
2,19( , )

5
3,7( , 
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กรณีที่ 7 )1,
2
2(∈λ  พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี ้

{ }λλ −=− 1(
6

2

01
hdVV     

{ }2
2

110 1
6

λ−=−
hdVV  

{ }12
6

2
2

102 −=− λhdVV     

{ }λ−=− 1
6

2

23
hdVV  

{ }123
6

2
2

35 −−=− λλhdVV      

{ }22
2

512 23)2)(1(1
6

λλλλλ +−−−+=−
hdVV     

{ })2)(1(13
6

2
2

1211 λλλλ −−−−=−
hdVV  

{ }2
2

119 21
6

λλ +−=−
hdVV  









+
+−=−

λ
λλλ

1
22

6

2
2

2

94
hdVV  









+
−+−−+−=−

λ
λλλλλ

1
22)1)(2(2

6

2
22

2

47
hdVV  

{ }32
2

78 )1()1)(2(
6

λλλ −−−+=−
hdVV  







 −+−−

+
+=− 32

2

86 )1(12
1
22

6
λλ

λ
λλhdVV  









+
−−+=−

λ
λλλ

1
241

6
2

2

613
hdVV  
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พิจารณากราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตร  ดังรูปที่ 8 

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนฟงกชันของ λ  
 

 
                รูปที่ 8 แสดงกราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตรในกรณีที่ 7 

  จากรูปที่ 8 และการคํานวณจุดตัด จะได 12 2 −λ   เปนพหนุามคานอยสุด สําหรับ 

 ชวง  ),
2
2( ϑ  เมื่อ 732050808.0≈ϑ     และ  221 λλ +−   เปนพหนุามคานอยสุด 

 สําหรับชวง  )1,(ϑ  
 

กรณีที่ 7.1 ),
2
2( ϑλ ∈   

จากการคํานวณพบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกนัดังนี ้
)

7
5,282( , )

5
4,21( , )

7
5,109( , )

11
8,39(  

กรณีที่ 7.2 )1,(ϑλ ∈   
จากการคํานวณพบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกนัดังนี ้

)
9
8,483( , )

8
7,381( , )

7
6,291( , )

6
5,213( , )

5
4,147( , )

4
3,93( , )

3
2,51( , )

2
1,21( , )

7
6,127( , 

)
6
5,91( , )

5
4,61( , )

4
3,37( , )

3
2,19( , )

2
1,7(  
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จากนั้น นําคา λ ที่สอดคลองกับเงื่อนไขในแตละกรณี  จากทั้ง 7 กรณีขางตน มาแทนคา เพื่อหา

ปริมาตรตาง ๆ และกําหนดคาของ   
6

2hd  ใหเหมาะสม  พรอมทั้งตรวจสอบวาปริมาตรที่ไดเปน

ลําดับกอกําเนดิหรือไม ดังตารางตอไปนี ้
λ k ปริมาตรที่เปนจํานวนเต็มเรยีงจากนอยไปมาก (ลูกบาศกหนวย) ลําดับกอกําเนดิ 

4

1  
 
21 

 
3 , 4 , 10 , 12 , 16 , 18 , 21 , 69 
 

ไมเปน 

5

1  
 
31 
 

 
4 , 5 , 13 , 15 , 25 , 28 , 31 , 102 ไมเปน 

6

1  
 
43 

 
5 , 6 , 16 , 18 , 36 , 40 , 43 , 141 ไมเปน 

7

1  
 
57 

 
6 , 7 , 19 , 21 , 49 , 54 , 57 , 186 ไมเปน 

8

1  
 
73 

 
7 , 8 , 22 , 24 , 64 , 70 , 73 , 237 ไมเปน 

9

1  
 
91 

 
8 , 9 , 25 , 27 , 81 , 88 , 91 , 294 ไมเปน 

10

1  
 
111 

 
9 , 10 , 28 , 30 , 100 , 108 , 111 , 357 ไมเปน 

 

21

8  
 
93 

 
93 ไมเปน 

7

3  
 
82 

 
4 , 7 , 21 , 82 ไมเปน 

2

1  
 
84 

 
4 , 8 , 16 , 16 , 16 , 23 , 24 , 28 , 38 , 46 , 84 ไมเปน 

13

7  
 
151 

 
7 , 21 , 151 ไมเปน 

7

4  
 
89 

 
4 , 15 , 28 , 31 , 89 ไมเปน 

5

3  
 
69 

 
3 , 11 , 69 ไมเปน 

3

2  
 
51 

 
2 , 6 , 7 , 9 , 10 , 18 , 19 , 51 ไมเปน 

13

9  
 
138 

 
27 , 138 ไมเปน 

7

5  
 
282 

 
10 , 34 , 35 , 49 , 55 , 105 , 109 , 282 ไมเปน 

11

8  
 
39 

 
39 ไมเปน 

9

8  
 
483 

 
8 , 25 , 72 , 81 , 88 , 216 , 217 , 483 ไมเปน 
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8

7  
 
381 

 
7 , 22 , 56 , 64 , 70 , 168 , 169 , 381 ไมเปน 

7

6  
 
291 

 
6 , 19 , 42 , 49 , 54 , 126 , 127 , 291 ไมเปน 

6

5  
 
213 

 
5 , 16 , 30 , 36 , 40 , 90 , 91 , 213 ไมเปน 

5

4  
 
147 

 
4 , 13 , 20 , 25 , 28 , 60 , 61 , 147  ไมเปน 

4

3  
 
93 

 
3 , 10 , 12 , 16 , 18 , 36 , 37 , 93 ไมเปน 

ตารางที่ 2 

ในกรณีที่ }
51
1,

50
1,

49
1,...,

13
1,

12
1,

11
1{∈λ  เราไดตรวจสอบแลววา ลําดับของปริมาตรที่สมนัย

กับคา λ  เหลานี้ ไมเปนลําดับกอกําเนิด 
 

กรณีที่  λ = 
3
1   ซ่ึงเปนจุดขอบ พบวาลําดับปริมาตรที่สมนัยคือ )42,13,10,9,9,7,3,2(  แตลําดับ 

)42,13,10,9,9,7,3,2(  ไมเปนลําดับกอกําเนดิ ดังนั้น พิจารณาลําดับ  )13,10,9,9,7,3,2( พบวาเปน
ลําดับกอกําเนดิ  
 
จากตารางที่ 2 พบวาลําดับของปริมาตรที่ไดไมเปนลําดับกอกําเนดิ เนื่องจากเราตองการเครื่องตวง
กึ่งสากล จึงพจิารณาลําดับของปริมาตรที่ตัดคาปริมาตรบางคาทิ้งไป ดังตารางที่ 3 

ทําเชนนี้ไปเรือ่ยๆ เพื่อหาลําดับของปริมาตรที่เปนลําดับกอกําเนดิ เราก็จะไดเครื่องตวงกึ่งสากลตาม
ตองการ 
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λ  ปริมาตรที่เปนจํานวนเต็มเรยีงจากนอยไปมาก 

(ลูกบาศกหนวย) 
ลําดับกอกําเนดิ ปริมาตรสูงสุด 

4

1  
 
3 , 4 , 10 , 12 , 16 , 18 , 21 เปน  

21 
 

5

1  
 
4 , 5 , 13 , 15 , 25 , 28 , 31 เปน  

31 

6

1  
 
5 , 6 , 16 , 18 , 36 , 40 , 43 เปน  

43 

7

1  
 
6 , 7 , 19 , 21 , 49 , 54 , 57 ไมเปน - 

8

1  
 
7 , 8 , 22 , 24 , 64 , 70 , 73 ไมเปน - 

9

1  
 
8 , 9 , 25 , 27 , 81 , 88 , 91 ไมเปน - 

10

1  
 
9 , 10 , 28 , 30 , 100 , 108 , 111 ไมเปน - 

2

1  
 
4 , 8 , 16 , 16 , 16 , 23 , 24 , 28 , 38 , 46 ไมเปน - 

7

4  
 
4 , 15 , 28 , 31 ไมเปน - 

3

2  
 
2 , 6 , 7 , 9 , 10 , 18 , 19 เปน  

19 

7

5  
 
10 , 34 , 35 , 49 , 55 , 105 , 109 ไมเปน - 

9

8  
 
8 , 25 , 72 , 81 , 88 , 216 , 217 ไมเปน - 

8

7  
 
7 , 22 , 56 , 64 , 70 , 168 , 169 ไมเปน - 

7

6  
 
6 , 19 , 42 , 49 , 54 , 126 , 127 ไมเปน - 

6

5  
 
5 , 16 , 30 , 36 , 40 , 90 , 91 ไมเปน - 

5

4  
 
4 , 13 , 20 , 25 , 28 , 60 , 61 ไมเปน - 

4

3  
 
3 , 10 , 12 , 16 , 18 , 36 , 37 เปน  

37 

ตารางที่ 3 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 
 นายนิตนิัย  อุดมทรัพย เกิดเมื่อวันที่ 14 ตุลาคม พ.ศ. 2522 ที่จังหวัดชยัภูมิ สําเร็จ
การศึกษาระดบัปริญญาตรี สาขาคณิตศาสตร ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณ
มหาวิทยาลัยในปการศึกษา 2544 และในปการศึกษา 2545 ไดเขาศกึษาในระดับปรญิญาโทสาขา
คณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลยั 
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